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Introduccion

Consideraciones generales

Los sistemas integrables constituyen sin lugar a dudas un tipo especial de
ecuaciones en derivadas parciales (PDEs). En realidad existen muchas defi-
niciones de sistema integrable, que consisten en la practica en una lista de
propiedades comunes de este tipo de sistemas (quizés con alguna excepcion).
Entre estas propiedades podemos citar: solubilidad mediante la Transforma-
da de Scattering Inversa y el problema lineal subyacente asociado (par de
Lax) [1] [4] [37] [50] [111]; transformaciones de Darboux [84], transformacio-
nes de Béacklund y las correspondientes formulas de superposicion no lineales
[77] |98]; 1a propiedad de Painlevé, tanto para la propia PDE como para sus
reducciones a ecuaciones diferenciales ordinarias (ODEs) [1]; un nimero in-
finito de leyes de conservacion |4]; estructura multihamiltoniana, operadores
de recurrencia y jerarquias asociadas [42]; asi como la forma bilineal de Hi-
rota [62].

Entre las reducciones a ODEs de sistemas integrables se encuentran las
llamadas ecuaciones de Painlevé. Estas peculiares ODEs de segundo orden,
junto con sus anélogos de orden superior, poseen también propiedades en
comin que las distinguen de otro tipo de ODEs (de nuevo quizas con alguna
excepcion). Estas propiedades incluyen entre otras: solubilidad mediante la

transformada de isomonodromia inversa y problemas lineales asociados [45];
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forma bilineal de Hirota; transformaciones de auto—Béacklund; y estructura
hamiltoniana [23].

En esta Tesis Doctoral haremos uso de algunas de estas propiedades. Por
ejemplo, utilizaremos el hecho de que las PDEs integrables son miembros
de jerarquias de ecuaciones. La ecuacion de Korteweg-de Vries modificada,
una PDE de tercer orden, es el primer miembro no trivial de una sucesién
de ecuaciones de orden impar, generadas de manera sucesiva utilizando el
operador de recurrencia. En consecuencia, si extendemos la reducciéon de si-
milaridad de escala a toda la jerarquia, obtenemos una jerarquia de ODEs
(cuyos miembros son de orden par), el primer miembro de la cual es la segun-
da ecuacion de Painlevé. Utilizaremos también el concepto de transformacion
de Béacklund, es decir, aplicaciones entre las soluciones de ecuaciones dife-
renciales. En el caso de aplicaciones entre soluciones de la misma ecuacién
se denominan transformaciones de auto—Béacklund. Estos y otros conceptos

seran expuestos en detalle en el primer capitulo.

Objetivos

El presente trabajo tiene como objetivo el estudio de algunas estructuras
subyacentes de los sistemas integrables, asi como de sus propiedades. Estos

objetivos se pueden resumir en los siguientes puntos:

(1) Buscar aBTs para jerarquias de Painlevé y en particular aBTs de

tipo ODE.

(2) Extender los resultados de [94] para jerarquias de Painlevé a ODEs

no integrables y a PDEs integrables o no.
= (3) Explorar la relacion entre integrabilidad y existencia de aBTs.

= (4) Utilizar las aBTs obtenidas para generar soluciones.
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» (5) Definir nuevas jerarquias de Py .

Hipétesis
La presente Tesis Doctoral parte de las siguientes tres hipotesis:

= (1) Existe un tipo de transformacion de auto-Bécklund (aBT), que de-
nominaremos de tipo ODE (de tipo “ordinary differential equation”),
que puede construirse para una gran variedad de ecuaciones diferencia-
les, ordinarias o en derivadas parciales, integrables o no. La construccion
de este tipo de aBT depende exclusivamente de la estructura subyacente

de la ecuacion diferencial.

= (2) Para el caso de ecuaciones en derivadas parciales, este tipo de trans-
formacion nos proporciona un procedimiento adicional de generar solu-

clones exactas.

= (3) Es posible utilizar la jerarquia de Boussinesq para definir nuevas
jerarquias de ODEs basadas en la cuarta ecuacion de Painlevé (Ppy).
Para estas nuevas jerarquias se pueden obtener aBTs. Mas atn, es posi-
ble extender un método conocido para efectuar una reduccién de orden
de la correspondiente reduccion de similaridad de la jerarquia de Bous-

sinesq.

Metodologia

La metodologia utilizada puede resumirse brevemente en los siguientes

tres puntos:

= (1) En [94] se puede encontrar una descripcion de un método desarro-
llado con el fin de encontrar aBTs para jerarquias de Painlevé (aBTs de

tipo ODE). En esta Tesis abordamos la aplicacién de dicho método a
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ciertas ODEs y PDEs, en un intento de extender los resultados desde
ODEs integrables a ODEs no integrables, y a PDEs integrables y no

integrables.

» (2) Una vez obtenida una aBT, surge de manera natural la posibili-
dad de utilizarla para generar soluciones. En el caso de ODEs este es
un procedimiento conocido. En el caso de PDEs constituirda un nuevo

método de generacion de soluciones.

» (3) La relacion entre jerarquias de PDEs integrables y jerarquias de
Painlevé es bien conocida [3] [54] [55] [74] [79]. Dado que la ecuacién de
Boussinesq tiene a P, como reduccion, es natural pensar en utilizar los
métodos desarrollados en [56] para definir jerarquias de ODEs basadas
en Py . Es asimismo logico pensar que es posible utilizar los métodos
desarrollados en [58| para efectuar una reduccion de orden de la reduc-
cion de similaridad de la jerarquia de Boussinesq. Dichos métodos han
de ser necesariamente extedidos y modificados. De la misma manera, el
procedimiento para encontrar aBTs para las jerarquias basadas en Pjy

serd una extension del desarrollado en [94].

Estructura de la memoria

La presente memoria se estructura como sigue:

El capitulo 1 esta integramente dedicado a la exposicion de diferentes
aspectos y propiedades de los sistemas integrables, tanto en lo que respecta a
ecuaciones en derivadas parciales, como a ecuaciones diferenciales ordinarias.
Se hace especial énfasis en las relaciones entre ambos desde el punto de vista
de la estructura de estos tipos de sistemas.

En el capitulo 2 se ha abordado el estudio de una ecuaciéon en derivadas
parciales que, en muchos aspectos, posee propiedades similares a la segunda

ecuacion de Painlevé. En esta parte del trabajo se han derivado transforma-

10
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ciones de Backlund y auto-Béacklund. Se trata de la primera vez que se han
obtenido transformaciones de auto-Bécklund de tipo ODE para PDEs.

El capitulo 3 se centra, en una linea similar a la del capitulo 2, en el
estudio de un sistema relacionado con una extension no isoespectral del flujo
inverso de Broer-Kaup. De nuevo, la estructura subyacente de este conocido
sistema ha permitido la derivacion de transformaciones de auto-Bécklund
para el sistema en estudio.

El capitulo 4 esta integramente dedicado a la derivacion de soluciones
exactas para la ecuacion estudiada en el capitulo 2. Se han considerado varios
procedimientos que incluyen el uso de las transformaciones de Biacklund (de
tipo ODE y de tipo PDE) y también el método de simetrias de Lie.

En el capitulo 5 se han estudiado varias jerarquias de ecuaciones diferen-
ciales ordinarias, los primeros miembros de las cuales corresponden, en un
caso particular, a la cuarta ecuacion de Painlevé. Se ha abordado asimis-
mo el problema de la derivaciéon de transformaciones de auto-Béicklund para
dichas jerarquias.

La memoria finaliza con un breve apartado para la exposicion de las con-
clusiones mas sobresalientes del trabajo y con otro dedicado a la bibliografia

mas relevante.

Conclusiones
A grandes rasgos las conclusiones pueden sintetizarse en:

» (1) Hemos encontrado aBTs de tipo ODE para una amplia gama de
ODEs y PDEs, tanto integrables como no integrables. En el caso de
PDEs integrables, encontramos este tipo de aBT para las modificacio-
nes integradas de extensiones no isoespectrales de los primeros flujos
inversos de las ecuaciones de Korteweg—de Vries (KdV) y Broer-Kaup.

Estos son los primeros ejemplos de aBTs de tipo ODE para PDEs cono-

11
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cidos en la literatura. Estos resultados nos permiten llegar a conclusio-
nes generales sobre la relacion que hay entre la existencia de este tipo

de aBT y la integrabilidad de ODEs y PDEs.

= (2) En el caso de la ecuacion relacionada con la jerarquia de KdV mos-
tramos que la aBT de tipo ODE encontrada nos proporciona un método
alternativo de generar soluciones exactas. Consideramos también otras
formas de abordar la obtencién de soluciones exactas para esta PDE,
como son el uso de simetrias de Lie y correspondientes reducciones de
similaridad y el de aBTs de tipo PDE y la formula de superposiciéon no

lineal asociada.

» (3) Hemos definido nuevas jerarquias de ODEs basadas en Pjy, y con-
seguimos, haciendo uso de una extension del método expuesto en [58],
integrar la reduccion de similaridad de la jerarquia de Boussinesq. Otro
de los resultados es el uso de una generalizacion del método desarro-
llado en [94] para obtener aBTs para las nuevas jerarquias de Painlevé

encontradas.

Al final de esta Tesis pueden encontrarse descritas en detalle, tras la expo-

sicion pormenorizada de los resultados, las conclusiones de este trabajo.

Publicaciones

Los resultados de esta Tesis Doctoral han dado lugar a las siguientes

publicaciones:

=« Conde J. M., Gordoa P. R. and Pickering A. “Auto—Bdicklund transfor-
mations and integrability of ordinary and partial differential equations”.

J. Math. Phys. 51 033512 (2010).

=« Conde J. M., Gordoa P. R. and Pickering A. “FEzact solutions of a

12
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novel integrable partial differential equation”. Commun. Nonlinear. Sci.

Numer. Simul. 17 2309-2318 (2012).

» Conde J. M., Gordoa P. R. and Pickering A. “A new kind of Bécklund
transformation for partial differential equations”. Rep. Math. Phys. 70
149-161 (2012).

» Conde J. M., Gordoa P. R. and Pickering A. “ Bicklund transformations

for new fourth Painlevé hierarchies”. En proceso de redaccion.

13
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Capitulo 1

Sistemas integrables

1.1. Integrabilidad de PDEs. Ecuaciones de solitones

1.1.1. Ecuacion de ondas

Una ecuacion de la forma

1 Ou(w,t)  Ou(w,t)
St e =0 (1.1.1)

tiene algunas propiedades interesantes, como son:

» Existencia de ondas viajeras: u(x,t) = f(z £ vt), de velocidad v = c.

= Verificacion del principio de superposicion lineal: cualquier combinacion
lineal de dos soluciones sigue siendo solucion de la ecuaciéon. Si las dos
soluciones son ondas viajeras que viajan a velocidades opuestas, cuando
se encuentren se producird una interacciéon y tras ese proceso cada una

recupera su forma inicial.

» Efectos no dispersivos: la velocidad de propagacion es una constante.

En general para una PDE no lineal, no se cumple el principio de superposi-

cion lineal y aunque tenga ondas viajeras puede presentar efectos dispersi-

15
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vos. Veremos a continuaciéon un tipo muy especial de ondas viajeras que se

denominan solitones.

1.1.1.1. Solitones. Ecuacion de KdV

Desde una perspectiva fisica, la primera constatacion documentada de un
soliton se remonta al afio 1834, cuando el cientifico e ingeniero John Scott
Russell [99] detecto la presencia de un nuevo tipo de ondas en la superficie de
un canal y plasmoé sus observaciones en los siguientes términos, ya clasicos

en la literatura.

I was observing the motion of a boat which was rapidly drawn
along a narrow channel by a pair of horses, when the boat suddenly
stopped — not so the mass of water which it had put in motion:
it accumulated round the prow of the vessel in a state of violent
agitation, then suddenly leaving it behind rolled forward with great
velocity, assuming the form of a large solitary elevation, a rounded
and well defined heap of water which continued its course along the
channel apparently without change of form or diminution of speed.
I followed it on horseback. and overtook it still rolling on at a rate
of some eight or nine miles an hour, preserving its original figure
some thirty feet long and a foot to foot and a half in height. Its
height gradually diminished, and after a chase of one or two miles I
lost it in the windings of the channel. Such, in the month of August
1834, was my first chance interview with that singular and beautiful

phenomenon which I have called the Wave of Translation,. ..

De todos modos, Russell denominaba ondas solitarias a lo que hoy conoce-
mos como solitones, término que no fue introducido hasta 1965 por Zabusky
y Kruskal [110]. En realidad un soliton es un tipo de onda solitaria que se

propaga sin deformarse tras interaccionar con otros solitones en un medio no

16
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lineal. Russell realizé6 muchos experimentos con solitones y lleg6 a encontrar

empiricamente que la velocidad de propagacion ¢ cumplia que

¢ = g(h+a), (1.1.2)

siendo ¢ la aceleracion de la gravedad, h la profundidad del agua en estado de
equilibrio y a la amplitud. De (1.1.2) se deduce que a mayor amplitud mayor
velocidad. Asi, Russell concluy6 que su forma no variaba y que su velocidad
de propagacion era proporcional a su amplitud en un canal de profundidad
constante. Desde el principio, estas observaciones de Russell fueron muy
discutidas, produciéndose una gran controversia entre los cientificos de la
época. Estas discrepancias quedaron resueltas en 1895, cuando aparece la
ecuacion de Korteweg y de Vries para describir ondas propagandose en un
canal poco profundo, que en lo sucesivo denominaremos ecuacion de KdV

[69]. La expresion matematica de la ecuacion de KdV que utilizaremos es
Up = Uggy + OUUL. (1.1.3)

No obstante existen otras versiones de (1.1.3) donde aparece algiin cambio
de signo o de escala. Korteweg y de Vries encontraron que (1.1.3) poseia
soluciones particulares, que suponian la descripcion teérica de lo expuesto

por Russell [99]. La solucién que proporciona el soliton para (1.1.3) es
u = 2k”sech? [k (z + 4k*t + )], (1.1.4)

siendo k # 0 y p constantes. Asi pues, necesariamente la existencia de esta
onda solitaria ha de ser consecuencia de la compensaciéon del término no
lineal uu, (que hace que cada punto de la onda se propague con distinta
velocidad) con el término w.,, (que proporciona un efecto dispersivo), lo

que produce para la ecuacion de KAV este tipo de estructuras tan estables.

17
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1.1.1.2. Interaccion entre solitones

El propio Russell en 1844 habia estudiado interacciones entre dos solito-
nes [100]. En la Fig. (1.1.1) [37] se representa una interaccion tipica entre

dos solitones similar a la descrita por Russell [100].

A e

) —_— (d) — —_—

. "I R .

Figura 1.1.1: Interacciéon tipica entre dos solitones, para tiempos respectivos t, < t, <
t. < tg

Los experimentos de Russell y la ecuaciéon de KdV quedaron olvidados
hasta 1955, cuando Fermi, Pasta y Ulam (FPU) [43| idearon un experimento
para estudiar la distribuciéon de la energia de una cadena de osciladores
sometidos a una perturbacion. Demostraron que aparecian solitones como
los que describia Russell [99].

Los resultados anteriores motivaron en 1965 a Zabusky y Kruskal [110] a
profundizar en el trabajo de FPU y en el limite continuo obtuvieron como
resultado la ecuacion de KdV (1.1.3). Zabusky y Kruskal observaron que se
formaba un tren de ondas solitarias de distintas alturas (amplitudes) y por
tanto de distintas velocidades, donde las més rapidas acababan capturando a
las mas lentas. Habia entonces un tiempo de interaccién para posteriormente

volver a aparecer la més lenta a la izquierda y la méas répida a la derecha,

18
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con la misma forma y sélo con una pequena desviacion en la fase, como se
muestra en Fig. (1.1.1). Este hecho tan sorprendente de interaccién como si
se tratase de una superposicion lineal, donde las ondas se deformaban sélo
en la interaccién para recuperar su forma original sin deformarse, como si
de particulas en un choque elastico se tratara llevo a Zabusky y Kruskal a
llamar a estas ondas solitarias “solitones” en concordancia con los nombres de
particulas elementales, como fotén o protéon, dado que interaccionaban como
particulas. No obstante, posteriormente se descubrié que los solitones no sélo
interaccionaban como habian pensado Zabusky y Kruskal, sino que en la
actualidad se conocen procesos de fusion de solitones (donde al interaccionar
dos solitones distintos no emergen por separado, sino que se convierten en
uno solo) y de fision de solitones (donde un soliton se separa en dos solitones)
[22] [40] [51] [82] [103].

En la actualidad existe alguna ambigiiedad respecto a lo que se denomina
soliton. La definicion de soliton que utilizaremos es la de una onda localizada
que se propaga sin deformarse y que emerge de la interaccion con otros
solitones sin sufrir ningiin cambio en su forma o su velocidad, salvo quizé
un cambio de fase.

Tras los resultados de Zabusky y Kruskal se abre una nueva y amplia

rama de las matematicas aplicadas que atin hoy sigue expandiéndose.

1.1.2. Estructura algebraica de una ecuacién
1.1.2.1. Par de Lax

Definicién (Par de Laz)

Dada una PDE en u, un par de Lax para dicha PDE es una pareja de
operadores L y P tales que

L,= [P L] (1.1.5)

cuando u verifica esa PDE, donde [P, L] = PL — LP es el conmutador de P

19
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y L. La ecuacion (1.1.5) es la condicion de compatibilidad de las siguientes

ecuaciones

Ly = M\, (1.1.6)
Yr = Py, (1.1.7)

donde la constante A se denomina parametro espectral. En general si A no
es constante se tiene un par de Lax no—isoespectral.
Ejemplo

El par de Lax para KdV (1.1.3) viene dado por !

Ve =2 (u+27\) ¥y — ugth, (1.1.9)

donde la ecuacion original (1.1.3) se recupera utilizando la condicion de
compatibilidad

Comparando (1.1.6) y (1.1.7) con (1.1.8) y (1.1.9) tenemos que los operadores
Py L son

L=202+u, (1.1.11)
P = 407 + 6ud, + 3u,. (1.1.12)

En los siguientes apartados se describen otros aspectos de la estructura

algebraica de PDEs integrables (ver por ejemplo [47] [81] [90] [91]).

!Este par de Lax se calcula en la seccién 1.1.5, ecuaciones (1.1.88) y (1.1.89).

20
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1.1.2.2. Simetrias generalizadas y operadores de recurrencia
Definicién

Se dice que dos ecuaciones de evolucion u, = K[u] y u, = P[u] conmutan
si (u,); = (w),, donde por [u] se denota una dependencia en las componentes

de u = (uq, ..., u,) y un nimero finito de sus derivadas espaciales.

Definicion (Simetria generalizada)

Una simetria generalizada de u; = K[u] es una solucion v = (vy, ..., v,)7 =

L[u] de la ecuacion linealizada
v; = K'[u]v mdédulou; = K[u], (1.1.13)

siendo K “[u] la derivada Fréchet, cuya accion sobre v viene dada por

d
K’[ulv = <—K[u—|—£v]> : (1.1.14)
de e=0
Si K[u] = (Ky[u],..., K,u))" y u = (u, ..., u,), entonces la derivada
Fréchet es una matriz
K’ [u] = (K];[u]), (1.1.15)

donde 1 <i <my 1< j<n.Elelemento K;[u] se calcula como

D’LLj >0 8uj’m

. (1.1.16)

Kz{j [u]

Se verifica que dada un simetria v = L[u] de u; = K[u] entonces las dos

ecuaciones

u; = KJu], (1.1.17)
u, = L[u] (1.1.18)

conmutan, ya que
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(u), = K, =Ku,=KL=L,=(u,),. (1.1.19)
Definicion (Operador de recurrencia)

Sea I' un algebra de funciones suaves de las componentes de u y un
numero finito de sus derivadas, y sea R un operador con coeficientes en I'.

Entonces se dice que R[u] es un operador de recurrencia si se verifica que
Ri[u] = [K'[u], R[u]] mdbdulou, = K[u]. (1.1.20)

Se verifica que un operador de recurrencia R[u] para u; = K[u], transfor-
ma simetrias generalizadas en simetrias generalizadas de esta ecuacion, ya
que siv; = K'[u]v médulow, = K[u] y R¢[u] = [K'[u], R[u]] médulou;, =

K[u], entonces
(Rv), = Rywv+ Ry, = [K', R]v + RK'v = K' (Rv). (1.1.21)

Por tanto, dada una simetria generalizada v = L[u] de (1.1.17), cada una

de las siguientes ecuaciones

u, = R'[ulL[u], ieN (1.1.22)

K3

conmuta con u, = K[u].
Se cumple que dado un operador recurrencia R[u] para u, = KJ[u], en-

tonces se tienen dos secuencias de ecuaciones

u,, = R'[uju,, (1.1.23)
u;, = R’ [u]K[u] (1.1.24)

que conmutan con el propio sistema u; = K[u].
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Definicion (Operador hereditario)

Sea un operador R[u] con coeficientes I'. Entonces se dice que R[u] es

un operador hereditario si
R'[u][R[u]v}w — R[u|R'[u]{v}w (1.1.25)

es simétrico en v y w, donde R’'[u] es la derivada Frétchet de R[u] , cuya

accion en v, aplicado sobre w, viene definida por

R'Tu] {v}w = (%R[u+gv}w> . (1.1.26)

e=0

Definicién (Jerarquia de ecuaciones)

Sea un sistema u; = K[u] y un operador de recurrencia hereditario R[u].

Se dice que las siguientes secuencias

u, = R'[uju,, (1.1.27)
u, = R’[u]K[ul, (1.1.28)

forman una jerarquia de ecuaciones (puede ocurrir que ambas secuencias
sean idénticas). El miembro no trivial de orden mas bajo es el que da el
nombre a toda la jerarquia. Ademas se verifica que todos los miembros (de

cada secuencia y entre ambas secuencias) conmutan.

1.1.2.3. Sistemas hamiltonianos

Definicion (Paréntesis de Poisson y operador hamiltoniano)

Sean H y G dos elementos del espacio cociente I'/9,I" y sea B un operador.

Se define el paréntesis de Poisson de H y G respecto de B, por
{H,G g = (0H)' B(6G) (1.1.29)
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cumpliendo que

{H,G}p+{G,H}p =0 (médImd,), (1.1.30)
{{Q,H}B,F}B + {{]:,Q}B,'H}B + {{%,f}g,g}g =0 (méd]m@x),
(1.1.31)

donde F es otro elemento de I'/9,I". En las condiciones anteriores se dice que
B es un operador hamiltoniano, siendo 6H = (8, H, ...., 0, H)? la derivada
variacional que se calcula como

du, H = O™ 8( OH > + ...+ (=)0 ( OH ) + ... (1.1.32)

8ui 8um aui,rm

Definicion (Sistema hamiltoniano y densidad hamiltoniana)

Se dice que u; = K[u] es un sistema hamiltoniano si existen una funciéon

H de (u,u,, Uy, ....) ¥ un operador hamiltoniano B tal que
w, = B(6H). (1.1.33)

En tal caso, la funcion H € I'/9,I" se denomina densidad hamiltoniana.
Si existen dos operadores By y By y dos densidades hamiltonianas H; y
‘H> cumpliendo que

U — 81(57‘[2) = 82(57'[1), (1134)

se dice que es un sistema bi—hamiltoniano. En general si hay méas de dos
operadores y densidades hamiltonianas cumpliendo la condicién anterior se

habla de sistema multi-hamiltoninano.
Ejemplo
La ecuacion de KdV tiene un operador de recurrencia hereditario

Rlu] = 02 + 4u + 2u, 0, . (1.1.35)
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En este caso las dos secuencias dadas por (1.1.27) y (1.1.28) son idénticas,

ya que
Rlulu, = (07 4 du + 2u,0; ") Uy = Uy + 6un, = Klul, (1.1.36)
con lo que seria u, = u,. La jerarquia se escribe simplemente como
up = R"u,. (1.1.37)

Para n = 1 la expresion (1.1.37) proporciona la propia ecuacion de KdV
(1.1.3). Al tener la ecuacion de KdV la derivada espacial méas alta u,,, y ser
R de orden dos, al aplicar sucesivas veces R se obtienen miembros de orden

2n + 1, con neN | por lo que (1.1.37) se escribe como
Uty = R"Uy. (1.1.38)

La ecuacion de KdV tiene una estructura bi-hamiltoniana (1.1.34), donde

1
By =0,, Hy= —§u§ + u?, (1.1.39)
3 1 2
By = 0, + 4u0, + 2u,, Hi = Ju (1.1.40)

Se nota que (B; y By son compatibles)
Rlu] = BB (1.1.41)

1.1.2.4. Transformaciéon de Miura. Factorizacién de un operador

Definiciéon ( Transformacion de Miura)

La aplicacion u = M[v] es una transformacion de Miura para un operador

hamiltoniano B si

(i) M no es invertible.
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(ii) B = M'[v|B [v] (M'[v])" se puede expresar slamente en términos de

u, siendo M'[v] la derivada Frétchet de M[v] y (M'[v])" su adjunto.

En el caso de que un operador tenga la forma
F =) Piu]d, (1.1.42)
J
su adjunto (F)' se calcula como

(F)' =D (=0:)" (B[u))". (1.1.43)

Definicion (Sistema modificado)

Dado un sistema u; = K[u]. Entonces el nuevo sistema que se obtiene al

aplicar una transformacion de Miura se denomina sistema modificado.
Ejemplo

Para la ecuacion de KdV (1.1.3) la transformacion de Miura [87] viene
dada por
u= M| =v, — v (1.1.44)

La ecuacion que se obtiene al aplicar la transformacion (1.1.44) a la ecuacion

de KdV (1.1.3) proporciona
(=20 + ;) (V¢ — Vg + 60°v;) = 0. (1.1.45)
Por tanto si v cumple la ecuacion
Vp = Vggw — 6020, (1.1.46)

entonces u verifica la ecuacion de KdV (1.1.3), aunque el reciproco no es cier-

to. Esta altima ecuacion (1.1.46) se conoce como ecuacion de mKdV (ecua-
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cion de Korteweg de Vries modificada). Por otro lado, de acuerdo a (ii) la fac-
torizacion del operador B de la ecuacion de KdV seria B = M'[v]B (M'[v])',
donde

Blu] = 02 + 4ud, + 2u,, (1.1.47)
Blv] = —0,, (1.1.48)
M'[v] = 8, — 2v, (1.1.49)

(1.1.50)

(M'v]))t = -0, — 2v.

1.1.3. Transformaciones de Backlund

Estas transformaciones aparecen hacia 1880 en geometria diferencial co-
mo una generalizacion de las transformaciones de contacto. Albert V. Béc-

klund en 1883, a partir de la ecuacion de Sine-Gordon [5]
Uy = sinu, (1.1.51)

que aparece al estudiar una superficie con una curvatura gaussiana negativa

constante, obtuvo la siguiente pareja de ecuaciones:

1 _

5 (u+v), = asin (“ > U) , (1.1.52)
1 1

i(u — ) = asin (U;U> , (1.1.53)

siendo a un parametro arbitrario no nulo. De (1.1.52) y (1.1.53) se obtiene

que

Uy = sinu, (1.1.54)

Ve = Sinw. (1.1.55)

Por tanto, si u y v cumplen la ecuacién de Sine-Gordon (1.1.51), entonces

27



Capitulo 1 Sistemas integrables

eligiendo una soluciéon particular v cualquiera de la propia ecuaciéon de Si-
ne-Gordon y utilizando (1.1.52) y (1.1.53) se puede obtener una soluciéon
maés general u. Este proceso puede iterarse de forma indefinida para obtener

asi soluciones mas generales.
Ejemplo

Eligiendo la solucion particular v(xz,t) = 0 de (1.1.51) las ecuaciones

(1.1.52) y (1.1.53) toman la forma

%f::aan(g), (1.1.56)
1
%<:5sm(g). (1.1.57)

La resolucion de las ecuaciones anteriores proporciona

u(z,t) = darctg {C’exp <ax + 2) } , (1.1.58)

donde C' es una constante de integracion. La ecuacion (1.1.58) es una solucion
més general de (1.1.51) y ademas, es el soliton para esta ecuacion. Proce-
diendo del mismo modo, con la nueva soluciéon v = 4arctg {Cexp (a:p + é)}

obtendriamos una nueva solucién mas general de dicha ecuacion.

Definiciéon ( Transformacion de Bécklund de tipo PDE)

Dadas dos PDEs

F(z,t,u) =0, (1.1.59)
G(z,t,v) =0, (1.1.60)

una transformacion de Béacklund (BT) es una pareja de relaciones

Rj(x,t,u,v) =0, j=12, (1.1.61)
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de tal forma que al eliminar u de (1.1.61) se cumple que v verifica (1.1.60) y
si se elimina v de (1.1.61) se cumple que u satisface (1.1.59). Si las ecuaciones
(1.1.59) y (1.1.60) son idénticas, la primera en u y la segunda en v, entonces

se dice que (1.1.61) es una transformacion de auto-Bécklund (aBT).

Definiciéon ( Transformacion de Darboux)

Dado un sistema con un par de Lax cuya autofuncion sea 1, se denomina
transformacion de Darboux (DT) a la ecuacion que relaciona dos soluciones

de dicho sistema a través de 1.
Ejemplo

Para la ecuacion de KdV (1.1.3), la DT viene dada por 2

w=2 (%)m—kv, (1.1.62)

donde u y v son dos soluciones de la propia ecuacion de KdV.

1.1.4. Propiedad de Painlevé para PDEs. Método de WTC

En este apartado utilizaremos conceptos de la secciéon 1.3, donde habla-
mos de la integrabilidad de ODEs, dado que la Propiedad de Painlevé para
PDEs surge como una generalizacién de la definicion de la Propiedad de
Painlevé para ODEs. Diremos que una ODE tiene la PP si sus soluciones
no tienen puntos de ramificacion moviles (que dependen de las condiciones
iniciales).

Una gran diferencia entre funciones analiticas de una y varias variables es
que las singularidades de las segundas no son aisladas. Si F'(z1,...2,) es una
funcion analitica de n variables complejas z1, ..., z,, entonces las singularida-

des de F’ se encuentran en variedades de dimension 2n — 2, que se denominan

2Esta DT se calcula en la seccién 1.1.5, ecuacion (1.1.84).
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variedades de singularidades definidas por condiciones de la forma
o(z1,...2n) = 0. (1.1.63)

Si esta variedad depende de las condiciones iniciales se habla de variedad de
singularidades moviles. Weiss, Tabor y Carnevale (WTC) [109] extendieron
el algoritmo de ARS (Ablowitz, Ramani y Segur) [6] (ver seccion 1.3.4) y
enunciaron: una PDE tiene la PP si sus soluciones son univaluadas en un
entorno de cualquier variedad de singularidades moviles. Ademés Weiss, Ta-
bor y Carnevale desarrollaron un procedimiento algoritmico, que conocemos
como Método de WTC, para comprobar si una PDE tiene o no la PP, que
esencialmente consiste en ver si sus soluciones u = u(zy, ..., z,) se pueden

expresar en serie de Laurent generalizada

u=y u;¢’ (1.1.64)
j=0

donde uj = u;(21,....2,) ¥ & = ¢(21, ..., 2,) son funciones analiticas de z; en
un entorno de la variedad de singularidades y « es un entero que se denomina

indice dominante.
Ejemplo

La ecuacion de KdV (1.1.3) admite una solucién como desarrollo en serie
de Laurent
— _2_ + 2% + Zun (x,t) ¢ (x,t)" (1.1.65)
n=0

en un entorno de la variedad ¢ (z,t) = 0.

1.1.5. Meétodo de la variedad singular

Weiss desarrolld6 un procedimiento que se conoce como el método de la

variedad singular [105]-[108]. Si una PDE tiene la PP, entonces existe un
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desarrollo en serie de Laurent (1.1.64), de tal forma que truncando a orden

constante se tiene que
u=1upp * +ur " + L+ . (1.1.66)

Imponiendo que u y u, verifiquen la PDE, obtenemos un sistema de ecua-
ciones, denominadas ecuaciones de la variedad singular, que suponen una
restriccion para ¢. La existencia de (1.1.66) donde u y u, son dos soluciones
de la misma PDE, constituye una aBT para dicha PDE. Estas ideas cons-
tituyen la base de un procedimiento denominado método de la truncacion,
que ha sido aplicado y extendido con éxito a diversas PDEs [30] [38] [39] [52]
[89].

Conte [28] introdujo un cambio de notacion en el procedimiento desarro-

llado por Weiss, buscando una expansiéon en potencias de y
u= Zujxj_a, (1.1.67)
§=0

tal que los coeficientes u; = u;(z) son invariantes por una transformacion

homogréfica o transformacion de Mobius en ¢,

ap+b
co+d

o — ad —be # 0 (1.1.68)

y x se relaciona con la funcién ¢ del método WTC por

-1 _ ¢x 1 ¢xm

¢ 2¢.

(1.1.69)
Entonces y verifica el sistema formado por las dos ecuaciones de Riccati

1
Xoe=1+ 55;& (1.1.70)

x: = —C+Cpx — % (Cre + CS) X2, (1.1.71)
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siendo S la derivada Schwarziana de ¢

() () e

y C' definida por

&
o
Por otro lado de la compatibilidad de (1.1.70) y (1.1.71), Xzt = Xt Se tiene

C = (1.1.73)

que

St + Crpe +25C, +CS, = 0. (1.1.74)

Observemos que las ecuaciones (1.1.70), (1.1.71) y (1.1.74) son identidades
en términos de ¢. La idea de este método es truncar la expansion (1.1.67)
a orden constante y sustituir dicha expansion en la PDE, imponiendo tni-
camente que los coeficientes de todas las potencias de x sean cero. Por otro
lado, la linealizacion del sistema de Riccati (1.1.70), (1.1.71), mediante el

cambio de variable usual

-1 = 1.1.75
X 7 ( )
proporciona
1
1
Yy = —Chy + §Cxw, (1.1.77)

que tiene una estructura de par de Lax (1.1.6), (1.1.7), siendo ¢ la auto-
funcion de dicho par de Lax. Pickering [96] partiendo de esta idea ha desa-
rrollado un procedimiento similar truncando a orden superior al constante,
para obtener pares de Lax (ver también [30] [38] [39] [52] [89]). Este proce-

dimiento lo aplicaremos en la secciéon 2.3 a un sistema de PDEs.
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Ejemplo

Para KdV (1.1.3) existe una solucion truncada a orden constante en po-

tencias de x de la forma
w=upx >+ ux "t + us. (1.1.78)

Sustituyendo (1.1.78) en la propia ecuacion de KdV (1.1.3) y utilizando el
sistema de ecuaciones (1.1.70), (1.1.71) para eliminar todas las derivadas
espaciales y temporales de x obtenemos una ecuacién en potencias de y. Al
igualar a cero los coeficientes de cada potencia de y, obtenemos que ug, uy

y us han de verificar

uy = —2, (1.1.79)
uy = 0, (1.1.80)
1
junto con la restriccion
C+S+X=0, (1.1.82)

donde A es una constante de integracion. Entonces (1.1.78) se escribe como

u=—2x"7%— é (C +49). (1.1.83)

Utilizando que —xy 2 — 15 = (x 7 !), = (%)m yC = -5 —Xen (1.1.83)

tenemos que

%)
u=2(—1] +uo, 1.1.84
(). 19
siendo
v=1rylg (1.1.85)
=5 55" 1.

Del mismo modo utilizando que C' = —S — X en (1.1.74) se llega a
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1

1
A+ 55) S, (1.1.86)
que al utilizar (1.1.85) se transforma en
Vg = Ugga + 6UV,, (1.1.87)

que es precisamente la ecuacion de KdV (1.1.3) en términos de v.
Entonces (1.1.84) es una DT para la ecuacion de KdV (1.1.3) y su par
de Lax (1.1.76), (1.1.77), que al utilizar (1.1.85) para eliminar S se escribe

como

Ve =2 (v +20) P — v, (1.1.89)

donde hemos reemplazado A — 6\ para obtener la version méas habitual de
este par de Lax y v es solucién de KdV. La aBT se puede obtener eliminando

1 entre el par de Lax y la DT

(w + W), :2)\—%(12)—10)2, (1.1.90)

wy + Wy = — (W — D) (Wey — Wea) + 2(w§ + WeWy + u?i), (1.1.91)

donde hemos definido u = w,, v = w,, que constituyen respectivamente la

parte espacial y temporal de la aBT para KdV (1.1.3).

1.1.6. Foérmula de superposicion no lineal. Interaccién entre soli-

tones

Acabamos de ver que la BT nos permite obtener nuevas soluciones de una
PDE de forma iterativa a partir de una solucioén inicial que denominaremos
solucion semilla. La formula no lineal de superposicion nos va a permitir

obtener una cuarta solucién a partir de tres soluciones conocidas. En la
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practica utilizaremos esta formula para estudiar procesos de interaccion entre
dos solitones, donde se podra comprobar que interaccionan de forma eléstica,
de acuerdo a lo explicado en la seccion 1.1.1.2

Segun el teorema de permutabilidad de Bianchi [12], si tenemos una so-
lucién cualquiera de una ecuacion, wy y generamos una primera pareja de
soluciones utilizando la BT, w; asociada a un parametro \; y ws asociada
a un parametro Ay y una segunda pareja de soluciones, wio obtenida in-
troduciendo w; con un pardmetro Ay y ws; obtenida introduciendo ws con
un parametro A; en la BT, como se representa en la Fig. (1.1.2), entonces

Wi = wo. Esta formula permite obtener una nueva solucion utilizando tres

Figura 1.1.2: Esquema del teorema de permutabilidad de Bianchi

soluciones previas: wg, wy y we. Aplicaremos esta formula para estudiar la
interacciéon de dos solitones para asi poder obtener la expresién matematica
que conduce a representaciones de tipo Fig. (1.1.1) para ciertos valores del

tiempo.
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Ejemplo

Para la ecuacion de KdV (1.1.3) la parte espacial de la BT viene dada
por (1.1.90). Las cuatro copias de (1.1.90) son:

(wo +w1), = 2\ — % (w1 — wo)?, (1.1.92)
(w0 + ws), = 2Xg — % (w5 — w)?, (1.1.93)
(w1 + wi2), = 2 — % (w1g — w1)2 , (1.1.94)
(wa + way), = 20 — % (way — wy)? . (1.1.95)

Realizando operaciones algebraicas entre estas cuatro ecuaciones y utilizando

que wp = wey = wy llegamos a que

4 —
ws :wO+M, (1.1.96)

w1 — W2

que es la formula de superposicion no lineal buscada, que en este caso ademas

es algebraica.

1.2. Simetrias de una ecuacion

Las ODEs que fueron apareciendo a lo largo de la historia se estudiaron
de manera independiente para poder integrarlas y cada una tenia un método
distinto aparentemente sin ninguna relaciéon uno con otro. A mediados del
siglo XIX Lie establecio que la forma de resolver las ecuaciones diferenciales
era consecuencia de que éstas tenian invariancia bajo un grupo continuo de
simetria, llamado grupo de Lie, que dependia de un pardmetro continuo.

Lie desarroll6 una teoria para grupos uniparamétricos basada en un pro-
cedimiento totalmente algoritmico, conocido como método clasico de Lie [13]
[15] [63] [90] [92] [102]. Sin embargo, el gran problema de este método es en-

contrar el grupo de simetria, que aunque es metodico, conlleva la resolucion
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de un sistema de PDEs sobredeterminado que generalmente es bastante cos-
toso de resolver. No obstante, en los tiltimos anos han aparecido programas
de céalculo simbolico que hacen posible su aplicabilidad a ecuaciones mas
complicadas. El método de Lie es aplicable tanto a ODEs como a PDEs,
con independencia de que éstas sean o no integrables, aunque las ecuaciones
integrables poseen en general un mayor nimero de simetrias. Si una PDE
tiene una simetria, entonces es posible encontrar una reduccion de similari-
dad que permite reducir en uno el nimero de variables independientes. En
el caso de una ODE, una simetria significa que va a ser posible integrarla
una vez para reducir su orden en uno.

En general para un sistema de PDEs
F(z,t,u) =0, (1.2.1)

una transformacion de simetria se basa en aplicar una expansion en las

variables dependientes e independientes de la forma

x— T+ ek,
t—=t+er, (1.2.2)

uj — Uj + €N,

donde
57 T, My - 1n (123)

son los generadores infinitesimales de la transformaciéon. El generador de la
transformacion de simetria es
0 0 0 0
Q=E6— — — + .+ 1.24
P L T (1.24)

Para que exista una simetria ha de cumplirse que el generador prolonga-
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do a todas las derivadas actuando sobre la propia ecuacién, moédulo dicha

ecuacion sea cero, es decir,

(1.2.5)
F=0

En este trabajo utilizaremos tnicamente simetrias puntuales o simetrias de
Lie [13] [15] [63] [90] [92] [102], donde los generadores infinitesimales (1.2.3)
dependen sélo de las variables independientes y dependientes, pero no de las
derivadas o integrales de las variables dependientes. Existen otro tipo de si-
metrias diferentes a las anteriores que no consderaremos en este trabajo (ver
por ejemplo [14] [17] [27] [49] [80]). Una vez determinados los generadores
infinitesimales (1.2.3), las reducciones de similaridad se calculan resolviendo

la ecuacion de las caracteristicas

dv dt d d
dr _db _dun o GUn (1.2.6)

5 T m Tin
Ejemplo

Para la ecuacion de KdV (1.1.3) los generadores infinitesimales tienen la

forma

§=ar+65t+ 1, (1.2.7)
T =3at + 6, (1.2.8)
n=—2au—f. (1.2.9)

Entonces la ecuaciéon de las caracteristicas queda como

dx odt du
ar+66t+~ 3at+5 —2au-—p3

(1.2.10)

Las distintas reducciones de similaridad proceden de las posibles elecciones

para a, 3, vy 0. Asi pues, tenemos los siguientes casos:
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Caso 1: o = f = 0. Podemos tomar sin pérdida de generalidad § = 1.

La ecuacion (1.2.10) toma la forma
do_dt _ du (1.2.11)

de cuya resolucion obtenemos la reduccion de similaridad que proporciona

la solucion de onda viajera

u(z, t) = w(z), (1.2.12)
2=z —t. (1.2.13)

Utilizando (1.2.12) y (1.2.13) en la ecuaciéon de KdV (1.1.3) llegamos a la

ODE asociada a esta reduccion
W, + 6ww, + yw, = 0, (1.2.14)
que se puede integrar de forma sencilla dos veces
w? + yw? + 2w® + 2Aw + B =0, (1.2.15)

siendo A y B las dos constantes de integracion. La ecuacion (1.2.15) se puede
resolver en general en términos de funciones elipticas y para los siguientes

valores de las constantes: A = 0, B = 0y v = —4k? proporciona el soliton

para KdV (1.1.4).
Caso 2: o = v = 0. Entonces podemos elegir 6 = 1.

La ecuacion (1.2.10) se transforma en

dr  dt du
— = = 1.2.1

de donde obtenemos reducciéon de similaridad que corresponde a la solucion
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de onda acelerada

u(z,t) = w(z) — pt, (1.2.17)
z =1z — 343t (1.2.18)

Sustituyendo (1.2.17) y (1.2.18) en la ecuacion de KdV (1.1.3) obtenemos

que la ODE asociada a esta reduccion es
Wysy + 6ww, + 5 =0, (1.2.19)
que se integra una vez
W, + 3w? + Bz + pu =0, (1.2.20)

siendo p la constante de integracion. La ecuacion (1.2.20) se puede resolver

en términos de la primera ecuacion de Painlevé (P).

Caso 3: 6 = v = [ = 0. Entonces podemos elegir o = 1.

La ecuacion (1.2.10) se convierte en

de dt du
— == =—— (1.2.21)
T 3t —2u
que permite obtener la reduccién de escala
u(z,t) = w(z)t*%, (1.2.22)
Z=at75, (1.2.23)
Al sustituir en (1.1.3) proporciona la siguiente ODE
3w,,, + 18ww, + zw, + 2w = 0, (1.2.24)

que se puede integrar una vez utilizando el factor integrante 6w + 2. La
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ODE de segundo orden que se obtiene es soluble en términos de la segunda

ecuacion de Painlevé (Pyy).

Caso 4: § = v =0, 8 # 0. Entonces podemos elegir a = 1.

En este caso la ecuacion de las caracteristicas (1.2.10) tiene la forma

d dt d
ro_a_ W (1.2.25)
r+66t 3t —2u-—p
de donde obtenemos la reduccién de escala generalizada
21
w(z,t) =w(z)t"3 — §B, (1.2.26)
z=at V3 (x - 351). (1.2.27)

Sustituyendo (1.2.26) y (1.2.27) en la ecuacion de KdV (1.1.3) obtenemos la

misma ecuacion (1.2.24) del caso anterior.

1.3. Integrabilidad de ODEs

1.3.1. Singularidades de ODEs. La propiedad de Painlevé

En el siglo XIX Cauchy [20] buscaba soluciones locales en el plano comple-
jo de las ecuaciones e intentaba extenderlas utilizando la extension analitica
a soluciones globales [36] |61] [64]. Este procedimiento requiere conocer las

singularidades de las ecuaciones, que pueden clasificarse en:

« Fijas: Si su localizacion depende de los coeficientes de la ecuacion.

= Moviles: Si su localizacion depende de las condiciones iniciales (cons-

tantes de integracion).

Una ODE lineal

Y™ 4 po_1 @)y + L+ pi(2)y + po(z)y =0 (1.3.1)
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tiene una solucion tnica en un entorno de cualquier punto regular xy € C
de la ODE, expresable en serie de Taylor en potencias de (x — z). Entonces
cualquier ODE lineal a lo sumo tiene singularidades fijas.

Las ODEs no lineales pueden presentar en general ambas singularidades

simultdneamente. Las singularidades se suelen clasificar también en:

= Univaluadas: Si para cada valor de = le corresponde un tnico valor de
y(x).
= Multivaluadas o puntos de ramificacion.

Definicion (Propiedad de Painlevé)

Se dice que una ODE tiene la Propiedad de Painlevé (PP) si sus soluciones

no tienen puntos de ramificacién moaviles.

1.3.2. El trabajo de Sophie Kovalevskaya

Sophie Kovalevskaya estudi6 el solido rigido que gira en torno a un punto
fijo a partir de las singularidades de las soluciones en el plano complejo
[70] [71]. Las ecuaciones de Euler que describen este problema forman un
sistema de seis ODEs de primer orden acopladas. Hasta entonces se conocian
de forma general tres integrales primeras, que provenian de la conservacion
de la energia, el momento angular y una relaciéon geométrica entre los cosenos
directores, y ademads, en tres casos particulares una cuarta integral primera:
cuando el centro de gravedad del solido rigido coincide con el punto fijo,
cuando el centro de gravedad esté en el eje 2z y cuando el sélido es simétrico.

Kovalevskaya observé que los tres casos donde se conocian integrales pri-
meras tenian singularidades moviles univaluadas; en base a este hecho busco
todas las posibles soluciones cuyas singularidades moéviles fueran polos, en-
tonces se podrian desarrollar en serie de Laurent. Esto sucedia en cuatro

casos: los tres que se conocian y uno nuevo, que se conoce como trompo de

Kovalewskaya [70] [71] [72] [104].
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1.3.3. ODEs de segundo orden. Ecuaciones de Painlevé

Painlevé buscaba definir nuevas funciones trascendentales que fueran so-
lucion de ODEs. Asi, clasifico ODEs de primer orden y las de segundo orden

de la forma

d*y dy
— =F = 1.3.2

donde F' es una funcion analitica en x, racional en y y en Z—g, que tuvieran
la PP [48] [93]. De estas cincuenta ecuaciones de segundo orden, hay cua-
renta y cuatro que pueden integrarse en términos de funciones conocidas o
de las seis restantes. Estas seis se denominan ecuaciones de Painlevé [64],
que en lo sucesivo denotaremos por Py,...,Py; v cuyas expresiones explicitas

respectivas son las siguientes:

Yew = 6y + 1, (1.3.3)
Yoz = 29" + 2y + @, (1.3.4)
2 . o+
Y T T Y
2 3
Yy 3y 2 2 B
=Y Yy 2 (22 — L 1.3.6
y % + 5 +day® +2 (2" — o)y + ) ( )
(1, 1) yx+(y—1)2(ay+§>
) 1
Ly ) (1.3.7)
T y -1
L LY (1, 1
Yoz = y — 1 —x) 2 xr x—1 y—=x Yo

(o= 1) (y — >a B S(—1)  yr(—1)
a1y ( TR TG oy )
(1.3.8)

donde «, 3,  y v son parametros arbitrarios.
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Painlevé so6lo encontré las tres primeras ecuaciones: P, P v Pyyp, las
tres ecuaciones de Painlevé restantes [64], se atribuyen a discipulos suyos y
en particular Py, que fue descubierta en su forma completa por Fuchs [46],

contiene a los cinco primeros como casos limite.

1.3.4. Algoritmo de ARS

El trabajo de Painlevé qued6 bastante olvidado hasta finales del siglo XX,
cuando Ablowitz, Ramani y Segur (ARS) encontraron que PDEs integrables
tenian como reducciones ODEs con la PP, incluso algunas se reducian a las
propias ecuaciones de Painlevé [2]. Este hecho llevo a ARS [6] [7] v a Has-
ting y McLeod [60] a enunciar lo que se denomina conjetura de ARS: “Toda
ODE que provenga de una reduccion de similaridad de una PDE soluble
por IST posee la PP, aunque puede que se necesite un cambio de variable
previo”. Solo se han probado versiones débiles de esta conjetura [6] [86] y no
se ha podido encontrar un contraejemplo todavia. Esta conjetura proporcio-
na una condicidon necesaria de integrabilidad de una PDE, ya que si una de
sus reducciones no tiene la PP, entonces dicha PDE no es completamente
integrable. De todos modos esta conjetura es poco operativa para verificar
la integrabilidad de una PDE, ya que requiere conocer todas las reducciones
a ODEs, con las complicaciones que eso conlleva y atin conociendo todas
las reducciones, habria que encontrar cambios de variable adecuados a otras
ODEs con la PP. Los resultados que proporcionaba la conjetura de ARS,
llevaron a Ablowitz, Ramani y Segur a desarrollar un algoritmo, conocido
como Algoritmo de Ablowitz, Ramani y Segur basado en la idea de Kova-
levskaya, que consiste esencialmente en ver si existe una soluciéon localmente

desarrollable en serie de Laurent

y(xr) = Zaj(x — o) (1.3.9)
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en un entorno de una singularidad moévil x = zy, siendo a; constantes.

1.3.5. Ecuaciones de Painlevé de orden superior

Tras los trabajos de Painlevé hasta la actualidad, se han seguido hacien-
do clasificaciones de ODEs de orden superior a dos con la PP. Chazy |21]

clasifico todas las ODEs de tercer orden de la forma

donde y = y(x) y F es un polinomio en y, y, € y,, con la PP. La idea
de Chazy era buscar ODEs de tercer orden de este tipo que se pudieran
resolver en términos de ecuaciones conocidas o bien fueran el anélogo a
las seis ecuaciones de Painlevé para las ODEs de segundo orden. Chazy
[21] ¥ Bureau [18] obtuvieron trece ecuaciones con la PP, que se conocen
como Chazy Classes I-XIII. En cualquier caso no se han encontrado nuevas
ecuaciones de Painlevé de tercer orden. Algunas de las Chazy Classes siguen
siendo objeto de estudio en la actualidad [25] [29] [32].

Existen trabajos parciales de clasificaciéon de ODEs de cuarto orden con
la PP: Chazy [21], Bureau [18] [19], Exton [41], Martinov [83], Harada y
Oishi [59], Cosgrove [33], Mugan y Jrad [88], Kudryashov [73].

Respecto a ODEs de orden cinco hay algunos trabajos de clasificacion
hechos por Chazy [21] y Cosgrove [33] [34].

Cosgrove ha realizado més trabajos sobre clasificaciones ODEs de segundo

orden y de segundo grado con la PP [35] y de tercer grado o superior con la

PP [31].
1.3.6. Jerarquias de Painlevé
Definicion (Jerarquia de Painlevé).

Una jerarquia de Painlevé es una secuencia de ODEs con la PP de orden
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creciente, cuyo primer miembro con frecuencia es una de las ecuaciones de
Painlevé. No obstante, aunque el primer miembro no sea una de las ecuacio-

nes de Painlevé también se las llama jerarquias de Painlevé.

Ejemplo: Jerarquia de Pjy

La ecuacion

(0x + 2y) (Mn[yx — 7] - %x) + % —A=0, (1.3.11)

con M,[w] definido de forma recurrente por la relacion de Lenard

OM,, 1 = (92 + 4w0, + 2w, ) M,, (1.3.12)

My = (1.3.13)

1
2 )
donde w = y, —y? define una jerarquia de Painlevé. Veamos los dos primeros

miembros.

a]\41 = Wy,
M1 = w,
OMy = Wyr + 6ww,,

2
My = wg, + 3w7,
donde se han tomado cero las constantes de integracion. Para n = 1 tenemos,

1 1

que operando nos conduce a
You = 29" + 2y + A, (1.3.19)
que es precisamente Pry (1.3.4). Para n = 2 seria
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1 1
de donde llegamos a que
Yooz = 10yY2 4+ 105 Yaw — 6y° + Yy + A, (1.3.21)

que es el segundo miembro de la jerarquia de Py;.

1.3.7. Algunos procedimientos para calcular BTs

Veremos a continuacién dos procedimientos para calcular BTs de ODEs,
que se aplicaran a lo largo de este trabajo. En primer lugar hay que tener

claro que una BT para una PDE y para una ODE son diferentes.
Definiciéon (BT de tipo ODE).
Dadas dos ODEs, una en y(x), con parametros «; apareciendo como coe-

ficientes y la otra en g(z) con pardmetros &; apareciendo como coeficientes,

una BT de tipo ODE consiste en una relacion

Y= y(x, Uy Y, Yoo+ &z)a Q; = Oé](ééz) (1322)

Si ambas ecuaciones coinciden hablariamos de una aBT. Entonces si te-
nemos una ODE en y(x), digamos de orden n, una aBT consiste en una
aplicacion de una solucion g de la ecuacién con valores ¢; de los parametros
apareciendo como coeficientes, en otra solucion y con pardmetros «;, que

también aparecen como coeficientes;

Yy = y(xv Yy Yzy ooy y(nfl)x7 ai)7 aj == OZ]'(OZZ') (1323)

Entonces dos diferencias entre aBTs de ODEs y de PDEs son: en primer

lugar, en una aBT de tipo PDE las dos soluciones estén relacionadas a través

47



Capitulo 1 Sistemas integrables

de un parametro libre (parametro espectral), de tal modo que por iteracion
se pueden obtener nuevas soluciones; en segundo lugar en aBTs de tipo ODE
se permiten cambios en los parametros que aparecen como coeficientes de la

ecuacion.

1.3.7.1. BT utilizando la integracién por modificacién

Consideremos un sistema de ODEs de la forma
B[u|L[u] = 0. (1.3.24)

Si B[u] es un operador hamiltoniano de la forma A0,, donde A es una ma-
triz no singular formada por constantes, entonces (1.3.24) se puede integrar

trivialmente y se tiene que una integral primera de (1.3.24) tiene la forma
L[u] + v = 0. (1.3.25)

Esta idea es la base del siguiente método de integracion, desarrollado por
Gordoa, Pickering y Prada [58], que veremos en detalle a continuacion, ya
que existen sistemas donde el operador B[u] factoriza utilizando la transfor-

macioén de Miura como

(1.3.26)

siendo el operador B[v] de la forma Ad,, donde A es una matriz no sin-
gular formada por constantes. Utilizando (1.3.26) en (1.3.24) se tiene que el

sistema modificado se escribe como
B [v] (M'[v]) L[u] = 0. (1.3.27)

En las condiciones anteriores (1.3.27) se puede integrar una vez, para obtener
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(M'[v])'L[u] +~ =0, (1.3.28)

donde 7 es la constante de integracion. En la Fig. (1.3.1) se representa un
esquema de la integraciéon de una ODE por modificacion. No obstante en
este trabajo necesitaremos extender este resultado a PDEs. Ademas la in-
tegracion por modificaciéon que hemos visto, proporciona un método para

calcular BTs, que se basa en el siguiente teorema [58].

ECUACION ORIGINAL ECUACION MODIFICADA
BlulL[u] =0 Miura Bv] (M'[v]) L[u] = 0
Integracion
EC.ORIGINALINTEGRADA EC.MODIF.INTEGRADA
u=M[G[u,1]] Despejar v = G[u, ]

Figura 1.3.1: Esquema de la integracién por modificacion

Teorema.

Sea el sistema de ODEs B[u|L[u] = 0, siendo B un operador hamilto-
niano. Sea u = M[v], con v = (v, ..., v,_1)" la transformacién de Miura tal
que

a) Blu]lu=mp = M'[v]B [v] (M'[v])', donde M ’[v] es la derivada Frét-
chet de M[v], (M'[v])" es su adjunto y B [v] = Ad, donde A es una matriz
no singular formada por constantes.

b) (M’[v])'L[u] +v =0, con v = (Y, ..., Yn_1)" constante, es un sistema
lineal en las variables modificadas v = (vy, ..., v,_1)7, para el cual hay una
tnica solucion v = G[u, 7]

Entonces la pareja de relaciones
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(M'[v))! L[u] +~ = 0, (1.3.29)
u=M[v], (1.3.30)

define una BT entre los dos sistemas integrados

(M/[v]))' LIM[v]] +~ = 0, (1.3.31)
u— M[G[u,v]] =0, (1.3.32)
y ademas u — M[GJ[u,v]] = 0 es una version integrada del sistema original
B[u|L[u] = 0.
Ejemplo

Counsideremos la ecuacion

Blu]L[u] = 0, (1.3.33)
donde
Blu] = (02 + 4ud, + 2u,) , (1.3.34)
y
1
Liu) =u— 5% (1.3.35)

Observemos que al utilizar (1.3.34) y (1.3.35) en (1.3.33) se obtiene
Upgr + OUU, — 2u — zu, = 0. (1.3.36)

Sea el operador

Blv] = —d, (1.3.37)

u= M[v] = v, — v (1.3.38)
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Entonces la derivada Fréchet es
M'[v] = 0, — 2v,
y su adjunto
(M)t = -0, — 2v.
Se verifica que
M'[o] Blo)(M[v])"
= (0p — 20) (—=0,) (=0, — 2v)

= 0 + 4ud, + 2u,
= Blul,

por tanto, la ecuacién modificada tiene la forma

(=0,)(=B, — 20)L[u] 0,
u=M[v]
que se puede integrar una vez para proporcionar

(—0r — 2v) L[u] = —a+ %,

u=M{v]

(1.3.39)

(1.3.40)

1.3.41
1.3.42
1.3.43

—~~ I~
~— —rf e N

1.3.44

(1.3.45)

(1.3.46)

donde por motivos de conveniencia hemos tomado como constante de inte-

gracion —a + %, para que (1.3.46) tenga la misma forma de Pj; (1.3.4), que

en términos de v se escribe como

V" = 20% + 20 + .

De (1.3.46) podemos despejar v en funcion de Llu],
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—(L[u]), +a—3
v = 2Ll . (1.3.48)

La sustitucion en la transformacion de Miura v = M[v] = v, —v? proporciona

que es una integral primera de (1.3.33) 6 (1.3.36). Sustituyendo L[u] = u—3ix

en la ecuacion anterior obtenemos
(=2u + @) Upp + U2 — Uy — du® + dau® — 1*u+a—a® =0, (1.3.50)

que es Py en su forma mas habitual.

Por otro lado segtn el teorema anterior la pareja de ecuaciones

— (L[u]), +a—3
v = 2L : (1.3.51)
U= v, — v (1.3.52)

constituye una BT entre P;; y Pay.

1.3.7.2. CAlculo de aBTs utilizando la conservacién de la transfor-

macién de Miura

Consideremos la jerarquia de Py (1.3.11) donde reemplazaremos A — A\,
para remarcar que A\ puede ser distinto para cada miembro de la jerarquia

1
(am + 2y) (Mn[yz - y2] - %ZE) + 5 - )‘n = 07 (1353)

donde M,, viene dado por la relacion de recurrencia de Lenard (1.3.12),
(1.3.13). Utilizando el método originalmente desarrollado por Weiss [107]
para PDEs y adaptado para ODEs en [26] [56], buscaremos una expansion
truncada de Painlevé

y=—-""+7, (1.3.54)
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siendo
1 ¥ra
i = Pz 1.3.55
I=3, ( )
Entonces se verifica que
© © ?
Yo —y* = (——xﬂj) — (——Iﬂ?) == (1.3.56)
@ . @

Recordemos que la transformacion de Miura para esta ecuacion era precisa-
mente y, — 42, con lo que M, [y, —y?] es invariante bajo esta transformacion.

En base a estos resultados en [94] se procede al revés, esto es, se supone
que existe una transformacion de Miura invariante bajo aBTs. Ilustraremos

este procedimiento mediante el siguiente ejemplo.
Ejemplo

Para la jerarquia de Py; (1.3.11) buscaremos una aBT de la forma
y=¢+uw, (1.3.57)
tal que la transformaciéon de Miura se conserva, esto es,
Yo — Y = w, — W (1.3.58)
Sustituyendo (1.3.57) en (1.3.58) tenemos que
0p — P2 — 20w =0 (1.3.59)

es una ecuacion de Riccati para . Por otro lado tenemos dos copias de

(1.3.11), una en la variable y con \, y otra en w para \,

(0x +2y) (Mn[yx -y’ - —x) +

.+ 20) (M fu, ] -
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Utilizando (1.3.57) en (1.3.60), e imponiendo que M, [y, —y?] = M, [w, —w?]

obtenemos que

1 1
(0r + 2w + 2¢) (Mn[wx — w2] — 51‘) + 5~ A, = 0. (1.3.62)
Operando entre (1.3.61) y (1.3.62) llegamos a
gy 1 3
20 [ My|w, — w®] — 5% )+ An— An =0, (1.3.63)

de donde podemos despejar ¢

A — A\,

- M, [w, —w?| —x

(1.3.64)

¥

Recordemos que ¢ verifica la ecuacion de Riccati (1.3.59), con lo que obte-

nemos la siguiente relacion entre A, y At
Ao+ Ap =1, (1.3.65)

donde se ha tenido en cuenta que w verifica (1.3.61). Utilizando (1.3.64) y
(1.3.65) en (1.3.59) llegamos a que la aBT para toda la jerarquia de Pr; es

B 1—2\,
C2M[w, — w?] — =

y +w, (1.3.66)

junto con la relacién dada por (1.3.65).
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Dos tipos de aBTs para una

nueva PDE

2.1. Introduccion

En este capitulo trabajaremos con una PDE completamente integrable,
cuya estructura en muchos aspectos imita a la de Pr; (1.3.4). Encontraremos
una aBT de tipo ODE, esto es, una nueva soluciéon expresada en términos de
una solucién antigua y sus derivadas permitiendo cambios en las funciones
que son coeficientes. Creemos que se trata de la primera vez que una aBT
de tipo ODE ha sido encontrada para una PDE. También obtendremos una
aBT de tipo PDE para esta ecuacion.

La motivaciéon del capitulo actual se debe al interés en el desarrollo de
métodos para obtener jerarquias de Painlevé, asi como en la investigacion
de sus propiedades y estructuras subyacentes. En particular, hay un gran
interés en el estudio de la conexién entre las estructuras que normalmente se
entienden como caracteristicas de la completa integrabilidad de jerarquias
de PDEs, asi como de las propiedades de las jerarquias de Painlevé rela-

cionadas. Por ejemplo, aplicaremos lo expuesto en la seccion 1.3.7.1. Asi,
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comprobaremos como los operadores hamiltonianos y transformaciones de
Miura permiten realizar una reducciéon del orden de jerarquias de Painlevé
[53] [58] [95] ¥ también como la invariancia bajo las transformaciones de
Miura se puede utilizar para obtener aBTs de jerarquias de Painlevé [94] de
acuerdo a lo visto en dicha seccion 1.3.7.1. En el presente capitulo se mues-
tran, en el contexto de una PDE particular, que estas ideas también pueden
tener ramificaciones en el &mbito de los sistemas completamente integrables,
es decir, extenderemos los métodos desarrollados para jerarquias de Painlevé
al nivel de las PDEs. La PDE que utilizaremos para este propo6sito tiene una
estructura que imita, en muchos aspectos a la de P;;. Sin embargo, nues-
tro analisis es lo suficientemente general para extraer algunas conclusiones
generales sobre la conexion entre aB'T e integrabilidad.

La estructura de este capitulo es la siguiente. En la seccién 2.2 introduci-
remos la PDE que sirve como ejemplo de lo expuesto anteriormente, donde
veremos como se puede utilizar para reducir el orden de una ecuaciéon re-
lacionada. Ademéas mostraremos que contiene a Py como una reduccion, y
obtendremos una aBT de tipo de ODE. En la seccién 2.3 se discuten las
implicaciones de nuestros resultados para la conexion entre aBTs e inte-
grabilidad. En la seccion 2.4 aplicaremos nuestros resultados para obtener
una reducciéon del orden de una jerarquia de PDEs basada en una ecuacion

recientemente aparecida y que ha generado bastante interés.

2.2. Obtencién de una aBT de tipo ODE

2.2.1. Una PDE completamente integrable

Comencemos con una version generalizada de la ecuacion inversa de KdV,

o ecuacion de Ablowitz—Kaup-Newell-Segur (AKNS) [5]

Ruy + 2eu, + g(t)R1 =0, (2.2.1)
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donde R = Bo, ! es el operador de recurrencia para la jerarquia de KdV [91]

y
B =02 + 4ud, + 2u,, (2.2.2)

asi

R = 02 + 4u + 2u,0, ', (2.2.3)

donde 0, = aa_z y 0 = %. Ademas si en lugar de tomar el coeficiente de
u; como una constante (2¢) lo tomaramos como una funcién arbitraria del

tiempo (f(t)) el cambio de variable

u(z,t) =v(x,7), T=K(), (2.2.4)
que implica
ou  Ovor
Uy = E = EE = U-rk?t<t), (225)

transformaria esta ecuacion en
R (ka:t(t)) + f(t)vw + g(t)Rl =0. (2.2.6)

Dado que R so6lo contiene derivaciones e integraciones espaciales conmuta

con k(t) y por tanto
k() Rv, + f(t)v, + g(t)R1 = 0, (2.2.7)

que se transforma al dividir todo por k;(t) en

ft) 9(t) oo
Ru, + kt(t>vw + kt(t)Rl = 0. (2.2.8)

Renombrando los coeficientes y eligiendo

f)
0 = 2¢,

(2.2.9)
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se obtiene la ecuacion de la que partiremos

Ruy + 2eu, + g(t)R1 = 0. (2.2.10)

Los términos no auténomos introducidos por la accién de R sobre 1 provie-
nen de una extension no isoespectral (ver por ejemplo [54]). Introduciendo
una funcion potencial U a través de u = U, y utilizando (2.2.3) podemos

escribir (2.2.10) en forma local como

Nuestro interés en este capitulo es obtener una version integrada de la mo-
dificacion de la extension no isoespectral de la ecuacion AKNS. Esperamos
obtener una version integrada similar a Pj;, ya que en realidad P;; apare-
ce al integrar la modificacion de una reduccion de escala de KdV (1.1.3).

Podemos escribir (2.2.10) como

BL[u] =0, (2.2.12)

donde
Lu] = 0, us + ¢ + g(t)z. (2.2.13)
Recordemos que bajo la trasformacion de Miura u = M[v] = v, — v? el

operador hamiltoniano B factoriza como

— N1 / T
Blu] - MBIV (M), 1)

siendo B = —d,, M'[v] la derivada Frétchet de M([v] y (M'[v])! su adjunto.
Entonces obtenemos la ecuacion modificada de (2.2.12) (de forma similar a

la de mKdV), que tiene la forma

0, (0x + 2v)L[M[v]] = 0, (2.2.15)
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siendo

LIM[v]] = 0, 0y(vy — v*) + ¢ + g(t)m. (2.2.16)

La ecuacién (2.2.15) se integra trivialmente, con lo que obtenemos la ecua-

cion modificada integrada
(0 + 2v)L[M[v]] — g(t) — h(t) = 0, (2.2.17)
donde hemos tomado ¢(t) + h(t) como funcion arbitraria de integracion.

2.2.2. Reduccion del orden

Hagamos un breve comentario sobre como se puede reducir el orden de
(2.2.11). Para ello extenderemos los resultados expuestos en la secciéon 1.3.7.1
para ODEs a una PDE completamente integrable. Partiremos de (2.2.17),
con M{v] reemplazado por u, junto con la transformacion de Miura u =

M]v]. Asi, podemos construir la BT

_9(t) + h(t) = (L[u))s
v = 2] , (2.2.18)

U= v, —v°. (2.2.19)

Sustituyendo (2.2.18) en (2.2.19) obtenemos

L) (Efu]) e — 5 ((Elul)e)? + 2u(L[ul)? + 5(g(6) + (1)* =0, (2220

y utilizando (2.2.13) para reemplazar L[u], en términos de U tenemos una

version integrada de (2.2.11)

(Ut+s+g(t)ﬂf)Um—1(Ug[,-,:+9(75))2+2UJE(U,:Jraﬁrg(lt)ffﬂ)%r%(g(t)Jrh(lt))2 =0,

2
(2.2.21)
la cual, extendiendo nuestra analogia con Pj;, corresponde a una version de

PDE analoga a Ps,.
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2.2.3. Reduccion a Py,

Si sustituimos L[M[v]] dado por (2.2.13) en (2.2.17) tenemos que
(0r + 21}){8;10,5(% —v?) +e+ g(t):z:} —g(t)—h(t) =0 (2.2.22)
o equivalentemente
Vet — 200, 10,(v?) + 2ev + 2g(t)zv — h(t) = 0, (2.2.23)
que con el cambio v? = y, se puede escribir de forma local como

v? — 1y, =0, (2.2.24)

Vgt — 20y, + 260 + 2g(t)xv — h(t) = 0. (2.2.25)

Eligiendo 9; = 0,, ¢ = 0, g(t) = —1 y h(t) = A, una constante arbitraria,
obtenemos que (2.2.22) y (2.2.23) llevan respectivamente a

1 1
y
Ve — 20° — 20 — X = 0. (2.2.27)

La ecuacion (2.2.26) es Py expresada en la forma mas util para obtener una
aBT. Observemos que en realidad no es necesario expresar (2.2.23) en forma
local para luego tomar la reduccion 9, = 9,, € = 0, g(t) = =% y h(t) = A,

ya que al ser 0, = 0, de (2.2.23) se deduce directamente (2.2.27).

2.2.4. Una aBT de tipo ODE

Volvamos a la ecuacién modificada integrada (2.2.17)
(O + 2v)L[M[v]] — g(t) — h(t) = 0. (2.2.28)
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Procederemos a aplicar el método descrito en la seccién 1.3.7.2 para obtener
una aBT, de forma anéloga a lo que se hizo para la jerarquia de P;;, donde
h(t) jugara el papel de A, con lo cual debemos de permitir cambios en h(t)

a h(t). Busquemos entonces una transformacion
v=p+w, (2.2.29)

donde v es solucion de (2.2.28) para h(t) y w solucion de una copia de

(2.2.28) para B(t), esto es,
(8, + 2w)L[M[w]] — g(t) — h(t) = 0. (2.2.30)

Si imponemos que la transformacion de Miura sea invariante bajo (2.2.29),
esto es,

LIM[v]] = v, — v* = w, —w® = L[M[w]], (2.2.31)
al sustituir v de (2.2.29) en (2.2.31) obtenemos que ¢ ha de satisfacer
©0p — 2 — 2wy = 0. (2.2.32)
Introduciendo v de (2.2.29) en (2.2.28) llegamos a
(Op + 2w + 2¢) LIM[w]] — g(t) — h(t) = 0. (2.2.33)
Restando (2.2.33) y (2.2.30) llegamos a que

20 L[M[w]] — h(t) + h(t) = 0, (2.2.34)

de donde obtenemos que

(2.2.35)
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Recordemos que ¢ verifica (2.2.32), con lo que, o bien se tiene la transfor-

macion identidad h(t) = h(t), o bien se verifica que
1 .
(0r + 2w) L[M [w]] + §(h(t) —h(t)) =0, (2.2.36)

que ha de ser compatible con (2.2.30), obteniendo asi la relacion

h(t) + h(t) + 2g(t) = 0. (2.2.37)

Entonces obtenemos la version definitiva de la aBT de tipo ODE para la

PDE (2.2.28)

_ h(t) — h(t)
U_w+2MMWH’ (2.2.38)
h(t) = —h(t) — 2g9(t). (2.2.39)

Observemos la modificacion en los valores del coeficiente variable h(t)
bajo la accion de esta aBT, lo que creemos que es una caracteristica nueva
para una aBT de una PDE. Por otro lado notemos la ausencia de un paréa-
metro arbitrario en esta aBT. Estas razones son las que nos han llevado a
referirnos a esta Transformaciéon de Béacklund como aBT de tipo ODE. En
la proxima seccion obtendremos una aBT para esta misma ecuaciéon de tipo
PDE.

Obviamente hemos de tener en cuenta la naturaleza no local de (2.2.23).
Comprobemos que nuestros resultados son compatibles con las ecuaciones

escritas en forma local, esto es, que nos dan una transformacion de

w® — 2z, =0, (2.2.40)

Wyt — 2wz + 26w + 2g(t)xw — h(t) =0, (2.2.41)
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v? — y, =0, (2.2.42)

Vgt — 20y + 260 4 2g(t)zv — h(t) = 0. (2.2.43)

Antes de escribir la aBT obtenida arriba como una transformacion de (2.2.40),
(2.2.41) a (2.2.42), (2.2.43) observemos que hay dos transformaciones trivia-

les

v = —w, (2.2.44)
y=z, (2.2.45)
h(t) = —h(t), (2.2.46)

que corresponde a la invariancia (v, h(t)) — (—v, —h(t)) de (2.2.23) y

v =w, (2.2.47)
y=z2+C, (2.2.48)
h(t) = h(t), (2.2.49)

siendo C' una constante arbitraria, que incluye la transformacion identidad

cuando C' = 0. Una sustitucion directa en (2.2.38), (2.2.39), proporciona

_ h(t) — h(t)
v=w+ TS (2.2.50)
_ h(t) — h(t)
y=z+ o et ) (2.2.51)
h(t) = —h(t) — 2¢(t), (2.2.52)

donde hemos utilizado la transformacion (2.2.47)—(2.2.49) para eliminar la
constante de integracion aditiva de (2.2.51). Particularizando a la reducciéon

que proporcionaba Pj; (2.2.27), la aBT (2.2.38), (2.2.39) se escribe como

A A (2.2.53)
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A=-A+1, (2.2.54)

siendo w una soluciéon de P;; correspondiente a un parametro A,

Wee — 2w — 2w — X = 0. (2.2.55)
Esta aBT junto con la version trivial dada por (2.2.44)—(2.2.46)

v = —w, (2.2.56)
A=) (2.2.57)

nos va a permitir generar secuencias de soluciones para Pr;. Dada una solu-
cion semilla ¢ de P;; para un parametro 5\, soluciones de la forma £\ + n,
donde neZ, se pueden generar a partir de estas dos aB'Ts. Casos particulares
de este resultado son secuencias de soluciones racionales para valores enteros
del pardmetro, y la secuencia de soluciones definida por integrales especiales

para valores semienteros del parametro.

2.3. aBTs e integrabilidad

Volvamos a la relacion entre la existencia de aBTs y la integrabilidad
de ODEs y PDEs. Comencemos observando que en la obtencion de la aBT
(2.2.38), (2.2.39) para la PDE (2.2.28) no se ha hecho en ningiin momento
uso de la forma explicita de L[M]v]] (2.2.16). Esto significa que esta aBT
es valida para cualquier PDE de la forma (2.2.28) independientemente de
la forma de L[M|v]]: para cualquier L[u] (teniendo cuidado con la forma no
local de las ecuaciones) la correspondiente PDE tiene una aBT. En particular
una PDE no integrable podria tener una aBT de tipo ODE. Esto nos lleva
a la conclusién de que el hecho de que exista una aBT de tipo ODE para

una PDE no es garantia suficiente de integrabilidad.
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Sin embargo la conexion entre aB'Ts de tipo PDE y la integrabilidad de las
propias PDEs esta naturalmente bien entendida. Utilizaremos la expansion
truncada generalizada de Painlevé [96] de acuerdo a lo explicado en la seccion
1.1.5 para obtener una aBT del tipo PDE. Partiremos de la siguiente pareja

de ecuaciones

v? — 1y, =0, (2.3.1)

Vgt — 20y + 260 + 2g(t)zv — h(t) = 0, (2.3.2)

y buscaremos una solucion del tipo

Xz

b=t (log (1), = w+ X2, (2.33)
y = % + 24y, (2.3.4)

donde w y z son funciones de z y t, al igual que los coeficientes yg e y1, ¥y X

verifica el siguiente sistema de Riccati:

Xz =1—Ax — Bx?, (2.3.5)
xi = —C + (AC + C,) x — (D — BO) ¥?, (2.3.6)

siendo A, B, C'y D funciones de = y t. Sustituyendo (2.3.3), (2.3.4) en la
pareja de ecuaciones (2.3.1), (2.3.2) y utilizando el sistema (2.3.5), (2.3.6)
para eliminar todas las derivadas espaciales y temporales de y obtenemos
una ecuaciéon en potencias de y. Al igualar a cero los coeficientes de cada

potencia anterior, obtenemos que se verifican las siguientes relaciones

A = 2uw, (2.3.7)
B = \t), (2.3.8)
C= 2)\1(25) (e +xg(t) +we — 2) (2.3.9)
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D = wy,, (2.3.10)
yo = —1, (2.3.11)
g = —At), (2.3.12)
Ai(t) = —g(t), (2.3.13)

donde se ha utilizado la condicion de compatibilidad entre (2.3.5), (2.3.6)

(X2t = Xtz) Yy ademés z y w satisfacen el siguiente sistema

w® — 2z, =0, (2.3.14)

Wyt — 2wz + 26w + 2¢g(t)xw — h(t) = 0. (2.3.15)

Entonces las ecuaciones (2.3.3), (2.3.4) transforman soluciones de (2.3.1),
(2.3.2) en soluciones a través de x. Por tanto, si se linealiza el sistema de
Riccati (2.3.5), (2.3.6) (que se transformara en un par de Lax), mediante

-1 = w”” , dicha transformacion serd una DT.

el cambio de variable usual y
Ademas al eliminar 1) entre el par de Lax y la DT encontrariamos una
aBT. No obstante, observemos que no es necesario linealizar el sistema de
Riccati para obtener una aBT, ya que se puede eliminar y directamente sin
necesidad de introducir v; definiendo unas nuevas variables v, = vy w, = w

de (2.3.3) tenemos que
x=e"". (2.3.16)

Introduciendo (2.3.16) en el sistema de Riccati (2.3.5), (2.3.6) vy en (2.3.4)

obtenemos respectivamente

Uy + 10, = e 070 — \(t)e" " (2.3.17)
~ 1 V—1D
Wy :Tt)(Qw — e ( ))(€+g( )x—l—th—zt)
1
— h(t) — 2ew, — 2 2
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(War — € — g(t) + 2)e” ™, (2.3.18)

N | —

—2WWyy) —

y =—e O 4o A1), (2.3.19)
donde se han utilizado las ecuaciones (2.3.7)—(2.3.13) para reemplazar los
coeficientes A, B, C, D, vy e y,. Esta claro que la obtencién de soluciones a
través de esta aBT es diferente a la de la aBT (2.2.50)—(2.2.52) (sin embargo,
no podemos excluir la posibilidad de obtener esta tltima de la primera).

Volviendo a las consideraciones sobre ODEs. Hagamos la misma observa-
cion que en la obtencion de la aBT (2.2.38), (2.2.39); para la PDE (2.2.28)
no se ha hecho en ningin momento uso de la forma explicita de L[M [v]]
(2.2.16). En caso de que hubiera sido una ODE (donde h(t) y g(t) serian
constantes) para cualquier L{u| (de nuevo siendo cuidadoso con las formas
locales de las ecuaciones) dicha ODE tendria una aBT. Por tanto existen
ODEs no integrables con aBT, de lo que deducimos que el hecho de que una
ODE tenga una aBT no garantiza en absoluto su integrabilidad. No obstan-
te, se afirma con asiduidad que una ODE con una aBT es integrable. Todo
parece indicar que esa afirmacion habra que precisarla. Por ejemplo, podria
ser que el conjunto de valores que toman los pardmetros por iteracién de
las aBTs de tipo ODE deba de tenerse en cuenta para decidir si una ODE
es integrable o no. En la aBT del tipo ODE (2.2.38), (2.2.39) no podemos
obtener infinitas soluciones por iteracion, ya que al ser h(t) = —h(t) — 2g(t).
Entonces si tenemos una nueva solucion asociada a otro parametro k(t), esto

es,

k() = —h(t) — 2g(t) = — [—h(t) ()] —29(t) = h(t),  (2.3.20)

volvemos al parametro de partida.
Finalmente, recordemos otra afirmaciéon extendida sobre aBTs de ODEs.

Como ya dijimos antes, no se conoce ninguna aBT para P; (1.3.3)
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Yoz = Oy + . (2.3.21)

Normalmente este hecho se asocia a que P; (a diferencia del resto de ecua-
ciones de Painlevé P;;—Py) es la tinica ecuacion que no tiene un parametro
libre. Sin embargo, veremos que esta afirmacion es falsa. Como contraemplo

consideremos la derivada de Py
Vpzw — 6020, — 20, — v = 0, (2.3.22)
que 1o contiene ningtn parametro libre. Por otro lado, sustituyendo A y A

en (2.2.53) de (2.2.54) y (2.2.55) tenemos que

N 1 — 2(wWge — 203 — zw) (2.3.23)
v=w 3.
2w, — 2w? —x

nos proporciona una aBT entre la derivada de P;; en w
Wape — 6WA W, — W, —w =0 (2.3.24)

y la propia derivada de P;; en v (2.3.22). Este es un ejemplo de ODE sin

parametro libre que posee una aBT.

2.4. Una integral primera de KdV6 y de la jerarquia

asociada
En un articulo reciente Karasu-Kalkanli et al. |68] encontraron una nue-
va PDE integrable de sexto orden, que corresponde a una deformacién no

holonémica de la ecuacion de KdV (1.1.3), a la que se refieren como KdV6.

Posteriormente Kupershmidt [75] escribio la correspondiente jerarquia de

PDEs como
u = 0 0Hp11 — Opw = BOH,, — 0w, (2.4.1)
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Bw =0, (2.4.2)

donde B esté definido en (2.2.2), ¢ es la derivada variacional (1.1.32) y H,,,
n =1, 2,...., son los miembros de la secuencia de densidades hamiltonianas

de la jerarquia de KdV

1 1 1
H, = U Hy = §u2, Hy = u® — iui, (2.4.3)
Llamandou = U, y w = —Ut+5/7?ln+1, donde hemos utilizado ~ para denotar
que se ha hecho la sustitucion u = U,, obtenemos
B <Ut — 5/’}\{%1) —0. (2.4.4)

El sistema (2.4.1), (2.4.2) y la ecuacion (2.4.4) son ambos de orden 2n + 2.

Para n = 2, tenemos que

xT

—~ 1
w=U; —0Hz=U; — 9 [u?’ - Euz] = U; — Uppe — 3UZ, (2.4.5)

con lo que el sistema (2.4.1), (2.4.2) y la ecuacion (2.4.4) se escriben como

Up = Ugpy + OUU, — Wy, (2.4.6)
Wape + 4uw, + 2uzw = 0 (2.4.7)

y
(02 + 4U,0, + 2U,,) (U — Upgy — 3U2) =0 (2.4.8)

respectivamente, que son versiones redefinidas de KdV6 dadas en [68]. Aho-
ra bien, a todos los miembros de la jerarquia de KdV6 y por tanto la pro-
pia ecuacion KdV6 se les puede reducir en uno su orden. Recordemos que
(2.2.20) es una integral primera de (2.2.12). Asi que simplemente reempla-

zando L[u] por w en (2.2.12) obtenemos directamente una integral primera
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para (2.4.2). Esto significa que podemos escribir el sistema (2.4.1), (2.4.2)

en la forma

Uy = 0 0H 11 — 0w = BOH,, — O, w, (2.4.9)
WWyy — %wi + 2uw? = O(t), (2.4.10)

donde C(t) = —4(g(t) + h(t))? es la constante de integracion renombrada.

De forma analoga la ecuacion (2.4.4) se escribe como

(0 ) (0 ) 3 [(0- ) |

_ 2
+2U, (Ut - 5’Hn+1) — (1), (2.4.11)
Para n = 2 el sistema (2.4.9) y (2.4.10) se escribe como

Up = Ugpe + OUUL — Wy, (2.4.12)

1
WWyy — éwi + 2uw? = C(t), (2.4.13)
mientras que la ecuacion (2.4.11) toma la forma

(U = Usgw — 3U2) (Up — Uy — 3U2)  — % (U = Upaw — 3U3)J2

Trr

+2U, (Uy = Upe — 3U%)% = C(1). (2.4.14)

Asi, cada miembro de la jerarquia puede integrarse una vez y reducir su
orden inicial de 2n 4+ 2 a 2n + 1. En particular la propia ecuacion KdV6 se

reduce a una ecuacion de orden cinco.

70



Capitulo 3

Un sistema relacionado con el

flujo inverso de Broer—Kaup

3.1. Introduccidén

Este capitulo esta dedicado al estudio de un sistema que representa una
version integrada de la modificacion de una extension no isoespectral del
flujo inverso de Broer—Kaup. Construiremos dos aBTs de tipo ODE y ade-
mas una relacion entre ambas. Cada una de ellas puede proporcionar una
aBT de Py (1.3.6), con las reducciones apropiadas. Entonces las PDEs que
utilizaremos pueden entenderse como extensiones de Py, mucho mas que
las que simplemente tienen una reducciéon de similaridad a Pjy,. Al igual que
en el capitulo anterior, las técnicas que utilizaremos son bastante generales
y de hecho son aplicables a cualquier ODE o PDE (integrables o no) con
una estructura adecuada.

La estructura del presente capitulo es la que sigue. En la seccion 3.2
recordaremos las transformaciones de Miura del sistema de Broer—Kaup,
que tendran aplicacion para las ecuaciones consideradas. En las secciones

3.3, 3.4 y 3.5 encontraremos aBTs de tipo ODE y soluciones exactas. Por
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altimo en la seccion 3.6 relacionaremos las aBTs anteriores.

3.2. Transformaciones de Miura

Consideremos el siguiente sistema acoplado de PDEs en u = (u,v)7,

1 1
Ru, + iaux +g(t)R = , (3.2.1)
0

que corresponde a una extensién no isoespectral de sistema inverso de Broer—
Kaup (observemos el parecido de este sistema con la ecuacion (2.2.10)). Aqui
R es el operador de recurrencia de la jerarquia de ondas de agua dispersivas

(DWW) [9] [16] [65] [66] [67] [76] [85] [101],

Opud;t — 9, 2

1
== (3.2.2)
2 20+ v, 071 u+ 0,
Este sistema se puede escribir de forma alternativa como
ByKJu] =0, (3.2.3)
donde
ot 0 0
Ku] = N0 te (3.2.4)
O, tuy z 1

y By es uno de los tres operadores hamiltonianos de la jerarquia DWW,

20, Opu — 02

1
BQZ—
2\ ud, + 0% 0o, + v

(3.2.5)

La jerarquia DWW tiene las siguientes de transformaciones de Miura [76],

que representaremos en el siguiente diagrama
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P3 0
U
! F P (3.2.6)
v %4
5 (0
S

La primera de las transformaciones de Miura viene dada por u = F[U],

donde U = (U,V)T y

U
F[U] = : (3.2.7)
Uv —Vv24+v,
Existen dos segundas transformaciones de Miura, que denominaremos & y
U respectivamente. La primera de ellas esta dada por U = ®[¢|, donde
¢=(¢,0)"y
¢+2p

Pl¢] = , (3.2.8)
p

y la segunda por U = ¥[¢)], donde ¥ = (¢,s)T y

wipl = | V) (3.2.9)

3.3. El primer caso

Si definimos una funcién para la composicion H = F o @, el operador

hamiltoniano B, factoriza como

B, = H[g]C (H[¢])' (33.1)
u=H][g]
siendo
—-20, O,
C = L (3.3.2)
2 9, 0
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y H'[¢] la derivada Fréchet de la trasformacion de Miura, u = H[¢] y
(H'[¢])" su adjunto. Esta factorizacion del operador hamiltoniano B, per-
mite obtener un sistema modificado de (3.2.3), que puede integrarse para

proporcionar

(H'[¢]) K[H[@]] + (e(t), f(1))" =0, (3.3.3)

donde e(t) y f(t) son dos funciones arbitrarias del tiempo. Dado que la

transformacion de Miura u = H|[¢)| viene dada por

T L (3.3.4)

op+ p* + po

tenemos que el sistema (3.3.3) se puede expresar como

! P kg + [ D)%) (3.3.5)
2 o+2p—0, f(t) 0

Procedamos ahora a obtener una aBT para este sistema (3.3.5). Segun lo

expuesto en la seccion 1.3.7.2 buscaremos una transformacion de la forma
p=9+S5,  p=p+R, (3.3.6)

entre dos soluciones de (3.3.5), una en (¢, p, e(t), f(t)) y otraen (¢, p, (), f(t)).

Es decir, también se cumple que

! i ]? K[H[]] + WA _ (o) (3.3.7)
2 9+2p—0, f(@) 0

Impondremos que la transformacion de Miura (3.3.4) quede invariante bajo
la aBT (3.3.6), esto es,
H[¢] = H[¢] (3.3.8)

o equivalentemente
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&+ 2p=¢+2p, (3.3.9)

¢p+p* +pe = 9P+ P + P (3.3.10)
Esta invariancia fija relaciones entre las funciones S y R de la forma

S+2R =0, (3.3.11)
R, — R* 4+ ¢R = 0. (3.3.12)

Utilizando (3.3.11) en (3.3.6) tenemos que

¢p=¢—2R, p=p+R. (3.3.13)

! ~ﬁ+R K[H[¢]] + = : (3.3.14)
2 ¢+2p— 0, f(t) 0

Entre (3.3.7) y (3.3.14) llegamos directamente a que

g =cl) (3.3.15)
T LHg)
f&) = 1), (3.3.16)

donde se ha utilizado la invariancia de la transformacion de Miura, H[¢] =
H[¢| y K = (K, L)T. Por ultimo utilizando el hecho de que R verifica la
ecuacion de Riccati (3.3.12) junto con (3.3.7) llegamos a que é(t) = f(t)—e(t)
o0 é(t) = e(t) (que constituye la transformacion identidad). Entonces tenemos

que la aBT para (3.3.5) tiene la forma

¢:¢_2HHW}’ (3.3.17)
_ o et —e(®)
p=p+ LEHG (3.3.18)
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é(t) = f(t) —e(t), (3.3.19)
f(#) = f(1). (3.3.20)

Para expresar los resultados anteriores en forma local, hay que utilizar

la forma explicita de KJu], siendo u = H|[¢]. Para ello introduciremos las

variables auxiliares P, Q) y P, Q definidas por

P, = ¢+ 2p, (3.3.21)
y

P, = ¢+ 2p, (3.3.23)

Qv = 0P+ 1" + fu- (3.3.24)

Utilizando estas nuevas variables en (3.2.4) tenemos que

K[u] = Qt . (3.3.25)

P+ xg(t)+¢

Entonces el sistema (3.3.5) se escribe en forma local como

1 e(t 0
P @ U . (3.3.26)
2 P,—0, P, +xg(t)+¢ f(t) 0
o equivalentemente como
Qr + pP + g(t)xp + ep + e(t) = 0, (3.3.27)

2Q; + PP — Py + g(t)xP, — g(t) + Py + f(t) = 0. (3.3.28)

Y la aBT (3.3.17)—(3.3.20) se transforma en
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P=P (3.3.29)
Q=Q (3.3.30)
_ 2é(t) — f(t)

¢ = 2R+g®x+€ (3.3.31)
L2~ f(®)

p=p+ Bt ort e (3.3.32)
&(t) = f(t) — e(t), (3.3.33)
f(&) = f(t), (3.3.34)

entre una solucion (p, ¢, P, Q, e(t), f(t)) de (3.3.27), (3.3.28) junto con (3.3.21),
(3.3.22) y otra solucion (p, &, P, Q. (1), f(t)) de

Qi+ PPy + g(t)xp + ep + &(t) = 0, (3.3.35)
2Q, + P,P, — Py + g(t)zP, — g(t) + P, + f(t) = 0. (3.3.36)

junto con (3.3.23), (3.3.24). Observemos que se ha utilizado la aBT adicional

P=P+c,Q=Q+d p=p, ¢=0, e(t)=&@), f(t)= f(t), donde c y d
son constantes arbitrarias, para eliminar las constantes aditivas de (3.3.29)

y (3.3.30).

3.4. Algunas soluciones particulares

Mostraremos brevemente como construir soluciones explicitas para el sis-
tema (3.3.21), (3.3.22), (3.3.27), (3.3.28). Para ello, comenzaremos con una
solucion del sistema (3.3.23), (3.3.24), (3.3.35), (3.3.36). Aplicando el méto-
do de WTC [109] (ver seccion 1.1.4) tenemos que

P = log(&) +r, (3.4.1)
Q = %+m+mm (3.4.2)
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b = —%—rx, (3.4.3)
p o= i—mwx (3.4.4)

es una solucion del sistema (3.3.23), (3.3.24), (3.3.35), (3.3.36) siempre que

£ =¢&(x,t) y r=r(x,t) verifiquen las ecuaciones

Fo - (re + g(t) +e)re + g(t) + 26(t) = f(t) =0, (3.4.5)

ot + (re+ gt + )& + 1.8 =0, (3.4.6)

R'(t) = g(t) +é(t) — f(t), (3.4.7)

donde " denota la derivada con respecto a t. En particular, podemos elegir

r = n(t), (3.4.8)

5 - B A efetfn(t)f:rfg(t)dt’ (349)

-~ [g(t)at

donde A y B son constantes arbitrarias, lo que obliga a que

g(t) = f(t) — 2¢(t). (3.4.10)

La sustitucion en (3.4.1)—(3.4.4) proporciona una solucion del sistema (3.3.23),
(3.3.24), (3.3.35), (3.3.36) para el valor de g(t) dado por la ecuacion de arriba;
esta solucion puede utilizarse como solucion semilla en la aBT (3.3.29)—(3.3.34).
Entonces obtenemos una solucion del sistema (3.3.21), (3.3.22), (3.3.27),
(3.3.28) :

P = log(§) + n(t), (3.4.11)
Q = é%ﬁth(t), (3.4.12)
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(3.4.13)

a0 —2e())E
v = e 000+ 9002+ )6

_ & " 0~ st
A CEY TR (3:4.14)

donde ¢ viene dada por (3.4.9) y

g(t) = 2e(t)— f(b), (3.4.15)
R'(t) = e(t)— f(t). (3.4.16)

Hagamos dos observaciones. En primer lugar, nuestra soluciéon semilla
es de hecho solucion de la reduccion Q = p + h(t), ¢ = —p del siste-

a (3.3.23), (3.3.24), (3.3.35), (3.3.36). Sin embargo, la solucion obtenida
tras aplicar nuestra aBT, esto es, (3.4.11)—(3.4.14), ya no es solucion de
esta reduccion de nuestro sistema. Este hecho ilustra la utilidad de nues-
tra aBT. La segunda observacion es que podemos obtener nuevas soluciones
(3.4.11)—(3.4.14) claramente diferentes a la solucion semilla de partida, como
se pone de manifiesto en el hecho de que la nueva soluciéon que hemos
obtenido tiene términos racionales en x, mientras que la solucién semilla
no los tiene.

Destaquemos por otro lado, que la aBT que acabamos de obtener arriba
para el sistema (3.3.21), (3.3.22), (3.3.27), (3.3.28) imita en cierto modo a
la de Py (1.3.6). Si elegimos 0, = 0,, e =0, g(t) =2, e(t) =e1 y f(t) = fr
(e1 y f1 son constantes arbitrarias) en el sistema (3.3.21), (3.3.22), (3.3.27),
(3.3.28) obtenemos el siguiente sistema de ODEs

Pe +20p+3p° +2xp+ e = 0, (3.4.17)

Gp — 6dp — 6p° — ¢* —2x(p+2p) +2— 1 =0,  (3.4.18)

de tal forma que al eliminar ¢ entre ambas ecuaciones y tomando
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e1 = DB, (3.4.19)
1
fio = 524 +3B1+2), (3.4.20)
se obtiene
Ip; 34 2 2 1B}
pm:§E+§p +dap® + 2 [z —Al]p—éy, (3.4.21)

que salvo un cambio en la notacion, es la propia ecuacion Ppy (1.3.6). Por

otro lado aplicando la misma reduccion a la aBT (3.3.29)—(3.3.34) llegamos

a que
- 26, — f.
6 = so = h (3.4.22)
O+ 2p+ 2
S
p = pr—ah (3.4.23)
o+ 2p+2x
él = fl — €1, (3424)
o= A, (3.4.25)

donde p y (;NS son soluciones del mismo sistema para valores de los parametros
él y fl (é(t) = él? f(t) = f~1)7
P +20p + 397 + 2xp + & = 0, (3.4.26)
by — 6P — 69> — ¢ —22(dp+2p) +2— fr=0.  (3.4.27)

Por otro lado para la propia ecuacion Pjy (3.4.21) obtenemos la aBT

(B1 —2A, —2)p
Pr— P2 —2xp+ B1/2+ A+ 17

p=p+ (3.4.28)

donde p verifica la cuarta ecuacion de Painlevé, para los siguientes valores

de los parametros A;, B; dados por
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& = B, (3.4.29)
1 - ~
fr = 5(2A+3B+2). (3.4.30)

Para la ecuacion de Ppy las variaciones en los parametros (3.4.24), (3.4.25)

se escriben como

1

1

Esta aBT para la ecuaciéon Py, junto con las variaciones en los parametros
(3.4.31), (3.4.32), se suele denominar frecuentemente como “double dagger”

(ver por ejemplo [11] [56] [57]).

3.5. El segundo caso

Consideremos la ecuacion que surge al utilizar la segunda modificacion

dada por

ol [ YT (3.5.1)

—S

En este caso existe una funciéon I = F o W, que permite una factorizacioén

del operador hamiltoniano Bs (3.2.5) como

. AN
B, =1 ["uZ’]D (I W)D ’ (3.5.2)
u=I[s}]
con
1 3.9.3
1 (3.5.3)

La forma explicita de la transformacion de Miura viene dada por
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u=1Ifg = v -2 . (3.5.4)
—1ps + 5% — 5,

Podemos obtener una integral primera del sistema modificado

(T'[4])" K[I[%]] + (1), m(t)" =0, (3.5.5)

donde [(t) y m(t) son dos funciones arbitrarias del tiempo. Calculando la
derivada Fréchet de (3.5.4) podemos escribir este sistema (3.5.5) como
1 -5 I(t) 0

—2 —p+ 2540, Kl mt) | Lo (3:56)

Busquemos una aBT para (3.5.6) de la forma

Yv=v9+A  s=5+B (3.5.7)
entre dos soluciones de sistema (3.5.6), una en (¢, s,1(t), m(t)) y la otra en
(1, 5,1(t),m(t)). Entonces se tiene que

1 -5 , (t) 0
o K[+ | — . (35.8)

-2 = +25+0, m(t) 0
Impondremos de nuevo que la transformacion de Miura (3.5.4) permanezca

invariante por esta aBT (3.5.7), es decir,

L[] =1[¢)] (3.5.9)

o de forma equivalente
Y — 25 = — 25, (3.5.10)
— s+ 52 — 5, = —p5 + 52 — 5, (3.5.11)
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Las ecuaciones de arriba establecen una relacion entre las funciones A y B

de la forma

A—2B=0, (3.5.12)
B, +B?+4,B=0 (3.5.13)

Al utilizar (3.5.12) en (3.5.7) tenemos que
Y=19+2B, s=35+B. (3.5.14)
Por otro lado sustituyendo (3.5.14) en (3.5.6) obtenemos que

1 —-5—B . I(t) 0
. K[I[+]] + = . (3.5.15)
—2 =Y +2540, m(t) 0

Entre (3.5.8) y (3.5.15) llegamos facilmente a que

B= M (3.5.16)
L{I[v]]
m(t) = m(t), (3.5.17)

donde hemos utilizado la invariancia de la transformacion de Miura I[tp] =
I[¢] vy K = (K, L)T. Por tltimo, utilizando el hecho de que B verifica la
ecuacion de Riccati (3.5.13) junto con (3.5.8) llegamos a que I(t) = —m(t) —
I(t) o I(t) = I(t) (que constituye la transformacion identidad). Entonces

tenemos que la aBT en forma no local para (3.5.6) tiene la forma

_ 5 o) — (@)
V=1 +2 L[IN@Z]] : (3.5.18)
s=35+ ") _f(t), (3.5.19)
L{I[v]]
I(t) = —m(t) — I(t), (3.5.20)
() = mlt). (3.5.21)
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Para extender los resultados anteriores a la forma local hay que utilizar

la expresion explicita de K[u], siendo u = I[#]] dada por (3.5.4). Definiendo

las siguientes variables auxiliares M, N y M, N por

M, = — 2s, (3.5.22)

N, = —t)s + s° — s, (3.5.23)
y

M, =) — 23, (3.5.24)

N, = —p5+ & — &,, (3.5.25)

tenemos que el sistema (3.5.6) se escribe como

2 —M,+0, M, + xg(t) + ¢ m(t) 0/

(3.5.26)

o equivalentemente como

Ny — sM; — g(t)xs —es+1(t) =0, (3.5.27)

(3.5.28)
Y la aBT (3.5.18)(3.5.21) toma la forma
M =M (3.5.29)
N=N (3.5.30)
- 20(t) + 1t
V=1 -2 (3.5.31)

M, +g(t)x +¢

e 21(t) 4 m(t) (35.32)
M+ g(t)z + ¢’ o
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I(t) = —m(t) — 1(t), (3.5.33)
m(t) = m(t), (3.5.34)

entre una solucion (s, v, M, N, I(t), m(t)) de (3.5.27), (3.5.28) junto con las
ecuaciones (3.5.22), (3.5.23) y una solucion (3,1, M, N, I(t),m(t)) de

N, — sM, — g(t)z5 — €5+ 1(t) = 0, (3.5.35)
N; + MM, — My + g(t)xM, — g(t) + eM, — m(t) = 0, (3.5.36)

junto con (3.5.24), (3.5.25).

Al igual que en la seccién 3.3, hemos aplicado una aBT adicional, utiliza-
do el mismo razonamiento para llegar a (3.5.29)—(3.5.34), que el que hicimos
para la aBT (3.3.29)—(3.3.34) respecto a las constantes arbitrarias que vol-
verian a aparecer en (3.5.29) y (3.5.30).

Destaquemos que la aBT (3.5.18)(3.5.21) se puede deducir directamente
de (3.3.17)-(3.3.20) con la transformacion (@, p, €n, fn) — (¥, =58, L, —my),
que ademas transforma el sistema (3.3.5) en (3.5.6) . No obstante, esta trans-
formacion no deja invariante la ecuacion de base Py, ya que existe un cambio
de signo en ¢(t) entre ambas versiones de Py [56]. En la proxima seccion

quedara més claro este hecho.

3.6. Transformacién entre los dos sistemas modifica-

dos integrados

Construiremos una aplicacion entre los dos sistemas modificados integra-

dos, esto es, entre (3.3.21), (3.3.22), (3.3.27), (3.3.28)

P, = ¢+ 2p, (3.6.1)

Qu = ¢p + P° + Da, (3.6.2)

85



Capitulo 3 Un sistema relacionado con el flujo inverso de Broer—-Kaup

Q¢ + PP+ g(t)xp +ep + e(t) =0, (3.6.3)
2Q;+ P.P, — Py + g(t)xP, — g(t) + P, + f(t) =0  (3.6.4)

y
M = — 25 (3.6.5)
Ne = —ths + s — s, (3.6.6)
N, —sM, —G(1){s —os+ (1) =0, (3.6.7)
2N, + MM, — Mg, + G(7)EMe — G(1) + o Mg — m(1) = 0(3.6.8)

donde estas cuatro tltimas ecuaciones son en realidad el sistema (3.5.22),
(3.5.23), (3.5.27), (3.5.28), en el que se han renombrado las variables.

Consideremos la transformacién

P=M, Q=-—iN, p=is, ¢=—irp, x=1&,
t=ir, g¢g(t)=-G(r), €= —io,
e(t) =—Il(r), [f(t)=m(r), (3.6.9)

que induce un cambio en las derivadas de las funciones en la forma
Oy = —id, 0, =—i0;, 0,' =id;', o' =io;". (3.6.10)

Destaquemos que ¢(t) = —G(7), que refleja el cambio de signo del que
hablamos al final del apartado anterior. Es una simple comprobacion que
la transformacion anterior convierte el sistema (3.6.1)—(3.6.4) en el sistema
(3.6.5)(3.6.8) y también la aBT (3.3.29)—(3.3.34) en la aBT (3.5.29)~(3.5.34).

La transformacion (3.6.9) es una extension a nuestra PDE de la que apa-
rece en [56], que permitia concluir que Py tiene una unica aBT fundamental.

Como esta tltima observacion indica, hemos construido una PDE, que

puede entenderse como una generalizacion de Pjy, dado que imita su com-
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portamiento y las aBTs que acabamos de obtener permiten reducciones a
las aBTs de Pjy. Destaquemos que este tipo de aBTs (que venimos denomi-
nando aBTs de tipo ODE) pueden obtenerse de ODEs y PDEs que no sean
integrables; por ejemplo la aBT (3.3.17)—(3.3.20) del sistema (3.3.5) existe
sin haber especificado L[H[(Z)]], asi que si se elige de tal forma que dicho

sistema (3.3.5) sea no integrable, igualmente tendria esta aBT.
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Capitulo 4

Soluciones exactas de una

nueva PDE

4.1. Introduccidén

Este capitulo esta dedicado a la obtencién de soluciones exactas del sis-
tema integrable (2.3.1), (2.3.2) estudiado en el capitulo 2 escrito en forma

escalar. Recordemos que dicho sistema tiene la forma

v? — 5, =0, (4.1.1)

Vgt — 20y + 2ev 4 29(t)zv — h(t) = 0. (4.1.2)

Como ya sabemos este sistema muestra algunas propiedades que se asemejan
a las de P;;. En particular, para este sistema hemos encontrado una aBT de
tipo ODE (2.2.50)—(2.2.52) que refleja la de Ppy. La existencia de esta aBT
de tipo ODE, es una novedad en el campo de las PDEs integrables.

En el presente capitulo trabajaremos con una versiéon escalar del sistema
anterior, del que podemos eliminar facilmente la variable y, para obtener la

siguiente PDE
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Vgt — 4030y + 29(H)0? — Vv + h()v, = 0, (4.1.3)

de la que encontraremos soluciones exactas.

Como ya hemos dicho procederemos a aplicar tres métodos diferentes pa-
ra obtener soluciones exactas.
— El primero de ellos consistird en buscar reducciones de similaridad de
(4.1.3) a ODEs. De esta manera encontraremos una gran variedad de so-
luciones, expresadas en términos del segundo trascendente de Painlevé, asi
como de funciones elipticas, hiperboélicas y otras.
— Una segunda técnica de obtenciéon de soluciones exactas se basara en la
utilizacion de una aBT de tipo ODE. Destaquemos que esta es la prime-
ra vez que una aBT de este tipo se utiliza para generar soluciones de una
PDE. Encontraremos que posibles soluciones semilla se pueden obtener de

la resoluciéon de una ODE lineal de segundo orden

e = (G(1) + F(2))¢ =0, (4.1.4)

donde dG/dt = g(t), siendo ¢(t) el coeficiente de (4.1.3) y v = —1),/1). Para
iterar soluciones necesitaremos que G(t) sea no constante. Mostraremos dos
ejemplos de aplicacion: el primero donde la solucién semilla tiene la forma
de una funcién de tipo tangente hiperbolica y el segundo donde se expresa
en términos de funciones de Bessel. También resaltemos que independiente-
mente de iteraciones, podemos encontrar nuevas soluciones de nuestra PDE
(4.1.3) utilizando funciones especiales definidas por cualquier ODE de segun-
do orden. Este hecho es una segunda caracteristica novedosa de esta PDE
(4.1.3). Como un ejemplo més de iteracion utilizando esta aBT de tipo ODE,
generaremos soluciones racionales en z.

— El tercer procedimiento para obtener soluciones exactas se basara en la
aplicacion de una aBT de tipo PDE. Recordemos que una aBT de tipo
PDE para el sistema (4.1.1), (4.1.2) viene expresada por (2.3.17)—(2.3.19).
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En este capitulo también utilizaremos esta misma aB'T' para generar solu-
ciones del sistema escrito en forma escalar (4.1.3). Ademaés, a partir de la
DT obtendremos la solucion de un solitén y al utilizar ésta en la formula
de superposiciéon no lineal, estudiaremos la interaccién entre dos solitones.
La presencia de funciones de t en los solitones proporcionaran un amplio
abanico de comportamientos interesantes.

El diseno de este capitulo es el siguiente. En la seccion 4.2 encontraremos
soluciones exactas a partir de reducciones de similaridad. En la seccién 4.3
obtendremos soluciones exactas utilizando una aBT de tipo ODE. En la

seccion 4.4 encontraremos soluciones exactas a partir de una aBT de tipo

PDE.

4.2. Soluciones exactas a partir de reducciones de si-
milaridad
Procederemos a encontrar las simetrias de Lie, segiin lo explicado en

la seccion 1.2. La ecuacion (4.1.3) admite una transformacion de la forma

(1.2.2) en las variables (z,t,v, g, h) dada por

N
[\]
—_

x—x+eb(x,t,v,g,h)+ O(2),

N
[N}
[N}

t—t+er(z,t,0,9,h)+O0(),

U= U+ egzﬁl(:c,t,v,g, h) + 0(62)7

I
o
N

g — g+ epa(x,t,0,9,h) + O(),
h— h+e¢s(z,t,v,9,h) + O(%),

—~ —~ —~ —~~ —
B o :
ot w

~— ~— ~— ~ ~—

donde € es el parametro del grupo. Observemos que hay que considerar
como variables dependientes a v(z,t), g(t) y h(t) a la hora de construir las
simetrias. La condicion de que la trasformacion de arriba deje invariante la

PDE que estamos considerando, en este caso (4.1.3), proporciona un sistema
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sobredeterminado

§ =0, (4.2.6)
& =0, (4.2.7)
& =0, (4.2.8)
& =0, (4.2.9)
€2z = 0, (4.2.10)
7 =0, (4.2.11)
=0, (4.2.12)
7, = 0, (4.2.13)
7 =0, (4.2.14)
P1 = —vs, (4.2.15)
¢ = —g(7 + 28,), (4.2.16)
¢3 = —h(1 + 28,), (4.2.17)

de cuya resoluciéon obtenemos que los generadores infinitesimales para la

ecuacion (4.1.3) vienen dados por

& =c1x + o,

T=F(1),

P2 = —9(2c1 + F),

( )
( )
¢1 = —c1v, (4.2.20)
( )
b3 = —h(2c; + F), ( )

donde ¢; y co son constantes arbitrarias y F(¢) es una funcién arbitraria

de t. El algebra de Lie asociada a esta trasformacion consiste en un campo

vectorial de la forma
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0 0 0 0

0
X=€%+Ta+¢1%+¢28—g+¢3% (4.2.23)

y las variables de las simetrias para cada reduccion se pueden encontrar al

resolver la ecuacion de las caracteristicas

de dt dv dg dh
DR A 4.2.24
§ T P11 Q2 @3 ( )

Los generadores infinitesimales van a proporcionar dos simetrias no triviales

dependiendo de si la constante c¢; es cero o distinta de cero; comenzaremos

con un estudio detallado de ambos casos
Caso 1: ¢; = 0. Podemos tomar, sin pérdida de generalidad c; = 1.

Resolviendo la ecuacion de las caracteristicas (4.2.24) encontramos la

reduccion de similaridad de onda viajera generalizada

v(x,t) = P(z), g(t)=goft, h(t)=hofy, z=x~— f(t), (4.2.25)

donde gy y ho son constantes arbitrarias y f(¢) es una funcién arbitraria
del tiempo definida en términos de F'(¢) a través de f; = 1/F(t). La ODE

resultante de sustituir (4.2.25) en (4.1.3) tiene la forma
—PP,.. + P.P.. + hoP. + 4P*P, + 29, P* = 0, (4.2.26)

que admite el factor integrante 1/P?, con el que podemos integrarla una vez
y obtener asi

P.. = 2P% 4 2gozP — AP — hy, (4.2.27)

siendo A una constante de integracion arbitraria. Observemos que para el
caso en que go # 0 una traslacion en z permite elegir sin pérdida de genera-

lidad A =0y por lo tanto obtener precisamente Py
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P, = 2P% 4 2gy2P — hy. (4.2.28)

En el caso particular gy = 0 la ecuacion (4.2.27) se puede integrar una vez

para proporcionar

P? = P* —2hyP — AP* + B, (4.2.29)

siendo B una segunda constante de integracion cualquiera y cuya solucion
general puede expresarse en términos de funciones elipticas. Sin embargo
para algunos valores particulares de las constantes de integracién podemos
encontrar las siguientes soluciones especiales. Para A3 = (27/2)hd y B =

—(A?%/12) encontramos la solucion racional

P(z)=a (1 + 1 ) : (4.2.30)

4a%(z — z)? — 1

donde a®> = A/6 y 2z es una nueva constante de integracion arbitraria.
También es posible encontrar la siguiente soluciéon en términos de funciones
hiperbdlicas

(a —b)(3a + b)
(a +b) cosh[/(a — b)(3a + b)(z — 20)] — 2a

P(z) = a+ , (4.2.31)

donde a y b verifican que B = a(a® + hg), aA + hy —2a®> = 0y A =
b2 + 2ab + 3a’.

Caso 2: ¢; # 0. Podemos elegir, sin pérdida de generalidad ¢; =1y ¢y = 0.

Al resolver la ecuacion de las caracteristicas (4.2.24) encontramos la re-

duccién de escala

v(z,t) = f(t)P(2), g(t)=goffi, h(t)=hoffi, z=uaf(t), (4.2.32)
siendo gg y ho dos constantes arbitrarias y f(¢) una funcion arbitraria del
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tiempo definida en términos de F(t) por f;/f = —1/F(t). La ODE que se
obtiene al sustituir (4.2.32) en (4.1.3) es ahora

2PP,.,+3PP,,—42P°P,—4P"—2P,P,,—2P?+2gy P>+ hyP, = 0, (4.2.33)

que se puede escribir de forma mas compacta como

P, P, 1 _ 2

La ecuacién anterior, en general, no tiene simetrias de Lie. Sin embargo, en

el caso particular donde gy = hg =0
2PP,.. +3PP,, — 42P°P, — 4P* — 2P,P,, — 2P? = () (4.2.35)

tiene un simetria puntual, que permite reducir su orden en una unidad con

el siguiente cambio de variable no trivial

P(z) = Cel WO%X, (4.2.36)
7= e~ O, (4.2.37)

Asi, la ecuacion (4.2.35) se transforma en

2 2

Uee = 3% + <% — 2u) ue + (1 —4¢*)u® — % (4.2.38)

Esta ecuacion no tiene més simetrias puntuales para efectuar una nueva inte-

gracion. No obstante, podemos encontrar una solucion particular de (4.2.38)

1

siendo ¢ una constante arbitraria. Deshaciendo el cambio de variable llega-

mos a que una solucion particular para (4.2.35) es de la forma
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P(z) = % {1 + k tanh (glog(z)>} : (4.2.40)
donde k es una constante definida en términos de o por k? = 1 — 40. Uti-
lizando las variables de la reduccién de similaridad para esta reduccion de
escala (4.2.32), obtenemos que una soluciéon particular para la PDE original

(4.1.3) para el caso especial de g(t) = h(t) = 0 viene dada por

T k—
vz, t) = % 1+ k% : (4.2.41)
o bien, renombrando (f(t))* = c(t),
o 1) = (1= k) + (k+ 1)c(t)z” (12.49)

2x(1 + c(t)zk)

4.3. Soluciones exactas a partir de una aBT de tipo

ODE

Recordemos que en el capitulo 2, habiamos obtenido una aBT de tipo

ODE para el sistema (4.1.1), (4.1.2) dada por (2.2.50)—(2.2.52)

_ h(t) — h(t)
U_w+2(wt—zt+6—|—g(t)x)7 (4.3.1)
_ h(t) — h(t)
y=2z+ o=zt gD (4.3.2)
h(t) = —h(t) — 2g(t), (4.3.3)

donde (v,y) v (w, z) son dos soluciones diferentes del sistema para distintos
coeficientes h(t) y h(t) respectivamente. Esta variacion en los coeficientes
del sistema es una reminiscencia de las variaciones de los parametros que
aparecen en las aBTs para las ecuaciones de Painlevé. Para nuestra ecuacion

escalar (4.1.3) esta aBT se puede escribir como
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_ [A(t) — h(t)]w
v=w+ CT— T (4.3.4)
h(t) = —h(t) — 2¢(), (4.3.5)

que permite obtener una nueva soluciéon v de (4.1.3) a partir de una solucion
w de

WWagr — 4wy + 29(H)w? — wewey + h(t)w, = 0. (4.3.6)

Utilizaremos esta aBT para generar soluciones de la ecuacion (4.1.3). Para
ello necesitamos una solucion de partida. Con este fin, observemos primero

que el sistema (4.1.1), (4.1.2) se puede escribir en la forma (2.2.22) como

(0r + 21}){8;1@(% —v}) +e+ g(t)x} —g(t) — h(t) =0. (4.3.7)

Para el caso particular en el que h(t) = —g(t) la ecuacion anterior se trans-
forma en

0, 01(vy — v*) + e+ g(t)r = 0. (4.3.8)

Derivando con respecto a x tenemos que
Oi(v, —v?) +g(t) =0, (4.3.9)
e integrando ahora respecto a t llegamos a
v, —v? + G(t) + F(x) =0, (4.3.10)

donde % = ¢(t) y F(x) es una funcién arbitraria de z. Entonces una solucion
de
w, —w® +G(t)+ F(x) =0 (4.3.11)

es solucion de (4.3.6) para la eleccion h(t) = —g(t). Esta ecuaciéon de Ricca-

ti, junto con la eleccion de la funcién iL(t), es el analogo para nuestra PDE
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(4.3.6) de una integral especial de una ecuacion de Painlevé para valores
restringidos de los parametros. Ahora procederemos a obtener nuevas solu-
ciones de la PDE inicial (4.1.3) a partir de soluciones de (4.3.11) utilizando
la aBT (4.3.4), (4.3.5). No obstante antes de comenzar hemos de observar
un par de detalles. El primero es que si h(t) = —g(t), entonces de (4.3.5)
tenemos que h(t) = h(t), que es precisamente un factor del numerador de

(4.3.4) y segundo: si derivamos (4.3.11) con respecto a t llegamos a

Wy — 2wwy + g(t) = 0, (4.3.12)
que al sustituir h(t) = —g(t) se transforma en
2wy — wey 4 h(t) =0, (4.3.13)

que es precisamente el denominador de (4.3.4). Entonces el numerador y
denominador de (4.3.4) son ambos cero y por lo tanto no es viable proceder
de esta manera para encontrar nuevas soluciones. No obstante, la ecuaciéon
(4.3.6) tiene una simetria discreta (w, h(t)) — (—w, —h(t)). Al aplicar esta
transformacion a la aBT (4.3.4), (4.3.5) llegamos a que

v=—w— [(t) + ﬁ(t)]iu (4.3.14)
2wwy + Wy — h(t)7 o

h(t) = h(t) — 2g(t). (4.3.15)

Entonces partiremos de esta aBT de (4.3.6) en lugar de la otra, para en-
contrar soluciones de dicha ecuacion. Observemos que esta aBT, comen-
zando con una solucion w para h(t) = —g(t), proporciona una secuen-
cia de soluciones v para h(t) = —(2n + 1)g(t),n = 0,1,2,3,... (podria-
mos utilizar la simetria (v,h(t)) — (—v,—h(t)) y obtener soluciones para
h(t) = (2n+1)g(t),n =0,1,2,3,...). Veamos casos de la primera iteracion
comenzando con una solucion w de (4.3.11) para h(t) = —g(t). De (4.3.15)
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se tiene que h(t) = —3g(t) y de (4.3.13) que w,y = 2ww; — ¢(t), con lo
que utilizando la aBT (4.3.14), (4.3.15) obtenemos una nueva solucién v en
términos de w,

g(t)

V= —w+ — (4.3.16)
Wy

de (4.1.3) para h(t) = —3¢(t).

Destaquemos que cualquier solucion de (4.3.11) define soluciones de la
ecuacion integrable (4.3.6), lo que incluye todas las funciones especiales que
surgen como solucion de ODEs lineales de segundo orden, ya que (4.3.11) es

linealizable con el cambio de variable w = —1, /1 en
Vyr — (G(t) + F(x)) = 0. (4.3.17)

Recordemos dentro de este contexto que una ODE lineal de segundo orden
cualquiera

Prz + (2, 1) r +1(2,t)0 =0 (4.3.18)
se puede transformar en

1

Vaw + (r - %qz — ZQQ) =0 (4.3.19)

con el cambio de variable ¢ = we*%fw q(mt)dr

Por ultimo recordemos que para iterar de forma no trivial es necesario
que G(t) sea no constante, ya que si dG/dt = 0 entonces g(t) = 0 y h(t) =
—g(t) = 0, con lo que de la primera iteracion (4.3.16) se obtiene que v = —w
para h(t) = —3g(t) = 0. Esto sucede por ejemplo para la eleccion G(t) = 0
y F(z) = (k* — 1)/(42%); la solucion general de (4.3.11) es entonces

(k—1) — (k+ 1)c(t)z”

e R T P (4:3.20)

donde ¢(t) es una funcion arbitraria de ¢. Observemos que la iteracion pro-
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porciona v = —w, es decir, la solucién (4.2.42) encontrada como solucion
particular aplicando las simetrias. Respecto a la ecuacion (4.3.20), pode-
mos observar que si ¢(t) es una constante entonces w; = 0, asi w dada por
(4.3.20) es trivialmente una solucion de (4.3.6) para g(t) = h(t) = 0; este
hecho es cierto en general para cualquier solucion de (4.3.6) obtenida a partir

de (4.3.11) en el caso G(t) constante.

Consideraremos dos casos de soluciones de (4.3.11) cuando dG/dt # 0.
a) Si F'(z) = 0. La solucion general de (4.3.11) es

w = —y/G(t) tanh(\/G(t)(z + x0(t))), (4.3.21)

donde z((t) es una funcion arbitraria de ¢. Esto proporciona una solucién de
(4.3.6) para h(t) = —g(t). Observemos que (4.3.21) para xy = 0 se correspon-
deria con la solucion P(z) = — tanh(z) de (4.2.33) cuando gy = —hy = —2.
Volviendo a la aBT, tenemos que sustituyendo (4.3.21) en (4.3.16), obtene-
mos una nueva solucion v de (4.1.3) para h(t) = —3g(t): observemos que
aparte de la dependencia en x a través de funciones hiperbdlicas, esta solu-
cion es racional en x. Més iteraciones utilizando la aBT proporcionan nuevas
soluciones, no obstante, no nos extenderemos mas en este caso.

b) Si G(t) = —G(t) y tomamos F(z) = (v* — (1/4))/22, siendo v una
constante cualquiera, entonces la ecuacion (4.3.17) se transforma en

2

Yoo + (é(t) - L4 112) v =0, (4.3.22)

2 4z
o equivalentemente (4.3.18) con q(z,t) = 1/z,r(x,t) = G(t) — (V?/x?), se
convierte en
1 ~ 2
siendo ¢ = 2%y Aplicando el cambio de variable y = 1/G(t) a (4.3.23)
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llegamos a

1 V2
Oyy + ;gpy + 11— E v =0, (4.3.24)

que es precisamente la ecuacion de Bessel. Por ejemplo, para v = 1/3 tene-

mos que la solucion general de (4.3.22) tiene la forma

Y = xt/? (a(t)Jl/g (a; é(t)) +b(t) 13 (a: é(t))) : (4.3.25)

con a(t) y b(t) dos funciones arbitrarias de ¢. Asi, la solucion general de

(4.3.11) es

K o [x1/2J_1/3 (x@) + c(t)z' /2y 3 (x G’(t))}

) 22 43 (:c é(t))+c(t)x1/2jl/3 (x G’(t))

w =

i )
(4.3.26)
donde ¢(t) = b(t)/a(t). Tenemos asi otra solucion de (4.3.6) para h(t) =
—g(t). De nuevo la sustitucion de (4.3.26) en (4.3.16) nos permite obtener
una nueva solucion de la PDE inicial (4.1.3) para h(t) = —3g(t). Iteraciones
adicionales aplicando este procedimiento con la misma aBT proporcionan
nuevas soluciones.

Sabemos que para otras funciones especiales definidas por ODEs lineales
de segundo orden, siempre conducen a soluciones de (4.3.11) para elecciones
apropiadas de G(t) y F(z). Si tomamos G(t) constante, entonces debemos
incluir una constante de integracion que sea una funcion, ¢(t), en la solucion
general de (4.3.11) para asegurar que (4.3.6) proporciona una solucién no
trivial. Sin embargo, en el caso G(t) constante, la iteracion utilizando nuestra
aBT es trivial y conduce a la solucion v = —w. Por otro lado, merece la
pena enfatizar que podemos definir soluciones semilla e iterar de forma no
trivial comenzando con la solucién general de cualquier ecuacion de la forma

(4.3.17) que tenga G(t) no constante.
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Como ejemplo final de iteracion utilizando esta aBT de tipo ODE, con-
sideraremos la generacion de soluciones a partir de una funcion racional en

x. Comencemos observando que

1
] (4.3.27)

es solucion de (4.3.6) para cualquier x4(t), donde h(t) = —2¢(t). Podriamos
utilizar la aBT (4.3.14), (4.3.15) para obtener soluciones racionales de (4.1.3)
con h(t) = —(2n + 2)g(t), n = 1,2,3,...(soluciones para h(t) = (2n +
2)g(t), n=0,1,2,3,... se pueden obtener utilizando la simetria (v, h(t)) —
(—v, —h(t)) de (4.1.3)).
Utilizando la solucion (4.3.27) en (4.3.14), (4.3.15) tenemos que
1 3g(1)(x + wo(t))?

T e a0t) 9@ + 20(0)® — 2(xo(0)) (4.3.28)

es otra solucion de (4.1.3) para h(t) = —4g(t). El proceso de iteracion para
obtener nuevas soluciones racionales en x es similar al que se utiliza para
obtener soluciones racionales para Pr;. Observemos que la solucion que falta
en esta cadena de soluciones racionales en x, para h(t) = 0, se obtiene de
(4.3.27) para h(t) = —2g(t) en (4.3.4), (4.3.5), que proporciona la solucion
v =0 para h(t) = 0.

4.4. Soluciones exactas a partir de una aBT de tipo

PDE

En esta seccion utilizaremos una aBT en la forma estandar, esto es, una
aBT de tipo PDE para iterar soluciones. En primera instancia, consideremos
las propiedades de integrabilidad de nuestra PDE (4.1.3), que nos permiti-
ran obtener una férmula de superposicién no lineal, que utilizaremos para

obtener soluciones solitonicas.
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4.4.1. Propiedades de integrabilidad

La ecuacion (4.1.3) se puede obtener de la compatibilidad del siguiente

par de Lax
Yuw = (W = wy + A) 1, (4.4.1)
1
donde P viene dado por
P=wt = (h(t) - war) (4.4.3)
o | 2w Hat -

y A = A(t), el “parametro espectral”, verifica la condicién no isoespectral
At = —g(t). La condiciéon de compatibilidad de las ecuaciones (4.4.1) y (4.4.2)
permite obtener, por supuesto, la ecuacion (4.1.3) en w (y en h(t)). Por otro

lado, la DT relaciona dos soluciones w y v, que para nuestra PDE viene

v=w— {log (% + w)} K (4.4.4)

El procedimiento estandar para iterar soluciones utilizando el par de Lax

dada por

y la DT implica resolver ecuaciones diferenciales para la autofunciéon del
par de Lax 1 en cada paso. No obstante, de forma alternativa, se puede
construir una aBT eliminando la autofuncion v entre el par de Lax y la DT.
Recordemos que la aBT para el sistema original (4.1.1), (4.1.2) fue calculada
en el capitulo 2, obteniéndose las ecuaciones (2.3.17)—(2.3.19). La version de

dicha aBT para la ecuacion escalar resulta ser

Uy + 0, = e T _ \(£)e"?, (4.4.5)
~ ~ ~ —(5— 1 — ~
0 —wy = (2w, —e ( ))P + m(g(t) — 2W Wyt + Waat)

+(A )P — Wy )e” 7, (4.4.6)
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donde v = v, y w = w,. Eliminando ¥ o w entre (4.4.5) y (4.4.6) se obtiene
la ecuacion (4.1.3) en w o en v respectivamente. Una vez obtenida la aBT,
la aplicacion del teorema de permutabilidad de Bianchi (ver seccién 1.1.6)
permite obtener una féormula de superposicion, que en este caso resulta ser

algebraica.

4.4.2. Foérmula de superposicion no lineal y soluciones soliténicas

Con el objeto de construir la formula de superposicion no lineal para la
ecuacion (4.1.3), consideraremos la parte espacial de la BT dada por (4.4.5).
Supongamos que generamos dos soluciones 0;; y ;2 de la ecuacion (4.1.3)
comenzando con la misma solucién inicial 0;_; pero con diferentes para-
metros espectrales \; y Ay respectivamente. Entonces tenemos dos copias
diferentes de la ecuacion (4.4.5): una con ¥ = 0,1, W = U1 ¥ A(t) = A\i(t)

y la otra con v = ’(~Jj727 w = ’lNJj_l y )\(t) = /\g(t)

(D51)e + (Dj-1)e = e 1700 — ) ()P b1 (4.4.7)

e~ 2701 — Ay (¢)etr2 Vi1, (4.4.8)

(Dj2)e + (Dj-1)a

Supongamos ahora que construimos una nueva soluciéon v;; 12 comenzando
con ¥;; para un pardmetro espectral A\y(t) y otra solucioén 0,121 empezando
con 7,5 para un parametro espectral A;(¢). De esta forma podemos escribir
como antes dos copias de la ecuacion (4.4.5): una con ¥ = 041,12, W = 0j1 ¥

)\(t) = /\2(t> y la segunda con v = ﬁj+1721, w = f}j,Q y /\(t) = )\1 (t)

(@j+1,12)x + (@j,l)x = ei(ﬁjJrl’lziﬁj‘l) — )\Q(t>€ﬂj+1’127ﬁj’1, (449)

(6j+1,21>z + (6j,2)a: = 6_(7~)j+1’21_ﬁj’2) - )\1 (t)€6'7+1’21_5j’2. (4410)

Si ahora utilizamos el teorema de permutabilidad de Bianchi, segiin el cual

sl 0j4121 = V41,12 (en lo sucesivo denotaremos 01121 = V41,12 = V41 POr
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motivos de simplicidad), podemos combinar las cuatro ecuaciones anteriores

para eliminar todas las derivadas, y asi obtener

eli2 — eVl

M (E) €1 — No(t) et

1~}j+1 = 6]’71 -+ lOg (4411)

Esta ecuacion nos permitird generar directamente una cuarta solucion de
(4.1.3) a partir de tres soluciones conocidas. El proceso de iteracion permitira
generar la solucion con N-solitones. A modo de ejemplo, veremos la solucion
con dos solitones; para ello, en primer lugar necesitamos obtener la solucion
con un solitén a partir del par de Lax y la DT.

Como solucion semilla de (4.1.3) comencemos con vy = w(t), una funcion
tnicamente de ¢, lo cual implica que g(t) = 2ww,. Al ser A\ (t) = —g(t)
entonces A(t) = k* —w?, donde k es una constante de integracion arbitraria.

Con esta solucion de partida la ecuacion (4.4.1) toma la forma

Al cumplirse que

() () - (3w

entonces se verifica que

% = ktanh [k(x + 6(t))], (4.4.14)
donde la funcion 6(t) viene dada por
__9®)+h(®)
S YOITOR (4.4.15)

Obtenemos asi, utilizando la DT (4.4.4), que la solucion con un soliton es
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sech? [k(z + 0(t))]

v=w(t) -k w(t) + ktanh [k(z + 6(t))]

(4.4.16)

Volvamos al problema de construir la solucién con dos solitones para la
ecuacion (4.1.3) utilizando la formula de superposicion no lineal (4.4.11).
Tomemos j = 1 y consideremos el caso particular en el que v1; = (U11)z
v v12 = (012), son dos copias diferentes de la solucion con un soliton. Co-
mencemos con la misma solucion semilla w(t) de la ecuacion (4.1.3) y cons-
truyamos dos copias de la solucién con un soliton dada por (4.4.16), v, y
v19 para dos valores diferentes del pardmetro espectral (A (t) = kf — w? y

Ao (t) = k2 — w? respectivamente). Estas dos copias son

sech? [ki(z + 0;(t))]
w(t) + k; tanh [k;(z + 6;(t))]

v = w(t) — k? (4.4.17)

g(t) + (1)

() = ()’ (4.4.18)

para ¢ = 1,2. Teniendo en cuenta que v, = v para todas las soluciones,
obtenemos de la féormula de superposicion no lineal una expresion para la

soluciéon con dos solitones

Vo = w — [bg (% + w2)} : (4.4.19)

donde vy = (02), y

gbz . BO + Blem + B2€Ti2 + Bg€m+n2

— 5 , (4.4.20)
¢ 14 em 4 em + (%) em+n2
donde

y los coeficientes B; = B;(t) son
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By = kiky —w(ky + ks), (4.4.22)

By = —kiky—w(ky — k), (4.4.23)

By = —kiky+w(ks — k), (4.4.24)

By = [kiky +w(ky + k)] (kQ — k1>2 . (4.4.25)
ko + Ky

Veremos ejemplos de la solucion de (4.1.3) con uno y dos solitones.
La presencia de dos funciones arbitrarias del tiempo g(t) y h(t) en los
argumentos de las soluciones con uno y dos solitones (4.4.16) y (4.4.19)

permite una rica variedad de comportamientos.

4.4.3. Ejemplos

En primer lugar consideremos un ejemplo de la solucién de un solitéon
(4.4.16) construida a partir de una solucion semilla w(t) para la eleccion
h(t) = k? — w? — 2ww;. Bajo esta condicion, teniendo en cuenta que g(t) =

2wwy

= —i/% (4.4.26)

La Fig. 4.4.1 representa la solucion con un solitén para una eleccién con-
creta de w(t). Este soliton es una onda que viaja hacia la derecha con un
comportamiento asintotico no nulo (para x grande); este comportamiento
asintotico aumenta y disminuye segtn el tiempo cambia de valores negati-
vos a positivos.

La solucion con dos solitones dada por la ecuacion (4.4.19) esta repre-

sentada en las restantes figuras. La Fig. 4.4.2 corresponde a la eleccion

10k1 k2

h(t) = w — 2ww;, con una solucion semilla w(t) = ki + ke + T3

para
ki1 = 0,5y ky = 0,4. Esta solucion representa la interacciéon de dos solito-
nes moviéndose hacia la izquierda, donde el solitobn més grande atrapa al
pequeno y lo sobrepasa sin que exista deformacion tras la interacciéon. Las

Fig. 4.4.3 y 4.4.4 muestran la forma y posicion de estos dos solitones antes
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y después de la interaccion. Finalmente la Fig. 4.4.5 representa de nuevo
la solucion con dos solitones cuando ¢(t) = 0 y w es constante para una
eleccion concreta de h(t); en este caso ambos solitones se mueven hacia la
derecha, de nuevo el mas grande con mayor rapidez que el pequeno y ambos
con una velocidad variable debido a la forma de h(t). Si se tuviera en cuenta
otras formas de las funciones h(t) y w(t) (esta tltima relacionada con g¢(t))

se obtendria una amplia variedad de comportamientos interesantes.

Figura 4.4.1: Solucién con un solitén para la eleccién de las constantes h(t) = k? — w? —

2uwwy, w(t) = 2k + A% y k= 0,06
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15 15

Figura 4.4.2: Soluciéon con dos solitones para h(t) = w — 2wwy, w(t) = k1 + ka2 + %,

k1 =05y ky =04

0,85 —

T

r T

T
-40 =30

T T T T T T T T T T 1

T
-20 -10 u] 10 20 30 40

Figura 4.4.3: Solucion con dos solitones antes de la interaccion ( ¢ = —30)
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Figura 4.4.4: Solucion con dos solitones tras la interaccion ( ¢ = 40)

Figura 4.4.5: Solucién con dos solitones para la eleccion g(t) = 0, w(t) = 0,33, h(t) =
(2/55) sech®(t/55), ki = 0,22 y ky = 0,27
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Capitulo 5

BTs para nuevas jerarquias de

Pry

5.1. Introduccion

En este capitulo comenzaremos con un sistema de la forma JoK,[U] =
0, donde Jy serd uno de los operadores hamiltonianos de la jerarquia de
Boussinesq. Consideraremos dos modificaciones sucesivas de dicho sistema,
para cada una de las cuales es posible reducir su orden en dos. Obtendremos
BTs entre una version integrada del sistema original y una versiéon integrada
de la primera modificacién. También obtendremos BTs entre las versiones
integradas de la primera y segunda modificacion, asi como aBTs para cada
una de ellas.

Para una eleccion particular del operador K,,[U] encontraremos que nues-
tros tres sistemas (el original y los dos modificados) integrados se correspon-
den con jerarquias generalizadas de Py (esto significa que la propia ecuacion
de Pjy es un caso particular de nuestro sistema). Nuestros resultados sobre
la reduccion del orden permiten una integracion de la reducciéon de similari-

dad de escala de la jerarquia de Boussinesq, y en particular para el primer
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miembro de dicha jerarquia: estos resultados suponen una novedad incluso
para la reduccion de la propia ecuacion de Boussinesq. También obtendre-
mos aBTs para cada miembro de las dos jerarquias de Py correspondientes
a las versiones integradas de la primera y segunda modificaciéon para esta
eleccion particular de K,,[U]; para el caso particular de Pjy recuperaremos
aBTs conocidas.

La estructura del capitulo es la siguiente. En la secciéon 5.2 introduciremos
las jerarquias generalizadas de Pjy: dos de ellas (jerarquias modificadas) las
obtendremos aplicando una trasformacion de Miura a la primera (jerarquia
original). En esta misma seccién procederemos a la integracion de estas dos
jerarquias modificadas y reduciremos su orden en dos. En la seccion 5.3 in-
tegraremos la jerarquia original y reduciremos su orden en dos utilizando los
resultados obtenidos en la seccion anterior. En la seccion 5.4 encontraremos
aBTs para la primera de las jerarquias modificadas integradas. En la seccion
5.5 calcularemos aBTs para la segunda de las jerarquias modificadas inte-
gradas a partir de los resultados obtenidos en la secciéon anterior. Por altimo
en la seccion 5.6 mostraremos que un caso particular de las aBTs obtenidas

proporciona la conocida aBT “dagger” para la propia ecuacion Pry .

5.2. Jerarquias de Py

Como ya comentamos en la introduccion consideraremos un sistema del
tipo JoK,[U] = 0 y dos modificaciones del mismo, donde Jy serd uno de
los operadores hamiltonianos de la jerarquia de Boussinesq, con el fin de
estudiar jerarquias de Pry, asi como aBTs para estas jerarquias y BTs entre
ellas. Comenzaremos (ver [54]) con la secuencia de ODEs acopladas en U =
(U V)T,

n

> wRFU, + ) GRS M U]+ RGyy + Gy, = 0, (5.2.1)

k=0 k=1
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donde Gy-1 = (0, gn-1)", Gn = (0,9,)", Mi[U] = (0, 1)", ¥ &, Ok, Gn ¥ g1,
son constantes arbitrarias. Pares de Lax de este sistema se pueden encontrar
en [54]. Supondremos que gy # 0, ya que en este caso podremos obtener
jerarquias de Pry. Observemos que en el caso g, 1 # 0, si se realiza una
traslacion en V' y en x entonces se puede elegir, sin pérdida de generalidad,

9gn = Yo = 0. Entonces tenemos que

n

> (R, + 6 R* M, [U]) + RGyy = 0. (5.2.2)

k=1

Aqui R es el operador de recurrencia de la jerarquia de Boussinesq

— (0 + 90U — 30,V + V)0, (203 +2U0, + U,)0; !

W

—5[200 + 2(Ud3 + 03U) (Ot + U2+ 3V0,

+(U? = 3V,)0, + 0,(U? — 3V,,)]0; +V,)o !
(5.2.3)

Este operador de recurrencia se puede escribir como [8] [10] [44] [78] [106]
en la forma

R=JoJ; ", (5.2.4)

donde los operadores hamiltonianos Jy y J; estén definidos (con la eleccion

de coordenadas utilizada en [10]) por

20° +2U0, + U, -0y — 92U + 30,V -V,
Jo =
Os+UZ+3VO, +V, —3[200+2U8 +03U) + (U* — 3V,)0,
+0.(U* = 3V,)]
(5.2.5)
y
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0 0,
Ji=3 . (5.2.6)
d: 0

La jerarquia de ecuaciones (5.2.2) se puede escribir de forma alternativa

COINOo

JoK,,[U] =0, (5.2.7)
donde K,,[U] = (K,,, L,,)T viene dado por

n

K, [U =) (mJi 'R, + 6, J7 'R 2Jo My [U)) + 9”3*1
k=1 0

T

(5.2.8)
Nos centraremos directamente en la ecuacion (5.2.7) y dejaremos a un lado
la forma explicita de K,,[U], que realmente solo es importante a la hora de
particularizar a las jerarquias de Py, o al caso especial de la propia ecuacién
de Pry.

Consideremos ahora la construccion de dos sistemas diferentes (o jerar-
quias de Pry si tomamos K, [U] dado por (5.2.8)) a partir de (5.2.7). Para
ello comencemos recordando las transformaciones de Miura para la jerarquia
de Boussinesq, de nuevo con la eleccién de coordenadas utilizadas en [10].
La primera de ellas est4 dada por U = M[Q], siendo Q = (Q, R)T y

Q — 2R, — AR?

M[Q] = : (5.2.9)
Qu + 2RQ

La segunda transformacion de Miura viene dada por Q = N|q|, donde q =

()" y

x — Tz — 2 + T2
Nig= | & "= 71 . (5.2.10)
T

Esto significa que tenemos la siguiente secuencia de transformaciones de
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Miura

M “ N , (5.2.11)

%4 R T

y por lo tanto, tenemos que la composicion de las dos transformaciones de
Miura H = M o N se expresa como
. — 31 — q% — 312
U=H[q = 1 g L (5.2.12)
Qe — Tgx — 26]% + qux - 27’q2 + 273
Consideremos la primera de las dos transformaciones de Miura. Es cono-
cido que bajo esta transformacion de Miura M, el operador hamiltoniano .Jy
factoriza como
Ji = M'[Q]|B (M'[Q]),
; QB (MQ) 213

U=M[Q]

donde B es el operador hamiltoniano de la primera jerarquia modificada de

Boussinesq,
—40% — 12Q0, — 6Q, — 16 (R, — R*) 9, —0?+ 2R0,
—8(R, — R?
B=— ( )e |

0% + 20, R 0,
(5.2.14)

y donde M'[Q] es la derivada Fréchet de esta transformacion de Miura y

(M'[Q])T es su adjunto, cuyas expresiones explicitas son

, 1 —29,—8R
M'[Q] = , (5.2.15)
9, +2R  2Q
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1 —0,+2R
(M[Q])f = v sp 2; (5.2.16)

respectivamente. La primera version modificada de la jerarquia (5.2.7) se

puede escribir, utilizando (5.2.13) como
B(M'[Q))' K,.[M[Q]] =0, (5.2.17)

que se puede integrar como sigue. En primer lugar introduciremos las fun-

ciones auxiliares S y 1" como

Q) K, M[Q) = i | (5.2.18)

Expandiendo la expresion anterior tenemos que S y T se pueden expresar

en términos de K,, v L, en la forma
S=K,—L,,+2RL,, (5.2.19)

T = 2K, , — 8RK,, + 2QL,. (5.2.20)

De esta forma la jerarquia modificada (5.2.17) se puede escribir como el

sistema

48 pee + 1208, + 6Q,S + 16(R, — R*)S, + 8S(R, — R?),
+T,e — 2RT, = 0, (5.2.21)
Sy +2(RS), + T, =0, (5.2.22)

que se puede integrar para proporcionar

n

3
38T, + 5T2 — 3¢, T — 6QS*+2c2 — d,, =0, (5.2.23)
Sy +2RS+T — ¢, =0, (5.2.24)
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donde ¢, y d,, son dos constantes de integracion arbitrarias y ademés hemos
utilizado la segunda ecuaciéon para eliminar todas las derivadas de S de la
primera.

Consideremos ahora la construccion del segundo sistema modificado. Del
mismo modo que antes, dado que bajo la composicion H = MoN el operador
hamiltoniano J, factoriza como

Jo = H'q) 5 (H[q])’ | (5.2.25)

U=H]q]
podemos escribir la segunda version modificada de la jerarquia (5.2.7) en la

forma

B (H'[q))' K,[H][q]] = 0. (5.2.26)

En la ecuacion de arriba, B, H'[q] y (H'[q]) son, respectivamente, el opera-
dor hamiltoniano de la segunda jerarquia modificada, la derivada Fréchet de
la composicion de Miura H y el adjunto de esta ultima. Sus correspondientes

expresiones explicitas son

30, O
. 1

B = -z , (5.2.27)

0 0,

H/[ 0y — 2q —30, — 6r
q =
02+ 270, — 290, — 2, — 4qr =07 +2¢, — 2¢* + 61°
(5.2.28)
y
—0p —2q 02 —2r, —2rd, + 2q0, — 4qr

(H'[q])! = g ¢ 1 . (5.2.29)

30, — 67 —02 + 2q, — 2¢* + 612
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Debido a la forma tan sencilla de B se puede integrar facilmente la jerarquia

modificada (5.2.26) y obtener asi
(H'[a])' K. [H]q]] + (a,0,)T =0, (5.2.30)

donde a,, y b, son dos constantes de integracion arbitrarias.

Ahora podemos establecer una relacion entre las constantes de integra-
cion de las dos jerarquias modificadas integradas, es decir, entre (¢,,d,) y
(an, by). Para ello, observemos que al ser H = M o N, entonces se verifica

que (H'[q])' = (N'[a])(M/[N[q]})", siendo

, -0, —2q 0
(N'[q))" = 0 i 1) (5.2.31)
o r

Entonces la ecuacion (5.2.30) se puede escribir como
(N'[a))"(M'[N[q]]) K., [H[q]] + (an, b,)" =0, (5.2.32)

o de forma alternativa, utilizando la ecuacion (5.2.18), en términos de S'y
T como

Sy +2¢S — a, =0, (5.2.33)
Sy +2rS+T +b, = 0. (5.2.34)

Eliminando ¢ y r entre (5.2.33), (5.2.34) y la transformacion de Miura Q =
Nlq] dada por (5.2.10), se obtienen precisamente las ecuaciones (5.2.23) y
(5.2.24) con

Cn = —bn, (5.2.35)

1
d, = E(bi + 3a2). (5.2.36)

Resumamos los resultados obtenidos hasta ahora. Comenzando con el sis-

tema de ODEs (5.2.7) hemos encontrado dos sistemas modificados integra-
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dos dados por (5.2.23), (5.2.24) y (5.2.30) en las variables (Q, R, c,,d,) vy
(q,7,an,b,) respectivamente. Las parejas de constantes de integracion arbi-
trarias estan relacionadas a través de (5.2.35), (5.2.36).

Observemos que los resultados obtenidos son validos para cualquier K, [U].
Procederemos ahora a mostrar en que sentido nuestros tres sistemas, para
una eleccion concreta de K,,[U], dado por (5.2.8), se pueden considerar jerar-
quias de Ppy. Consideremos la jerarquia original (5.2.7) y las dos jerarquias
modificadas integradas (5.2.23), (5.2.24) y (5.2.30). En el caso n = 1 tenemos

de (5.2.8) que

K 1 V Loox
L e (5.2.37)
L, 3 U o1

y por tanto el sistema de ecuaciones (5.2.7) para este caso particular toma

la forma

1
371 (War = Uses +4VU —20TL), + 812V — Ua),

1
+§go (QU + $Ux) =0, (5238)
1 2 9 R

1 1
—551 (2Upe — 3V +U?) + 390 (3V +zV,) = 0. (5.2.39)

En el caso 73 = 0 el sistema que acabamos de obtener es una extension
no—auténoma del propio flujo estacionario de Boussinesq. En el caso gg # 0,
la eliminacion de V entre ambas ecuaciones proporciona (suponiendo ademas

de v; =0, que 6; # 0 y tomando ¢; = 1) una ODE de cuarto orden en U,
1
(Upw +2U%) 0 + ggg(xQUm + 72U, + 8U) = 0. (5.2.40)

Por otro lado, para este mismo caso n =1, con y; = 0y d; = 1, de (5.2.23),

(5.2.24), donde S y T vienen dados por (5.2.19), (5.2.20) podemos despejar
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facilmente () y obtener asi una tnica ecuacion en la variable R de segundo
orden. De forma similar podemos proceder con el caso n = 1 del sistema
(5.2.30) y eliminar la variable ¢ para obtener una tnica ecuacion para r. Las
dos ecuaciones en R y en r, como cabia esperar son iguales, dado que de la
segunda transformacion de Miura (5.2.10) tenemos que R = r. Si aplicamos

el cambio de variable

1
R(z) =r(z) =Y(2) - 6907 z =2z, (5.2.41)
a ambas ecuaciones, obtenemos para la elecciéon gy = —8, precisamente la
ecuacion Py
1 Y2 3 1 ﬁ2
YV, =24+ Y +4Y?+2(2" —a)Y — == 2.42
=Ty Tt TR AT e aes (5.2.42)

donde los parametros « y [ estdn expresados en términos de a; y by por
a=1-(b/8), B? = (a1/4)? (5.2.43)

o0, en términos de c; y dy por

a=1+(c/8), B = %(ml — ). (5.2.44)

Entonces las dos jerarquias modificas integradas (5.2.23), (5.2.24) y (5.2.30),
con K,,[U] dado por (5.2.8) y g,—1 # 0, son por tanto jerarquias de Py
generalizadas, ya que en el caso particular anterior el primer miembro co-
rresponde, tras el cambio de variable trivial (5.2.41), a la propia ecuacion de
Py (5.2.42). En la siguiente seccion procederemos a la integracion de (5.2.7),
que para el caso K, [U| dado por (5.2.8), con g,—1 # 0, proporcionara una
jerarquia equivalente bajo una BT a estas jerarquias generalizadas de Pry;
esta jerarquia, de hecho, podriamos decir que es también otra jerarquia de

Pry generalizada.
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5.3. Integracién por modificacion

En esta secciéon trataremos el problema de integrar el sistema original
(5.2.7). Para ello utilizaremos un procedimiento basado en el expuesto en la
seccidén 1.3.7.1, esto es, en primer lugar pasando a un sistema modificado,
que es mas sencillo de integrar y posteriormente encontrando una BT entre
el sistema modificado integrado y una version del sistema original (no mo-
dificado) integrado. Sin embargo, en este caso, es necesario extender estas
ideas.

Recordemos que hemos integrado directamente el primero de los dos sis-
temas modificados (5.2.23), (5.2.24). Dicho sistema se puede escribir en tér-
minos de K, y L,, utilizando la forma explicita de S y T expresados por

(5.2.19), (5.2.20)

3Kne — Lpge — 6RK, +2(R, +2R* + Q)L, —c, =0, (5.3.1)
(K +2RLy — Ly o) Kpoo + (Kno)? — 2Q(Lig)?

+(2QL,, — 8R’L,, — 12RK,, — ¢,) K, .

+(6RQL, +3QK, + 4R, K, — QuLy) Ly,

+4RL, Ky + (16R* — Q — 4R, K?

+(Q* +2RQ, — 4QR*) L2 + (Q, — 8RR, — 12RQ)K,, L,
—c,QL, + 4c,RK,, + é(Qc;i —d,) =0. (5.3.2)

Por otra parte la transformacion de Miura para la primera modificacion

viene dada por (5.2.9)

U=Q—-2R, — 4R?, (5.3.3)
V =Q., +2RQ. (5.3.4)

Entre las cuatro tltimas ecuaciones es posible obtener las siguientes expre-
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siones explicitas para las variables modificadas () y R en términos de K,, y

Ly

1
= —3K,, L L 2 _3K,.L
Q 3Tn [ 3 ndnxxx + ( n,xz) 3 n,x-n,xx

+2ULnLn,xw + QCana&x + 9KnKn,xz - 3UKnLn,w

—3UL, Ky — 3¢aK g + UL + QU K2

133V — Uy) LKy + 2¢,U Ly, + cﬂ , (5.3.5)
1
o, | ez T iz, ’

+3LnKn,x:p - SKTL,:ELn,x + 3KnKn,m + CnLn,x
+(3V — U,) L2 + 2UK, L, — cnKn} , (5.3.6)

donde T, viene dada por la expresiéon
Y, = LyLnpe — 3K, Lo+ 3K2+UL2 + ¢, L. (5.3.7)

Si sustituimos las expresiones de () y R que acabamos de obtener en las
ecuaciones (5.3.1)—(5.3.4), tenemos que sélo dos de ellas son independientes;
digamos (5.3.2) y (5.3.3), que constituyen una version del sistema original
(5.2.7) integrada dos veces expresada en términos de sus variables originales
Uy V. Observemos que si reemplazamos @) y R dados por (5.3.5) y (5.3.6)
en el sistema original (5.2.7) obtenemos un sistema de orden ocho en K,
y L,, mientras que si hacemos lo propio con la version integrada de este
sistema (5.3.2) y (5.3.3) se obtiene uno de orden seis en K, y L,. Por tanto
a cada miembro del sistema se le puede reducir su orden en dos, siendo ¢, y
d,, constantes arbitrarias de integracion.

Por otro lado, las ecuaciones (5.3.1) y (5.3.2), con K,, y L, expresados
en términos de U y de V junto con (5.3.3) y (5.3.4), constituyen una aBT
entre este sistema modificado integrado y una version del sistema original

integrado.
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Veamos ahora un ejemplo explicito. Utilizando K,,[U] dado por (5.2.8),
con g, 1 # 0, n =1y la eleccion de las constantes v; =0, 0y =1y v #0
sabemos que el sistema (5.2.7) se puede expresar como una ecuacion escalar
de cuarto orden (5.2.40). Una version integrada dos veces de este sistema
viene dado por (5.3.2) y (5.3.3), tras sustituir Q y R de (5.3.5) y (5.3.6). En

este caso particular se escribe explicitamente como

1 2 1 1
Ve — goxV — —U? + —goxrU, + —U? — —g%sz

37 3 3 9
1 1 1
—goU + =g2 — =d; =0 5.3.8
+390 +9go e ) ( )

—27V? + (27U, — 18gozU — 2g5z®) V — 6U2 + 9ggzUU,
1
+g§x(1 + ngQ)Um + U3 — 29§x2U2 — §g§x4U

3 1 1 3
—§d1U + gggﬂfz - éggljdl + Ci’) — §d1C1 =0 (539)

En este caso es posible eliminar V' entre ambas ecuaciones y obtener el

sistema anterior en forma escalar

9 2

4 , .
—g2rU? - §g§x3Ux +4U* + 4¢22°U°

4
+§ (9615(74 + 29(2) - 3d1) U2

8 4 9
(Upe)? + 4UUpy + §g§x2UUm + = <g§x4 + 398 — —dl) Uss

4 9 4 4
baria® (st + 126 = 300 ) U + St - Jais + &
4 3 27
— 579" (96‘w2 — Sgor°dy +9¢} - 5d1c1) =0, (5.3.10)

que constituye una version integrada dos veces de (5.2.40). El orden del
sistema en U y V (o de la ecuacion escalar en U) se ha reducido por tanto
en dos.

Una vez obtenida (5.3.10), procederemos ahora a efectuar una integra-

cion directa de (5.2.40), esto es, sin utilizar el método de integracion por
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modificacion. La ecuacion (5.2.40) se puede escribir como
32U gz + 120U Uy + 9203 Uy 4+ 120U2 4 Tg22°U, + 8g22U = 0, (5.3.11)

donde se ha multiplicado a toda la ecuacion por 3z, dado que x es un factor
integrante para esta ecuacion. Asi, podemos integrar directamente (5.3.11)

para obtener
32U — 3Upe + 120UU, + g223U, — 6U? + 4¢22°U 4+ 3d; = 0, (5.3.12)

siendo d; una constante de integracion arbitraria. Esta ecuacion de tercer

orden admite un factor integrante no trivial

9U,, + 18U? + 12g§x2U + 29§x4 + 693 — 9d,
3

: (5.3.13)

que permite efectuar una nueva integracion, de la que se obtiene precisa-
mente la ecuacion (5.3.10) (salvo un factor multiplicativo), donde los dos
ultimos términos se corresponden con la constante de integracion.
Observemos que esta es la primera vez que la ecuacion (5.2.40), que corres-
ponde a una reduccién de similaridad de escala de la ecuacion de Boussinesq,
ha sido integrada dos veces. Ademas, es la primera vez que una BT entre
una version integrada dos veces de la reduccion de similaridad de escala de
la ecuacion de Boussinesq y Pry ha sido encontrada. Esta BT consiste en las
ecuaciones (5.3.1)-(5.3.4), con K; y L, expresados en términos de U y V/,
junto con la posterior transformacion (5.2.41), todo para este caso particular
y con la eleccion de gy = —8. Recordemos que las reducciones de similaridad
de de la ecuaciéon de Boussinesq y otras ecuaciones relacionadas se pueden

encontrar en [24] [97].
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5.4. aBTs para una jerarquia de Py

Procederemos a encontrar aBTs para la version integrada del primer sis-
tema modificado integrado dos veces (5.2.23), (5.2.24), con S y T dados por
(5.2.19) y (5.2.20). Como acabamos de ver en la secciéon 5.2, para una elec-
cion concreta de K,,[U] el sistema (5.2.23), (5.2.24) constituye una jerarquia

de Pry generalizada. Comenzaremos pues con el sistema

3
38T, + 5T% = 3¢, T — 6QS” + 2c; — dn = 0, (5.4.1)
Sy +2RS+T — ¢, =0, (5.4.2)

donde Sy T vienen expresados mediante (5.2.19), (5.2.20)

S = K,[M[Q]] — Ln..[M[Q]] + 2RL,[M[Q]). (5.43)
T = 2K, ,[M[Q]] - 8RK,[M[Q]] + 2QL,M[Q]],  (5.4.4)

donde se ha utilizado la primera transformacion de Miura U = M|[Q)], asi K,
y L, se escriben en términos de (Q y R. Aplicaremos el método expuesto en
la seccion 1.3.7.2 para buscar aBTs, esto es, buscaremos una transformacion

de la forma

Q=Q+E,  R=R+F (5.4.5)

entre dos soluciones del sistema (5.4.1), (5.4.2), la primera de ellas en las va-

riables (@, R, S, T) con parametros (c,, d,) y otra en las variables (Q, R, S, T)

con parametros (¢,,d,). Esto significa que tenemos una segunda copia de

(5.4.1), (5.4.2) dada por

. 3 . - . -
:$E+EW—3QT—mxﬂ+%gﬁuza (5.4.6)
Sy +2RS+T — ¢, =0, (5.4.7)

con
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S = K,M[Q]] — L,.[M[Q]] + 2RL,[M[Q]], (5.4.8)
T = 2K, .[M[Q]] - 8RK,[M[Q]] + 2QL,[M[Q]].  (5.4.9)
Impondremos ahora que la transformacion de Miura (5.2.9) permanezca in-

variante bajo (5.4.5), esto es

Q — 2R, —4R* = Q — 2R, — 1RR?, (5.4.10)
Qx +2RQ = Q. + 2RQ. (5.4.11)

Utilizando (5.4.5) en las ecuaciones de arriba obtenemos que las funciones

E v F han de satisfacer

2F, + 4F? + 8RF — E =0, (5.4.12)
E, +2EF 4+ 2QF + 2RE = 0. (5.4.13)

Tenemos que sustituir la transformacion (5.4.5) en en sistema original (5.4.1),
(5.4.2) y utilizar el hecho de que (Q, R, S,T) también satisface el sistema
(5.4.6), (5.4.7) pero con diferentes parametros (¢,, d,). Ademas, hay que te-
ner en cuenta que esta aBT (5.4.5) es invariante bajo la transformacion de
Miura U = M[Q], con lo que también se cumple que K,[M[Q]] = K, [M[Q]]

y L,[M[Q]] = L,,[M[Q]]. Entonces llegamos al siguiente sistema de ecuacio-

nes

2L,F, — 6K,F + 4L, F? + 8RL,F + 2L, F — ¢, + &, = 0,
(5.4.14)

2 1 2
—12EL? . + 36Ln, | = K, Fy + S E + S Ko F

3 3

1 o ~
+L, <—6Ex + FEF+ RE + QF) + 12K, 4o L F

6K, (—16LnFR 12K, F + 2EL, — 8F?L,, + &, — Cn)
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+6 (anR Y OLLF Kn) (LB, — AK,F,) + 6K2 (32RF B+ 16F2>
2K, [—SLn (FQ Y ER+ EF) QL FRy + coRR — e R + an}
6L [—4F2 (C) + E) Y oF (Qw _4RE — 41?269) v E (2@ Y E- 41?2)}

+6L, (5nc} — 0 - an) —dy+d, + 262 — 23 =0, (5.4.15)

donde K, y L,, estan expresados en términos de Q y R. De la compatibilidad
entre las cuatro tltimas ecuaciones, llegamos a que, aparte de la transfor-

macion identidad (que ocurre cuando ¢, = ¢, d, = d,, E =0y F =0) las

funciones E y F satisfacen

(T — ) (5n ey — 3K, , +12RK, — 3@Ln>
30,
(G — ) <2RLn YK, — LW)
20, ’

E =

. (5.4.16)

F = (5.4.17)

junto con la relacion entre los pardmetros 2¢2 + 2¢2 — 3d, + 2¢,c, = 0
y d, —d, = 0. En la expresion anterior, para aligerar la notacién hemos

definido
0, = 3L, K, —3L,Kp . —3K?—3QL2 +6RL, K, + (¢, — cn) Ly (5.4.18)

Entonces de (5.4.5) tenemos que la aBT tiene la forma

(@ — c2) <5n ey — 3K, , +12RK, — 3@Ln>

=0 — 9.4.19
=R-— 4.2
R=R 56, : (5.4.20)
d, =d,, (5.4.21)

2
d, = g(éi + CnCn + C2). (5.4.22)
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Las ecuaciones (5.4.19)—(5.4.22) constituyen una aBT para el primer sistema
modificado integrado dos veces (5.2.23), (5.2.24). Para el caso particular
en que K, [U] viene dado por (5.2.8), obtenemos una aBT para nuestra
jerarquia de Ppy generalizada. Mas tarde volveremos a esta aBT para el

caso especial de la propia ecuaciéon de Pry .

5.5. Otras aBTs

Estudiaremos el problema de la obtencion de aB'Ts para el segundo siste-
ma modificado integrado dos veces (5.2.30) a partir de la aBT (5.4.19)—(5.4.22)
que acabamos de obtener para el primer sistema modificado integrado dos
veces (5.2.23), (5.2.24).

Para proceder a ello, escribiremos la jerarquia (5.2.30) como el sistema

de ecuaciones

Lyww — 3K +6rK, —2(q, — ¢* +3r*) L, — b, =0, (5.5.1)
Ln,:c:r: - Kn,x + 2(q - T)Ln,az - QqKn - 2(rx + QqT)Ln +a, = Oa
(5.5.2)

una vez que se utilicen las dos transformaciones de Miura (5.2.9) y (5.2.10)
para que L, y K, se escriban en términos de las variables ¢ y r.
Recordemos que la transformacion de Miura (5.2.10) relaciona las varia-

bles Q vy R con ¢ y r por medio de las relaciones

Q=G—1a— ¢ +77 (5.5.3)

R=r. (5.5.4)

De las ecuaciones (5.2.33), (5.2.34) tenemos que
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1-S,+a,
1S, +T+b,
r=—g e (5.5.6)

Utilizando ahora (5.2.19), (5.2.20) para eliminar S y 7' respectivamente y

teniendo en cuenta que L, y K, estan expresados en términos de () y R

llegamos a
1 Lpas — 2RLns — Kno — 2RoLy + an
=3 Ko — Lo+ 2RL, ’ (5:5.7)
1 Ly — 3Ky — 2RL, . + 8REK, — 2(Q + R,) Ly — b,
" Kn— Lo + 2RL, !
(5.5.8)

que es la transformacion inversa de (5.5.3), (5.5.4). Hagamos una copia del

sistema (5.5.1), (5.5.2) en las variables ¢ y 7, para unos parametros a, y b,

Loz — 3Ky o + 67K, — 2(G, — G2 + 373 Ly, — b, = 0, (5.5.9)
(5.5.10)

donde, de nuevo al ser invariante la transformacion de Miura U = MIQ)],
se cumple que K,[M[Q]] = K,[M[Q]] y L,[M[Q]] = L,[M[Q]]. Introdu-
ciendo la aBT que obtuvimos para el primer sistema modificado integrado
(5.4.19)—(5.4.22) en (5.5.7) y (5.5.8) y utilizando posteriormente la transfor-

macion de Miura en las variables con tilde

Q=qy— 7o — G+, (5.5.11)

=
I
Rl

(5.5.12)
obtenemos cuatro aBTs diferentes entre soluciones del sistema (5.5.1), (5.5.2)
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y (5.5.9), (5.5.10). Para escribirlas de forma explicita definiremos las siguien-

tes variables auxiliares

A, =K, + (G — )Ly, (5.5.13)
Q, = K, — Lpg + 27 L, (5.5.14)
S = 2GLy — Lo + 3K, (5.5.15)
B, = 2b, + b, (5.5.16)

—30 A [Lng + Ky + (24 — 47)Ly] | (5.5.17)

En términos de A,,, Q,,, 2, B, v I',, estas nuevas cuatro aBTs vienen dadas

por los siguientes grupos de relaciones

_ gyl (5.5.18)

q=4q 6A, -9,
by, — by,
= 5.1
A (5.5.19)
1

G = 5 = bu), (5.5.20)
- 1
by = —5 (3 + ba): (5.5.21)

3A, [[(4@ — 67) Ly + Ly + 3K,]by + znbn} 4 (bn — bn)2Lon

q=q+ . ,
6A, [BAnQn + (by — bn)Ln}
(5.5.22)
by, — b
— g n 5.5.23
r=r7+ A ( )
1
i = =5 (an + ) (5.5.24)
-1
b = 5 (3an — bu); (5.5.25)
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30, [znén (6 — 4G) Ly — Lne — 3Kp]bn| — 2B2L,,

¢=a+ 60, =32 + Buln] !
(5.5.26)
~+1 (b — bn)Qn
r=7r+ =
2 3(F + §)KpLn — 30AnLyy + 67(G — 7)L2 + 3K2 — B, Ly,
(5.5.27)
1
i = =5 (a0 — bn), (5.5.28)
. 1
b, = —5(3% + by,); (5.5.29)
y
5 T,

q26+(bn_bn)

18A202 — 18(by, + by) A Ly + 2(by, + 20,) B, L2

r=7+ =
2 3(r+q)K,L, —3A,L,,, +67(§ —7)L2 +3K2 - B,L,’

(5.5.30)

1
an = §(an +by), (5.5.31)

~ 1
by = 5 (3an — by). (5.5.32)

De la ecuacion (5.5.10) tenemos que
Ln Tr T Kna: -2 ~:an Nan ~n

j=2n o = Alabn + P ln) + an (5.5.33)

2Q,

Utilizando esta expresion para ¢, junto con las correspondientes variaciones
en los parametros de cada caso se puede comprobar facilmente que en las
cuatro aBTs de arriba, la ecuacion para r es la misma. No obstante, en las
cuatro, la ecuacion para ¢ sigue siendo distinta, con lo que de hecho tene-
mos cuatro aBTs diferentes para el segundo sistema modificado integrado
dos veces (5.5.1), (5.5.2). En el caso particular donde tenemos nuestra jerar-

quia de Ppy generalizada, que ocurre cuando K,,[U] viene dado por (5.2.8),
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obtenemos entonces aB'Ts correspondientes a dicha jerarquia.

5.6. Identificacion de aBTs

Procederemos a identificar las aBTs (5.4.19)—(5.4.22) del sistema (5.2.23),
(5.2.24) en el caso particular de nuestra jerarquia de Pjy. Para ello conside-
raremos la propia ecuacion Ppy (5.2.42). Como ya vimos en la seccion 5.2,
este ejemplo se corresponde con el caso en que n =1, Ky = %gox, Ly=1y
go = —8 , al que hay que aplicar el cambio de variable (5.2.41) y elegir de
forma apropiada los parametros segin la relacion (5.2.44).

Observemos que si sustituimos Sy T' dados por (5.4.8) y (5.4.9) en (5.4.7),

tenemos para cada miembro de la jerarquia que

3Kns — Lnge + 2Ry Ly — 6RK, + 4R?L,, — &,
oL, :

O=— (5.6.1)

Volviendo a nuestro caso especial de la ecuacion Py, tenemos que la ecuacion

(5.4.20) toma la forma

N (¢ — cl)(QR — %x)

R=R-— _ Al . (5.6.2)
6R, +12R* + 162 R — 5°0? — ¢; — 2¢; — 8

En la variable Y'(z) que verifica la propia ecuacion Ppy (5.2.42) para los
parametros v y [ (relacionados con ¢; y dy a través de (5.2.44)) esta aBT

se escribe como

- — &)Y
YoV ] 8(« ~04) .
6Y, +6Y2+122Y —4a — 8o + 12

(5.6.3)

Esta ecuacion relaciona dos soluciones Y (z) e Y (z) de la propia ecuacion
Py (5.2.42) para diferentes valores de los parametros (a, 8) v (&, 5) respec-
tivamente. Utilizando (5.2.44) en las variaciones de los parametros (5.4.21),

(5.4.22) obtenemos la aBT
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y -V (PaZ2EHY , (5.6.4)
Y, + Y2422V —a+1+43/2

&= —}l (200 — 6 £ 33), (5.6.5)

3= (a—17T3/2)% (5.6.6)

que es precisamente la conocida aBT “dagger” para Py, que puede encon-

trarse, por ejemplo en [11] [56] [57].

Concluimos por tanto que al ser R = r las cuatro aBTs encontradas en
la seccién 5.5 constituyen también extensiones a una jerarquia generalizada
de Pjy de la aBT “dagger”.
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Conclusiones

El trabajo llevado a cabo en la presente Tesis Doctoral se centra en el es-
tudio de propiedades y estructuras subyacentes de ciertas ecuaciones integra-
bles. En particular, hemos mostrado que, para sistemas con una determinada
forma definidos a través de estructuras hamiltonianas y transformaciones de
Miura de PDEs integrables, es posible obtener aBTs. Estas ideas son también
aplicables a ciertos sistemas no integrables.

A continuacién escribiremos las conclusiones de cada capitulo de forma

més detallada.

Capitulo 2

En este capitulo hemos introducido una PDE que tiene una estructura muy
similar a la de P;. Para esta ecuacion, hemos encontrado aBTs de tipo ODE
y de tipo PDE, ademas de efectuar una reduccion del orden de una ecuacion
relacionada con esta PDE.

Respecto a la aBT de tipo ODE que hemos construido, nos permite afir-
mar que existen PDEs (y en general sistemas) no integrables que poseen
aBTs (de tipo ODE). Este hecho, hace que sea necesario precisar la idea que
se tenia hasta ahora de la relacién entre la integrabilidad completa de un
sistema y la existencia de aBTs, que por supuesto para aBTs (de tipo PDE)
sigue siendo bien entendida.

Para encontrar la aBT de tipo ODE, asi como para efectuar una integra-
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cion de esta PDE hemos tenido que extender el teorema de integracion por
modificacién a las PDEs.

Por otro lado hemos comprobado que la afirmacién de que P; no tiene
aBT porque no tiene un parametro libre es falsa, ya que hemos encontrado
una ODE sin parametro libre con una aBT.

Finalmente hemos estudiado una PDE integrable de sexto orden, que
corresponde a una deformacién no holonémica de la ecuacion de KdV, que
recientemente han encontrado Karasu—Kalkanh et al. [68] a la que se refieren
como KdV6. Hemos podido integrar una vez dicha ecuaciéon y ademas toda
la jerarquia asociada a ella, con lo que hemos reducido su orden a 2n + 1y

en particular KdV6 a una PDE de orden cinco.

Capitulo 3

Este capitulo estd dedicado al estudio de un sistema que representa una
version integrada de la modificacion de una extension no isoespetral del
flujo inverso de Broer-Kaup.

Hemos encontrado dos aBTs de tipo ODE a partir de la factorizacion del
operador hamiltoniano, aplicando el teorema de integracién por modifica-
cion, suponiendo invariante la transformacion de Miura. Cada una de dichas
aBTs proviene de utilizar una secuencia de transformaciones de Miura di-
ferente en cada caso. De nuevo como sucedia en el capitulo anterior estas
aBTs de tipo ODE existen para sistemas no integrables.

Finalmente hemos comprobado que esas dos aBTs estan relacionadas en-
tre si, al igual que sucede para la propia Py que tiene una tdnica aBT

fundamental.

Capitulo 4
En este capitulo hemos encontrado soluciones exactas del sistema completa-

mente integrable de PDEs estudiado en el capitulo 2 utilizando tres métodos
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diferentes.

En primer lugar hemos utilizado el método clasico de Lie para obtener
reducciones de similaridad a ODEs. Hemos encontrado reducciones de escala
y de ondas viajeras, que proporcionan una amplia gama de soluciones, en
términos de funciones racionales, funciones elipticas e hiperbolicas, definidas
en términos de la ecuacion de Pj; y otras funciones. Respecto a este sistema
de PDESs habiamos encontrado en el capitulo 2 que posee tanto aBTs de tipo
ODE como de tipo PDE.

En segundo lugar hemos utilizado la aBT de tipo ODE obtenida en el
capitulo 2 para generar soluciones de esta PDE. Hemos utilizado varios tipos
de soluciéon semilla, una definida por una funcién tangente hiperbodlica, otra
definida en términos de funciones de Bessel y por tltimo una funcién racional
en x. La utilizacién de un tipo concreto de funcién solucién semilla permite
generar secuencias de dichas funciones. La iteracion de la aBT para generar
soluciones involucra variaciones en la funcién que aparece como coeficiente
h(t). Por otro lado, hemos puesto de manifiesto que es posible encontrar
soluciones para la PDE a partir de soluciones de cualquier ODE lineal de
segundo orden; creemos que este hecho es una novedad para nuestra PDE.
Finalmente hemos de resaltar que esta es la primera vez que una aBT de
tipo ODE se utiliza para generar soluciones de una PDE.

En tercer lugar hemos aplicado un procedimiento méas estdndar para
PDEs integrables. Utilizando la DT y la férmula de superposicion no li-
neal hemos construido soluciones con uno y dos solitones para esta PDE.
Ambas soluciones contienen funciones que dependen de ¢, lo que proporcio-
na una gran variedad de comportamientos interesantes. Algunos de ellos se

han representado graficamente.

Capitulo 5

En el altimo capitulo de este trabajo, hemos partido de un sistema de la
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forma JoK,[U] = 0, asi como de dos modificaciones sucesivas del mismo.
Hemos integrado los tres sistemas, reduciendo su orden en dos y ademas
hemos encontrado BTs entre los sistemas integrados. También hemos calcu-
lado aBTs para los sistemas integrados dos veces de la primera y segunda
modificacion.

Para una eleccion particular de K, [U] hemos encontrado que nuestros
tres sistemas se corresponden con jerarquias generalizadas de Ppy. Estos
resultados proporcionan aBTs para cualquier miembro de las jerarquias de
Py, correspondientes a versiones integradas de los sistemas obtenidos con la
primera y segunda modificacion para esta eleccion concreta de K, [U]; para el
caso especial de Pjy, recuperamos aBTs conocidas. Nuestros resultados sobre
la reduccién del orden permiten efectuar una integracion de la reduccion de
escala de la jerarquia de Boussinesq, y en particular de la reducciéon de escala
de la propia ecuacion de Boussinesq. Creemos que esta ultima integracion,
junto con la BT entre la ecuacion integrada y Py no se habia encontrado

hasta ahora.
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