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Resumen: Este artículo analiza los principales tipos de análisis empleados en el ámbito económico y empresarial. Una vez identificados éstos, se estudian los principales métodos o técnicas matemáticas que se utilizan en los problemas económicos. 
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0. INTRODUCCIÓN

Los objetivos de la Economía son describir y controlar la realidad. Así, los análisis efectuados mediante los correspondientes modelos económicos tendrán, básica y principalmente, estas dos finalidades, ello sin perjuicio de que modelos más generales combinen, en mayor o menor medida, ambos aspectos. No obstante, y según el grado de complejidad o realismo y según sean los supuestos adoptados en la modelización, caben diferentes enfoques posibles de un mismo problema, pudiendo ser aplicados diferentes análisis, que a continuación se describen, lo que a su vez determinará el tipo y el alcance del modelo así como las técnicas matemáticas más adecuadas para su resolución.

En ese sentido, es un hecho contrastado que en la actualidad, las técnicas matemáticas juegan un papel esencial en la construcción y desarrollo de los modelos económicos. Y este es, en definitiva, el objetivo de las Matemáticas Empresariales, el estudio de las partes de la matemática que aportan métodos para analizar los problemas económicos. En efecto, el propósito de este trabajo es introducir los principales tipos de análisis económicos y plantear las ventajas que proporcionan las técnicas matemáticas en la modelización de los sistemas económicos.

Podemos clasificar los modelos económicos según sea  la finalidad del análisis en:

( Análisis de compatibilidad y equilibrio.

( Análisis de compatibilidad y elección óptima.

( Análisis de comportamiento dado por una función.

( Análisis de comportamiento dado por una ecuación diferencial.

( Análisis de comportamiento dado por una ecuación recurrente.

( Análisis de valor de magnitudes desagregadas.

1. ANÁLISIS DE COMPATIBILIDAD Y EQUILIBRIO

Los análisis de compatibilidad tratan de averiguar si existen valores numéricos para n variables que satisfagan a un conjunto de relaciones. Tres son las situaciones que pueden presentarse: incompatibilidad o no existencia de solución, determinismo e indeterminismo.

En el caso de determinismo o solución única se relaciona con los equilibrios si los valores de la solución tienen significado económico, cosa que no siempre ocurre.

Por tanto, los análisis de compatibilidad están estrechamente unidos a los equilibrios del sistema económico o de una parte del mismo, al suponer que a través del mecanismo del mercado se alcanza una situación estable al igualarse la oferta y la demanda. Y en ese sentido, se entiende por equilibrio la existencia de variables endógenas seleccionadas e interrelacionadas con signo opuesto de tal modo que, ajustadas entre sí, no prevalezca ninguna tendencia inherente al cambio, alcanzándose, de este modo, una situación estable que permanecerá así mientras no se alteren los factores exógenos.

La ausencia de tendencia o motivación al cambio por la existencia de equilibrio, puede inducirnos a considerar que éste constituye un estado ideal o deseable, pero esta interpretación no siempre es correcta ya que, si bien, una situación de máximo beneficio es un ejemplo de equilibrio deseable para una empresa, un nivel de equilibrio de la renta nacional con desempleo no es el ideal de una sociedad. Por tanto, la única interpretación correcta que debemos hacer de equilibrio es aquella situación que, una vez alcanzada, tiende a perpetuarse, a menos que cambien los factores externos.

En estos modelos de equilibrio, el mecanismo es automático, habitualmente el propio mercado, que contrarresta las fuerzas de signo opuesto –puestas de manifiesto al existir una diferencia entre la demanda y la oferta actuando sobre las variables endógenas hasta lograr que se igualen la oferta y la demanda y, por tanto, se alcance el equilibrio. Es un proceso impersonal o suprapersonal de interacción y ajuste de las fuerzas económicas.

El ejemplo más característico lo constituyen los modelos de equilibrio de mercado en los que se supone que las variables de las que dependen la oferta y la demanda de un bien (en el caso de equilibrio parcial), o de varios bienes (en el caso de equilibrio total del mercado), se comportan de tal forma que tienden a igualar ambas variables. El modelo resultante adopta la forma genérica de un sistema de tantas ecuaciones como mercados:
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 las variables endógenas.

A su vez, de ser compatibles los equilibrios de los diferentes mercados, se puede lograr el equilibrio del sistema económico. Sin embargo, el estudio de los análisis de compatibilidad y equilibrio no se limita a modelos de mercado (oferta-demanda); en realidad, estos análisis también son utilizados en otras áreas de la economía, como en el conocido modelo keynesiano de la renta nacional.

Un análisis de equilibrio se desarrolla en tres etapas:

· La primera etapa describe las relaciones entre las variables endógenas y exógenas seleccionadas en el proceso de modelización y el mecanismo por el que aquéllas llegan a contrarrestarse, alcanzándose la situación de equilibrio. De ello se desprende el supuesto sobre la condición de equilibrio que, unido a los demás supuestos adoptados, permite la formulación del modelo matemático, utilizando técnicas de tipo estadístico-econométrico para establecer el valor de cada uno de los parámetros.

· La segunda etapa engloba la determinación de los valores de equilibrio, esto es, los valores que las variables endógenas alcanzan en la situación de equilibrio, valores que, lógicamente, dependen de los que se hayan fijado para las variables exógenas y para los parámetros. Esta etapa consiste en la realización de un estudio de compatibilidad del sistema de ecuaciones que definen el estado de equilibrio y su resolución.

Si se supone en la modelización un comportamiento lineal de las variables, las técnicas matemáticas del álgebra lineal encuentran en estos análisis su aplicación más básica en la ciencia económica. En concreto, hacemos referencia al álgebra matricial y estudio de compatibilidad de sistemas de ecuaciones lineales mediante el conocido teorema de Rouché-Froebenius. La obtención de los valores de equilibrio se puede realizar a través de la regla de Cramer, si procede.

Estos análisis presentan una característica estructural singular de tal forma que la existencia de equilibrio no queda garantizada por el hecho de que el sistema de ecuaciones que lo determina sea compatible, ya que la solución de este sistema puede incluir valores negativos para algunas de las variables, hecho que en el ámbito de la economía, carece de sentido. Para ciertos sistemas de ecuaciones lineales, existe una condición necesaria y suficiente que asegura la existencia de solución no negativa. Esta condición fue enunciada por Hawkins-Simon.

· La tercera y última etapa es el análisis de estática comparativa. Como su propio nombre indica, su objeto es comparar los distintos equilibrios asociados con los diferentes valores que las variables exógenas pueden tomar. Supuesto se rompe el equilibrio inicial al variar alguno de los factores exógenos y que el mecanismo restablece una nueva situación de equilibrio, la estática comparativa trata de comparar las situaciones de equilibrio inicial y final, con la finalidad de ver en qué sentido y, si es posible, en qué cuantía, varían los valores de equilibrio. 

El problema esencial reside en el estudio de las tasas de cambio de los valores de las variables endógenas respecto al cambio de valores de las variables exógenas o parámetros. Por esta razón, el concepto matemático de derivada o, en general, el de diferencial, toma un significado predominante en este tipo de análisis comparativos. Bajo los supuestos marginalistas de cambios graduales y suaves y divisibilidad perfecta, el cálculo diferencial se muestra claramente adecuado para esta clase de análisis.

Tales variaciones son, en definitiva, las que permiten hacer predicciones sobre la realidad que se estudia y, por tanto, orientan la política a seguir para alcanzar unos determinados objetivos.

2. ANÁLISIS DE COMPATIBILIDAD Y ELECCIÓN OPTIMA

La ausencia de incompatibilidad no garantiza que la solución sea única ya que puede haber ecuaciones redundantes, consecuencia de las otras. Por cada ecuación redundante hay un grado de libertad ya que puede considerarse a una de las incógnitas como parámetro conocido y, por tanto, existen infinitas soluciones, el modelo es indeterminado.

En estos sistemas indeterminados se plantea el problema de elegir entre las infinitas soluciones aquella, o aquellas, que sean óptimas. Por óptimo se entiende la maximización o minimización de una magnitud que depende de las variables endógenas. La función que expresa esta dependencia se denomina función objetivo y se supone conocida. Los demás supuestos imponen restricciones a las variables endógenas que determinan un subconjunto de 
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Un modelo de optimización estática adopta la forma genérica:
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el conjunto factible, determinado por las relaciones dadas en los supuestos adoptados en la modelización.

Puede afirmarse que una gran parte de los modelos económicos presentan una estructura lógica común, que permite su formulación según esta estructura, en la que se supone que un decisor genérico controla un conjunto de alternativas conocido, teniendo cada una de ellas una consecuencia o resultado cierto y estando interesado en elegir aquella alternativa que le reporte el resultado más favorable. Esta es la esencia de los análisis de elección: una vez fijado el criterio de decisión específico, el agente económico o decisor deberá encontrar y elegir entre las alternativas factibles aquella que optimice el objetivo seleccionado. Los modelos de la demanda del consumidor, de la oferta de trabajo, de la minimización de costes o la maximización de beneficios, son solamente unos cuantos ejemplos de este tipo de situaciones que conducirán a la formulación de programas matemáticos restringidos.

Una vez formulado el modelo de optimización, hay que recurrir a técnicas matemáticas adecuadas que permitan caracterizar los valores de equilibrio, determinarlos en términos de las variables exógenas y los parámetros y, finalmente, realizar las predicciones de estática comparativa. El conjunto de técnicas algebraicas mediante las que se resuelven los problemas de optimización se conoce como Programación Matemática, jugando en esto las propiedades matemáticas de las funciones intervinientes como la diferenciabilidad, la convexidad y la linealidad, un importante papel.

Otra importante característica de estos modelos es su gran capacidad predictiva, lo que les convierte en instrumentos de análisis idóneos en el ámbito empresarial, concretamente en multitud de problemas relativos a la gestión empresarial. En particular, cuando todas las relaciones intervinientes en el modelo de optimización son de tipo lineal, se está ante un modelo de Programación Lineal, cuya tradición y relevancia en el ámbito económico es muy relevante y para cuya resolución analítica existe un procedimiento conocido por método del Simplex.   


Los problemas de decisión abordados por la programación matemática se reducen a ordenar las alternativas factibles a través de un cierto criterio, que representa las preferencias del decisor. La decisión consistirá, únicamente, en seleccionar aquella opción que optimiza el objetivo seleccionado. 

El marco teórico anterior presenta un importante inconveniente al existir numerosos ejemplos que ponen de manifiesto que los centros decisores reales toman sus decisiones en base a varios criterios y no teniendo en cuenta un único criterio, tal y como se plasma en los modelos de optimización tradicional o uniobjetivo. Así, por ejemplo, en el modelo de Markowitz, el inversor se encuentra ante dos objetivos claros que son, por un lado, asegurarse una rentabilidad media lo más alta posible y, por otro, correr un riesgo mínimo. Ya Milton Friedman, en su obra “Teoría de Precios”, anticipaba que cuando el problema de decisión se establecía en base a un solo objetivo, se estaba ante lo que calificaba como problemas tecnológicos, hecho recalcado por Milan Zeleny, que considera que éstos únicamente implican un problema de medición y de búsqueda desde el punto de vista lógico, pero en ningún caso un problema de decisión en sentido estricto.

Por tanto, desde este punto de vista, se entienden los análisis de decisión como aquellos caracterizados porque la función objetivo viene definida por una función vectorial, existiendo, por tanto, varias funciones objetivos escalares a diferencia de los análisis de elección en los que la función objetivo es escalar o función uniobjetivo.   

En la Programación Multiobjetivo o Multicriterio, el concepto de óptimo en sentido tradicional pierde sentido, debido a que, en general, los objetivos serán contrapuestos, por lo que no existirá una alternativa factible que optimice todos los criterios simultáneamente. En ese sentido, todos los enfoques multiobjetivo pretenden obtener soluciones que sean eficientes u óptimos de Pareto, entendiéndose éste como una solución factible (valores de las funciones objetivos alcanzables), de forma que no existe ninguna otra solución alcanzable que proporcione una mejora de algún objetivo, sin provocar el empeoramiento de otro. “El punto x0 de X es óptimo de un programa matemático multiobjetivo si no existe otro x de X que mejore todos los objetivos f1,....fr”. Puede afirmarse que la eficiencia paretiana es la condición necesaria para poder garantizar la racionalidad de las soluciones generadas por los diferentes enfoques multicriterio.

Para resolver el problema anterior existe una amplia gama de técnicas que permiten generar los puntos de la curva eficiente (imágenes en los objetivos de los óptimos de Pareto), donde destacan el método de ponderación y el método de restricciones. En ambos, la curva eficiente se obtiene (de forma completa en caso de convexidad) a través de la resolución de programas de optimización escalar o de escalarización. 

Por último, cabría esperar que los análisis de optimización admitieran la posibilidad de ser contemplados desde un punto de vista dinámico (Programación Dinámica) lo que, sin duda, encierra una mayor dificultad. No obstante, se han hecho esfuerzos importantes gracias al instrumental matemático generado por la teoría del control óptimo de Pontryagin y de la simulación dinámica de Bellman, así como por la posibilidad de dinamizar, periodificándolas, las formulaciones clásicas de programación. Estas técnicas generalizan al caso dinámico los resultados que la programación matemática obtiene en el caso estático.

3. ANÁLISIS DE COMPORTAMIENTO DADO POR UNA FUNCIÓN

En la Ciencia Económica, una de las tareas que ocupan mayor dedicación en la investigación es la valoración de magnitudes. Muchas de las magnitudes económicas son, o bien cantidades, o bien unidades monetarias, siendo en todo caso susceptibles de expresarse mediante variables matemáticas que toman valores en algún conjunto. Estas variables se encuentran sujetas a múltiples relaciones que van a poder ser expresadas mediante ecuaciones, de tipo lineal o no, de igualdad o de desigualdad, impuestas por el contexto, como resultado de análisis basados en datos empíricos o, sencillamente, como una mera consecuencia de supuestos aceptados en el análisis. Tal conjunto de ecuaciones integra, como ya es sabido, la estructura del modelo económico-matemático.

En cualquier caso, en los análisis económicos abundan las relaciones de comportamiento, las cuales expresan el valor de una magnitud 
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. A su vez, estos análisis de comportamiento, fundamentalmente descriptivos, suelen formar parte, de manera implícita o no, de otro tipo de análisis más generales y de alcance mayor, quizá encaminados ya al control directo de dicha magnitud o de alguna otra relacionada con ella.

El primer paso en la valoración de una magnitud económica es encontrar los factores relevantes de los que depende, así como el sentido de la dependencia para lo que deberá hacerse uso del razonamiento económico. Con ello se habrá alcanzado una valoración cualitativa que permite explicar en qué sentido afecta la variación de cada factor en la magnitud valorada, pero sin llegar a cuantificar.

El paso siguiente en la valoración es encontrar una expresión matemática (modelo matemático) que relacione el valor de la magnitud con los factores de los que depende. Para establecer tal expresión cabe adoptar distintas posturas que van desde presuponer el tipo de relación que explica el comportamiento, normalmente lineal, a establecer supuestos o hipótesis basados en la lógica económica o, si están disponibles, en información suministrada por datos empíricos. A partir del modelo, con ayuda de métodos y técnicas matemáticas que le sean adecuados, se extraen resultados cuantificados acerca del comportamiento de la magnitud valorada.

A menudo, para la valoración de la magnitud en cuestión se sigue un enfoque marginal, esto, es un enfoque caracterizado porque a cada valor de las variables le corresponde un valor de la magnitud. En tal caso, se dice que ésta es función de las variables o que la valoración es puntual. Si además todas las variables pueden variar en cantidades arbitrariamente pequeñas (divisibilidad perfecta) se dice que la magnitud esta valorada de modo continuo, y se podrá dar entrada al Cálculo Diferencial (Continuidad y Diferenciabilidad).

Conviene distinguir, no obstante, entre un análisis de comportamiento realizado en torno a un valor concreto de la variable independiente (análisis local) y el supuesto en que el análisis se extiende a todos los posibles valores de ésta (análisis global). En uno u otro caso, será de interés no sólo identificar el tipo de comportamiento y su tendencia, sino caracterizar sus cambios, con lo que obtendremos los extremos relativos y puntos de inflexión
4. ANÁLISIS DE COMPORTAMIENTO DADO POR UNA ECUACIÓN DIFERENCIAL
En Economía es frecuente que para determinar el valor de una magnitud que depende de una variable, los supuestos de partida, basados en gran medida en la lógica económica y en datos empíricos disponibles, hagan referencia al valor del ritmo de variación de la magnitud en cuestión respecto a la variable de la que depende 
[image: image11.wmf]dx

dy

 o de otra magnitud con ella relacionada. Conocida tal tasa de variación se dispondrá de una ecuación diferencial que, una vez resuelta, permitirá obtener la expresión de la magnitud que se quiere valorar 
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 y, a partir de ella, puede analizarse su comportamiento al variar la variable. Por ejemplo, el valor total a partir del marginal o la determinación de la demanda a partir de la elasticidad.

Cuando la magnitud que se quiere valorar depende de la variable tiempo surgen los análisis dinámicos los cuales a su vez pueden clasificarse en análisis dinámicos por periodos y análisis dinámicos continuos, según el transcurrir del tiempo sea considerado por periodos regulares, años, meses, o de modo continuo, respectivamente. En cualquier caso, la cuestión del carácter que se va atribuir a la variable tiempo, discreto o continuo, no será sino un supuesto más del modelo.

Los análisis mediante los cuales se pretende explicar o describir la forma en la que las variables variarán a lo largo del tiempo pertenecen al campo de la denominada Dinámica Económica, definida como el conjunto de análisis económicos mediante los cuales se pretende describir y explicar la evolución temporal de los fenómenos o sistemas económicos. Aparece, por tanto, en esta clase de análisis la variable tiempo como clave, ya que todas las demás variables quedan definidas en función de ella.

Si la variable tiempo se considera en forma continua, los distintos supuestos sobre el ritmo de variación temporal de la magnitud configura un modelo dinámico en tiempo continuo. Su resolución determinará la magnitud que se pretende valorar en función del tiempo 
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 para, posteriormente, pasar a analizar el comportamiento de su trayectoria temporal.

De ahí que, nuevamente, el concepto de derivada, respecto al tiempo, tome el significado de tasa de variación, en este caso, temporal.

En consecuencia, las relaciones entre los distintos factores del modelo vendrán expresadas en forma de ecuaciones diferenciales, haciéndose necesario el uso de las técnicas de integración y resolución de ecuaciones diferenciales para el cálculo analítico de las trayectorias temporales de las variables.

En Economía abundan este tipo de análisis, tanto a nivel microeconómico como a nivel macroeconómico. Los modelos de mercados en equilibrio dinámico, los modelos de evolución de la población, los modelos de crecimiento económico y los modelos del ciclo económico son algunos de los más característicos.

5. ANÁLISIS DE COMPORTAMIENTO DADO POR UNA ECUACIÓN RECURRENTE

Los análisis donde se considera el tiempo por periodos, como variable discreta, recurren a supuestos donde se hace depender el valor que alcanza una magnitud en un periodo de los valores alcanzados en periodos anteriores por esa misma magnitud u otras distintas. Por lo que, las relaciones del modelo aparecerán en términos de ecuaciones recurrentes o en diferencia. El concepto de derivada no es el apropiado en los modelos por periodos, dado que el tiempo sólo puede tomar valores enteros.

La consideración del tiempo por periodos está, en algunas ocasiones, más en consonancia con la realidad económica por múltiples razones. Entre otras, porque las magnitudes únicamente experimentan cambios una vez cada periodo o, simplemente, por el hecho de que los datos estadísticos sobre la evolución de estas magnitudes estén recogidos por periodos.

Entre los modelos por periodos de equilibrio de mercado debe señalarse el conocido y sencillo modelo de la telaraña, en el que se analiza el comportamiento del precio de un bien, suponiendo que la demanda en un periodo depende del precio en ese periodo y la oferta depende del precio en el periodo anterior.

Una vez resuelta la ecuación recurrente, se obtiene la expresión de la magnitud económica y, a partir de ella, puede analizarse el comportamiento y tendencia de la trayectoria temporal que sigue la magnitud a lo largo del tiempo.

6. ANÁLISIS DE VALOR DE MAGNITUDES DESAGREGADAS

En los tres modelos anteriores nos habíamos centrado en el análisis del comportamiento del valor total de una magnitud que depende de una o varias variables, pero también es de interés el cálculo del valor total de la magnitud económica distribuida discretamente, o bien, distribuida a lo largo de una variable continua de modo que a cada parte infinitesimal de la variable le corresponde una parte infinitesimal de la magnitud.

Respecto a las distribuciones discretas podemos afirmar que se encuentran en todos los ámbitos de la realidad pudiendo distinguirse varios tipos: distribución de una magnitud desagregada en valores parciales dispuestos formando los términos de la sucesión: 
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En estas distribuciones, el interés del análisis se centra en la agregación de los valores parciales o términos de la sucesión para obtener el valor de la magnitud distribuida, o lo que es lo mismo hallar la suma 
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respectivamente. Como ejemplo de valoración ponderada de una magnitud cabe destacar la valoración financiera de flujos monetarios disponibles en sucesivos periodos de tiempo. Según cual sea el periodo al que va referida la valoración, así será la posición de cada flujo monetario y su coeficiente de ponderación. La valoración ponderada de la distribución ha de ir referida a un determinado periodo, no siendo igual la valoración en el instante actual (valor actual), en el instante final (valor final) o en un instante intermedio.

Para llevar a cabo los análisis de distribuciones discretas hay que recurrir a las series numéricas. La serie infinita representa un proceso indefinido de acumulación de cantidades discretas (caso de series infinitas) de una magnitud económica siendo de interés el determinar en primer lugar si tal acumulación o suma, existe y, en su caso, hallar su valor.

Por otro lado, a menudo existen magnitudes económicas cuyo valor se distribuye continuamente a lo largo de una variable, siendo de interés el cálculo del valor total o suma de la magnitud en cierto intervalo. En este sentido, la integral definida aparece en la ciencia económica no solo ante problemas de determinación de funciones totales partiendo de las marginales, sino también ante procesos que terminan en una suma en variable continua, como es, por ejemplo, el cálculo de funciones de capitalización partiendo de conceptos como el de tanto instantáneo, o el valor actual de una renta continua cuya distribución de capitales viene dado por una función continua. 
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