30 de Octubre del 2019

Examen parcial de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:

El examen termina a las 14:00

Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.

No esta permitido el uso de apuntes

No esta permitido el uso de méviles, al que se pille usando un movil se le expulsard del aula y tendrd un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estas esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu mévil en mi mesa.

Las mochilas, abrigos, bolsos y los mdéviles (silenciados) han de estar en la pared
g=981%

. Dos bolas cargadas eléctricamente, cada una con una masa de 0,159, estdan suspendidas de cuerdas delgadas de igual

longitud. Determine la magnitud de la fuerza repulsiva horizontal F', que acttia sobre cada bola si la distancia medida
entre ellas es r = 200mm.
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Solucién: El sistema se encuentra en equilibrio, por lo que cada una de las bolas se encuentran en equilibrio, asi que
las fuerzas sobre, por ejemplo, la bola de la izquierda verifican: ), F; = 0. En nuestro caso:

S F— Wi F4T=0

i
ejex: 0—F +Tcos(f)=0 (1)
ejey:—mg—+ 0+ Tsin(d) =0 (2)

Del equilibrio en el eje y (Eq. (??)), podemos obtener la magnitud de la tensién 7' como

mg

Teos(6) =mg = T = 0o

Del equilibrio en el eje x (Eq. (?7)), podemos obtener la magnitud de la tensién fuerza F como

_ . __mg gy MY
F=Tcos(d) = F= Sn(0) cos(0) tan(d)

W=m g




Conociendo tan(f), podremos obtener el resultado pedido. Podemos obtener ese valor a partir de los datos de la figura.
Si dibujamos el tridngulo rectdngulo con hipotenusa desde el soporte hasta el centro de la bola (h = 150mm) y con
lado paralelo al eje de la fuerza F', tenemos que sus lados vertical (s) y horizontal (¢) tienen una longitud de ¢ = 75mm.

A partir de aqui, ddndonos cuenta de que cos(f) = 7, podemos obtener un valor para 6, sustituirlo en la férmula de I’
y obtener el resultado final.
Asi, tenemos que

1 1
cos(f) = — = 5 = 6 = arccos (2) = % rads = 60°

o

Sustituyendo este resultado en las féormulas de la tensién y de la fuerza repulsiva, se obtiene el resultado buscado

T =1,69914 x 1073 N
F =8,49571 x 1073 N

En notacién de ingenieria

F=0850x10"3N (3)

. Se utilizan dos cables para asegurar la barra saliente en su posicién y soportar la carga de 1500N. Si la fuerza resultante
estd dirigida a lo largo de la barra desde el punto A hacia O, determine las magnitudes de la fuerza resultante y de las
fuerzas Fp y F¢. Considere x = 3m y z = 2m.

F,y=1500 N

Solucién: En el problema se nos dice que
Frp=Fp+Fo+W, (4)

por lo que, para poder obtener las magnitudes Fr, Fg v Fc, necesitamos conocer las direcciones de todas las en el
sistema. El peso esta orientado hacia abajo en el eje z, por lo que W= W(-— ) = —1500Nk.

Para obtener la direccién de las fuerzas de tensién F. BY FC7 que estd dada por los vectores unitarios tiag y Gac,
definidos como

N TAB

UAB = —

TAB

N rac
uac y

rac

donde 7¥ap = B— Ay 7ac = C — A, por lo que necesitamos las posiciones de los puntos A, B y C. Estas posiciones se



pueden obtener de la figura y del enunciado del problema como:

A= (0,6,0)m,
B =(-2,0,3)m,
C = (2,0,2)m = (3,0,2)m,
por lo que
AR = <725765'+3E) m = rAB:\/mm:7m
TAC = (3?—6}—!—2%) m = TA(;:\/mm=7m
Por lo que
tuap = :jf _72;+ _765—&- %E
@Ac—%zgfﬁ-;j—&-%lg

Por tanto, las fuerzas de tensién Fg y ﬁc vandran
-2 6

B} ) L 6. 3
Fp = Fpluap = Fp (7 +7J+7k>

= N 3 —6- 2-
FC = FcuAc = Fc <7Z+ 7] + 7k>

B=(-203)m

C=302m i

A=(0.60)m
Ty

W=1500N

Como en el enunciado se nos dice que la fuerza resultante estd dirigida a lo largo de la barra desde el punto A hacia
O, en la figura se ve que Fi estd orientada a lo largo del eje y (Un andlisis similar al hecho con las otras 2 fuerzas

nos darfa que Fr = Friiao = F r(—7)). Con todos estos resultados, descomponemos la Eq. (??) en sus 3 componentes
escalares

ﬁR :F:B‘i‘ﬁC‘i‘Wa

-2 3
jex: 0= —F —F 0
eje x 7 B+7 c +
. —6 —6
eJey:fFR:TFB+7FC+O
3 2
ejez. 0= <Fp+-Fc—-W

7 7



Resolvemos este sistema de ecuaciones para obtener las 3 magnitudes que se nos piden en el problema

21 14 30
Fp=— Fp=— Fr = 2ZW.
B=133W c=3" r=13W

Sustituyendo W = 1500 N, se obtienen los resultados finales que, en notacién de ingenieria, son

Fp = 2,42 KN
Fo = 1,62 KN
Fr = 3,46 KN




3. Determine la masa maxima que puede tener la caja si la tensién desarrollada en cada cable no debe exceder 3kIN.

Solucién: Lo primero que deberiamos hacer es obtener las direcciones de cada una de las fuerzas que actian en
el sistema. Para las tensiones de las cuerdas AB y AC es fécil, porque los cables se encuentran en los ejes x e y
respectivamente. La tension del cable AD hay que obtenerla a partir del vector unitario @4p, y el peso estna orientado
verticalmente hacia abajo. Teniendo en cuenta que el punto A es el origen de coordenadas (A4 = (0,0,0))) y que
D=(-2,2,1)m:

Tap = Tapt

Tac = Tac (*j)
(—2i+25+k) m

[ i F 27, 27, 17
Tap = Taptap =Tap iy = Tap emgrqy = Lap (72 +3i+ E’f)

—

W= Mg (—E)

D=(-22,1)m

Como el sistema se encuentra en equilibrio, por lo que en el punto A, donde actian todas las fuerzas (el peso de la caja
y las 3 tensiones de los 3 cables), se cumple que

Zﬁi=6=W+fAB+fAc+fAD
i

ejex: 0=0+Tap+0+Tup=2
ejey:O: O-i-O—TAc—I—TAD%
ejez:0=—Mg+0+0+Tups

A partir de este sistema, obtenemos las 3 magnitudes de las tensiones en funcién de Mg

Tap =2Mg, Tac =2My, Tap =3Mg.



Esta claro que la mayor tensién estd soportada por el cable AD, por lo que si imponemos que dicha tensién ha de ser
menor o igual que 3 KN, es decir, T4p < 3 KN, la masa soportada sera

10% Kg
A>M

3KN>Tup=3Mg = 3x10°N>3Mg = 10° Kgy > Mg = R 2
s 8ls

= 101,936799185 Kg > M

Por lo que la masa maxima que se puede soportar sin exceder una tensiéon de 3 KN es, en notacién de ingenieria

M =102 Kg (6)

Para esta masa, la tensién desarrollada en cada cable (para verificar que se cumplen las condiciones que se nos piden)
es

Tap =3 KN
2
Tap =Tac = gTAD =2 KN

. Reemplace las tres fuerzas que acttian sobre la placa por una llave. Especifique la magnitud de la fuerza y del momento
de par para la llave, asi como el punto P = (z,y) donde su linea de accién interseca la placa.

Fp =800 Nk

Solucién: La fuerza resultante que actiia sobre la placa es la suma de las 3 fuerzas que actian sobre ella, es decir

Fp="F = Fa+ Fp+ Fo = (500?+ 3007 + 80015) N.

La magnitud de la fuerza es

Fr = /5002 + 3002 + 8002 N

el resultado pedido, en notaciéon de ingenieria, es

Fr =990 N (7)

El vector director de la fuerza es

By (5007 + 3007 + 800F) N T
- Fp 990 N 99 997 99

ur

Sabemos que la llave actuard en el punto P = (x,y), y por la definicién de llave, la fuerza y el momento resultantes

en dicho punto son paralelos, es decir, tienen el mismo vector director (Fr = Frip | Mgp = Mgirp, recuerda que en
cualquier otro punto del cuerpo, la fuerza y el momento resultantes no son paralelos).



Por todo ello, calculamos la resultante de los momentos de las 3 fuerzas desde el punto P
(MR) :Z(M’) ZFPAXﬁA+FpBXﬁB+Fp0XﬁC
P - P

Para obtener los vectores directores, necesitamos los puntos donde acttian las fuerzas

Por lo que los vectores directores son (usando 7pa = (x4 — p)i + (ya — yp)j + (24 — 2p)k), por lo que
rpA = (—$Z— y}) m
FPB = <7£Z+ (4 - y)j') m

Fpo = ((6-2)i+ (4= y)j) m

Por lo que
} ) i j ok )
(MA) =FpaXx Fa=| -2 —y 0| N-m=500yk N-m
P 500 0 0
} B} ij ok . g
(MB) — X Py =| -z (4=y) 0 N-m:[800(4—y)i+800xj} N-m
P 0 0 800
} B i ik .
(Mc) =ipex Fo=|(6—2) (4—y) 0| N-m=2300(6—z)k N-m
P 0 300 0

Asi se tiene que
(MR>P = 7Tpa X Fo+7Tpp X Fp+7pc X F¢

[800(4 — y)i + 800z5 + (500 4 300(6 — z)) E} N-m

Como el momento resultante y la fuerza son paralelos en el punto P, el vector director del momento en dicho punto es

el mismo que el vector director de la fuerza, por lo que se cumple que (M R)P = Mgup, por lo que tenemos el sistema



de 3 ecuaciones

Mpys N-m=2800(4—y) N-m
Mpgs N-m =800z N-m
Mpgs N-m = (500y + 300(6 — 2)) N-m

A partir de este sistema, podemos obtener las 3 incdgnitas restantes que se nos piden: z, y y Mg.

r = 1,16m
y = 2,06 m (8)
Mpr = 3,70 KN - m

5. La flecha ensamblada esta soportada por dos chumaceras lisas A y B y un eslabén corto DC'. Si se aplica un momento
de par a la flecha como se muestra, determine las componentes de fuerza de reaccién en las chumaceras y la fuerza
presente en el eslabén. El eslabdn se encuentra en un plano paralelo al plano (y, 2) y las chumaceras estdn adecuadamente
alineadas con la flecha.

Solucién: Las chumaceras lisas en A y en B sujetan a la flecha en las 3 direcciones del espacio, por lo que tenemos
las fuerzas de reaccién A = Aui + AJ—i— AZE y B = BIZ+ BJ—I— Bz];. Ademas, las chumaceras evitan rotaciones
en los ejes y v z, pero no en el eje x, por lo que tenemos los momentos de reaccién son My = MA,@J"‘ MA,ZE y
Mg = M37y3+ MB,zE~ Por la geometria del objeto, esta claro que no aparecen giros alrededor de los ejes y y z, por lo

que los momentos de reaccién en dichos ejes son automaticamente nulos, es decir: My=0 y Mg =0.

Debido a que el momento angular representado en la figura es un forzamiento de giro en el sentido de las agujas del
reloj alrededor del eje x mirado desde valores positivos de z, aplicando la regla de la mano derecha vemos que el vector
momento angular MO asociado a ese forzamiento de giro esta orientado hacia valores negativos de x, por lo que

My =—250 N-mi

El eslabon corto C'D evita que el punto C' se acerque al punto D, por lo que se genera una fuerza de reaccién en la
direccion C'D que precisamente evita que el punto C' se acerque o aleje del punto D. El vector director de C' a D es, a

partir de la figura adjunta, icp = (cos(?O)f—i— sin(?O)E), por lo que la fuerza Fop es
Fep = Fepticp = Fop (— cos(20)] + sin(20)E>

Como Fep no tiene componente x, las chumaceras no tienen que reaccionar a ninguna fuerza dirigida a lo largo del
eje z, por lo que también se tiene autométicamente que A, = B, = 0.



El equilibrio de fuerzas en el cuerpo impone que
SSA—G= At Bt o
ejex: 0= 04+0+0
eje y: 0=A, + B, — Fcp cos(20)
eje z: 0 =A, + B, + Fep sin(20)

Asi tenemos la relacién entre las reacciones en la chumacera en A y en la chumacera en B.

Como estamos estudiando el equilibrio de un cuerpo extenso, también se verifica el equilibrio del momento angular.
Lo inteligente aqui es aplicar las ecuaciones de equilibrio del momento sobre una de las 2 chumaceras, pues asi sus
fuerzas de reaccidon no apareceran en el sistema y este se nos simplificara. En este caso, yo elijo aplicar las ecuaciones
de equilibrio de momento sobre la chumacera en B

Z(Mi>B:6: o+ 78c X Fop +7pa x A

Para obtener los vectores 7z v T, necesitamos la localizacion de los puntos A, By C:

A = (400,0,0) mm
B (—300,0,0) mm
C (120, 250sin(30), 250 cos(30)) mm

Por lo que, usando que sin(30) = % y que cos(30) = ?

C= (120, 125, 125\/5) mm

-

Los vectores directores son (usando 74 = (x4 — 25)i + (ya — yp)j + (24 — 28)k)

TBA = 0,7Zm
Fpo = (0,42%’+ 0,125] + 0,125\/512) m

Por lo que
) I A . ;
(4) =fpaxA=|07 0 0 | Nom=(-074.7+074,F) N-m
B 0 A, A,
) ) i J k . . ;
(MC>B — o x Fop = | 042 0,125 0,125v/3 | N-m= Fop (0,24& —0,1445 — 0,395k) N-m

0 —Fepcos(20%) Feopsin(20°)



Asi, tenemos el siguiente sistema de ecuaciones

Z(]\Zz‘)B:G:*QtBON'szF'FBCXﬁCD+'FBAXA’

ejex: 0= — 250+ 0,246Fcp +0
ejey: 0= 0—0,144Fcp — 0,7A,
ejez: 0= 0—0,395F¢cp + 0,74,

La solucién de este sistema de ecuaciones nos da 3 de los resultados buscados
A, = 572,513, A, = —208,378, Fep =1015,43.

En notacién de ingenieria

A, = 573N
A, = —208N (9)
Fop = 1,02 KN

A partir de estos resultados y del equilibrio de fuerzas, obtenemos las reacciones sobre la chumacera en B

By = Fopcos(20) — A, = B, = 381,676 N,

B. = —Fopsin(20) — A, = B, =-138919 N.

En notaciéon de ingenieria, el resultado es

382 N
. = —139N

(10)

Y tiene que quedar claro en la respuesta que

A, =B, = ON (11)




19 de Diciembre del 2019

Examen final de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:

= El examen termina a las 14:00

= Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.

= No estd permitido el uso de apuntes

= No esta permitido el uso de méviles, al que se pille usando un mévil se le expulsara del aula y tendra un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estas esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu mévil en mi mesa.

= Las mochilas, abrigos, bolsos y los mdéviles (silenciados) han de estar en la pared

" g=981%

1. Obtén la magnitud de la fuerza maxima P que puede aplicarse a la armadura mostrada de manera que ninguno de los
elementos esté sometido a una fuerza que exceda 80 N en tensién ni 60 N en compresion. Tenemos un Pasador Liso en
D, y un rodillo en C.

50cm  F' 50 cm | )50 cm ]
|

50 cm

Solucién: Hay varias maneras de resolver este problema, yo aqui voy a exponer la que es, a mi criterio, la mas sencilla
conceptualmente. Lo primero que vamos a hacer es el Diagrama de Cuerpo Libre del objeto extenso, teniendo en cuenta
las respuestas de sus soportes.

Tenemos un Pasador Liso en D, y un rodillo en C, por lo que tenemos 2 reacciones en D, una vertical y otra horizontal
(que fijan al punto D en la posicién en la que se encuentra), y una reaccién en C horizontal (que sujeta el cuerpo
impidiendo que atraviese la pared, pero que no le impide desplazarse paralelamente a ella). El resto de fuerzas internas
que tenemos que obtener no aparecen en este DCL

@Ul

A
50cm F' 50 cm | F/50 cmD
| |

v

o, 90 cm 5

Como se ve, tenemos 3 incdgnitas, por lo que podemos resolver el sistema con las 3 ecuaciones de las condiciones de
equilibrio en sistemas 2D. El equilibrio de fuerzas impone ). F; = 0. En nuestro caso:

> F;=P+Dy+D,+C,=0
i

eje x: D,+C,=0 = D,

eje y: —-P+Dy=0 = D, =P.



Del equilibrio de rotaciones alrededor de un punto O cualquiera, se tiene
Z (MZ)O =Toa X ﬁ+FOD X (Dx +Dy) + foc X C_:x = 6
i

Elegimos como punto de rotacién al punto D para simplificar rotaciones (recuerda que podriamos haber elegido cualquier
punto del espacio y nos darfa el mismo resultado, pero asi nos quitamos las dependencias de las fuerzas D, y D, de
los célculos, simplificindolos mucho. Por lo que tenemos

Poa = (71,505’— 0,5}‘) m
Fpc = (—0,55) m
Aplicando la regla de la mano derecha y la definicién de la magnitud del producto vectorial tenemos que, en el eje z:
05C; +15P=0 = (C,=-3P

Por lo que tenemos que las magnitudes de las 3 respuestas de los soportes son

[C.=—3P[D,=P|[D, = —C, = +3P]

Notese que un signo negativo indica que la direccién de la fuerza obtenida va en sentido contrario a la direccién que
asumimos en el Diagrama de Cuerpo Libre del cuerpo.

Una vez que conocemos las respuestas en los soportes, estamos en condiciones de resolver, mediante el método de los
nodos, todas las fuerzas sobre cada unos de los nodos de la armadura. Para ello, asumiremos que todas las fuerzas sobre
los elementos de la armadura son de tensién, por lo que las reacciones sobre los nodos empujan a cada nodo hacia el
extremo opuesto del elemento que lo une con cada otro nodo de la armadura como se indica en el grafico, asi, cuando
obtengamos magnitudes positivas de estas fuerzas, eso significarda que las fuerzas sobre los elementos seran de tension,
y magnitudes negativas indicaran fuerzas de compresién.

FFe FeEFp Fe |D

Fra
F

FFB EB FDB Fi DC

Fae F

c
Far Fgp °
ALY Fer Feg | Cy

Fas Fea B Fac C

Para obtener los resultados correctos, necesitamos conocer el dngulo # indicado en el grafico, que por trigonometria se
1

ve que es 6 = 45°, por lo que sin(f) = cos(f) = o
Asi, vamos resolviendo nodo a nodo del sistema las condiciones de equilibrio de fuerzas.

= Empezamos por el nodo C
Zﬁz =6x+ﬁ03 -I—ﬁcp =0
i
ejeX: CI_FCBZO = FCB:Cw:_?)P
eje y: FCD =0
Por lo que el elemento CD es un elemento de fuerza cero.

= Continuamos con el nodo D, suando que ﬁDC = —ﬁcp = Fpc=+Fcp =0.
Zﬁl :5x+5y+ﬁpc+ﬁpE+ﬁD3 =0

?

eje X: DmfFDEfFDBCOS(Q):O = FDE:DfoDBCOS(Q)

D
eje y: D, — Fppsin(f) =0 = FDB:ﬁ:\/EDy:\/ﬁP,



Usando este ultimo resultado, se obtiene

V2P
Fpg =D, — Fpgcos(f) =3P — —— = 2P
DE DB cos(f) /2

= A continuacién, resolvemos el nodo E usando fED = —ﬁDE = Fgp =+4+Fpg
Zﬁz :ﬁEF +ﬁEB +ﬁED =0

ejex: —Fgrp+Fpp=0 = Fgp = Fgp =2P

eje y: —Fgp =0
Por lo que obtenemos que el elemento EB es un elemento de fuerza cero.
= Resolvemos el nodo F usando Fpg = —Fgp = Fpg = +Fgp
Zﬁi: Fpa+ Frp+ Fpp =0
. FFE
eje x: — Fracos(0) + Frpcos(d) + Frg =0 = —Fpa— Fpp = cos(0)
cos
eje y: — Fpasin(f) — Frpsin(d) =0 = Fpa+ Fpp=0
Resolvemos este sistema de ecuaciones metiendo el resultado de la segunda ecuacién (Fpg = —FF4) en la primera,
obteniendo
Frg Frg IFrp

=Fpa—Frp = Fra — (—F = 2F) = Fpa= = —=
cos(0) FA FB ra— (=Fra) FA FA 2 cos() NG

Por lo que obtenemos

Fpp=+4+Fgr =2P

Frg 2P P
AT cos(d)  2cos(f)  cos(f) V2

Fpp=—Fpa=—V2P
= Por tltimo, resolvemos el nodo A usando Fup = —Fpy = Fap = +Fpa

Zéiﬁ+ﬁA3+ﬁAF:6

eje x:Fap + Fapcos(0) =0 = Fap = —Fap cos(0)

P
ejey: — P+ Fapsin(d) =0 = Fap = —— = /2P
sin(6)

Por lo que vemos que el resultado en el eje y es consistente con lo que obtuvimos en el nodo F, y usando ese
resultado, obtenemos en la ecuacién del eje x:

Vap
R

Asi ya tenemos resueltas todas las fuerzas sobre los nodos, tal y como estd construido el sistema, las fuerzas positivas
corresponden a elementos en tension y las negativas a elementos en compresion.

FAB = _FAF COS(@) = —-P

= Los elementos CD y EB son elementos de fuerza cero, pues Fop = Fgp = 0.

= Las magnitudes de las fuerzas de los elementos en tensién son Fgp = Fap = ﬁP, Fpg = Fgrp = 2P
Ningun elemento puede estar sometido a una fuerza mayor de 80 N en tensién, por lo que se ha de cumplir que
{FBp, Far, Fpr, Frr} < 80 N, por lo que

2P <8N = P<40N (12)

» Las magnitudes de las fuerzas de los elementos en compresién son Fgp = —\/2P, Fup = —P, Fgc = —3P
Ademas, ningiin elemento puede estar sometido a una fuerza mayor de 60 N en compresién, por lo que se ha de
cumplir que {|Fpr|, |Fagl,|Fec|} < 60 N, por lo que

3P<60N = P<20N (13)



Por lo que el resultado es que la magnitud maxima de P es de 20 N.

Pryax =20N



2. Obtener la fuerza normal, la fuerza cortante y el momento flexionante sobre cada punto de la viga con L = h.
Representar los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante (cualitativos).

ad LTI
B

A

Solucién: Para poder resolver este problema, vamos a necesitar conocer las fuerzas de reaccién sobre cada uno de los
soportes, por lo que necesitaremos el Diagrama de Cuerpo Libre del objeto extenso.

Tenemos un Pasador Liso en A, y una sujecién por el elemento de 2 fuerzas BC en B, por lo que tenemos 2 reacciones
en A, una vertical y otra horizontal (que fijan al punto A en la posicién en la que se encuentra), y una reaccién en B

paralela al elemento BC.
También necesitaremos la fuerza resultante de la carga wg y su punto de aplicacién. Asi, el DCL de la viga es:

Wy

Para poder obtener las respuestas de los soportes, necesitamos obtener la fuerza resultante Fr de la carga y su punto
de aplicacién z. Para ello, integramos la carga a lo largo de toda la viga, y el momento resultante My alrededor del

punto A, obteniendo
L L
Fr = fo wer)dr = wo fo dez = wol
2
Mp = fOL zwz)dr = wy fOL rdx= wo -

Como sabemos que el momento y la fuerza resultante se pueden escribir como Mr = TFp, donde T es la posiciéon de
Fr medida desde el punto A, se tiene

L2
MR Wo 5~ L

TR_woL_2

Tr =

Ahora, aplicando las condiciones de equilibrio de la viga, podemos resolver el problema. En este caso, primero calculamos



el momento resultante desde el punto A (asi nos sacamos las respuestas en el pasador de A de la ecuacién), usando

Faa=0
. - Lo
TAz — L1 = §Z
Fap = Li

Se tiene
Z (MZ)A =744 X (1{, +gy) + Faz X F"R'FFAB X ﬁCB = 6,
i
eje z: 0— %woL + LFcpsin(90 — 6) = 0. (15)

Usando que sin(90 — 6) = cos(6) y cos(90 — ) = sin(6), donde tan(f) = £ =1 = 0 = T rad = 45°, podemos despejar
Feop

(16)
Si aplicamos ahora la condicién de equilibrio de fuerzas, obtenemos las respuestas del soporte en A

Zﬁi: gx+jy+ﬁ3+ﬁ0326

L
ejex: Ay +Fopcos(90—0)=0 = A, =—Fcpsin(f) = —% tan ()

L L
eje y:A, — Fp + Fopsin(90 — ) =0 = Ay:w0L7$:%

Ahora, a partir de las relaciones diferenciales de la teoria, obtendremos la fuerza cortante y el momento flexionante
V(z) = V(0) + / w(z)de
0 x
M(x)=M0O)+ [ V(z)dz
0

Empezamos con la fuerza cortante, asumiendo que empezamos con V(0) = 0, pero tenemos una fuerza concentrada en
z =0 (Ay), por lo que tenemos que usar AV(0) = A,, por lo que V(0) = A,, asi que resolvemos (teniendo en cuenta
el signo de la carga distribuida)

* Lw
V(x)—Ay—wo/ dx:?o—wox
0
por lo que tendriamos V(L) = —Lg’o, pero tenemos otra carga puntual en x = L, que al tenerla en cuenta nos da

AV(L) = —Fopsin(90 — ) = L2 por lo que se tiene que V(L) = 0.
En el calculo del momento flexionante no tenemos pares concentrados en ningin punto, por lo que la resolucién de la

integral de la fuerza cortante serd suficiente

(L e L 2

Por dltimo, la fuerza normal se obtiene haciendo un DCL de una seccién de la viga desde el punto A hasta un punto
intermedio cualquiera x, donde inmediatamente se ve que la normal ha de compensar a la componente horizontal de la
respuesta en A (4,).



LYY Y YYYYYY
\ N
Por lo que, a lo largo de toda la viga, se tiene que N(z) = —A, = % tan(f) = L;"“.

Asi que los resultados son que la fuerza normal es

La fuerza cortante es

y el momento flexionante es

Por dltimo, los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante son:

w

SV oot M(x)

05}
04;
03;
02f

0.1

0.2 0.4 0.6 0.8 X 1.0




3. Obtener la fuerza minima F' que se ha de aplicar a la cuerda del dibujo para elevar una masa m = 10 Kg cuando el
coeficiente de friccién estdtica entre la cuerda y el cilindro de sujeccién es ps = 0,2: a) al estar la cuerda sujeta sin estar
enrollada en el cilindro de la grafica, b) al estar enrollada una vez (como en el dibujo adjunto) y c) al estar enrollada
dos veces en el cilindro.

M,

Solucién: Al aplicar la fuerza minima para que el cuerpo se eleve, estamos en situacién de movimiento inminente, por
lo que en este caso podemos aplicar la teoria dada en clase para la transmisién de una tensién a lo largo de una banda
plana sometida a friccién.

F =W etsh, (17)

donde W = mg es el peso del cilindro. Observando el diagrama de cuerpo libre para el caso en el que la cuerda esta
sujeta por el cilindro, pero no enrollada, vemos que el angulo de contacto entre la cuerda y el cilindro es 5 = 7 rad, por
lo que, obviamente, cada vez que enrollamos la cuerda, hay que anadir 27 rad a f3, asi, tenemos que 8 = (7 + 27n) rad,
con n = {0,1,2} vueltas.

Obviamente, al tener que vencer la fuerza no sélo al peso W, si no también a la friccién de la cuerda, esta fuerza sera
mayor que el peso. Usando que ps = 0,2 y m = 10 Kg (W = 98,1 N), se obtiene (ya en notacién de ingenieria)



n|B = 2n+ )w|[F = W etsB
0 m 183 N

1 3T 646 N

2 om 2.27 KN




4. Tenemos un cilindro de radio R y altura h, obtener la posiciéon del centro de gravedad, del centro de masas y del
centroide del cilindro si la densidad del mismo es p(z) = po (h — 2).

Solucién: Las definiciones del centro de gravedad ég, centro de masas Ry y de centroide Re son las siguientes:

Ao JyTaw Ao Jyrdm A v
“T T aw M dm” T Lave

Teniendo en cuenta que dW = gdm y que se considera que el campo gravitatorio es constante, se tiene

= Jyraw [, Fgdm g [, 7dm [, Fdm -
‘" JydW — Jygdm g [, dm [ dm "

por lo que, en este caso, el centro de gravedad y el centro de masas coinciden. Para calcular el centro de masas, usamos
la definicién de densidad

. dm
p(r) = Fi7a dm = p(r)dV,

por lo que

I Jyrdm [, Fp(F)dV
M = = )
Jy dm Jy p(M)av
pero como en este caso la densidad no es constante, no podemos simplificar més.
Por simetria (y al ser la densidad s6lo dependiente de la altura), es obvio que las componentes x e y de los tres centros
estan situadas sobre el eje de simetria del cilindro, por lo que sélo nos queda por calcular la componente z.

Al tener un cilindro, las coordenadas cilindricas seran las adecuadas para calcular las componentes de los centros.
Empezamos con las integrales del centroide por sencillez

R 27 h p2
/dV:/ pdp/ d<p/ dz = —
1% 0 0 0 2
R 27 h p? R 2
/ de:/ pdp/ d<p/ zdz = —
1% 0 0 0 2y

h
2r <
Seguimos con las integrales del centro de masas
R

ol =| = 2= = —R?h%.
R 27 h p2 22
/ p(z)dV :/ pdp/ dso/ po(h—2)dz= | 3" po <hz )
Vv 0 0 0 2 0

2, 2 2 2
2
R o2 h 2 R B2 3
/ 2p(2)dV = / pdp / dy / 2po(h—z)dz= 2| o2 py (o — 2
v 0 0 0 2 3

R R
o|2" 2|} = ?27711 = nR?h,
0




Ya dijimos que las componentes x e y son cero por simetria, comprobémoslo de todas maneras
R 2m h
[ perav = [ pepeosenar = [ sdp [ cos(oide [ pleiaz =0
\% 1% 0 0 0
R 27 h
/V p(2)ydV = /V p(z)psin(p)dV = / p*dp / sin(p)de / p(z)dz =0
0 0 0

porque

2m 2m
/ sin(p)dp = / cos(p)dp =0
0 0

Si p(z) = 1, tenemos el caso del centroide, y si p(z) es la densidad del cilindro del problema, tenemos el caso del centro
de masas.
Agrupando los resultados, se tiene

=5 S, zdV [, ydV [, 2dV . ™ R2K2 _ b
fo=  (har Jer ) = (00, 35) = 00.)

5 _ 5 _ ([yze(xdV [, up(x)dV [, zp(z)dVY _ ZR%poh®\ _ h
Rg = Ry = ( }/V p(z)dV ? }/V p(z)dv ? };p(z)d\/ ) - (0707 %RQPShQ) - (070’ 5)

Asi que la solucion pedida es

Re =Ry = (0,0, 1)
Re (0,0, %)




5. Obtener los segundos momentos de area respecto a los ejes « e y (I y 1), el producto de inercia I, y el momento de
inercia polar Iy respecto a los ejes paralelos a los mostrados en el dibujo que se cruzan en el centroide del tridngulo

0 b X

Solucién: La estrategia de este problema es sencilla:
a) Obtendremos el centroide del tridngulo
b) Obtendremos los momentos de inercia del tridngulo con respecto a los ejes x e y que nos dan.

¢) Por ultimo, con el teorema de los ejes paralelos, obtendremos los momentos de inercia que nos piden usando los
dos resultados anteriores.

La posicién del centroide del area se calcula a partir de las siguientes integrales

[ =y fyt
A

1—

3 b z 2 b
Day=fn-gar=n(z-g5)| =ne-4 =2

_z b
[ata = fade i ay = fon (1= gy o= fn (o - 5 ) = n (5 - 5)| =n (5 - 4) =
A
h(1—2 b
/AydA - fobdmfo( 2 ydy = fob%2 (1- %)de = 72h2 fob 5 (1- %)de - 7l;h2% (1- %)3‘0 - 7b2h2%(0_ 1) = b’é2

Por lo que el centroide del tridngulo es

. [ xdA fAydA> Bho it b h
R¢g = < ; =|L,-5 | =(2%])=(docasdocy)
[,dA T [, dA Bh bh 33 Y

2

Los segundos momentos de inercia de area con respecto a los ejes que intersectan en el punto O del grafico son

o = furaa= a0 pay = fras 2O = ran (1 gy
= U gt (- §) = - ) = 0=
Lo = [yepdd= [ ade [ yay = [ ade Z(l_i) = Jy adaly (1- %)
—Epar(e-2gag) =8 ($om )] =5 (52 ) =8
I, 0 = [, 2z*dA = fob z2dz foh(li%) dy = fob z2dz y|g(17%) = f(f z?dzh (1 - %)

Io :Ir"‘ly:%""%:%(m"‘w)



Por 1ltimo, usando el Teorema de los Ejes Paralelos, podemos trasladar los momentos de inercia al centroide

Iz,O = Iz,C + d%),C,yA
Iyo = Iy c + do,cedo,cyA
I%O = vac + d2O,C,7;A
Io=1Ic+ (dd o, +ddc,) A

Asi que la solucién pedida es

I:r,C = ILO - dgo’c’yA
Ipyc = Ioy.0 — do,cedo,cyA
Iyc=1y0 - dzo,c,xA
IG = IO - (dZO,C,:L’ + d2O,C,y) A

3
Ix,C’ = %
I _ _b°h?
zy,C 72
I — b’h
v bh (750, 12
Ic =% (b*+h?)

bh® h2 bh

I%C_mz2 9 2
I . — bh* _bhbh
zy,C = "og 3372
I, o= bh _ b
y,C — 12 9

2
__bh b? h2\ bh
IG—ﬁ(hQJFbQ)—(EJF?)?



8 de Julio del 2020

Examen de recuperacion de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:

El examen termina a las 14:00

Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.

No esta permitido el uso de apuntes

No estd permitido el uso de méviles, al que se pille usando un movil se le expulsard del aula y tendrd un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estas esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu movil en mi mesa.

Las mochilas, abrigos, bolsos y los méviles (silenciados) han de estar en la pared

g=9813%

. La armadura mostrada, que soporta un balcon, esta sujeta por los nodos C y E a la pared mediante pasadores fijos.

Aproxima cada junta por un nodo, y determina cuédles elementos se encuentran en tensién y cuéles en compresion.

Asume que P4 = 1000 N y Pg = 600 N. PISTA: Usa el método de los nodos.

Solucién: En este problema NO se pueden obtener las respuestas a la armadura directamente a partir del Diagrama
de Cuerpo Libre, pues tenemos 3 ecuaciones de equilibrio 2D y 4 incdgnitas, las reacciones en C y en D, por lo que lo
resolvemos con el método de los nodos.

Para tener claro este punto, hagamos de todas maneras el Diagrama de Cuerpo Libre (DCL) de la armadura. Tenemos
2 soportes fijos, uno en C y otro en E, por lo que tenemos 2 reacciones en cada uno, una vertical y otra horizontal
(que fijan a cada soporte fijo en la posicién en la que se encuentra). El resto de fuerzas que tenemos que obtener no
aparecen en el DCL de la armadura al ser fuerzas internas.

— — a

Py Pgp
40 cm B C
AV y g

@Ql

t@l
40 cm 191
y

»

E D Dy

Como vemos, tenemos 4 incognitas y 3 ecuaciones, por lo que no podemos el sistema de fuerzas en equilibrio con el
Diagrama de Cuerpo Libre. Por ello, pasamos directamente a resolver el problema por el método de los nodos. Para
ello, hacemos un diagrama con todas las fuerzas sobre cada uno de los nodos. Asumiremos que todas las fuerzas sobre
los elementos de la armadura son de tensién, por lo que las reacciones sobre los nodos empujan a cada nodo hacia el



extremo opuesto del elemento que lo une con cada otro nodo de la armadura como se indica en el grafico, asi, cuando
obtengamos magnitudes positivas de estas fuerzas, eso significara que las fuerzas sobre los elementos seran de tension,
y magnitudes negativas indicaran fuerzas de compresién.

Py Pg
A Fas Fga | Fac
0 B
Fap Fep

-
D Fo Feo E

Usaremos que 6 = 45°, por lo que sin(#) = cos(f) = %
En el método de los nodos, para que cada nodo sea resoluble, teniendo en cuenta que tenemos 2 ecuaciones de equilibrio

en cada nodo, necesitamos que en cada nodo haya como mucho 2 incégnitas. Asi, el inico nodo resoluble es el nodo A.

= Empezamos por el nodo A

Zﬁi:ﬁA+ﬁA3+ﬁAD:6

F
eje x: Fap + Fap COS(@) =0 = Fuap=-—-Fap COS(@) — 4D

V2
Py

ejey: — Py — Fapsin(0) =0 = Fap = e~ V2P,

Por lo que se obtiene

[Fan = ~VaP4 |

= Continuamos con el nodo B, pues ahora solo tiene 2 incognitas, pues ﬁBA = —FAB = Fpa=+4+FapB.

ZE:ﬁB+ﬁBA+ﬁBc+ﬁBD=6

eje x: —Fpa+Fpc=0 = Fpo=Fpa=Pa
ejey: _PB_FBD:O = FBD:—PB.
Por lo que se obtiene
Fpp = —Pp
= Acabamos de hacer al nodo D resoluble, pues tenemos que ﬁDA = —ﬁAD = Fpa=+Fapy ﬁDB = —ﬁBD =
Fpp=+Fgp
Zﬁi: ﬁDA+ﬁDB+ﬁDc+ﬁDE=6

eje x: — Fpacos(0) + Fpocos(8) + Fpp =0 = Fpg = (Fpa — Fpe) cos(f) = —Ps — W

F
cjey: Fpasin(d) + Fpp + Fpesin(0) =0 = Fpe = ’ﬁ — Fpa = V2Pg + V2P,

Por lo que se obtiene

Fpo = V2 (P4 + Pp) ‘FDE:_QPA_PB‘

= Al haber solucionado el nodo D, acabamos de hacer resolubles los nodos C y E; quedando cada uno con 2 incognitas,
por lo que, si nos pidieran conocer las respuestas de los soportes {Cy, Cy, E,, E,}, podriamos obtenerlas. Como
lo que se nos pide es saber qué elementos se encuentran en tensién y cuales en compresiéon, no seguimos con ese
célculo.



En este punto, ya tenemos resueltas todas las fuerzas sobre los elementos de la armadura, sustituyendo P4 = 1000 N
y P =600 N, se tiene, en notaciéon de ingenieria:

Fap = Fpa = Py = +41KN
Fap = Fpa = —V/2P, = —1,41 KN
Fpe = Fop = Py = +1KN
FBD = FDB = 7PB = 70,6 KN
Fpe = Fep = ﬁ(PA‘FPB) = 42,26 KN
Fpp = Fpp = —2P4— P = —2,60 KN

Tal y como estd construido el sistema, las fuerzas positivas corresponden a elementos en tension y las negativas a
elementos en compresién.

= No hay ningin elemento de fuerza cero.
= Los elementos en tensién (con fuerzas con signo positivo) son los elementos {AB, BC,CD}

= Los elementos en compresién (con fuerzas con signo negativo) son los elementos {AD, BD, DE}



2. Obtener la fuerza cortante y el momento flexionante sobre cada punto de la viga. Representar los diagramas de fuerza
cortante y de momento flexionante (cualitativos).

A D) ‘B

300N /m

Solucién: Para poder resolver este problema, vamos a necesitar conocer las fuerzas de reaccién sobre cada uno de los
soportes, por lo que necesitaremos el Diagrama de Cuerpo Libre del objeto extenso.

Tenemos un Pasador Liso en A, lo que genera 2 reacciones, una vertical A, y otra horizontal A, y una sujecién doble
por los 2 lados de una polea en B y en D. Como el cable esta en tensién, sabemos que la magnitud de la fuerza de cada
lado de la cuerda es la misma (por lo que se tiene que Tp = Ts = T) y que la fuerza en cada extremo del cable es
paralela al cable (por lo que fB apunta hacia arriba y T p estd girada un dngulo 6 = 45° respecto a la horizontal).
También necesitaremos la fuerza resultante de la carga wgy y su punto de aplicacién. Asi, el DCL de la viga es:

A%a_,gx ‘B

300N/m

Calculemos primero la fuerza resultante Fr de la carga y su punto de aplicacién Z. Para ello, integramos la carga a lo
largo de toda la viga, y el momento resultante Mg alrededor del punto A, obteniendo

Fp = fOL w(z)dz = wy fOL dz = woL
2

L
Mp = fOL zwx)dr = wy fOL rdx= wo -

Como sabemos que el momento y la fuerza resultante se pueden escribir como Mr = TFg, donde T es la posiciéon de
Fr medida desde el punto A, se tiene

r =

L2

MR N Wo =5~ _ L
Fr  wol 2’

por lo que el punto de aplicacién de F"R es D. Ahora, aplicando las condiciones de equilibrio de la viga, podemos resolver
el problema. En este caso, primero calculamos el momento resultante desde el punto A (asi nos sacamos las respuestas
en el pasador de A de la ecuacién), usando



Se tiene
Z (Mi)A = a4 X <A'r +/Ty) + 7ap X (ﬁR JrfD) +7ap x Tp =0,
eje z:0 + |Fap| (Frsin(—90°) + Tp sin(45°)) + |Fag| Tp sin(90°) = 0.

Usando que sin(90°) = 1, sin(—90°) = —1 y que sin(45°) = %, podemos despejar T'=Tg =Tp

V2

L T 2
Z—wel+ =) +LT=0 = |T=woL———
2( 0 ) 1192

V2

Si aplicamos ahora la condicién de equilibrio de fuerzas, obtenemos las respuestas del soporte en A

N Fi=A,+ A+ Fr+Tp+Tp=0

K2

'LUOL

eje x: A, +Tcos(45°) =0 = |Ay = —Tcos(45°) = ————
joxi Au Teos(45°) = ~Tos(d5") = — 127

V2

1+2v2

Ahora, a partir de las relaciones diferenciales de la teoria, obtendremos la fuerza cortante y el momento flexionante

eje y:Ay — Fr+T'sin(45°) +T =0 = |A, = Fr —Tsin(45°) — T = woL

férmulas que tienen que ser corregidas donde tengamos fuerzas concentradas. Empezamos con la fuerza cortante,
asumiendo que empezamos con V' (0) = 0, pero tenemos una fuerza concentrada en = 0 (A,), por lo que tenemos que
usar AV(0) = A,, por lo que V(0) = A,, asi que resolvemos (teniendo en cuenta el signo de la carga distribuida), para
todo z situado a la izquierda de la siguiente fuerza concentrada (z < £)

- V2
Viz)=A, — / dr = woL———+ — .
(x) y — Wo ; T = wy 273 WX

En z = % tendriamos

Y2 gl P
1+2v2 °2 4242

pero tenemos otra fuerza concentrada, por lo que en este punto hay que anadir la contribucién de su componente
vertical, es decir, tenemos

(L) V2 L Ly
\%4 9 = Wo

’LU()L
1422
L

asf que, a la izquierda de z = 5 tenemos el resultado mostrado arriba, e inmediatamente a la derecha, tenemos

L L L
(3™ (3727 G)
2 derecha 2 izquierda 2

- LU)O + wQL
B 2 142V2

AV (g) = Tsin(45°) =

42+

7+ﬂ
4242



Para los puntos = > %, se tiene

L xr
V(iz)=V () - wo/ dz
2 derecha L

2
Lwo

= —— —wlx]]
wara "l
Lwyg { L}
= —-—— w —_ —
42+ 2 0 2
1++2
= Lwg————= — wox
07 o2 0
Por tltimo, en z = L tendrfamos V(L) = —LwOT\fﬂ, pero tenemos otra carga puntual en x = L, que al tenerla en
cuenta nos da AV (L) =T = +Lw0%, por lo que se tiene que V(L) = 0.

En el calculo del momento flexionante no tenemos pares concentrados en ningin punto, por lo que la resolucién de la
integral de la fuerza cortante es suficiente a priori, pero para hacer el cdlculo bien hay que tener en cuenta de forma
correcta la contribucién de las fuerzas concentradas en puntos intermedios de la viga (las fuerzas concentradas en los
extremos de la viga tienen contribucién nula en el momento flexionante, como se ve con el método de las secciones).
Por ello, tenemos que resolver la integral a trozos, primero para los puntos z < % v luego para los puntos x > %
Para los puntos z < %, se tiene

o [ (ar
M<x)_0+/o (woLm—wox>dx

T 2 x
:/ wOL\[daz/ wozdx
0 1422 0
2 xT T
= ng\[/ dxfwo/ xdx
1+2v2 Jo 0

L 2 x x2a:
=wol————|z| —wo|—
0 1+2\/§Ho 0{2}0
2 x? 02
ST AR
T2V ‘L2 2
L V2 T wa
—wonl—m78x — i
1 2v2 2



y para los puntos x > L , se tiene

M(z) = M (g) + / (Lwoll_:_z\{/é - W;) dz

L2wy 1 —2v2 @ 1+\/§d z d
= - P wo———=dzr — wordr
8 1+2v2 Jr 14242 g

1-2 1+v2 [® @
= L?wy \[—&-Lwoi dx—wo/ zdx
8 1+2V2 1+2v2 /g L

_ wol_%f—ﬁ—Lw 1+\/§[x]x Cw [ﬁ]
8 1+2v2 142200 F laly

_ LPwy1-2v2 I 1+\/§[_L}_w0[w2 (3)2}

T il
S 1+2v2 +2v2 2 2 2
_ L*wy 1 —2v/2 Tw 1+\/§m—£Lw 1+\/§—w$—2+wL—2
8 1+2v2 1+2v2° 2 %1422 2 U8
. L2w0 1+\/§$—w£
EE RN RSN 2
Asi que los resultados de la fuerza cortante y del momento flexionante estan definidos a trozos, y son
2
wOLL =0
1+}\/§
2
V(z) =q wol———= — wox c0<z< i
() 0 1+2\\//ﬁ§ 0 2
14++v2 I
wWoL—————= — wox s <z<L
0 NG 0 B <
y el momento flexionante es
V2 2
w x O<or< —
M(x)— 0 1+2\/§ 02 2
L?wy 1+\/ x2 L
——— + Lwy — wo— . —<x<L
2+ 4v/2 T+2v2 2 2
Usando que L = 6 m y wo = 300 N/m, el resultado final es
665 N crx=0m
V(z) =< 665 N — 300z N/m c0m<z<3m
1135 N — 300z N/m :3m<z<6m
M(z) = 6652 — 15022 N/m :0m<z<3m
)7 —14104+ 11352 N— 15022 N/m  : 3m<z<6m

Por dltimo, los diagramas de fuerza cortante y momento flexionante son:
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3. Una persona de 80 Kg sube por la escalera y se detiene en la posicién mostrada después de sentir que la escalera estd
a punto de deslizarse. Determine el coeficiente de friccién estdtica entre la almohadilla de friccién A y el suelo si la
inclinacion de la escalera es de 8§ = 60° y la pared en B es lisa. El centro de gravedad para el hombre esta en G. Ignore
el peso de la escalera.

A

50 cm

Solucién: Para resolver este problema, necesitamos el DCL del sistema. Comenzamos con las reacciones de los soportes
de la escalera en A y en B, que son normales a las paredes de apoyo (N AY Ng en el DCL). También tenemos el peso
de la persona (W) que actia desde su centro de gravedad de altura y desconocida (que veremos que es irrelevante).
Para dibujar las fuerzas de friccién, lo primero que tenemos que tener en cuenta es que el problema nos dice que ”la
persona se detiene en cuanto siente que la escalera estd a punto de deslizarse”, lo que significa que nos encontramos
en situacién de movimiento inminente, por lo que las posibles fricciones de contacto seran Fqa = uaNay Fp = upNp.
En el DCL tenemos que dar la direccién de accién de la friccién en A, que serd aquella que se oponga al movimiento
de la escalera al caerse. Como es obvio que la escalera, al empezar a caer, se deslizaria en A hacia la derecha y en B
hacia abajo, la friccién en A actia hacia la izquierda y en B hacia arriba, como se indica en el siguiente DCL

Ademas, al decirnos que la pared en B es lisa, sabemos que el coeficiente de friccién en dicho punto es up = 0, por lo
que no tenemos friccién en B, es decir, se tiene que Fg = upNpg = 0.

Asi tenemos un sistema de 4 fuerzas 2D con 3 incégnitas, por lo que es resoluble. Si aplicamos ahora la condicién de
equilibrio de fuerzas, obtenemos las magnitudes de las respuestas normales

ZE:W+NB+NA+ﬁR:6
i

ejext 0O+ Np+0—F,=0 =
ejey: —W+0+Ns4+0=0 =



Usando la condicién de equilibrio bajo rotaciones en torno al punto B, se obtiene

Z(Mi)B:FBGXWJF'FBBXNB+FBAXNA+FBAXﬁA:6a
;

Lecos(0)Ny —d
ejez:  —dW +0+ Leos(0)Na — Lsin(0)F4 =0 = |fa= COS(Liin?G) =

donde se ha definido d = 50 cm y L = 2 m. Nétese aqui que, para obtener rgg X W, hay que resolver el determinante

I i Bl .
Fsa x W =|d y— Lsin(4) 0 :k[—dW—Ox(y—Lsin(a))]zk[—dW]
0 -Ww 0

Usando ahora que N4 = W y que, en movimiento inminente, se tiene que F4 = puaNa, podemos despejar ua de la
expresion anterior obteniendo

Lcos()W — dW cos(f) — 4
W = = —
pa Lsin(6) pa sin(f)
Usando d =0,5m, L=2my 6 = 60° (por lo que sin(f) = 32 y cos(d) = 1), se obtiene, en notacién de ingenierfa
S 0,289
HA 23 )




4. La presa de “gravedad” de concreto se mantiene en su lugar por su propio peso. Si la densidad del concreto es
pe = 2,5 Mg/m3, y el agua tiene una densidad dep, = 1,0 Mg/m?, determine la dimensién d més pequeiia que impedird
que la presa se voltee con respecto a su extremo A. La presa tiene un ancho (en la direccién perpendicular a la
representacion en el papel) de 1 m.

A
"

Solucién: Definiremos a la profundidad del agua como h = 6 m, y a la profundidad como Y = 1 m. Para resolver este
problema, necesitamos el Diagrama de Cuerpo Libre del bloque de hormigén. Por un lado, tenemos que el peso de cada
particula del bloque es atraido a la Tierra, con una fuerza equivalente a la del peso total W que actia en el centro de
gravedad del bloque ﬁg. Por otro lado, tenemos que la columna de agua que la presa mantiene, genera una presion
p(z) = pag(h — z) en cada punto del drea de contacto entre el bloque y el agua a una altura z. Esta fuerza distribuida
es equivalente a una presién total P que acttia sobre el centro de presién. Por tltimo, tenemos que, en movimiento
inminente, la respuesta R del suelo se encuentra desplazada hasta el mismo vértice del bloque A (si estuviera mds cerca
del centro de gravedad, no estarfamos en movimiento inminente, y si estuviera més lejos, la respuesta ya no estaria en
la superficie de contacto entre el bloque y el suelo, por lo que generaria un par de fuerzas con el resto de fuerzas que
haria que el cuerpo se desplazara). Por lo que tenemos el siguiente Diagrama de Cuerpo Libre

Para poder aplicar la condicién de equilibrio respecto a rotaciones, tenemos que obtener los vectores de presion sobre
el bloque y peso del bloque y sus puntos de aplicacion.

La presion total del agua sobre el bloque es la suma de todas las presiones sobre todos los puntos de contacto entre el
agua y el bloque, y es igual a

Y h h 2.h h2 h?
P= / p(z)dA = / dy/ p(2)dz = [y]OY/ pag(h —2)dz = [Y — O} Pad {hz — i} =Y pag {hz _ 7} =Y pog—
A 0 0 0 2 Jo 2 2

Para obtener el centro de presion, necesitamos calcular también el momento total generado por la presion

Y h h 2 3.h 13 B3 13
_ _ _ 1Y C2\ds — A L L n
Mp = /Ap(z)sz —/0 dy/0 p(2)2dz = [y]o /0 pag(hz — 27)dz = Ypag [h 5 3 }0 Ypag[ 5 3 } Y pag G

La relacién entre el momento y la fuerza resultante es

Mp h
Mp=2zZP = zZ=—=—
P z z P 3,

por lo que el efecto de la presion es equivalente al de la fuerza P concentrada en el punto de presién p = (0, %)



El peso total del bloque se calcula como

Y d h(1-2) d . d
W:/ pCdVch/ dy/ dx/ ’ dz:YpC/ dx[z]g(l—z):ypc/ da [h(l—g) —0]
14 0 0 0 0 0

- chh/oddx (1 - g) - chh[:c— %Z :chh[d— % —o} - chhg

Solo vamos a necesitar la componente x del centro de gravedad, por lo que evaluamos

<x>W = /Vpcde = pc /OY dy/od;vdx/oh(l_;) dz =Yp, /dedx[z]g(lg) =Yp. /deda: [h (1 — g) — O]

:chh/odxdx (1—3) :chh/oddx G—fj) :chhg—g]zzypch{%g—%—o} :chh%2

Asi se tiene que la componente z del centro de gravedad es

<x>W _d

w3

Tr =

Con estos resultados, como estamos en movimiento inminente, podemos calcular las condiciones de equilibrio. Como el
problema nos pide el ancho d minimo para el cual la presa no se voltee con respecto al punto A, usamos la condicién
de equilibrio con respecto a rotaciones respecto a dicho punto A, asi se tiene

Z (Mi)A :FAp X ﬁ+FAw X W—F’FAA X éza,
ejez:  — %pagh?’—k %pcngh—FO:O
Notese que estamos justo en la posicién de movimiento inminente porque la respuesta R se encuentra en A, por lo que

la ecuacién obtenida es una condicién que se tiene que cumplir justo en movimiento inminente. Asi a partir de dicha
condicion, se puede despejar el valor de d que, en notacién de ingenieria es

[ Pa
d=h,/=—2 =2 1
o ,68 m (18)




5. Obtener el segundo momento de drea respecto al eje x mostrado en el dibujo, y respecto al eje paralelo al eje z que
cruza al centroide del objeto.

Solucién: Para realizar todos los cdlculos, la manera mas sencilla es considerar que nuestro objeto es una superficie
cuadrada a la que hemos quitado 3 cuadrados mas pequenos, es decir

Para ahorrarnos cédlculos, es importante ver el Teorema de los Ejes Paralelos aplicado al momento de inercia de area I,
2 2
Lo=lo+docyA = lo=1lo—docy,A

Estd claro que vamos a necesitar la distancia vertical entre el punto O y el centroide, y como O = (0,0), esta distancia
no es mas que la componente y del centroide, que se calcula como

_ JaydA
=T dA =do,cy
A

RC,y

Empecemos a aplicar esto en la obtencién de la posicion del centroide del area, que se calcula a partir de las siguientes
integrales

fA dA = fos dx5 fos gy - f23 d€ fol ?Z/
_ [5 Eg% [g]E 0] _ 3 £3[;]2 [?1]]E 0]
= [5ﬂ5] - [1“1]
- 25 - 1
= 24
fA ydA = f05 dx f05 ydy - f23 dz fol ydy
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Por lo que la componente y del centroide de la figura es

_fAydA_?)l_

flow =77 00 =12 = docw




El segundo momento de inercia de area I, con respecto a los ejes que intersectan en el punto O del grafico es

Lo= [,y°dA = fo5 dx5f053925d3/ - f23 dx3f013y21dy
= R - LR
- ofls ) - ol
- EE T -
~ %

Asi que, usando el Teorema de los Ejes Paralelos, trasladamos el resultado obtenido del segundo momento de inercia
de Area I, del punto O al centroide

31\ 2
Lo=lLc+dyc,A = Lc=Lo—dpc,A = I,c=208— <12) 24

Asi que la solucion pedida es




27 de Enero del 2021

Examen final de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:

El examen empieza a las 9:00 y termina a las 12:00

Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.

No esta permitido el uso de apuntes

No esta permitido el uso de méviles, al que se pille usando un movil se le expulsara del aula y tendrd un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estas esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu movil en mi mesa.

Las mochilas, estuches, abrigos, bolsos y los mdéviles (silenciados) han de estar en la pared

g=93813

. Obtener la masa maxima M que puede sostener esta gria de tal manera que ningin elemento exceda los 30 KN en

tension o los 25 KN en compresion.

Solucién: Es obvio que los elementos BG, GC, CF y FD son elementos de fuerza cero, por lo que podemos simplificar
el sistema a estudiar por:

Figura 1. Estructura a estudiar, simplificada al eliminar los elementos de fuerza cero.

Este es un sistema con 3 incognitas, por lo que seria resoluble, pero es mas rapido estudiar el equilibrio de esta armadura
por el método de los nodos. Empezamos realizando un Diagrama de Cuerpo Libre del nodo A, teniendo en cuenta que
la polea en A sostiene a una cuerda, la cual tenemos que asumir que no tiene friccién, por lo que la tensién a los 2 lados
tiene la misma magnitud y estd orientada en el sentido de la cuerda. Ademaés, tenemos las reacciones de los elementos
sobre el nodo que lo mantienen quieto en su posiciéon. Estas sabemos que estdn orientadas como los elementos de la
estructura, y asumimos que son positivas cuando salen del nodo hacia el elemento, con lo que nos aseguramos que, si
obtenemos un resultado positivo, el elemento se encontrara en tensiéon, mientras que si obtenemos un resultado negativo
tendremos que el elemento se encuentra en compresion.



T A
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Fag

Figura 2. DCL del nodo A

Los angulos a y 8 los podemos obtener a partir de la geometria de la armadura, en concreto, sabemos que

_@ 2 _h1+h2

tan(a) = — = = tan() 7

m o
L 37 —1:>ﬁ—1rad—45

En un nodo puntual, sélo se aplica la condicién de equilibrio respecto a desplazamientos, es decir, que

1
1

N
Z i = W+ T+ Fap + Fap =0
i=1

eje x: — W — Fap cos(a) — Fag cos(8) =0
ejey: =W — Fapsin(a) — Fapsin(8) =0

Este sistema es resoluble, en concreto, se puede despejar (por ejemplo) Fap en la ecuacién del eje = y sustituirlo en la
ecuacion del eje y para obtener Fap. La solucion del sistema es:

sin(B) — cos(B)
sin(a) cos(8) — cos(a) sin(f)

Fap=W

cos(a) — sin(a)

sin(a) cos(8) — cos(a) sin(3)

En nuestro caso, es inmediato que , pues sin(8) = cos(8), por lo que

Fyp =W

-W
Fap = m = —\/§W

Ya s6lo nos queda por estudiar el cardcter del elemento DE. Por sencillez (el rodillo en E sélo tiene restricciones en la
direccién x, mientras que el bastidor en D tiene 2 restricciones, una en la direccién z y la otra en la direccién y), nos
centraremos en el DCL del nodo E



Fgp (

E

Figura 3. DCL del nodo E
En un nodo puntual, sélo se aplica la condiciéon de equilibrio respecto a desplazamientos, es decir, que

N
Zﬁz :Ez+ﬁED+ﬁEA:6
i=1

eje x: By + Fgacos(8) =0
eje y:Fgp + Frasin(8) =0

Usando aqui que | Fga = Fag = —Vow ‘, a partir de la ecuacion escalar en la componente y obtenemos que

‘FED = —Fgasin(f) = W‘

Ahora que ya tenemos todas las fuerzas a las que se hayan sometidos todos los elementos de la armadura y, por tanto,
si son elementos de tensién o de compresién, podemos ver cudl serd el peso maximo (W = mg) que puede soportar
cada uno de ellos.

» Fpp =+W, por lo que ED es un elemento de tensién, por lo que

30 KN
Fepl| = 30 KN = —— =3058,1 k
| ED‘ mg < m < 9,81 m/32 ) g
= Fup = —+V2W, por lo que AE es un elemento de compresién, por lo que
25 KN
|Fap| = V2mg < 25 KN = m = 1802,01 kg

< -
V29,81 m/s?

Por lo que la respuesta (en notacién de ingenierfa) es que la gria puede sostener hasta una masa de

|m=1280-10° kg, |

Masas entre 1802,01 kg y 3058,1 kg provocardn que el elemento en compresién AE falle, y masas mayores que 3058,1 kg
provocaran que tanto los elementos AE y ED fallen.



2. Representar los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante de la viga de la figura.

L=1m
Mg =2kN.m B
Fo=3kN Fe
Ms v
AEO‘:I\ ° |D
L L L

Solucién: Para poder obtener bien estos diagramas, primero tenemos que obtener las reacciones de los soportes de la
viga. A partir del modelo idealizado dado, vemos que tenemos un pasador en A, lo que provoca 2 fuerzas de reaccion,
una porque el pasador evita desplazamientos verticales, y otra porque evita desplazamientos horizontales, por otro
lado, tenemos un cilindro en D, que basicamente sostiene a la viga en D impidiendo que se caiga al suelo, y esto sélo
lo puede hacer con una fuerza de reaccién en la direccién perpendicular a la superficie de contacto entre el cilindro y
la viga, por todo ello, obtenemos que el Diagrama de Cuerpo Libre de la viga es:

Fe
i
A) T J ‘D
=1
A, le >e > o D
Y L L L Y

Figura 4. DCL de la viga en estudio, no se han eliminado los soportes por claridad de la exposicién

Si la viga se mantiene en equilibrio, ha de verificar las condiciones de equilibrio respecto a desplazamientos:

eje x: A, =0
ejey: Ay —Fc+Dy,=0

De la ecuacién escalar en el eje y, se obtiene que

Ay-i-Dy:FC

Como la viga es un objeto 2D extenso, también verifica la condicién de equilibrio respecto de giros. Teniendo en cuenta
que los momentos de par externos son vectores libres, vamos a aplicar dicha condicién sobre el punto A, es decir, se
verifica en equilibrio que:

(Mi)A =Ta4 X (Ex+gy)+FACXﬁC+FADX5y+MB:6
1

N
=

eje z: 0—-2LFc+3LDy —Mp=0

(19)

En la obtencién de la ecuacion escalar en el eje z hemos usado la regla de la mano derecha, y hemos obtenido que
Mp = —Mpgk al ver que el sentido de rotaciéon inducido por Mp es en el sentido de las agujas del reloj. A partir de



esta 1ltima ecuacién se obtiene que

_D72u%+M97§
v 3L 3

Sustituyendo esta ecuacién en la ecuacién del eje y, se tiene que

A _LFc—Mp 1
v 3L 3

Ahora, para obtener el Diagrama de Fuerza Cortante, tenemos que tener en cuenta que todas las fuerzas que actian
sobre la viga son fuerzas puntuales, no extensas, por lo que, por la teoria dada en clase, sabemos que si tenemos una

fuerza ﬁo = Fof en el punto z = zo tenemos un salto en la funcién de fuerza cortante dado por
AV((E()) = F() (20)

Por ello, tenemos que:

» z =0, tenemos un salto desde V(0) = 0 hasta AV (0) = A, por lo que V(0) = A, = 1 entre s =0 y = = 2L.

= z = 2L, tenemos un salto desde V(2L) = & de AV(2L) = —F¢ = —3, por lo que V(z) = A, — Fc = =2 entre
x=2Lyx=3L.

» z = 3L, tenemos un salto desde V(3L) = 5 de AV(3L) = D, = 3§, por lo que V(3L) = Ay — Fc + D, = 0 en el
punto final de la viga « = 3L.

Por todo ello, nos queda el siguiente Diagrama de Fuerza Cortante:

w

Figura 5. Diagrama de Fuerza Cortante

Para el Diagrama de Momento Flexionante, sabemos que tenemos 2 contribuciones, por un lado, se verifica que

= /Ox V(z)dx

pero ademads hay que tener en cuenta que, cuando tenemos un momento de par My = Myj aplicado en el punto x = g
tenemos un salto en la funcién de momento flexionante dado por

AM (zq) = My (21)

Por ello, tenemos

= Entre x =0y x = L, tenemos V(z) = % por lo que M (z foz Ldz = %, por lo que se tiene que M(1) =

= En 2 = L, tenemos un salto desde M (L) = & de AM(L ): Mp =2, porloque M(L)=1+2=1

1
3

» Entre v = L y x = 2L, tenemos V(z) = 3, por lo que M (x) )+ fm Ldz = % , por lo que se tiene que
M@2)=I+i=8
37373



» Entre x = 2L y « = 3L, tenemos V(z) = —&, por lo que M (z) = M(2) + [} 32

lo que se tiene que M (3) = 0.

Por todo ello, nos queda el siguiente Diagrama de Momento Flexionante:

w |~ |

0 1 2 3

Figura 6. Diagrama de Momento Flexionante



3. Obtener el centro de gravedad, el centro de masa, el centroide y el volumen de la siguiente figura.

z
P(FJ=;

Solucién: Como no se nos ha especificado la gravedad, tenemos que asumir que g = 9,81 m/s? es constante en todos
los puntos de la figura geométrica, por lo que se tiene que el centro de gravedad y el centro de masas coinciden.
Ademas, la figura que estamos estudiando tiene simetria radial con respecto al eje z, por lo que sus 3 centros pertenecen
a dicho eje, es decir, las componentes x e y serdn nulas, y sélo nos queda calcular la componente z. Como es mas facil,
vamos a empezar calculando la componente z del centroide

| =av -

/dV
v

Empezamos calculando el volumen de la figura y, para hacerlo, vamos a usar coordenadas cilindricas (asi que tenemos

Ro=10,0,

r
que usar que el jacobiano de la transformacién es J =) y que 2(r) = a (1 — 7) :
a

a z(r) 27 a z(r) Qﬂ.
Vz/dV z/dr/ dz dw‘:/dr/ dz<p r
1% 0 0
z(r) z(r)
:/ dr/ dz 27r— r —/ dr/ dz27r

o [ /“” By
:277/0 rdr|(r) = 0] :27r/0ara(1—2)2dr

a

a P2 3 r2 3 P4
=2 —2—+ — |dr=2 — = 2=+ —
7ra/0 (r a —|—a2> r wa[Q 3a+4a2}0
a

a2 a3 o 2 2 a2
=9 Z 9 4+ 2 _0l=2 Z 9 4
WG[Q 3a | 4a? 0} M[Q 3+4}
1 2 1 T
_ 3|2 _ %4 - — 23
= 27a [2 3+4} 6(1
Por lo que el volumen de la figura es
I
V=—d
6%




La siguiente integral a calcular es

a z(r) 27
/de:/ dr/ zdz/ der
A% 0 0 0
a 2(r) or
:/ dr/ zdz[go} r
0 0 0
a z(r)
:/ dr/ zdz[Qﬂ—O}r
0 0
a z(r)
:/ dr/ zdz2mr
0 0
a z(r)
= 277/ rdr/ zdz
0 0
a 24 2(r)
= 27?/ rdr{z—}
0 2o
a 2
:27r/ rdr{z(r) —0}
0 2
a 2 4
= 27r/ rdra— (1 — C)
0 2 a
a® [ r r? 3t
a 2 3 4 5
9 r r r r
= d —4— +6— — 4+ —
e ; r (r + 22 e + a4>
2 3 4 5 6 \ @
9 T r r r r
= — —4— +6— —+ —
e (2 30 V12 Y543 6a4)0
2 3 4 5 6
5 fa a a a a
= 24 2 gs 2
i (2 30 V01 %5 6a4)
2 2 2 2 2
5 fa a a a a
= — —4— 46— —4— + —
T (2 3 77 5 TG
ifl 4,6 4 1
= a —_— = —_— = —_
M\27371 576
_ T 4
~ 30
Asi que se obtiene
/ «{dV T4 a
v 30 _ 2,2 (23)

Por lo que el centroide de la figura se encuentra localizado en

a
0,0, =
)

o= (

)

Vamos ahora con los cédlculos del centro de masa. Como la densidad del objeto también tiene simetria con respecto al
eje z, también en este caso tenemos que las componentes x e y del centro de masas son cero, al encontrarse este situado



en el eje z de simetria, por todo ello, tenemos

/ zp(z)dV
RG = R]W = 07 Oa .

/V p(2)dV

La masa total del objeto es

a z(r) 27
M:/ p(z)dV:/ rdr/ p(z)dz/ de
1% 0 0 0

=27 /a rdr /Z(T) (E) dz

0 0 a

a 2 72(r)
= 27r/ rdr {<Z>]

0 2a) 1o

a 2
:27r/ rer(T)
0 2a
a 2 4
:27r/ rdr{a(l—r)]
0 2a a
“ a T r? r3
:27r/0 rdr{2(1—4—|—6 5 454—
a 2 3 A s
=ma | dr 7‘—4——1—6? a—s—i—g
2 3 4 NG
:“‘<2‘43a+6a2 s+a4)0
a? a? at a’ a®
—ra L —4Z 46 2o
m<2 3¢ 2 T Y 6a4>
a? a? a? a?  a?
N (Y LY L L
”“(2 3 0% 5+6)
sl 4,6 4 1
= a _—— = —_— = —_
\273T17 5 6

w

IS)

gl



Y la ultima integral a calcular es

Asi que se obtiene

Il
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3 4
-+ 157

2 o5 [ 2 7“3 r4 7'5
2m r? r3 4 7o 76
= — — —6—+15— — 20— + 15—
3 (2 3 + 4a? 5a3+ 6a*
2m a? a® a* a® al
= — — —6—+15— — 20— + 15— —
3¢ (2 3a P42 T Vs T 0Ga
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Por lo que el centro de masas y, por tanto, el centro de la figura se encuentran localizados en

L 5
RM = RG = <0,0, 14a>




4. La polea de 5 kg tiene un didmetro de 240 mm, mientras que su eje tiene un didmetro de 40 mm. Si el coeficiente de
friccién cinética entre el eje y la polea es ui = 0,15, obtén la fuerza vertical P sobre la cuerda requerida para levantar
el bloque de 80 kg a velocidad constante. PISTA: Desprecia la friccién entre la polea y la cuerda.

v = cte

M =80 kg v

Solucién: Por la teoria dada en clase, la posiciéon de la reacciéon de la flecha se encuentra en el punto de contacto
de la flecha con el radio menor de la polea, esto define al radio de giro de la polea, que se calcula como (usando

¢r = arctan(py))
rg = 1sin(¢y)

Como el coeficiente de rozamiento cinematico es relativamente pequeno, el radio de giro se podria aproximar por
rg = Tk, y el resultado no cambiard al nivel de precisién requerido. Aqui no vamos a realizar dicha aproximacién.
El diagrama de cuerpo libre de la polea queda como

Figura 7. DCL de la polea en estudio, se ha usado que las fuerzas son vectores deslizantes.

Si la polea se mantiene girando a velocidad constante, se pueden aplicar las condiciones de equilibrio a la misma.
Usando la condicién de equilibrio respecto a desplazamientos, se obtiene:



De la ecuacion escalar en el eje y, se obtiene que

|R=P+W+W,

La polea también verifica la condicién de equilibrio respecto de giros, en concreto, aplicamos dicha ecuacién en el eje
de rotacién de la polea (punto O en el DCL), obteniendo

N
Z(Ml)O =700 XWP+FOAXR+FOBXﬁ+F00XW:6
i=1
eje z: O+ryR—R,P+R,W =0
(25)

De esta ecuacion escalar, y usando la ecuacién anterior para sustituir la respuesta R, se obtiene la fuerza que hay que
aplicar como

rg+RpW+ rg

—R,P+R,W =0 P=
rg (P+ W+ W) pl + 1 = R, — 1, Ry, — 1,

Wy

Usando los datos del problema, no queda mas que sustituir para obtener el resultado buscado que, en notacién de
ingenieria es



5. El péndulo de la figura consiste en una barra delgada con una masa por unidad de longitud de 3 kg/m, y un disco
delgado que tiene una masa por unidad de drea de 12 kg/m?2. Obtén el momento de inercia del péndulo con respecto
al eje perpendicular a la pagina que pasa por el centro de masas del péndulo.

L L=15m
R; =10 cm

R2 =0.3m

Solucién: Para poder resolver este problema, lo primero que necesitamos es saber la posicién del centro de masas R del
péndulo, para obtenerlo, calcularemos la posiciéon del centro de masas de cada parte del péndulo por separado y luego, a
partir de dicho resultado, obtendremos la posicién del centro de masas del objeto compuesto.

Por comodidad, vamos a tomar como origen de coordenadas al centro del disco. Empezamos con la barra usando que
wp(y) = 3 kg/m, por lo que su masa serd

Ro+L Ro+L Rt L
M, = / wydy = wy / dy = wy Y] 2" = wy [(R2 + L) — Ra] = wy L. (26)
R2 RZ

Para obtener la posicién del centro de masas de la barra, también necesitamos resolver la integral

Ro+L Ro+L PREAZRE R 2 2
+ L R
/ ywpdy = wb/ ydy = wp [y} = wp (Bt L) 1 (27)
Ro Ro 2 g, 2 2
Por lo que el centro de masas de la barra se encuentra a una altura
yp(L)dL [M _ Rj} 2
¥, — A ( ) _ Wy 2 2 _ (R2+L) —R% (28)

/p(L)dL wy L 2L
L

Para el caso del disco, estd claro por simetria que, como tiene densidad constante, el centro de masas se encuentra en
su punto de simetria, es decir, en la posicién éM,d = (0,0), pues es ese punto justo el origen de coordenadas elegido. De
todas maneras, vamos a necesitar obtener la masa del disco para poder obtener el centro de masas del péndulo. Usando
wa(y) = 12 kg/m*:

R 27 Ro r2 Rs R2 — R2
Mg = / rwddr/ do = 27rwd/ rdr = 21wy [} = 27wy (“) (29)
R 0 Ry 2 Ry 2

La altura del centro de masas del péndulo, compuesto por el disco y la barra, es:

YoMy +YqMy YoMy +0

Y: =
b My + My My + My

(30)

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene que

M, = 4,50 kg Y, = 1,05 m M, = 3,01 kg Y, = 0,629 m



Usando el Teorema de los Ejes Paralelos, podremos mover cada momento de inercia que calculemos al centro de masas
que acabamos de obtener, por lo que necesitamos los momentos de inercia de la barra y del disco, que vamos a obtener en
el sistema de referencia centrado en el centro del disco.

Empezamos con el momento de inercia de la barra

Ro+L

R2+L y3
Iyo = / wyy?dy = wy, {3} = wp
R2 R2

(Ry+ L) — R3
3

Seguimos con el momento de inercia del disco

Ro 27 R 47 R2 R4 _ R4
Ipo = / rwdTer/ do = 27rwd/ r3dr = 2rwy r} = 2wy [21}
Ry 0 Ry 4 | g, 4

Como tenemos los 2 momentos de inercia calculados en el mismo punto O, los podemos sumar para obtener el momento
de inercia total del péndulo

(Ry+ L)* — R}
3

1,

R — RY
p,0 = Ib,O + ]d,O = Wy —+ Twqg |:21:| (31)

2

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene que

I 0 = 5,80 kg - m? Ii0 = 0,151 kg - m? I,.0 = 5,956 kg - m?

Usando el Teorema de los Ejes Paralelos, obtenemos el momento de inercia del péndulo en su centro de gravedad G como
Lo =1lc+ My} ¢
Despejando, en nuestro caso se tiene
Ipc =1Ipo — (My+ My) Y}

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene el resultado final pedido

Ipc = 2,99 kg - m?




30 de Junio del 2021

Examen de recuperacion de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:
= El examen empieza a las 9:00 y termina a las 12:00
= Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.
= No esta permitido el uso de apuntes

= No esta permitido el uso de moviles, al que se pille usando un mévil se le expulsara del aula y tendra un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estds esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu mévil en mi mesa.

» Las mochilas, estuches, abrigos, bolsos y los méviles (silenciados) han de estar en la pared

= g=981%

1. Usando sélo el método de las secciones (sin usar en ningiin momento el método de los nodos), obtén las fuerzas a
las que se hayan sometidos los elementos dibujados en verde de la torre de tensién de la figura, e indica si son elementos
de tensién o de compresion

&S

Solucién: La manera mas rapida de solucionar este problema es eligiendo como seccién la mitad de arriba de la torre
de tensién, con el corte virtual hecho sobre los elementos de los que necesitamos conocer las fuerzas, asi que aplicamos
el corte

NI

_i_

Con lo que nos queda el Diagrama de Cuerpo Libre de la seccién elegida (donde hemos expuesto las fuerzas internas
de los elementos problema derecha e izquierda



Como la torre se encuentra en equilibrio, la seccidon también se encuentra en equilibrio, por lo que ha de verificar las
condiciones de equilibrio 2D, en concreto, la condicién de equilibrio respecto a traslaciones implica que

Fi': ﬁ+ﬁ1+ﬁ0=6
i=1

eje x: 0=0

ejey:—F—FI—FD:O

Para aplicar la condicién de equilibrio de la seccién respecto a giros, necesitamos los vectores posicion de los puntos de
aplicacién de cada una de las 3 fuerzas del sistema. En concreto, asumiendo que el origen de coordenadas se encuentra
en el pasador de la torre (abajo a la izquierda en el diagrama de la figura), las posiciones de los nodos de las fuerzas

F", ﬁD y F‘} son, respectivamente:
= 4 = 8hj

= 7p = (L4 0)i + 5hj

= 7 = (L —0)i+5hj

Por lo que, aplicando la condicién de equilibrio respecto a giros de la seccién sobre el nodo izquierdo 77 (recuerda que
71,8 = ¥ — 71) y la regla de la mano derecha, se tiene

(M’)I :77[7,4 XF-i—FI’[ XF[-i-F[’D x Fp=0
1

N
i=

eje z: (L-0F - (20)Fp+0=0

De esta tltima ecuacién, se deduce que

L—-¢

Pues F > 0y L > {. Usando esta soluciéon en la condicién de equilibrio respecto a traslaciones, se obtiene que

[y
1 20 © S

Por 1ltimo, dado que hemos elegido que Fp y Fy salgan hacia fuera de la seccién cortada, por la teoria dada en clase
sabemos que un resultado positivo nos da que el elemento es de tension y uno negativo que el elemento es de compresion,
por lo que tenemos que

» El elemento de la derecha es de tensién.

= El elemento de la izquierda es de compresion.



2. Representar los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante de la viga de la figura.

L=1m
Mp =2KN-m
w(z) =4(3L — =) kN/m

Mg h\
G o

L L L

A4
A

Solucién: Para poder obtener bien estos diagramas, primero tenemos que obtener las reacciones de los soportes de la
viga. A partir del modelo idealizado dado, vemos que tenemos un pasador en A, lo que provoca 2 fuerzas de reaccion,
una porque el pasador evita desplazamientos verticales (ffy)7 y otra porque evita desplazamientos horizontales (/Yx),
por otro lado, tenemos un cilindro en C, que béasicamente sostiene a la viga en C impidiendo que se caiga al suelo, y esto
sélo lo puede hacer con una fuerza de reaccién en la direccién perpendicular a la superficie de contacto entre el cilindro
y la viga (C_"y), ademds, necesitamos la fuerza equivalente Fr a la carga distribuida w(zx), por todo ello, obtenemos que
el Diagrama de Cuerpo Libre de la viga es:

Fr
< Mp =z .

Al ﬂx, ° IC
_l_ﬁ__l'l_ =
[f,l > > c,

Y L L L !

Figura 8. DCL de la viga en estudio, no se han eliminado los soportes por claridad de la exposicién

Esté claro que lo primero que necesitamos es conocer la magnitud de F'r y su punto de aplicacién Z, asi que calculamos
tanto F'r como el momento resultante Mg

3L 3L 2\ 3L 2 2 2

L)? — (2L L

Fp= / w(r)dr = / 4(3L — z)dz = 4 <3L:c - x> =4 <3L(3L —2L) — W) =4 (3L2 - 5> =2I7?
0 2L 2 a1 2 2

3L 3L 2 3\ 3L 2 _ 2 3 _ 3
Mp = / zw(z)de = / 4(3Le— o) de—4 (305 — L) —g(sp BRI CLT BDT- QLT 1,
0 oL 2 3),, 2 3 3

Por lo que la posicién de aplicacién de la fuerza equivalente a la carga w(z) es

My HI3 7L
 Fp 21?2 3

8l

Si la viga se mantiene en equilibrio, ha de verificar las condiciones de equilibrio respecto a desplazamientos:

N
Y Fy=A,+ A, +Fr+C, =0
=1

eje x: A, =0
ejey: Ay —Fpr+Cy,=0



De la ecuacion escalar en el eje y, se obtiene que

Como la viga es un objeto 2D extenso, también verifica la condicién de equilibrio respecto de giros. Teniendo en cuenta

que los momentos de par externos son vectores libres, vamos a aplicar dicha condicién sobre el punto A, es decir, se

verifica en equilibrio que:

N
(M), =Faa (Am—i—Ay) + Mp + 7ac x Cy + Mp =0

=1

(3

eje z: 0—-—Mgr+3LCy+Mp=0

Donde hemos usado que M R = Taz X F}, la regla de la mano derecha y hemos obtenido que M B =+M BE al ver que
el sentido de rotacién inducido por Mp es en el sentido contrario al de las agujas del reloj. De esta ecuacién escalar se
obtiene que

Mp — Mgr 8
— BT R _ P KN = KN
c, 57 5 0,889

Sustituyendo esta ecuacion en la ecuacién del eje y, se tiene que

1
Ay:FR—CyZEOKN:LnKN

Ahora, para obtener el Diagrama de Fuerza Cortante, tenemos que tener en cuenta que todas las reacciones que actiian
sobre la viga son fuerzas puntuales, mientras que la carga a la que se haya sometida si es una distribucién extensa. Por
lo que, por la teoria dada en clase, sabemos que si tenemos una carga w(z), la fuerza cortante se calcula como

AV = V(zs) — V(1) = / (@),

Z1

mientras que cuando tenemos una fuerza Fy = Fpj en el punto x = xg tenemos un salto en la funcién de fuerza cortante
dado por

AV (xg) = Fy

Por ello, tenemos que:

= z =0, tenemos un salto desde V(0) = 0 hasta AV (0) = A, por lo que V(0) = A, = 2 entre 2 =0 y x = 2L.

= Entre © = 2L y x = 3L, tenemos la carga w(xz) = —4(3L — x) (el signo negativo porque la carga estd orientada
hacia abajo), por lo que

e 10 2\* 10 2 154
V(m):V(ZL)—i—/ wz)de == —4(3Le— =) == —4(3Le— ) +16L% = = — 12La + 222,
oL 9 2/, 9 2 9

por lo que se tiene que V(3L) = %8.

» z = 3L, tenemos un salto desde V(3L) = =2 de AV(3L) = C, = §, por lo que V(3L) = 2 + § = 0 en el punto
final de la viga © = 3L.

Por todo ello, nos queda el siguiente Diagrama de Fuerza Cortante:



Figura 9. Diagrama de Fuerza Cortante

Para el Diagrama de Momento Flexionante, sabemos que tenemos 2 contribuciones, por un lado, se verifica que

AM = M(xg) — M(z1) = /w2 V(z)de,

T1

pero ademas hay que tener en cuenta que, cuando tenemos un momento de par My = Myj aplicado en el punto z = xg
tenemos un salto en la funcién de momento flexionante dado por

AM((E()) = M()

Por ello, tenemos

Entre x =0y x = L, tenemos V(z) = %O, por lo que M (z) = fox %de = 19—0x, por lo que se tiene que M(0) =0y

M(1) =14

= En z = L, tenemos un salto desde M (L) = 4 de AM(L) = Mp = —2 (al ser la rotacién en el sentido contrario
de las agujas del reloj), por lo que M (L) = % —2= _78.

Entre z = L y = = 2L, tenemos V(z) = &, por lo que M(z) = M(1) + [ Ldz = - + ¥ (2 — 1), por lo que se

9
tiene que M (2) = -8 + 10 = 2,

Entre 2 = 2L y = 3L, tenemos V (z) = % — 12Lx + 222, por lo que

1154
M(x) :M(2)—|—/2 {g —12Lx+2x2} dz

2 317

e Y Ay s

9" |9 2 "3,

2 [154 2 23] [308 16L3
=4 |—x— 120 +2—| - | ==L —24L3

9+[9$ 2 " 3} {9 +

46 154 2
=gt g6t

por lo que se tiene que M (3) = 0.

Por todo ello, nos queda el siguiente Diagrama de Momento Flexionante:



Figura 10. Diagrama de Momento Flexionante



3. Obtener la magnitud de la fuerza total que ejerce el agua p = 103 Kg/m3 sobre la siguiente ventana de acuario usando
quea=1m,f=4m 'y L=1m.

2(y) = —a— By°

——— i—a— BL?

L

Solucién: Como no nos dan la profundidad de la ventana, le damos un valor X en funcién del cual dejaremos los

resultados. Este problema se resuelve por el método de las cargas equivalentes, por lo que sabemos que la fuerza total
sobre nuestra placa es igual a la suma de 3 contribuciones:

a) El peso del agua sostenida sobre la placa curva W
b) La presién del agua situada por encima de la placa y del agua que sostiene E,

¢) La presién del agua que empuja lateralmente a la placa y al agua que sostiene ﬁg

—a — BL?

Figura 11. Diagrama en el que se muestran las 3 cargas equivalentes a la fuerza total sobre la carga del acuario.

Pasemos a calcular dichas fuerzas. Empezamos con F,, = F,(—k), que se calcula como la presién (p(z) = pgz) ejercida
sobre el area de la superficie situada a la profundidad « sobre la placa

b's 0
F, = / p(z)dA = / dx/ dyp(a) = pgaX L = 9810X N
A 0 -L

a

La presion lateral del agua, dada por F B=1F 53 se calcula como

X 2(0) a 2 _qa _ BIL2 2 9
Fy = / p(z)dA = / dx/ dzp(2) = X dzpgz = pgX = = pgX [« =) —a
Aﬁ 0 z

(—L) —a—BL2 2 —a—pBL2 2
=117720X N




Por 1ltimo, el peso del agua sostenida por la placa W= W(—E) se calcula como

W= / pgdV = pg/ dx/ dy /Z(O) dz = pgX /_OL dy [2(y) — 2(0)] = pgX /_OL dy [-By°] = —BpgX /_OL dyy®

= —BpgX = ﬁng? = 13080X N

3 ‘
Y la fuerza total a la que se encuentras sometida la placa no es mas que la suma vectorial de estas 3 fuerzas, es decir

Fr=Fy+Fst W =Fgj— (Fat+ W)k = (117720)(5’— 22890XE) N

Por lo que la magnitud de esta fuerza total (que es lo que nos piden) es su médulo

Fr = \/Fg + (Fy +W)* =119925X N

En notacién de ingenieria, el resultado final es

]FT = 120X KN\




4. El péndulo de la figura consiste en una barra delgada con una masa por unidad de longitud de 3 kg/m, y un disco
delgado que tiene una masa por unidad de drea de 12 kg/m?2. Obtén el momento de inercia del péndulo con respecto
al eje perpendicular a la pagina que pasa por el centro de masas del péndulo.

L L=15m
R; =10 cm

R2 =0.3m

Solucién: Para poder resolver este problema, lo primero que necesitamos es saber la posicién del centro de masas R del
péndulo, para obtenerlo, calcularemos la posiciéon del centro de masas de cada parte del péndulo por separado y luego, a
partir de dicho resultado, obtendremos la posicién del centro de masas del objeto compuesto.

Por comodidad, vamos a tomar como origen de coordenadas al centro del disco. Empezamos con la barra usando que
wp(y) = 3 kg/m, por lo que su masa serd

Ro+L Ro+L Rt L
M, = / wydy = wy / dy = wy Y] 2" = wy [(R2 + L) — Ra] = wy L. (32)
R2 RZ

Para obtener la posicién del centro de masas de la barra, también necesitamos resolver la integral

Ra+L Ro+L 21 R2+L R 2 2
+ L R
/ ywpdy = wb/ ydy = wp [y} = wp (Bt L) 1 (33)
Ro Ro 2 g, 2 2
Por lo que el centro de masas de la barra se encuentra a una altura
yp(L)dL [M _ Rj} 2
%:A ( ) :wb 2 2 :(R2+L) —R% (34)

/p(L)dL wy L 2L
L

Para el caso del disco, estd claro por simetria que, como tiene densidad constante, el centro de masas se encuentra en
su punto de simetria, es decir, en la posicién éM,d = (0,0), pues es ese punto justo el origen de coordenadas elegido. De
todas maneras, vamos a necesitar obtener la masa del disco para poder obtener el centro de masas del péndulo. Usando
wa(y) = 12 kg/m*:

Ry 2 Ry r277 R2 — R2
My = / rwddr/ do = 27de/ rdr = 21wy [} = 27wy (“) (35)
R 0 Ry 2 Ry 2

La altura del centro de masas del péndulo, compuesto por el disco y la barra, es:

YoMy +YqMy YoMy +0

Y: =
b My + My My + My

(36)

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene que

M, = 4,50 kg Y, = 1,05 m M, = 3,01 kg Y, = 0,629 m



Usando el Teorema de los Ejes Paralelos, podremos mover cada momento de inercia que calculemos al centro de masas
que acabamos de obtener, por lo que necesitamos los momentos de inercia de la barra y del disco, que vamos a obtener en
el sistema de referencia centrado en el centro del disco.

Empezamos con el momento de inercia de la barra

Ro+L

R2+L y3
Iyo = / wyy?dy = wy, {3} = wp
R2 R2

(Ry+ L) — R3
3

Seguimos con el momento de inercia del disco

Ro 27 R 47 R2 R4 _ R4
Ipo = / rwdTer/ do = 27rwd/ r3dr = 2rwy r} = 2wy [21}
Ry 0 Ry 4 | g, 4

Como tenemos los 2 momentos de inercia calculados en el mismo punto O, los podemos sumar para obtener el momento
de inercia total del péndulo

(Ry+ L)* — R}
3

1,

RY— RY
.0 =1Iho+Ii0=wpy + Twy [21] (37)

2

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene que

I 0 = 5,80 kg - m? Ii0 = 0,151 kg - m? I,.0 = 5,956 kg - m?

Usando el Teorema de los Ejes Paralelos, obtenemos el momento de inercia del péndulo en su centro de gravedad G como
Lo =1lc+ My} ¢
Despejando, en nuestro caso se tiene
Ipc =1Ipo — (My+ My) Y}

Sustituyendo las variables por los datos dados del problema, se obtiene el resultado final pedido

Ipc = 2,99 kg - m?




11 de Noviembre del 2021

Examen parcial de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:
= Kl exdmen termina a las 15:00
Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.
No esta permitido el uso de apuntes
No estd permitido el uso de mdviles, al que se pille usando un moévil se le expulsard del aula y tendra un cero.
g=93813

1. (2 puntos) Un afio luz es la distancia que recorre la luz durante un ano Juliano (de 365.25 dias de 24 horas cada uno).
Sabiendo que la velocidad de la luz es ¢ = 299792458 m/s, cudntos km son un ano luz?, escribe el resultado en notacién
de ingenierfa. Solucién: Teniendo en cuenta que 1 Ao Luz (1 A.L. a partir de ahora) es la longitud que recorre la luz
a su velocidad (c) durante un afio (7'), tenemos que

1 A.L. = Tiempo * Velocidad de la luz =1 Ano x ¢
Y este es un problema de transformacién de unidades de longitud y tiempo. Veamos primero cuantos segundos es un

ano Juliano:
| Afio = 1 Afoo0%:20da (240 (60min’\ 7 60s N _ o) ovins — 3 15576 107
Ano 1dia 1h 1min

Por otro lado, la velocidad de la luz, en km/s, es

1km
103m

c= 299792458? ( ) - 299792,4581%11

Por tanto:
k
1AL =1 Anoxc=3,15576 - 107s 2997927458%11 = 9460730472,58 km = 9,460730472 - 10° km

Por lo que, en notacién de ingenieria, el resultados que nos piden es:

1AL =946-10° km




2. (2 puntos) Obtén la magnitud y vector unitario de direccién de la fuerza total que actiia sobre el clavo de gancho.

Solucién: En este problema tenemos 3 fuerzas tirando de un gancho en distintas direcciones dentro de un plano, y nos

piden la magnitud y direccién de la fuerza total sobre el gancho.
A partir de la grafica del gancho, en el sistema de coordenadas x — ¥, tenemos que las 3 fuerzas son:

Fy = Fy cos(30)i + Fy sin(30)]
_ 3. 4.

F2 = 7F25’L + FQgJ

Fy = F3i

La suma de fuerzas que actiia sobre el gancho es

3
Fr =" F, = 266,603 Ni + 210 Nj
n=1

Por lo que su magnitud (su valor absoluto) es
Fr=\/F}+ F2=33937TN
Y su direccién viene dada por el vector director, que es igual a

F . .
ip, = F—; = 0,7855647 + 0,61878]

Por lo que, en notacién de ingenierfa, los resultados que nos piden son:

Fr =339 N

ip, = 0,786i +0,6195




3. (2 puntos) Reemplaza la carga distribuida por una fuerza resultante equivalente, y especifica su ubicacién, medida
desde el punto A.

wi (z) = 200z? N/m

Solucién: La fuerza equivalente se calcula integrando la carga distribuida a lo largo de toda la viga. En este caso,
como toda la carga tiene la misma direccién, podemos obtener directamente la magnitud de la misma

L+M
Fr = / w(x)dx
0

En este caso, la distribucién de carga entre # = 0y & = L verifica que w(x) = wi (x) = 20022, mientras que entre v = L'y
x = M verifica wa () = a+bx. Por suerte, como sabemos por la grafica adjunta que wy (L) = wq(L) = QOOLZE = 800%,
y que wa(L + M) = O%, podemos obtener los valores de a y de b que definen a wy(x).

wo(L) =800 =a+ bL
wa(L+M) =0= a+b(L+ M)

De la primera condicién, obtenemos que a = 800 — bL, dato que, incrustado en la segunda, nos da

0 =a+b(L+ M) =800 —bL +bL + bM = 800 + bM

—800 800 L+ M
= = —267 |y, por tanto, que |a = 800 + ﬁL = 800 i

Ahora si procedemos a resolver la integral

L L+M
Fr :/ wl(x)d:c+/ we(x)dx
0

L

L L+M
= / 20022dx + / a + bxdx
0 L

L L+M L+M
:200/ xde+a/ d:z:+b/ zdx
0 L L

1.3 L $2 L+M
=200 taxf™ 40
0

por lo que se obtiene que | b = 1330

L

L3 03 (L+M)? L2
=200 {33} +a[(L+M)L]+b{22}
M? +2LM

L3
= 200— M+b
003+a + B



Sustituyendo a y b por su valor, se tiene que

L3 L+M —800 M? +2LM
Fr =200— M
R OO3 -+ 800 i + i 5

L3 M
= 2()0? + 800(L + M) — 800 (L + 2)

LS
= 200? + 400M
= @ N=1733,33 N

Asi ya tenemos la magnitud de la fuerza, para saber la posicién de la misma sobre la viga, tenemos que calcular la
integral de momentos generados por cada carga para obtener el momento resultante

L+M
Mg = / zw(x)dx
0

L L+M
:/ zwl(x)dzzz+/ xwy(z)dx
0 L

L L+M
:/ 200x3dx+/ ax + br?dx
0 L
L L+M L+M
= 200/ xddx—i-a/ xdx+b/ 22dx
0 L L
4 L 2 L+M 3 L+M
=200 2| +a2 o
4, 2 3L
Lt ot (L+M)? L? (L+M)3 L3
200[44] ”[22} *b{ss]
Lt M? +2LM 3L2M + 3LM? + M3
=200— +a +b
4 2 3
Lt L+MM?+2LM  —800 [3L?M +3LM? + M3
= QOOZ + 800 7 5 + i [ 3 }

4 M 312 + 3LM + M?
= 200=- + 800(L + M) <L+2)—800[ + . + ]

=3600 N - m
Con este ultimo dato, y recordando que

_ _ Mr 3600N-m 27

Por lo que, en notaciéon de ingenieria, los datos que nos piden son

| Fr=1,73-10° N|




4. (2 puntos) Obtén las fuerzas que ejercen los cables AB y AC para mantener en equilibrio la bola de la figura de masa
m = 20 kg, si F' =300 N.

d=15m

Solucién: A partir del diagrama smaphﬁcado adjunto, podemos hacer un Diagrama de Cuerpo Libre del punto A,
donde tenemos el efecto de la fuerza F' horizontal, el peso P= mg, que tira hacia abajo (verticalmente), y las fuerzas
de soporte de los cables AB y AC, que podemos suponer que tiran del punto A en la direccién de cada cable respectivo.

e V2]

Los dngulos 8 y «v se pueden deducir a partir del diagrama simplificado usando trigonometria:

. d L d
Sln(’Y) = W = 0,6 COS(’)/) = W = 0,8 tan(’y) = z = 0,75
d+h L d+h
sin(f) = —— 1 _ 0780 cos(f) = ———__ — 625 tan(8) = L% — 195
(8) (d+h)?+L? ) (d+h)2+L? ) L

Como el sistema se encuentra en equilibrio, el punto A también se encuentra en equilibrio, por lo que la condicién de



equilibrio del punto A es, descomponiendo la condicién en componentes horizontal y vertical, tenemos:

0

ZF;- =F+ P+ Fap+ AC
eje x):F' + 0 — Fapcos(B) — Fac cos(y)=0
eje y):0 — P+ Fapsin(B) + Facsin(y)= 0

Este sistema se puede resolver, dando como resultado

Py P cos(y) — Fsin(y)
sin(B) cos(vy) — cos(B) sin(y)

Fio — Fsin() — P cos()
sin(3) cos(y) — cos(B) sin(y)

Sustituyendo en estos resultados, se obtiene, en notacién de ingenieria, que

\FAB =922 N\

Fac =447 N




5. (2 puntos) Traza el Diagrama de Cuerpo Libre de:

= La caja de volteo del camion, la cual tiene un peso de 3000 kg y su centro de gravedad en el punto G. La caja
estd soportada por un pasador en A y un cilindro hidrdulico BC' (eslabén corto).

= Del cilindro hidrdulico BC' (eslabén corto).

= Del camién sin caja ni cilindro hidraulico BC, el cual tiene un peso de 2500 kg y su centro de gravedad en el
punto D.

G

L1:1m B
Ly=4m L1
L3y=1m LG
Ly=1m fo Lo o] ¢
L5:3m A
L6:1Hl L4
L7=1.5m i
a=20° D

L L L
3:300 1 2 3

Solucién: Para hacer el DCL de la caja, tenemos en cuenta que en A tenemos un pasador, por lo que esta restriccién
evita desplazamientos horizontales y verticales, pero NO evita giros, por lo que nos genera 2 reacciones, las fuerzas Ex,
que evita desplazamientos horizontales, y la fuerza /Yy, que evita desplazamientos verticales. Nos dan también el centro
de gravedad de la caja en el punto G, por lo que ahi situamos el peso 130 = mg de la caja, vertical hacia abajo. Por
ultimo, tenemos el cilindro hidrdaulico BC', que actia como un eslabdn sin peso, cuya reaccién Fpe es una fuerza que
actua a lo largo del eje del mismo eslabon. Por todo ello, nos queda el siguiente Diagrama de Cuerpo Libre:

Para el DCL del cilindro hidraulico BC, tenemos en cuenta que este cilindro hidraulico es un elemento de 2 fuerzas,
actuando una sobre cada extremo, por lo que estas fuerzas tienen que ser colineales a lo largo del eje que une a los
puntos de aplicacion de las fuerzas B y C, y antiparalelas para que se cumplan las condiciones de equilibrio sobre el
cilindro.

Ademis, dichas fuerzas, por el tercer principio de la dindmica de Newton, tienen L que ser opuestas a las fuerzas que
ejercen sobre la caja y sobre el camién, por lo que se ha de verificar que FBC = fFBC y que FCB = fFCB, por lo que
el Diagrama de Cuerpo Libre del Clhndro Hidréulico BC es:



Por ultimo,nos queda el camion sin caja. Como nos dan su centro de gravedad D, sobre él situamos el peso Pp = mg
vertical hacia abajo. Tenemos también que el camién esta sostenido sobre sus ruedas en un suelo plano, por lo que

5 >
dicho suelo genera una resistencia sobre cada rueda perpendicular hacia arriba, R, y S, pues nada en el problema nos

. o
dice a priori que dichas fuerzas sean iguales. Ademds, tenemos el pasador en A, que nos genera 2 reacciones A’ y A;

iguales, pero de direccién opuesta a las que generaba sobre la caja, por lo que se tiene que /T; = —/L y AL =—A,.
Con todo esto, nos queda el ultimo Diagrama de Cuerpo Libre pedido:

AA =—A - .
Y ! . Fen
A =-A C
x T ﬂ
A,r> f
Ly
L1 L2 ﬁD 3




12 de Enero del 2022

Examen final de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Examen del 12 de Enero del 2022 de Fisica Aplicada de Fundamentos de Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:
= El examen empieza a las 9:00 y termina a las 12:00
= Sélo se puede usar calculadora cientifica no programable.
= No estd permitido el uso de apuntes

= No esta permitido el uso de moviles, al que se pille usando un mévil se le expulsara del aula y tendra un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estds esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu movil en mi mesa.

" g=9813

1. Obtén las fuerzas a las que se hayan sometidos los elementos dibujados en negro de la gria de la figura, e indica si son
elementos de tensién o de compresién.

M

Y
v
v

7Y
7
4
2

L,

B
7

£=0.4m
h=0.3m
L2:35m
H=36m
m = 200 kg
M =1Mg

Lol

Solucién: Podriamos hacer este problema por el método de los nodos, empezando en la carga m que soporta la gria
hasta llegar a los elementos que nos interesan, pero es mucho mas comodo utilizar el método de las secciones, pues si
la grua estd en equilibrio, una parte de la misma también los estd, por lo que nos quedamos con la siguiente seccién a
estudiar:

A y4747474

m 1;1 ﬂj?*

Cuyo Diagrama de Cuerpo Libre es:



h?/ A4V
| —

Donde hemos sustituido al resto de la gria por las fuerzas internas de los elementos que nos interesa obtener. Ademas,
usamos los datos del problema para obtener las funciones trigonométricas que de seguro vamos a necesitar:

_h 3 cos(@)—L—é tan(ﬁ)—ﬁ—§
VR 5 CVeETR 4

{4
Ahora podemos aplicar las condiciones de equilibrio respecto a desplazamientos y respecto a giros de esta seccion de
la gria

sin(0) =

ZE:W+FAc+ﬁBc+FBD:6

eje x) Fac + Fpocos(@) + Fgp =0
eje y) — W + Fpcsin(0) =0

La condicién de equilibrio respecto a giros se simplifica mucho si la estudiamos en torno al nodo B

> (M;), =7p x W +7pa x Fac + 75 X [ﬁBC+ﬁBD:| =0

eje z) + LiWsin(90) — hF ¢ sin(90) 4+ 0 =0

A partir de las ecuaciones en los ejes y y z, obtenemos directamente

W
F =
Be sin(6)
L

Fac = fw
Y, sustituyendo en la ecuacién del eje x, obtenemos

Ly 1 L+ ¢

Fpp=-W |— =-W
BD { nt tan(ﬂ)} h
Sustituyendo por lo datos del problema, se tiene
Fpo — 10,5 kN | Fac =327-10° N| Fpp = —13,1-10° N

Por el criterio de signos usado, los elementos AC' y BC' son elementos en tension, y el elemento BD es un elemento en
compresion.



2. Representar los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante de la viga en volalizo de la figura.

w(z) = 100 N/m F =500N

Solucién: Para poder representar estos diagramas, necesitamos conocer todas las reacciones que actian sobre la viga.
Para ello serd ttil obtener la fuerza equivalente a la distribucién de carga w(z) dada:

L L L
Feq :/ w(z)dz = / wodz = wo/ dr = woL =200 N
0 0 0

L 2

L L L 22 I
M, z/ zw(z)de = / wozdr = wg/ zdz = wyg —| = wo = 200 N -m
0 0 0

2

0
Por lo que podemos obtener el punto de aplicacién de la fuerza usando

M, L
Foy 2

T = =1m

Asi que ya podemos sustituir la distribucién de carga por ﬁeq, situada a una distancia Z del punto A.

A
P\ 4

Ademids, podemos sustituir el soporte fijo de la viga en voladizo por 2 fuerzas que impiden el desplazamiento horizontal

(A'm) y vertical (Ey) de la viga, y por un momento de par (M 4) que impide que la viga gire. Por lo que tenemos el
siguiente Diagrama de Cuerpo Libre:

1
A
P, 4
<

o 4
~
Il
[\
B



Ahora podemos aplicar las condiciones de equilibrio respecto a desplazamientos y respecto a giros de la viga

eje x) A, =
ejey) Ay —Feg — F =0

Estudiamos la condicién de equilibrio respecto a giros en torno al punto A

Z(J\Zfi)A—FZMj:FAAX/T-FFAfXﬁeq+FABXﬁ+J\ZfA=6
i J

eje 7) 0+ My, — LF — M, =0

Asi que obtenemos las siguientes resistencias

\Ay:F+Feq=7OON\ \MA=M6q+LF:1200N.m

Con estos datos, ya tenemos informacién suficiente para construir los 2 diagramas que se nos piden. Empezamos por el
Diagrama de Fuerza Cortante, para lo que recordamos que, para fuerzas F;y compactas hacia arriba en x = g, se tiene
que AV (zg) = Fy, y para cargas distribuidas (también hacia arriba), se verifica que

x

V(z) = V(zo) +/ w(x)dx

Zo

Nosotros empezariamos el estudio con V' (0) = 0, pero ya en z = 0 tenemos una fuerza compacta hacia arriba /Yy, por
lo que tenemos que V(0) = A,, en el resto de la viga tenemos una carga distribuida hacia abajo, por lo que

x

V(;v):Ay—/ w(m)dx:F—i—Feq—/ wodx:F—i—woL—wo/ dz =F 4+ wo (L — )
0 0 0

Sustituyendo por los valores numéricos nos queda

V() =100(7 - z) N

Por ltimo, en el extremos final de la viga tenemos otra carga compacta hacia abajo, por lo que AV (L) = —F, lo que
hace que, en el punto final, se tenga V(L) = 0.
Con todo esto, nos queda el siguiente Diagrama de Fuerza Cortante:

Para el Diagrama de Momento Flexionante, recordamos que, para momentos de par M, (paralelos a E) compactos en



x = xo, se tiene que AM (zg) = —My, ademds, se verifica que

M@y:M@@+/wvmmx

Otra vez, nosotros empezarfamos el estudio con M (0) = 0, pero ya en = 0 un momento de par compacto M 4, por lo
que M(0) = M4, en el resto de la viga tenemos fuerzas cortantes, por lo que

M(x) :—MA+/O$V(m)dx
:—MA+A[F+W( )] do
—_MA—q—/Oz(F—i—wOL)dx—/Owwoxdx

=—Mus+ F—l—wOL/dx—wo/ xdx
/0

Z—MA+(F+IU0L

2
33|0 —wo %

)
)
) x? — 02
)

Z—MA+(F+IU0L ( ) wo 9

x2

La fuerza compacta en el extremo final de la viga no contribuye al momento flexionante, pues nunca queda a la derecha
de ningun punto de la viga. Sustituyendo por los valores numéricos nos queda

M (z) = [-1200 + 700z — 502°] N-m

Con todo esto, nos queda el siguiente Diagrama de Momento Flexionante:

OO L x




—

3. Obtén la fuerza minima P,,;, que puede ejercer el motor de la figura para sostener la cabina de masa M sin que se
caiga, y la fuerza méaxima P,,,, que ha de ejercer sin elevar la cabina si el coeficiente de rozamiento estatico de la
cuerda con la rueda fija (que no gira) es ;.

gl

M =100 kg +

Solucién: En este problema tenemos un motor que ejerce una fuerza P sobre una cuerda sujeta a una rueda fija, para
subir o bajar una carga de masa M. Lo fundamental de este problema es darse cuenta de que la rueda NO gira, por lo
que la cuerda esta en equilibrio siempre que la carga y la fuerza del motor sean tales que la cuerda NO arrastre.

Por ello, tenemos que pensar en la cuerda como en una banda plana, por lo que sabemos que la fuerza transmitida de
un lado a otro de la cuerda en movimiento inminente serd Tp = ThePts. Los 2 casos que nos interesan a nosotros son
los siguientes

movimiento inminente movimiento inminente

Para sujetar la carga, nos sostenemos con la friccién, por lo que en movimiento inminente se tiene
W = Pppelts

Mientras que, para elevar la carga, la fuerza ejercida por el motor ha de superar a la friccién, por lo que se tiene en
movimiento inminente que

Pmaz = WG'BMS

En nuestro caso, se tiene que # = 180 = 7 rad, por lo que las fuerzas que nos piden son

Ppin = We Prs =279 N Praw = WePts =3.45.10° N




4. Obtén la posicién del centroide de area de la figura, usando L=5my ¢ =1 m.

L

< >

A

L

KI \ 4

<+——>

14

Solucién: No hay més que aplicar las férmulas dadas en clase, empezamos calculando el area y la posicién del centroide

del cuadrado de lado L
L L
A(L):/dA:/ dx/ dy = L*
A 0 0

También necesitamos las siguientes integrales

L L IEQ L L3

A1o(L) = / zdA :/ :de/ dy==—| L=—
A 0 0 2 |, 2

L L y2 L L‘3

Apr(L) = | ydA= dax ydy =1L L| ==
A 0 0 2 |, 2

Se obtienen resultados equivalentes para el hueco cuadrado de lado ¢, por lo que se tiene que el area de la figura es
A=A(L) - A(f) = L* — > =24 m?

De la misma manera, cuando se estudian objetos compuestos, hemos aprendido que la contribucién de los huecos se
resta, por lo que las coordenadas del centroide de la figura son:

A1o(L) —A1p(f) 1 L3 -0

Xo =

A T 2I2 -2
Ag1(L) — Agi(0) 1L3—03
Yo = A T 92 _p2

Si sustituimos por los valores que nos dan, se obtiene el resultado pedido:

10303

Xc=Yc




5. Obtén los momentos de inercia principales de area de la figura, usando L=5my £ =1 m.

Solucién: Para resolver este problema se puede usar el resultado del anterior, por lo que ya tenemos que

A=I12—(2=24m
113 -3

re=Ye=sp

=208 m

Pero ahora necesitamos calcular los segundos momentos de drea del cuadrado para estudiar la figura compuesta

3L 4

Aso(L) :/ 22dA —/ 2dx/ dy :g L :%
0

2L 4

A1 (L) = /xydA 7/ xd:c/ ydy m— vi_L

’ 20, 2|, 4

ygL 4

Ap2(L) :/ysz :/ da ydy =L = =—

A 0 0 31 3

Otra vez tenemos que utilizar que, cuando se estudian objetos compuestos, la contribucién de los huecos se resta, por
lo que los segundos momentos de 4rea de nuestra figura, medidos desde el origen de coordenadas O = (0,0), son

L4 _ 64

IO,y = IO,:L’x = A2,O(L) - A2,0(£> = 3 =208 m?
L4 _ €4

Iowy =A11(L) —A11(€) = = 156 m*
gl

Ioe=1Ioyy = Ao2(L)— Aop2(l) = 3 = 208 m*

Siempre que se piden los momentos principales de area, hay que asumir que uno se refiere a los momentos principales
de area medidos en el centroide de la figura, por lo que necesitamos usar el Teorema de los Ejes Paralelos para obtener

los segundos momentos de area en el centroide (para a partir de ellos obtener los resultados que nos piden)
El Teorema de los Ejes Paralelos es

loij = Icij +rociroc;A,



donde 7,j = {x,y}. A partir de este resultado obtenemos

L4—£47 <1L3£3

2
IC,y = IC,zfc = IO,mc - TOC,zTOC,xA = 3 ) (L2 — 52) = 47,8 m4,

202 /2
L=t (1103 3\°
IC,zy = IO,xy - TOC,zTOC,yA = T — <2M) (L2 — £2) = —4,17 m4,
L=t (1 2
Iow =1cyy =loyy —rocyrocyA = 3 (2%) (L2 - 52) = 47,8 m*,

Por dltimo, a partir de estos segundos momentos de area medidos desde el centroide, podemos obtener los momentos
principales de inercia de la figura que nos piden usando

I, + 1. Tow—1Ics\2
I:I::ic’ 3 C,yi\/<C,y2 < ) +Ig‘,a:y

De donde se obtiene que

L4 4
Iyviazx :IJr = e

] 12 /s
Ingin = 1- = — |L* — 130* + 12163 — 6L%¢* + 12
M D [ 30* + 6 + L+£]

Sustituyendo los resultados numéricos, se obtiene

Intaw = I = 52,0 m* \ Tngin = I = 43,7 m* \




17 de Junio del 2022

Convocatoria Extraordinaria de Fisica aplicada a estructuras e instalaciones,
Grado en Fundamentos de la Arquitectura

Nombre y DNI:

Instrucciones:

= El examen empieza a las 11:00 y termina a las 14:00
= Solo se puede usar calculadora cientifica no programable.
= No esta permitido el uso de apuntes

= No esta permitido el uso de méviles, al que se pille usando un mévil se le expulsara del aula y tendra un cero, voy a
ser muy estricto e intransigente con esta regla. Si estds esperando una llamada importante, dimelo y yo tendré
tu mévil en mi mesa.

» Todas las preguntas puntdan igual (2 puntos).

Fp =50 N
Lpg=3m
Lgc=3m
Lap=4m
Lo =5m
Lecg=5m

Solucién:
Vamos a resolver este problema por el método de los nodos. Por lo que lo primero que tenemos que hacer es obtener
la posicion relativa de cada nodo. Asumiendo que el nodo F sea el origen de coordenadas, tenemos que:

A= (-Lpg —Lap,Lag,0)=(=7,5) m

B: (_LDE_LBCy LQCE_L%E> :(—6,4) m

C: (_LDEa L%‘E _L2DE> = (—3,4) m

D= <_LDE7O) = (—370) m
E =(0,0) = (0,0) m

Lo siguiente es aplicar las 3 condiciones de equilibrio 2D a la armadura completa para obtener las resistencias en el
pasador en E y en la pared plana en A. Para ello, construimos el Diagrama de Cuerpo Libre de la armadura:



Y, por tanto, las condiciones de equilibrio respecto a desplazamientos y respecto a giros son

—

SR = Pyt A+ B0
ejex) 0+A,+E, =0
ejey) —Fp+E, =0

La condicién de equilibrio respecto a giros centrada en el nodo E es:

Z(Mi)E:FE‘AXE+FEBXﬁB+FEEXE:6

eje z) —b5A, +6Fg+0 =0

De donde obtenemos directamente que

‘Ey:FB:5ON‘ sz—szgFBZGON

Una vez que tenemos las resistencias de los soportes, la armadura es resoluble por el método de los nodos. Como vimos
en clase, a priori asumiremos que todos los elementos de la armadura se encuentran en tensién (por lo que, si obtenemos
resultados negativos, serdn elementos de compresion), asi que la fuerza de reaccién sobre los nodos los empujan hacia
el extremos opuesto del elemento que soportan, tal y como indica el siguiente grafico.



Recordamos que, en el método de los nodos, para que cada nodo sea resoluble, teniendo en cuenta que tenemos 2
ecuaciones de equilibrio en cada nodo, necesitamos que en cada nodo haya como mucho 2 incégnitas.
Empezamos aplicando las condiciones de equilibrio del nodo E:

ZE :E+FED+FEC :6

eje Xx)E, — Fgp +sin(8)Frc=0

ejey) Ey+cos(B)Fec =0
_ Lpr _ 3 : _ VILEe—Lhe _ 4
Usando que cos(8) = 722 = ¢ y que sin(B) = e = £, obtenemos que
5 250
Fpc=—2B, = -~ N=-8333 N
3 3
4 380

Seguimos con el nodo D, usando que Fpg = Fgp, por lo que tenemos, en el equilibrio:
Zﬁz = Fpp + Fpc + Fpp=0
i

eje X) sin(B)FDB +0—Fpg=0
eje y) cos(8)Fpp + Fpc +0=0

De donde obtenemos que

5 475
Fpp=-Fpg=— N=15833 N
4 3
3 3
Fpc = _gFDB = _gFDB =-9 N

Ahora vamos con el nodo C, para lo que usaremos que Fop = Fpc v que Fop = Fgeo, ademdas, necesitamos saber

los valores de sin(y) y cos(y). Para ello, lo més ficil es obtener el vector que une al nodo C' con el nodo A como
foa = A—C = (4,1) m, su vector unitario tendrd como componentes a tca = ‘::g;‘ = (cos(v),sin(y)), por lo que
obtenemos que sin(y) = \/% y cos(y) = \/%, as{ que tenemos que, si el nodo C se encuentra en equilibrio, se ha de




verificar que:
Z-ﬁz :ﬁCA+ﬁCB+FCD+ﬁCE =0
i

eje x) —cos(y)Fea — Fop + 0 —sin(B8)Fop=0
ejey) sin(y)Fea+0— Fep —cos(f)Feg =0

De donde obtenemos que

3250
Sil’l(’y)FcA = FCD + COS(B)FCE = FCA = —V17 (95 + 53) = —145v17 N = —597,85 N

1940
Fop = —cos(y)Foa —sin(B)Fep = 5 N = 646,67 N

Por dltimo, usando Fpe = Fep y Fep = Fpp, aplicando las condiciones de equilibrio sobre el nodo B obtenemos la
tension del elemento AB

Zﬁl :ﬁBA+ﬁBc+ﬁBD+ﬁB =0
eje X)Fpa, + Fpe —sin(f8)Fpp +0=0
eje y) Fpa,y+0—cos(8)Fpp — Fp =0

De donde obtenemos que

Fpaq. =sin(B)Fpp — Fpc = —520 N

Fpay =cos(B8)Fgp + Fp =145 N

Por lo que tenemos que | Fpa = \/FJ%A@ + F]%,Aqy = 539,84 N |, y por la orientaciéon de las componentes = e y vemos

que AB es un elemento de tensién.
Recapitulando, teniendo en cuenta que si obtenemos Fj; > 0 tenemos un elemento de tensién y, en caso contrario, un
elemento de compresién, tenemos que:

= Elementos de tensiéon: AB, BC', BD y DE
= Elementos de compresién: AC, CD y CE

2. Representar los diagramas de fuerza cortante y de momento flexionante de la viga sostenida por cuerdas de la figura.

0] v

A
A4

Solucién:

Para resolver este problema, necesitamos conocer la fuerza de reacciéon sobre cada uno de los soportes, por lo que
necesitamos el Diagrama de Cuerpo Libre del objeto extenso, donde también hemos sustituido ya la carga extensa por
la fuerza equivalente situada en un punto situado una distancia T a la derecha del punto A.



A - > B
L

A
\ 4

Para poder resolver las fuerzas sobre las cuerdas, necesitamos conocer la magnitud de la fuerza resultante Fg de la
carga y su punto de aplicacién Z. Para ello, integramos la carga a los largo de toda la viga, y el momento resultante
Mp, alrededor del punto A, obteniendo

L L
FR:/ w(x)dx:wo/ de =woL =5 KN
0 0
L L LQ
MR:/ w(x)acdx:wo/ xdx:wo7:5KN~m
0 0

Como sabemos que el momento y la fuerza resultante se pueden escribir como Mr = TFg, donde T es la posicion de
Fr medida desde el punto A, se tiene

Mg wkr L
f—TR— wOL 75*0,50m

Por lo que el punto de aplicacién de la fuerza resultante Fg es el punto medio de la viga. Ahora, aplicando las condiciones
de equilibrio respecto a desplazamientos y respecto a giros de la viga, podemos resolver las fuerzas de los cables que la
sostienen.

S B = At Byt B=0
ejex) 0+04+0 =0
ejey)Ay—Fr+By=0 = A,+B,=Fp

La condicién de equilibrio respecto a giros centrada en el nodo A es:

Z(Mi)AZFAAXE+FAiXﬁR+FAEX§=6
[

eje z) 0—-Mgr+ LB, =0

De donde obtenemos directamente que

F L
Ay:By:7R:w0§:2,5KN

Asi ahora ya tenemos todo lo necesario para resolver el problema. A partir de la relaciones diferenciales dadas en clase,
se obtienen la fuerza cortante V(z) y el momento flexionante M (x) como

V() = V(o) —&-/zw(az)dx

0
xT
M(z) = M(zo) —|—/ V(z)dx
zo
Ademas, cuando tenemos fuerzas concentradas F (z0) en un punto g, tenemos que corregir estas férmulas usando
AV(SL’()) = F(.’Eo),

donde asumimos signo positivo si F(zg) estd orientada hacia arriba, y negativo en caso contrario.
Empecemos con la fuerza cortante. En nuestro caso, por defecto, tenemos que empezar nuestro andlisis con V' (0) = 0,



pero justo en z = 0 tenemos una fuerza concentrada ffy, por lo que tenemos que usar AV (0) = A, asi que resolvemos
(teniendo en cuenta el signo de la carga distribuida), para todo x situado a la izquierda de la siguiente fuerza concentrada

enx =1L
Viz)=A4, /;w(x)dxwo (g :1:)

En x = L tendrfamos que V(L) = —woé, pero tenemos otra fuerza concentrada que hay que anadir usando AV (L) =
B, = woé, por lo que se obtiene al final que V(L) = 0.

En el calculo del momento flexionante no tenemos pares concentrados en ningin punto, por lo que la resolucién de la
integral de la fuerza cortante es suficiente, asi que tenemos, empezando como siempre con M (0) = 0:

x T T T L 2
M(a:)zM(O)+/O V(w)dsz—i—/O [A, —wox]dz = A, ; dx—wo/o xdx:wogx—wo%:%x(L—x)

L
5) =0y que lim, ,;, V(z) = -4, = —2,5 KN,

mientras que V(L) = 0, por otro lado, tenemos que M(0) = M(L) =0y que M(%) = wOL = 0,625 KN - m. Por lo
que los Diagramas de Fuerza Cortante y de Momento Flexionante son:

Para pintar los resultados, es util ver que V(0) = A4, = 2,5 KN, V(

V (z)[KN] 06 M(z)[KN - m]

0.5
0.4

0.3

0.0 0.2 0.4 0.6 0.8

3. Tenemos una cuerda de M =1 kG de peso y L =2 m con b = 50 cm colgados de un precipicio y el resto estirados, tal
y como se muestra en el grafico. Teniendo en cuenta que la friccién estatica de la cuerda con el suelo es pg = 2. jSe
caerd la cuerda por el precipicio?

b =50 cm
b L=2m

:us:2

M =1Kg

Solucién:
Para resolver este problema, hay que darse cuenta de que la cuerda estd sujeta por el suelo en toda la extension
a = L — b, mientras que el extremo colgante de longitud b no esté sujeto, por lo que tenemos un peso actuando en dicho
extremo de magnitud

W = / b

Si hacemos el Diagrama de Cuerpo Libre de la parte de la cuerda colgada del precipicio, vemos que el peso de la cuerda
tirante se transmite hasta el extremo superior (el borde), donde tiene que estar sujeta por el suelo (si no, se caerfa). Es



muy importante darse cuenta de que el vértice donde estd sujeta la cuerda actiia como una polea donde la cuerda sufre
friccién seca sobre la superficie y, por tanto, se transmite una fuerza en movimiento inminente igual a Ty = The #<P,
donde T3 es la magnitud de la fuerza aplicada sobre la cuerda en el extremo colgante, que es igual al peso de la parte de
la cuerda colgada en el precipicio, T3 es la fuerza transmitida al otro lado de la cuerda, us es el coeficiente de friccién

us

estatica y f = § rad es el dngulo de la polea (que el radio de la polea sea cero es irrelevante aqui).

movimiento inminente

Ny
T,

— ——
Ty ofT .=
s 1 S
< E=====§ B=15 e
b2
RS
E
N
a Wb @

\ 4

La fuerza T; transmitida a la parte de la cuerda sobre el precipicio tira de ella hacia el borde horizontalmente hacia
la derecha, por lo que la cuerda sélo puede estar en equilibrio si una fuerza de la misma magnitud y de sentido
contrario actia sobre la misma, esa fuerza es una fuerza de friccién F 7, cuyo maximo valor en equilibrio viene dado
por Fr = usN,, donde N, es la magnitud de la fuerza normal que soporta al extremo de la cuerda a que se encuentra
sobre el precipicio, tal y como se muestra en el Diagrama de Cuerpo Libre de arriba.

En movimiento inminente, tenemos que la tensién que se transmite al extremo izquierdo de la cuerda es (usando
Ty=Wy=M%, ps =2y =73 rad)

b
T, = Tge_ﬂsﬁ = Mfe_”

Para que el extremo a se mantenga en equilibrio, se ha de cumplir que

N Fy=W,+Ti+ N, + Fp=0

eje x) T, — Fp =0
ejey) Na_Wa :O
De donde se obtiene que
Fr =T; —ME -
F=d=Mye
a L—-b
Ne=W,=M—-—=M———
L L

El maximo que la fuerza de friccién puede soportar es cuando nos encontramos en situacién de movimiento inminente,
cuando Fp = Fs = usN,, por lo que, para que la cuerda no caiga, se ha de verificar que

b
s Ny > Mzef“sﬁ



Despejando en esta igualdad, se llega a

s

b<L——
s + e Hs

Sustituyendo los datos del problema, obtenemos que

b <0979 m

Es decir, como se verifica que

0,5 m < 0,979 m,

la cuerda no se caera por el precipicio.

. Obtén la posicién maxima p a la que se puede colocar el tercer bloque sin que se caiga ninguno.

Yy
p _
d h =5 cm
w b=10 cm
d=4cm
M=1Kg
hl
—> T

Solucién:

En este problema serd importante ver la posicién del vector peso de cada uno de los bloques. Podemos asumir que la
posicion de aplicacién del peso es el centro de gravedad, que en este caso homogéneo coincide con el centroide de cada
bloque en el medio del mismo, tal y como indica el siguiente gréfico:

Y
p |-
M
—2 |
d 3
745‘_'
b N v
i
h |le—2_,
v
_ T
b |7
v

Para solucionar este problema, tenemos que comprobar que los 3 bloques se encuentren en equilibrio para una posiciéon
p del tercer bloque. La tinica manera de la que nos podemos salir del equilibrio es que la fuerza resultante de los bloques
se encuentre aplicada en un punto a la derecha de la superficie de contacto de los bloques. En este caso, tenemos que
comprobar 3 posibles casos:

a) Que el conjunto de 3 bloques no gire alrededor del eje situado abajo a la derecha del bloque de abajo.
b) Que el conjunto de los 2 bloques superiores no gire en torno al eje situado arriba a la derecha del bloque de abajo
¢) Que el bloque superior no gire alrededor del eje situado arriba a la derecha del bloque intermedio

En la siguiente figura vemos ejemplos de estos 3 posibles giros:



En el primer caso, tenemos que la fuerza resultante de los 3 bloques es ﬁlgg =F + Fy+ ﬁg, por lo que
Fio3 = Fy + Iy + F3 = 3Mg

Para obtener la posicion Z; de la fuerza resultante del sistema de 3 bloques, calculamos el momento resultante en torno
al punto x = 0, teniendo en cuenta que podemos asumir que la posicién de aplicacién del peso es el centro de gravedad,
por lo que se obtiene

b b b
Moz = §F1 + <d+ 2) I+ <p+ 2) F3 =71F123

Por lo que

. gMg+(d+g)Mg+(p+§)Mg:§+d+p

3Mg 2 3

La condicién de equilibrio del sistema de 3 bloques es que Z; < b, por lo que,

b d+p
24870
st 3 <

despejando, obtenemos la primera condicién, que se ha de cumplir para que el conjunto de 3 bloques no gire en torno
a la base y se acabe cayendo:

b
p<%fd:9(:m

Actuamos exactamente de la misma manera en los siguientes casos. La fuerza resultante de los 2 bloques superiores es
F23 :F2 +F3 = 2Mg

Para obtener la posicidon Z, del sistema de 2 bloques superiores, calculamos el momento resultante en torno al punto
z =0,

b b
Mz = <2+d>F2+<p+2>F3:£2F23,

de donde se obtiene que

(5+d) Mg+ (p+3%) Mg d+p+b
2M g N 2

To =

La condicién de equilibrio del sistema de 2 bloques superiores es que To < b, por lo que,

d+p+b

b
B <

despejando, obtenemos la segunda condicién, que se ha de cumplir para que el conjunto de 2 bloques superiores no gire



en torno a la arista del de abajo y el conjunto se acabe cayendo:
p<b—d=6cm

Por dltimo, la fuerza sobre el bloque superior es F3 = Mg, y la posicién Z3 del bloque superior medida desde x = 0 es
=p+ %. La condicién de equilibrio del bloque superiores es que 3 < d + b, por lo que, despejando, obtenemos que

b
p<d+§=9cm

Estas 3 desigualdades se han de cumplir a la vez, pues en el momento en el que una no se verifique, el caso del que
proviene dicha desigualdad tendra lugar y al menos un bloque girard y terminara cayendo.
En nuestro caso, se ha de cumplir que

‘p<b—d:6cm,

pues, en caso contrario, el conjunto de 2 bloques superiores girara en torno a la arista del bloque inferior.
5. Obtén, de la figura mostrada (usando b=2m y h =1 m):
a) La posicién del centroide de drea respecto a los ejes z e y.

b) Los momentos de inercia principales de drea.

Solucién:
a) Las componentes del centroide de drea se calculan a partir de la siguiente férmula:

fyxdA [, ydA
JadA” fAdA)

C =)=

Resolvamos las distintas integrales

b h
A:/dA:/dx/ dy = bh =2 m?
A 0 0
1 b2 b
C, A/di—bh/xda:/ dy—agh—i—lm

h
Cy = A/ydA bh/dx/ ydy = %b7 520,5m

Por lo que la posicién del centroide es

—

C = % (b,h) = (1,0,5) m

b) Para poder obtener los momentos principales de drea, vamos a proceder con la siguiente estrategia:
a ular i = r j 1vi .
Calcularemos los momentos de area I., I,y ¥ Iy, en torno a los ejes T respectivamente

b) Con el Teorema de los Ejes Paralelos, obtendremos el valor de estos 3 momentos de inercia en ejes paralelos a los
ejes y y x, pero que ahora pasen por el centroide de la figura.



¢) Finalmente, aplicando las férmulas dadas en clase, obtenemos los valores de los momentos de area del objeto.

Empecemos calculando los momentos de inercia Iz, Iy y Iyy en torno a los ejes y y = que se cortan en el punto O:

b h b3 g
Iy,O = Izm,O = / Isz :/ mzdl/ dy = —h=— 1n4
A 0 0 3 3
3 2
I;0 =1 yO—/ 2dA = /dx/ Qdy—b— 3o m?
b? h?
IzyO—/-TydA / xdx/ ydy_ii_ 1 m?

Ahora, aplicamos el Teorema de los Ejes Paralelos para obtener los mismos momentos de drea, pero ahora sobre los
ejes paralelos a los ejes y y x que se cortan en el centroide C' = % (b, h)
IJJ.’L‘,O - le‘,C + |C.L|2A
Iyy0 = Iyyc + |C’y|214
Loy.0 = Loy,c +|Ca||Cy|A

Por lo que obtenemos que

b3 b 2
_ . 249 43 _2 _
h3 S )
Iyy,C = Iyy,O |C ‘ A= b? T = E = 6 = 0,167 m
b2h2 b2h2
Luy.c = Lyo = |Col|CylA = —— — — =0m*

Por dltimo, tendriamos que aplicar la férmula dada en clase para el calculo de los momentos principales de drea, pero
esto no es necesario, ya que nos encontramos justo en la orientacién de los ejes en la que I, c = 0, por lo que ya
tenemos los momentos principales de area como:

Law = 0,667 m* | | Iy = 0,167 m*
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