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Capitulo 0

Conjuntos y funciones en varias
variables

Este capitulo sirve como introduccion al calculo en varias variables. En la primera parte presen-
tamos el espacio R" y los principales cambios de coordenadas paran = 2 o n = 3y también se
definen algunas nociones topolégicas (interior, frontera, adherencia, bola abierta y cerrada,...). La
segunda parte del capitulo esta dedicada a las funciones de varias variables (definicion, dominio,
imagen, grafica,...).

0.1. El conjunto R”

n veces
Sea n € N. Se define R"” como el producto cartesianoR X R x - - - X R, es decir, los elementos de

R" son n-tuplas de la forma x = (xq,X2,...,xp) conx; € Rparai=1,2,...,n.
0.1.1. Espacio vectorial R"

El conjunto R” tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

1. Suma de dos vectores: x+y = (x1+ y1,X2+ V2,...,Xn+ ¥n) € R" paratodo x = (x1,X2,...,Xpn),
y: (y‘l:yZ:---,Yn) € Rn.

2. Producto de un vector por un escalar: Ax = (Axq,Ax2,...,Ax,) € R" paratodoA € Ry x =
(X1,X2,...,%n) € R",

Ademas, dim(R") = n.

0.1.2. Espacio euclideo R”
El conjunto R" tiene estructura de espacio euclideo con el producto escalar estandar
i=n
X-Y=X1y1+XaY2+-+XnyYn = Zx,-y,- paratodo X = (X1,X2,...,Xn), ¥ = (¥1, ¥2,..., yn) € R".

i=1

La norma de un punto de R"” viene dada por

i=n
ZX,.Z paratodo X=(X1,X2,---,Xn) ERH:
i=1

X| = VX - x=x2+x2+ 4+x2 =
1 1% n
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CAPITULO 0. CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES
y la distancia entre dos puntos de R" se define como
dist(x,y) = |ly — x|| paratodo x, y € R".

Observar que lanorma de x € R" coincide con la distancia de x al origen de coordenadas: dist(0, x) =
][

0.2. Coordenadas en R”

Un punto x € R" viene determinado por sus coordenadas cartesianas respecto a la base
candnica de R™:

i=n
X = (X1,X2, s Xn) =x1(1,0,...,0) +x2(0,1,0,...,0) + -+ - +x,(0,0,...,1) = Zx,e,-.
i=1
0.2.1. Coordenadas en R?
Coordenadas cartesianas

Un punto P € R? se puede expresar en coordenadas cartesianas como

P=(0y)=(0,00+x(1,0)+y(0,1) =0 +xi+yj.

Coordenadas polares
Un punto P € R? se puede expresar en coordenadas polares como P = (r, 8) siendo
1. elradio r > 0: norma del vector que une el punto P y el origen de coordenadas.

2. elangulo polar 8 € [0, 2m): angulo orientado formado por la parte positiva del eje de abscisas
(eje OX)y el vector OP.

Eje de ordenadas

72 R— P=(x,y)=(rcosO,rsinf) = (r,0)

Eje de abscisas

Figura 1: Coordenadas polares y cartesianas de un punto P € R?

Cambio de coordenadas polares y cartesianas:

{x=rc059, y {fZVX2+J/2,

y=rsing, tang = .
X

Hay que tener en cuenta que si 8 € (="/2,"/2), entonces tan 8 = tan(8 + kir) con k € Z.
Ejemplo 0.1. Indica las coordenadas polares y cartesianas de los siguientes puntos de R,

1. Si las coordenadas cartesianas de P son (1,1), sus coordenadas polares son (V2,7/s) ya que r =

V12412 =2 ytan"/a = 1/,

8 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



0.2. COORDENADAS EN R¥

2. Si las coordenadas cartesianas de P son (-5, 0), sus coordenadas polares son (5,1) ya que r =
V(=5)2+02=5ytan0 =9/_s,

3. Si las coordenadas cartesianas de P son (—1,—V/3), sus coordenadas polares son (2,%7/5) ya que

r=y(=N2+(-V3)2=2ytan*/3 = -v3/-1.

4. Si las coordenadas polares de P son (3,°"/s), sus coordenadas cartesianas son ( ~3/vz, ~3/v2) ya
quex =3c0S5/a= ~3/yay y =3sin3"/a= ~3/\2.

5. Si las coordenadas polares de P son (5,0), sus coordenadas cartesianas son (5,0) ya que x =
5co0s0=5ey=5sin0=0.
6. Silas coordenadas polares de P son (3,27/3), sus coordenadas cartesianas son (—3/2,3V3/2) ya que
X =3cos?z3=-3 ey =3sin2"/3 =33/,
Ejemplo 0.2. Representa en el plano cartesiano los siguientes conjuntos.
1.A={(x,y) eR*|x < y+1}

2.B={(x,y) eR?|x*+y?=5}

3.C={(x,y) eR?*|[xX2+x+y?-2y <-1}
4. D ={(r,0) € [0,+00) x [0,21) | r =2}
5 E={(r,0) €[0,+c0) x [0,21) | § < 7/3}
6. F={(r,0) € [0,+c0) x [0,2m) |8 =1, r=1}
y y y
B

(N,
N :

N
|
N—= \

N
™m
wiA
x
|

Ejemplo 0.3. Representa en el plano cartesiano y sobre los ejes r, 8 los siguientes conjuntos.
1. A={(x,y) eR*|x?2+y* =4}
2. B={(r,0) € [0,+00) x [0,2m) |0 <7/s, 1 <r <3}

Recordamos las siguientes ecuaciones que seran Utiles en los siguientes temas.
Ecuacion de una circunferencia de centro (xo, ¥o) y radio r > 0:

(x =x0)* + (y = yo)* =r2.
Ecuacion de una elipse de centro (xq, ¥o) y semiejes a, b > 0:

(ERf s (L
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y 0

A 20 |p=====

-
\

\
N
B

T

I

I

|

0.2.2. Coordenadas en R3

Coordenadas cartesianas
Un punto Q € R3 se puede expresar en coordenadas cartesianas como
Q=(x,y,2)=(0,0,0)+x(1,0,0) + ¥ (0,1,0) + 2 (0,0,1) = O + xi + yj + zk .
Coordenadas cilindricas
Un punto Q € R3 se puede expresar en coordenadas cilindricas como Q = (r, 6, z) siendo

1. el radio r > 0: norma del vector que une la proyeccion del punto Q sobre el plano horizontal

Zz = 0 (que denotamos como P)y el origen de coordenadas;

el angulo polar 6 € [0, 2m): angulo orientado formado por la parte positiva del eje de abscisas
(eje OX)y el vector OP;

3. la altura z: coincide con la tercera coordenada cartesiana de Q.

Es decir, (r,8) son las coordenadas polares de la proyeccién del punto Q sobre el plano horizontal
z=0.

Cambio de coordenadas cilindricas y cartesianas:

Y v
X =rcos@, r=yxa+ys,

y=rsinf, y tanez%,
=2, z7=1z.

Coordenadas esféricas

Un punto Q € R3 se puede expresar en coordenadas esféricas como Q = (p, 8, ¢) siendo
1. elradio p > 0: norma del vector que une el punto Q y el origen de coordendas;

2. el angulo acimutal 8 € [0, 2ir): angulo orientado formado por la parte positiva del eje OX y el
vector OP (siendo P la proyeccién del punto Q sobre el plano horizontal z = 0);

10 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



0.2. COORDENADAS EN R¥

7

ﬁ/****”’7 /QZ(X,,V;Z)E(Pser(P)

7 y

P:(x,y,O) = (X:y) = (r’e)

Figura 3: Coordenadas esféricas de un punto Q € R3

3. ladeclinacion ¢ € [0, m]: angulo orientado formado por la parte positiva del eje OZ y el vector
OP.

Cambio de coordenadas esféricas y cartesianas:

p=x>+y?+22,

= i 6,
AW KT

= 2+ 2
Z=pCcoseo, tanqo:—vxy.

z

z
VX2 + y?+ 22

Ejemplo 0.4. Describe los siguientes subconjuntos de R> en las coordenadas indicadas.

También se puede obtener el valor de la declinacién como cos ¢ =

1. Cilindro de base un circulo de radio 2 centrado en el origen de coordenadas apoyado sobre el plano
Z=0ydealtura7.

a) Coordenadas cartesianas: C = { (x,y,z) € R® | x>+ y* <4, 0<2<7}
b) Coordenadas cilindricas: C = { (r, 0, z) € [0, +c0) X [0,2m) X R | r<4,0<z<7}

2. Mitad superior de una esfera de radio 3 centrada en el origen de coordenadas.

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®® 11
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a) Coordenadas cartesianas: S = { (x, y,z) € R3 | X>+y?>+272<9,z>0}

b) Coordenadas esféricas: S = { (p, 0, @) € [0,+c0) X [0,2m) X [0, ] | p<3,0<¢p<")h}
Ejemplo 0.5. Describe las siguientes figuras en las coordenadas indicadas.

1.

Figura 4: Trozo de un cilindro

a) Coordenadas cartesianas

C={(x,y,2) €eR?|0<z<5 x*+y*<9, x>0, y >0}
U{(x,y,2)eR*|0<z<5 x*+y*<9, x<0}

b) Coordenadas cilindricas:

C={(r,0,2) € [0,400) X [0,2m) xR [0 <z <5, 0< 6 <3, r <3}

2.
A
Figura 5: Trozo de una esfera
a) Coordenadas cartesianas:
S={(xy,2) eR®|4<x*+y*+22<16,x<0, y 20,220}
b) Coordenadas esféricas:
m
S={(p,6,9) € [0,+c0) x [0,21) x [0,] | 2 < p < 4, 5 <6<m0<g< /)
12
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0.3. BOLAS ABIERTAS Y CERRADAS
0.3. Bolas abiertas y cerradas
0.3.1. Distancias

Recordamos que, en R”, se define la distancia entre x e y como
dist(x,y) = |ly — x|| paratodo x, y € R".
Propiedades. Sean x,y,z € R". Entonces,
1. dist(x,y) =0siysolosix=y.
2. dist(x,y) = dist(y, x).
3. dist(x,z) < dist(x,y) + dist(y, z) (desigualdad triangular).
Ejemplo 0.6. Determina el conjunto de puntos que

1. estdn a una distancia 4 del punto x = 1:
A={xeR|dist(1,x) =4} ={xeR||x-1=4}={xeR|x-1=4y —x+1=4}=
{_3: 5}1

2. estan a una distancia 4 del punto (x, y) = (1,2):

B=1{(x,y) € R?|dist((x,y),(1,2)) =4} = {(x,y) e R? | [(x, ) = (1,2)| =4} = { (x, y) €
R2|[Vx—1)2+(y-22=4}={(x,y) eR?| (x - 1)+ (y -2)2=16};

3. estdn a una distancia menor que 1 del punto (x, y) = (1,2):

C ={(xy) € R? | dist((x,y),(1,2)) < 1} = {(x,y) € R? | dist((x,y),(12))) < 1} =
{y) eRY|Vx =12+ (y-22<1}={(x,y) eR? | (x=1)2+(y -2 <1}

v y
B C LrTs
A “ B
2 fEEEy :
33 1 5 " 2| S

NI

0.3.2. Bolas abiertas y cerradas

Seaa € R"ysea ¢ > 0. Definimos:

1. La bola abierta de centro a y radio € > 0 como

Be(a) = B(a;¢) = {x € R" | dist(x,a) <€} .
2. La bola cerrada de centro a y radio € > 0 como
Be(a) = B(a;¢) = {x € R" | dist(x,a) < €}.
Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®© 13
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3. La bola reducida abierta de centro a y radio € > 0 como

B;(a) =B*(a;e) = {x e R" | 0 < dist(x,a) <e} =B.(a)\{a}.

4. La bola reducida cerrada de centro a y radio € > 0 como

Bi(a) = B*(a;e) = {x € R" | 0 < dist(x,a) <&} =B.(a) \ {a}.

Ejemplo 0.7. Calcula y representa:

, B3 ={xeR|dist(x,3)<1}:{xeR||x—3|<1}={xeR] -1<x-3<1}

={xeR|2<x<4}=(2,4).
, B3(-2) ={xeR dist(x,-2) <3} ={xeR||x+2[<3}={xeR| -3<x+2<3}
) ={xeR|-5<x<1}=[-51].
3 B2(0,0) ={(xy)eR? dist((x, ), (0,0)) <2} ={(x,y) € R? | {(x =0)2 + (y - 0)2 < 2}
' ={(x,y) eR?|x2+y? <4}.

g Br(1,0) ={(xy)e R? | dist((x, y),(1,0)) <2} ={(x,y) € R? | {(x = 1)2+ (y —0)2 < ')z}
’ {(x,y) eR*| (x=1)>+y? < 'a}.

Bi(-1,2) ={(x,y) € R?|0 <dist((x,y),(-1,2)) <1}
={(%y)eR*|0</(x+1)2+(y-22<1}

“u

={(x,y) eR?|0< (x+1)?+(y-2)2%2<1}.
y
B>(0,0)
B1(3) B3(-2) P N
. \
' 1
o o X ° P : ] X
2 3 4 -5 -2 1 % .2
\\ ,,
y y
,"'~‘ BT(_1’2)
31(1,0) I' N
2 ]
/‘\ ' ==l 2
W X ‘\‘ : f”
1 X
-1

0.3.3. Clasificacion de los puntos de un conjunto

Sea A C R". Decimos que @ € R" es:

1. Un punto interior de A si existe € > 0 tal que B.(a) C A. En particular a € A.

2. Un punto adherente de A si para todo ¢ > 0 se cumple B.(a) NA # (. Sia € A, entonces a es
un punto adherente de A.
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0.3. BOLAS ABIERTAS Y CERRADAS

3. Un punto frontera de A si para todo ¢ > 0 se cumple B(a) N A # 0y B:.(a) N A # 0
(recordamos que A® = R" \ A).

Ejemplo 0.8. En el conjuntoW = (3,2 |U{5 }, indica si los siguientes puntos son interiores, adherentes
y/o frontera.

1. —3 es adherente y frontera pero no interior.

m no es interior porque —3 ¢ W;

= es adherente porque -3 +¢/> € B.(—-3) N W paratodo 0 < ¢ < 1ysie > 1, entonces
-2 € B.(-3)NW;

= es frontera porque es adherente y —3 —¢/> € B.(—3) N W€ para todo € > 0.
2. 0es interior y adherente pero no frontera.

= es interior porque B1(0) c W;
= es adherente porque 0 € B.(0) N W para todo € > 0;

= no es frontera porque B1(0) c W y entonces B1(0) N W€ = 0.
3. 5 es adherente y frontera pero no interior.

® no es interior porque 5+ 5 € B¢(5) pero5+ % ¢ W para todo £ > 0;
= es adherente porque 5 € B.(5) N W para todo € > 0;

» es frontera porque 5 € B.(0) "W y5+¢/ € B.(0) N W€ para todo € > 0.

Ejemplo 0.9. £n el conjunto T = {(x,y) € R? | x2 + y? < 1}, indica si los siguientes puntos son
interiores, adherentes y/o frontera.

1. (0, 0) es interior y adherente pero no frontera.

= es interior porque B:,(0,0) C T;
= es adherente porque (0,0) € B.(0,0) N T para todo € > 0;
= no es frontera porque B1,(0,0) C T y entonces B1,(0,0) N T = 0.

2. (0,1) es adherente y frontera pero no interior.

= no es interior porque (0,1) ¢ T;

= es adherente porque (0,1 — 5) € B:(0,1) N T paratodo 0 < &€ < 1ysie > 1, entonces
(0’0) € BE(O’ 1) N T,

® es frontera porque es adherente y (0,1 + %) € B:(0,1) N T para todo € > 0.
3. (1,2) no es interior, adherente ni frontera.

= no es interior porque (1,2) ¢ T;
m no es adherente porque B%O(L 2) C T¢ y entonces B%“’ 2)¢T;

= no es frontera porque no es adherente.
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0.3.4. Interior, adherenciay frontera de un conjunto

Sea A C R".
1. Elinterior de A es el conjunto de todos los puntos interiores de A:
Int(A) ={a@€R"|Je>0conB.(a) CA}.
En particular, Int(A) C A.
2. La adherencia o clausura de A es el conjunto de todos los puntos adherentes de A:
Z:{ae[R{”|V£ >0, Be(a)NA+07}.
En particular, A C A.
3. La frontera de A es el conjunto de todos los puntos frontera de A:
Fr(A)={aeR"|Ve>0, Bs(a)NA+#0yB:(a)NA“#0}.
En particular, Fr(A) C A.
Teorema 0.10. Sea A c R". Se cumple:
» Int(A) NFr(A) =0;
s A =Int(A) UFr(A);
Ejemplo 0.11. Calcula el interior, la adherencia y la frontera de los siguientes conjuntos.
1. A=[-2,1)

a) Int(A) = (-2,1)
b) A=[-2,1]
c) Fr(A)={-2,1}

2. B =B4(0,0)
a) Int(B) = B
b) B = B1(0,0)

o Fr(B)={(x,y) eR? | x?+y? =1}
3. C=B1(0,0)

a) Int(C) = B4(0,0)
b) C=C
o Fr(0)={(x,y) eR?|x*+y?=1}

4. D =B:(0,0)
a) Int(D) =D
b) D = B4(0,0)

o) Fr(D) ={(x,y) €eR? | x2+y*=1}U{(0,0)}
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0.3.5. Conjuntos abiertos y cerrados
Sea A C R".
1. Decimos que A es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si Int(A) = A.
2. Decimos que A es cerrado si su complementario A€ es abierto.
Ejemplo 0.12. 1. R" y 0 son conjuntos abiertos y cerrados.
2. Toda bola abierta es un conjunto abierto.

3. Toda bola cerrada es un conjunto cerrado.

0.3.6. Punto de acumulacién o aislado de un conjunto
Sea A C R".

1. Decimos que a € R" es un punto de acumulaciéon de A si para todo € > 0 se cumple B} (a) N
A # 0. El conjunto de todos los puntos de acumulacién de A se denota por acc(A).

2. Decimos que @ € R" es un punto aislado de A si existe € > 0 tal que B;(a) N A = {a}. En
particular, a € A. El conjunto de todos los puntos aislados de A se denota por iso(A).

Teorema 0.13. Sea A c R". Se cumple:
m acc(A) Niso(A) =0,
» A =acc(A) Uiso(A);
Ejemplo 0.14. 1. EnW = (-3,2]U{5}

a) x =5 es un punto aislado porque B1(5) NW = {5},

b) x = =3 es un punto de acumulacién porque si0 < € < 1 entonces -3 +¢2€ W N B;(-3)y
sie > 1entonces 1 € W N B;(-3).

2. EnT = B1(0,0) U{(2,—-1)}

a) (x,y) =(2,-1) es un punto aislado porque B%(Z, -HNnT={2,-1)}

b) (x,y) = (0,0) es un punto de acumulacién porque si 0 < € < 1 entonces (0,¢2) € T N
B;(0,0) ysie > 1 entonces (0,'/2) € T N B;(0,0).

0.3.7. Conjunto acotado

Decimos que A C R” esta acotado si existee > 0y a € R" tal que A C B.(a).
Ejemplo 0.15. Determina si los siguientes conjuntos estdn acotados.
1. A =[-1,2) estd acotado ya que A C B4(0).
2. B = [—m,+0) no estd acotado ya que para cualquier radio € > 0, el punto 2e € B pero 2e ¢ B.(0).
3. C = By(-3,1) estd acotado ya que C C B3(-3,1).

4. D = {(x,y) € R? | y = x2} no estd acotado ya que para cualquier radio € > 0, el punto
(g,€2) € D pero (g,€%) ¢ B:(0,0).
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0.4. Conceptos basicos sobre funciones de varias variables

0.4.1. Funcion de varias variables

Unafuncionf: A C R” — R esley que a cada elemento x € A le hace corresponder un Gnico
elemento y € R™. Se denota y = f(x).

Sim =1 decimos que la funcién es escalar y si m > 1 decimos que la funcién es vectorial.

Ejemplo 0.16. 1. Funcién de varias variables escalar que proporciona el drea de un tridngulo de base
b > Oyalturah > 0.
A: [0,+00) X [0,+00) — R

b-h
A(b,h) = T

2. Funcién vectorial de varias variables que proporciona el cambio de coordenadas polares a carte-

sianas en R2.
F: [0, +c0) x [0,21) — R?

F(r,8) = (rcos@,rsinf)

Funciones componentes o coordenadas

Sim>1yf: ACR"” — R™ podemos expresar

f) = (f1(x), f2(0), ..., fm(X))

siendo fi: A CR" — R parai =1,2,...,m las funciones componentes o funciones coordena-
das de f.

Ejemplo 0.17. Las funciones coordenadas de
F: [0,+00) x [0,21) — R?
F(r,0) = (rcos9,rsin@)
son Fq: [0,400) X [0,2m) — R con F1(r,8) = rcos(6) y F,: [0,+c0) X [0,2m) — R con Fy(r,0) =
rsin(6).

Dominio de f

Seaf: A C R" — R™. El dominio de f es el subconjunto de R” para el que la expresién de f
tiene sentido. Se denota por Dom(f).

Dom(f):{xe[R{"|EIf(x)e[Rm}.

En general, escribiremos f: R” — R™ sin especificar el dominioo f: A € R" — R™ sjendo
Dom(f) = A.

Sim > 1, Dom(f) es la interseccion de los dominios de todas las funciones componentes:
Dom(f) = Dom(f;) N Dom(f2) N---NDom(fn) .

Ejemplo 0.18. Calcula y representa el dominio de las siguientes funciones.
1. f:R2— R con f(x,y) = yx2 — y. Entonces, Dom(f) = { (x,y) e R? | x> -y >0 }.

1
2. 9g:R>—R con g(x,y) = I Entonces, Dom(g) = R?\ {(0,0) }.
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3. h: R? — R3 con h(x,y) = (log(x + y), \x + y,0).
a) Sihq(x,y) = log(x + y), entonces Dom(hq) = { (x, y) € R? |x +y>0}.

b) Sihy(x,y) = X + y, entonces Dom(h,) = { (x, y) € R? |x +y =0}
¢) Sihs(x,y) =0, entonces Dom(hsz) = R?,

Entonces, Dom(h) = { (x,y) € R* | x+y >0}.

y y y

-
.
~
.

Dom(g) Dom(h) ‘\

-

Dom(f) .

Imagen de f
Seaf: R" — R™. La imagen de f se define como
Im(f) = {y € R” | 3x € Dom(f) conf(x) =y } = {f(x) € R™ | x € Dom(f) }.
Ejemplo 0.19. Calcula la imagen de las siguientes funciones.
1. La imagen de la funcién f: R? —s R2 dada por f(x, y) = (x> + y?, 2x) es Im(f) = [0, +c0) x R.
2. Laimagen de la funcién f: R> —s R dada por f(x, y) = sin(x — y) esIm(f) = [-1,1].

Composicion de funciones

Seanf: R” — R™yg: R™ —s R tales que Im(f) C Dom(g). Se define la composicién de f
con g como

gof: R" — RK
(geof)x) =g(f(x)).
Observacion 0.20. La composicién de funciones no es conmutativa.
Ejemplo 0.21. Si f(x,y,z) = (y, x+2,2) y g(x,y) = (x + 2, y?, 5), calcula:
1. (fog@)(x,y) = f(x+2, y%,5) = (y* x+7, 5).
2. (gof)(x,y,z) nose puede calcular.

Funcion acotada

Seam =1y f: R" — R. Decimos que f esta acotada si existe M > 0 tal que
|f(x)] <M paratodox € Dom(f).
Decimos que M > 0 es una cota de f.
Ejemplo 0.22. Determina si las siguientes funciones estdn acotadas.
1. f: R3— R con f(x,y,2) =sin(x +2y + z%) estd acotada por 1.
2. g:R? — R con g(x,y) =x>+y no estd acotada.

3. h:[-1,2] x[0,1] — R con h(x, y) = x> + y estd acotada por 5.
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Grafica de f
Seaf: R" — R™. Se define la grafica de f como
Graph(f) = { (x,f(x)) € R™" | x € Dom(f) } .
1. Sin+m < 3 se puede representar Graph(f) en el plano cartesiano R? o R3.

2. Sin+ m > 3 no se puede representar.
Ejemplo 0.23. Representa Graph(f) de las siguientes funciones.

1. f: R — Rcon f(x) = x?

X
[

Figura 6: Parabola

2. f:R?— Rcon f(x,y) =x>+y?

Figura 7: Paraboloide eliptico

Conjuntos de nivel de f
Seam =1ysean f: R" — Ry k € R. Se define el conjunto de nivel de f a nivel kK como
Nik(f) = {x € Dom(f) | f(x) =k},
Sin = 2 se llama curva de nivel y si n = 3 se llama superficie de nivel.

Ejemplo 0.24. Calcula las curvas de nivel de las siguientes funciones.

1. f,y)=x+y+2

y
mm k=1
= k=2
X
mm k=3

Figura 8: Curvas de nivel de f(x,y) =x+ y + 2.

2. f(x,y) =x*>+y?—4y +6x

3 f(x,y)=x?
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mm k=-13
mm k=4
mm k=0

Figura 9: Curvas de nivel de f(x, y) =x?+ y? —4y +6x sik > —13.

mm k=0
mm k=1

k=2

Figura 10: Curvas de nivel de f(x, y) = x%sik > 0.
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Capitulo 1

Limites y continuidad en varias variables

En este capitulo extendemos el concepto de limite de f: R — R a funciones en varias variables.

1.1. Definicion de limite

Definicion 1.1. Sea f: A € R"” — R™ ysea a € R" un punto de acumulacion de A. Decimos que
L € R™ es el limite de f cuando x tiende a a si para todo € > 0 existe § > 0 tal que si x € Dom(f) y
0 < dist(x, a) < &, entonces dist(f(x),L) < €. Se denota lim f(x) = L.

X—a

Se puede definir el concepto de limite de manera equivalente como

imf(x)=L & Ve>0, 35> 0talquesix € Dom(f)yx € Bs(a), entonces f(x) € B¢(L).
X—a

F(x) R™
f(A)

Es importante destacar que para calcular lim f(x) no es necesario que @ € Dom(f), basta con que
xX—a
a € acc(Dom(f)).

1.1.1. Unicidad del limite

Teorema 1.2. Sea f: A C R" — R™ ysea a € R" un punto de acumulacién de A. Si existe lim f(x),
X—a

entonces dicho limite es Unico.

1.1.2. Limite de las funciones coordenadas

El siguiente resultado nos permite calcular el limite de cualquier funcién f: R” — R™ solo con
funciones escalares.

Teorema 1.3. Seaf: A C R" — R" ysea a € R" un punto de acumulacién de A. Sif = (f1, fa, .-+, fm)
yL=(L,Ly...,Ln), entonces

imf(x)=L < Ilimfix)=L; Vi=12,...,m.
X—a X—a
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A partir de ahora, y gracias a este teorema, podemos trabajar solo con funciones escalares.
Ejemplo 1.4. Comprueba el valor de los siguientes limites utilizando la definicién.

1. ( !im(1 2)f(x, y) = 3siendo f(x,y) = x + y. Como (1,2) € acc(Dom(f)) = acc(R?) = R?,
xy)—(1,
podemos calcular el limite.
Dado & > 0, elegimos & = ¢/2 > 0. Entonces, para (x, y) € R? con 0 < dist((x, y), (1,2)) < &, es
decir, 0 < /(x = 1)2 + (y — 2)2 < 6, se cumple

IfGy) =3l =lx+y=-3l=1x -1+ -2 <Ix=1+]y -2l =vV(x - 1)2++/(y - 2)2
<AVx=1D2+(y=-22+J(x-1)2+(y-2)2<25=¢.

3
2. (x,yy—m(o,o)f(x’ y) = 0 siendo f(x,y) = X—Z):L S Como (0,0) € acc(Dom(f)) = acc(R? \
{(0,0) }) = R?, podemos calcular el limite.

Dado £ > 0, elegimos § = € > 0. Entonces, para (x, y) € R? con 0 < dist((x, y), (0,0)) < &, es
decir, 0 < \/x2 + y2 < §, se cumple

3 2

=|x| = \/_<\/x2+y2<6—£

[f06y) =0l = 55| = Il

X2+ y? <l |x2+y

_ 22(y+1)+y?
. Il B = 1 s - _
3 (X’y)|_>rn(0’0) fx,y) siendo f(x, y) 71y

{(0,0) }) = R?, podemos calcular el limite.

. Como (0,0) € acc(Dom(f)) = acc(R?\

Dado £ > 0, elegimos § = € > 0. Entonces, para (x, y) € R? con 0 < dist((x, y), (0,0)) < &, es
decir, 0 < \/x2 + y2 < §, se cumple

22 (y +1) +y2
2x2 + y?

2

2x 2+y2

22+ 2
<yl a4 =yl <Vy2+x2<é=c¢.

=1yl 2x% + y?

lf(x,y) =1 =

1.2. Calculo de limites

Dada una funcion f: A € R" — Ry a € Int(A), si f es una funciéon elemental (polinomio,
exponencial, logaritmo, trigonométrica, etc.) entonces,

lim f(x) = f(a).
X—a
1.2.1. Aritmética de limites
Proposicion 1.5. Sean f,g: A C R" — R ysea a € acc(A). Si lim f(x) = Fy lim g(x) = G, entonces
X—a X—a
1. )I{lrrL af(x) = oF paratodo a € R.
2. lim(f(x)+g(x)) =F +G.
X—a
3. lim f(x)g(x) = FG.
X—a
4. lim ALY FsqutO.
x—ag(x) G
5. lim 1£(0] = |Fl.
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6. Si ademds existe € > 0 tal que f(x) < g(x) para x € B.(a) N A, entonces F < G.

Ejemplo 1.6. Calcula los siguientes limites.

1. lim e* —logz) =e —-log?2
(x,y,2)—(1,0,2) ( 9 ) 9
sinx
2. lim =0
(x,y)—(0,0) COS y
3. lim x>+ y)e? =2
(x,y,z)—>(0,2,0)( }/)

1.2.2. Criterio del sandwich en R”

Ademas de la definicion, un resultado que nos permite comprobar el valor de un limite de una
funcién escalar de varias variables es el criterio del sdndwich:

Teorema 1.7. Sean f,g,h: A CR" — R ysea a € acc(A). Si existe € > 0 tal que f(x) < g(x) < h(x)
para x € B.(a) N A y ademads existen lim f(x) = lim h(x) = L, entonces existe lim g(x) = L.
X—a x—a x—a

Corolario 1.8. Sean f,g: A C R" — R ysea a € acc(A). Si f(x) es una funcién acotada en una bola
centradaena € R" y lim g (x) = 0, entonces existe lim f(x)g(x) = 0.
X—a X—a

Enunciamos a continuacién una version mas practica del criterio del sandwich.

Corolario 1.9. Sea f: A C R” — Ryseaa € acc(A). Si0 < |[f(x) - L] < g(x) y limg(x) = 0,
X—a
entonces lim f(x) = L.
X—a

Ejemplo 1.10. Utiliza el criterio del sGndwich para probar los siguientes limites.

. 2 om
1. lim —sin—=0.
(x,y)—(0,0) 2 X
—x2 X2 N T x2 ‘ —x? ‘ x2 PO
Como =5- < Zsiny <5y lm = = lim = = 0, entonces, por el criterio del
(x,y)—(0,0) (x,y)—(0,0)
. . . 2 .
sandwich,  lim  %-sin % =0.
(x,y)—(0,0)
3_ 7
a X" =
2. lim 2—4)/2 =
(x,y,2)—(0,00) X< + Yy~ + 27
Acotamos la funcién
3_ 7 3 7 2 4
X =Yy |X| +|}/| :|X| +|y|3 y
X2+ yt+22| T x2+yt+ 22 X%+ y4+ 22 X2+ y4+22
2. 4, 2 432 52
X+ y 4z 3y XS +z 3
< W 5L Y Po o = x|+ [y P,
X2+ y*+z X2+ y*r+z
es decir,
3 -y’ 3
=(xl+1yl") £ 55— < I +lyl
X2+ y4+22
con
lim —(Ix| +|yP?) = lim Ix| +|y]?) = 0.
(x,y,2)—(0,0,0) ( P (X,y,Z)—>(0,0,0)( P
X3 —y7
Entonces, por el criterio del sandwich, lim 3 =
(x.y,2)—(0,0,0) X2 + y* + z
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%
3. lim —_— =
(x,y)—(1,0) (X = 1)2 + y?2

3 %
-0 =|y|———= < con lim =0,
v (x=1)2+y2 VI (x.y)—(1,0) ol

3
im —J -
() —=(1,0) (X = 1)2 + y2

y

Como 0 < |——5——
(x=1)2+y?

entonces, por el criterio del sandwich,

1.3. Calculo de limites en R?

Si restringimos el calculo de limites a funciones f: R?> — R, tenemos el siguiente resultado que
utiliza un cambio a coordenadas polares.

1.3.1. Criterio de la funcion mayorante (cambio a polares)

Teorema 1.11. Sea f: A C R> — Ry sea (a, b) € acc(A). Entonces,

im f(x,y)=L & |f(a+rc050, b+rsinf) — L| < F(r) con lim F(r) =0.
(x,y)—(a,b) r—o+

Observacion 1.12. La funcién F(r) no depende del dngulo 6.

Ejemplo 1.13. Comprueba el valor del siguiente limite utilizando el criterio de la funcién mayorante.

2x3 4+ y3
1. lim X,y)=0con f(x,y) = ——.
oM F ) 60 =355

Como
2r3cos® 0 +r3sin3 6 - 2r3|cos 0| +r3|sin 6|

rcosé@, rsinf) —0| = <
I7¢ ) -0l r2(cos2 6 +sin? 6) r?

<2r+r=3r,

y lim 3r = 0, entonces, por el criterio de la funcién mayorante,  lim  f(x,y) =0.
A, (6,y)—>(0,0)

1.3.2. Limite direccional o limite por curvas

Definiciéon 1.14. Sea f: A € R? — R y sea (a, b) € acc(A). Si g(x) es una funcién continua tal que
g(a) = b, se define el limite direccional de f en el punto (a,b) y la curva y = g(x) como

lim f(x,g(x)).

y
1
A
bl /1 ",
\ng

Andlogamente, si h(y) es una funcion continua tal que a = h(b), se define el limite direccional
de f en el punto (a, b) y la curva x = h(y) como

lim f(h(y),y).
y—b
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Y

Ejemplo 1.15. Calcula el limite direccional de f(x,y) = )T)M

gx)=x-1.

en el punto (1,0) con la curva

x =1 . ox=1 1
|Imf(X g(X))_I 1m:}(mm=§.

Proposicién 1.16. Sea f: A € R2 — R y sea (a,b) € acc(A). Sean g1 y g, dos funciones continuas
tales que g;(a) = b (parai =1,2) con

)!i_)n}f(x,m(x)) =Ly y )!mf(x’gz(x)) =L.

Si L1 # Ly, entonces no existe « Ilm( 5 fx, y).
a

El mismo resultado es cierto con curvas x = h(y).

Ejemplo 1.17. Comprueba, utilizando unicamente limites direccionales, que los limites en el origen de
las siguientes funciones no existen.

1. f(x,y) =

Tomamos la curva g, (x) = mx conm € Rym # =, Como g, (0) = 0 podemos calcular el limite
direccional

x+2y

lim f(x, X)) = —— = Iim .
x—>of( gm (X)) X+2mx  x—01+2m

Para cada valor de m € R con m # /2 obtenemos un limite direccional distinto. Entonces, por la

unicidad del limite, no existe  lim  f(x, y).
(x,y)—(0,0)

2 fi6y) ==
Xe=y
Tomamos primero la curva g, (x) = x que verifica g,(0) = 0. El limite direccional es
x3 x? 0

li , =1 = lim =——=0.
x|—>n2)f(x g1(x)) XILT(])XZ—X x—>OX—1 0-1

Ahora, utilizando la curva g,(x) = x? — x3, que también cumple g,(0) = 0, obtenemos el limite

direccional
3 3

X X
I|m X, g2(x _I| ——Ilm =1lim1=0.
F06:9200) = fim 75— 5 = lim 5 = lim
Como hemos obtenido dos limites direccionales distintos, por la unicidad del limite deducimos que

no existe lim
i (Oo)f( 2 Y)-

1.3.3. Limites iterados

Sea f: A C R? — Rysea (a,b) € R? un punto de acumulacién de A. Se definen, si existen, los
limites iterados de la forma

mzm(mf(x,y)) y 2—|lm(|lmf(X y)-

, o o y(x=1)?
Ejemplo 1.18. Calcula los limites iterados de  lim  ———
(xy)—(12) X+Yy

2 2 _12
L1:Iim(lim yx=1) ) Iirquzm
X—

x—>1\y>2 x4y X+2
2
L = tim [1im 2% =D7) _ i = im0 =0,
y=2\x>1 X+ Yy y=21+y y-2
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1 h(y) = lim f(x,y)

Pl A
b [ \
\ 7
P S

~

~a_/
lim h
y@b )

En el siguiente resultado mostramos la relacién entre los limites iterados y el limite de la funcién.
Proposicién 1.19. Sea f: A C R? — R ysea (a,b) € acc(A). Entonces,

1. Si existe ( ;Im( ) f(x,y) =L, pueden existir los limites iterados L1 y L,. En caso de existir alguno
X,y)—(a,

de ellos, coinciden con el valor de L.

2. Siexisten los limites iterados Ly y L, y ademds L1 # L, entonces no existe ( )Ilm( » f(x, y).
x.y)—(a,
3. Siexisten los limites iterados L1y L, y ademds Ly = L,, entonces puede existir ( )Ilm( 5 fx, ).
X,y)—(a,

En caso de que exista, su valor coincide con Ly = L.

Ejemplo 1.20. Determina el valor de los siguientes limites (si existen) calculando previamente los limites
iterados.

) X2 _ y2
1. Iim —_
(x.y)—(0,0) X2 + y2
Comenzamos calculando los limites iterados.
2 2

P L Xty L X
L1:||m(||m—)=||m—:1,
x—0 \ y—0 x2 +y2 x—0 x2
) ) x2 _y2 I 2
Ly = lim (Ilm—): lim — =-1
y—0 \ x—0 X2 + y2 y—0 yZ

: o - : ) x> —y?
Existen los dos limites iterados pero son distintos, por lo tanto, no existe  lim ———.
(x.y)—=(00) X% + y?

. Xy
2. lim N
(x,y)—(0,0) X< + y
Comenzamos calculando los limites iterados.
. . X .0
Ly = Ilm(llm —y): lim —= =0,
x—0 \ y—0 X2 +‘)/2 x—0 X2
; ; X .0
L2=I|m(I|m 4 ):Ilm—:O.
y—0 \x—=0 X2 + y2 y—0 y2
Existen los dos limites iterados y coinciden, por lo tanto, si existe, el limite tiene ser L1 = L, = 0.
Utilizamos la recta g (x) = x, que verifica g (0) = O, para calcular el limite direccional
) XX X2
im —— =Ilim-—=-.
x>0 X2 +x2  x—02x2 2
Como el limite direccional no coincide con los limites iterados, por la unicidad del limite deducimos
) , X
que no existe  lim z—yz
(y)—(00) X<+ y
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m
3) lim  ysin—
(x,y)—(0,0) X
Comenzamos calculando los limites iterados.

. , . T ,
Ly = lim ( lim ysin —) =lim0=0,
x—0 \ y—0 X x—0

¥y como no existe lim y sin™/x, no existe L,. sin embargo, como lim y = 0y sin7/x es una
x—0 (X:,V)—>(0)O)
funcién acotada, por el corolario del criterio del sGndwich deducimos que

. . I
lim ysin—=0.
(x,y)—(0,0) X

1.4. Continuidad

Definicion 1.21. Sea f: A C R" — R™ ysea a € A. Decimos que f es continua en a € A si existe
lim f(x) = f(a). Es decir,
X—a

fescontinuaenac A & VYe>0, 36> 0tal quesix e Bs(a), entonces f(x) € B:(f(a)) .

Observacion 1.22. Sia € A es punto aislado de A, entonces f es continua en a € A.

Observacion 1.23. Decimos que f es continua en A si f es continua en a para todo a € A.

1.4.1. Continuidad de las funciones coordenadas

Al igual que ocurre con el calculo de limites, podemos trabajar Unicamente con funciones esca-
lares gracias al siguiente resultado.

Teorema 1.24. Seaf: ACR" — R"yseaa € A. Sif= (f1, f,..., fm), entonces

fescontinuaenac A & fiescontinuaena e Aparatodoi=1,2,...,m.

1.4.2. Continuidad de las funciones elementales

Dada una funcién f: A C R" — R ya € A, si f es una funcién elemental (polinomio, exponen-
cial, logaritmo, trigonométrica, etc.), entonces f es continua en a € A.

1.4.3. Aritmética de funciones continuas

Proposicion 1.25. Sean f,g: A € R" — R ya € A. Si f y g son funciones continuas en a € A,
entonces

1. af es continua en a € A para todo a € R.
2. f+g escontinuaena e A.

3. fg escontinuaena € A.

A

5 es continuaena € Asig(a) # 0.

[$,]

. |f| es continua en a € A.
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1.4.4. Composicion de funciones continuas

Proposicion 1.26. Sean f: R” — R™ y g: R™ — R con Im(f) C Dom(g). Si f es continua en
a € Dom(f) y g es continua en f(a) € Dom(g), entonces g o f es continua en a € Dom(g o f).

Ejemplo 1.27. Las siguientes funciones son continuas en todo su dominio.
1 flxy)=e

COS X
2. f(X,y,Z) = m

3. f(x,y) = (x> +7)e¥

1.4.5. Estudio de la continuidad de una funcion definida a trozos
Ejemplo 1.28. Estudia la continuidad de la siguiente funcién en todo su dominio.

2sinxsiny )
—= si(x,y) #(0,0),
1 foy) = X2t g2 (x,y) #(0,0)
0 si(x,y) =(0,0).
f es continua en R? \ { (0,0) } por estar definida como un cociente de funciones continuas con
denominador no nulo.

f es continua en (0,0) si y solo si existe lim  f(x,y) = f(0,0) =0.
(x,y)—(0,0)

Calculamos el limite direccional con g (x) = x, que verifica g (0) = 0:

. . . 2

, . 2sinxsinx sinx o )

lim f(x,g(x)) = lim ———— = lim | —— | = 1. (Infinitésimos equivalentes)
x—0 x—0 X2+ x2 x—0\ x

Entonces, si existiese el limite deberia ser 1, por lo tanto, la funcién no puede ser continua en el
origen.
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Capitulo 2

Diferenciabilidad: nociones
fundamentales

Antes de definir el concepto de funcién en varias variables diferenciable es necesario introducir
los conceptos que se muestran a continuacion.

2.1. Derivadas parciales

En esta seccion se definira el concepto de derivada parcial de una funcion en varias variables
f y se dara su interpretaciébn geométrica a fin de entender su significado.

Comenzaremos por el caso mas sencillo, funciones de dos variables para luego generalizar a
funciones de 3 o mas variables.

Definicion 2.1. Derivadas parciales de una funcién de dos variables en un punto
Sea f una funcién de dos variables con dominio D C R? y sea (xo, yo) € D. Se define:

= /o derivada parcial de f respecto de x en (xo, yo), que se denota % = fy(xo, yo) =
(Xo’}’o)
9x f (xo, ¥o), como
0 h; - s
of _ i Lot hyo) = fxo }/O); 2.1)
X |(xo,yo) h0 h
= /a derivada parcial de f respecto de y en (xo, yo), que se denota % oyo) = fy(xo0, ¥0) =
X0,Y0
9y f (X0, ¥o), como
8 ) h - ’
of _ i Lo Yo+ h) = f(x0, o) 2.2)
oy l(xo.y0)  h—0 h

Como se puede observar a partir de la definicion, el proceso de derivacién parcial con respecto
a una de las variables (x o y) implica que la otra se considera constante (y o x).

Ejemplo 2.2. Calculo de derivadas parciales de funciones de dos variables en un punto
Calcular las derivadas parciales, fx y fy, de la funcién f(x,y) = 6x +3y — 7 en el punto (1,1):

F(1+h,1) = f(1,1) 6(1+h)+3-1-7-2  6h

1,1 =1 =i = | - =
£, AN, h AN, h A =

e f1+h)-f(1,1) . 6-1+3(1+h)-7-2 . 3h
fy (1) = Jim, h = i) h = m T =3
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Ejemplo 2.3. Calculo de derivadas parciales de funciones de dos variables en un punto
Calcular las derivadas parciales, fy y f,, de la funcién f(x, y) = \/x? + y? en el punto (=2, 1):
= lim

m NS
h—>0
(V(h - 2)2 - V5)(V(h-2)%+ 1+\/_)

f(=2+h, 1) - f(=2,1)

f(=2,1) = Jim

= |’
P h(y(h— 27+ 1+ )
. (h-2)2+1-5 —im h(h - 4) — lim h-4
Mh(\/mﬂf) =0h(y(h =22+ 1+V5) h0\(h-2)2+1+5
-4
T 2v5 \/E

f(=2,1 +h> - f(=2,1) V(=2)% + <1 +h)? -5

= lim
h—>0

i (\/4+(1+h)2 \/_)(\/4+(1+h)2+\/_) i 4+ (1+h)%-
h—0 h(\4+ (1+h)2 +5) h*Oh(m+\/_)

f,(-2,1) = lim

— fim h(h+2) — tim h+2
h—>°h(\/4+(1+h)2+\/_) h=0 \[4+ (1 +h)2++5
2

Y «/E

Para la interpretacién geométrica de las derivadas parciales consideramos la grafica de la fun-
cién f, una superficie de ecuacién z = f(x, y) (ver Figuras 2.1y 2.2).

= f, : Interseccién del plano y = yp (y constante) con la grafica de f, z = f(x, y) que da como
resultado una curva (1) que satisface ambas ecuaciones. En este caso, fy(Xo, ¥o) representa la
pendiente de la recta tangente a la curva interseccién (1) en el punto (xg, yo).
Por tanto, fy(xo, yo) cuantifica cudnto cambia f cuando x cambia (permaneciendo y constan-
te) en el punto (xq, ¥o).

= f, :Interseccion del plano x = xo (x constante) con la grafica de f, z = f(x, y) que da como
resultado una curva (2) que satisface ambas ecuaciones. En este caso, fy(xo, yo) representa la
pendiente de la recta tangente a la curva interseccién (2) en el punto (xg, yo).
Por tanto, fy(xo, o) cuantifica cuanto cambia f cuando y cambia (permaneciendo x constan-
te) en el punto (xoq, ¥o).

Cuando se trata de calcular las funciones derivada parcial de una funcién f en dos variables, f
y fy, se aplicaran las reglas de derivacion ordinaria teniendo en cuenta que

m g(x) = f(x,y =cte) = f(x,y =cte) = g’ (x);
» h(y)=f(x=cte,y)= fy(x =cte,y) =h'(y).

Ejemplo 2.4. Calculo de las funciones derivada parcial de una funcién en dos variables
Sea la funcién

f(x,y) = 5xy? — 3y sin(mx)

Calcular fy y fy.
f _c,2
. y) = ) =2y 3y cos(mx)
fy(x,y) = f =10xy — 3sin(mx)
oy lixy
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Figura 2.1: Interpretacibn geométrica Figura 2.2: Interpretacibn geométrica
de fx(xo, Yo) de fy(xo, ¥o)

Ejemplo 2.5. Calculo de las funciones derivada parcial de una funcién en dos variables
Calcular f, y fy con f dada por

f(x,y) = yarctan (%)

_of _ 2 yo 1 y
fx(x,y) = ax ) = )/1 N (¥)2 X2 X2+zy2 X2 + y2
X
of y X yy .y 1 Y\, yx
_ — z X — - —_ = =
fyx,y) = ay‘(x,y) = arctan (x) +y1 A (1)2 = arctan (x) +2 X2+2y2 = arctan (x) i I
X X

Ejemplo 2.6. Calculo de las funciones derivada parcial de una funcién en dos variables
Sea la funcion

f(x,y)=e™ ~log (x + y?|
Se pide:
1. Calcular fy y fy

2. Evaluar fyy f, en el punto (1,2)

1. Cdlculo de f, y f,

_of B “xy 1
filboy) =S| =y -

_ af _ —-Xy 2y
B =g = e =

2. A continuacién procedemos a evaluar ambas funciones en el punto (1, 2),

1 10 + €2 2.2 5 + 4e?
1,2) = —2e7 "% =— , 1,2) = —1e 12 =
£(1.2) 1422 5e2 ;(1,2) 1422 5e2

Otra forma de calcular las derivadas parciales en el punto (1, 2) es a partir de su definicién formal
a través del limite dado por las ecuaciones (2.1) y (2.2).
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Ejemplo 2.7. Calculo de las funciones derivada parcial de una funcién en dos variables

Sea la funcién
]
(X, y) = —=+24 - 2x2 — 2
fx.y NG y

y el plano x = 2. Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva interseccion de ambas superficies
en el punto (2,2,2).

La pendiente de la curva interseccién viene dada en este caso por f, evaluada en el punto (2,2, 2).
Asi pues, en primer lugar procedemos al calculo de la funcién derivada parcial, f,

1 —4x

2 —X
w9 VB2N24—22— )2 V3\2d—_2x%_ 2

Tras su cdlculo, posteriormente evaluar f, en el punto (2,2,2), i.e.,

of
oy

fy(x’}’) =

Figura 2.3: Recta tangente a la curva interseccion de la grafica de f con el plano x = 2

Sin embargo, en ciertos casos se hace necesario calcular las derivadas parciales, f, y f,, enun
punto concreto haciendo uso de su definicion formal dada por las ecuaciones (2.1) y (2.2), como es
el caso de las funciones definidas a trozos.

Ejemplo 2.8. Calculo de derivadas parciales de una funcién en dos variables
Sea la funcién

x(x2=y?)
C)  (x,y) # (0,0)
=] x*y
el {o, (x,¥) # (0,0)
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Para cualquier punto distinto del origen tenemos que

of [(x% — y?) +x2x](x* + y?) =x(x* = y?)2x _ (3x? — y*)(x2 + y?) — 2x*(x* — y?)
fx(x.y) = ax | (x.y) = (x2 + y2)?2 4 (X2 + y2)2
Xt +ax2y? -yt
(x2 + y2)2
of —2xy (x> + y?) = x(x* — y?)2y  =2xy(x*+y?) — 2xy(x* - y?)
N = 5yl = 0+ y2)2 - o+ y2)2
43y

Para calcular f(0,0) y f,(0,0) debemos de hacer uso de la definicién formal dada por las ecuaciones
2.1)y (2.2). Asi,

(0+h) ((0+h)%-0%) h3
. f(0+h,0)—f(0,00 .~ (mmoz 0 . h
0.0) = | = | =lim—=Iim—==1
FO.0 =1 h T h M =
0(0%=(0+h)?) 0:(=h?)
f(0,0+4h) = f(0,0) . “ommz ~9  —m .0
0,0) = | = =1 =lim—==0
14(0,0) it h Pt h "o h ho B3

Luego las derivadas parciales de f resultan

fx(x, y) = { (X2+y2)2 ’ (X! )/) * (0, 0)
1, (x,y) =(0,0)

—4x3y
(x24+v2)2? (Xs _y) * (09 0)
fr(x,y) = (x2+y?)
g {o, (%, y) = (0,0)

El concepto de derivada parcial se puede extender a funciones en tres y mas variables.

Definicion 2.9. Derivadas parciales de una funcién en n variables
Sea f una funcién en n variables con dominio D C R" y sea x©) = (xio),xéo), . ,x,(,o)) € D. Se define
la derivada parcial de f respecto de la i-ésima variable, x;, como

| f (xfo),xéo), . ..,xl.(o) +h,xi(f1), .. .,x;(’))
= lim 2.3
x(®  h—0 h (2:3)

i (x©) = G

- aX,'

si este limite existe.

En particular, si f es una funcién en tres variables, {x, y, z}, con dominio D C R3, entonces las
derivadas parciales de f respecto de x, y, z en el punto (xq, Yo, Zo) € D vienen dadas por

of . f(xo+h, yo,20)

y , = — = _
bl o ) 90X |(x0,y0,20) hl—% h

of . f(x0, Yo +h, 20)

, Yo, == = |lim ———
fy (X0, Yo, 20) T e lim P

af , f(XO:}/O,ZO"'h)

y s = — = _
f2(x0, yo. 20) 07 l(x0,y0,20) h|—>mO h

si los limites existen.
Analogamente, cuando se trata de calcular las funciones derivada parcial de una funcién f en
tres variables, fy, f, y f;, se aplicaran las reglas de derivacion ordinaria teniendo en cuenta que
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m g1(x) = f(x,y =cte,z =cte) = fy(x,y =cte,z =cte) = gﬁ(x)
" g2(y) = f(x =cte,y,z=cte) = f,(x =cte, y,z = cte) = g5(y)
m g3(z) = f(x =cte,y =cte,z) = f,(x =cte, y =cte,z) = gé(z)

Ejemplo 2.10. Calculo de de las funciones derivadas parciales de una funcion en tres variables
Sea la funcion

X
74 I -
f(x,y,z) =e¥*cosx +log (yz)
Se pide:
1. Calcular fy, fyy f>

2. Evaluar fy, fy y f; en el punto (1,1,1)

1. Procedemos al célculo de las derivadas parciales

5} vz 1
fX(x,y,z)=—f =—eyzsinx+¥=—eyzsinx+—
ox l(x,y.2) vz X
X
5} vz 1
fy(x,y,z):—jr =zeY? cosx + iz =zeY? cosx — —
ay (x,y,2) vz
X
5} 2 1
f:(x,y,2) = of = yeY? cosx + };z = yeY? cosx — —
0z l(x,y,2) 7z z

2. A continuacién, evaluamos cada funcién derivada parcial en el punto (1,1, 1). Asi,

fx(1,1,1) =-esin1+1, f,(1,1,1)=ecos1-1, f,(1,1,1)=ecos1 -1

Analogamente, la interpretacion geométrica de fy(xo, Y0, 20), fy(Xo0, Y0,20) Y fz(X0, Y0, 20) para
una funcién f en tres variables es la siguiente:

= f, (X0, Yo, Z0) cuantifica la tasa de cambio de f(x, yo, Zp) con respecto a x en x = Xg
= f,(Xo0, Y0, Zo) cuantifica la tasa de cambio de f(xo, y,Zo) conrespectoa y en y = yq

= f,(xo, Yo, Zo) cuantifica la tasa de cambio de f(xo, ¥o,Z) con respectoaz en z = zg

2.1.1. Relacion entre continuidad y derivadas parciales

Sea A C R abiertoyseag: A C R — R.Sig es derivable en a € A, entonces g es continua en
a € A.

En funciones de varias variables no existe ninguna relaciéon entre la existencia de derivadas
parciales o direccionales y la continuidad de la funcion.

Ejemplo 2.11. La funcién
X2y \
f(X y)= m S (X,y);t(0,0);
0 si (x,y)=(0,0),

tiene todas las derivadas direccionales (y parciales) pero no es continua en el (0, 0).
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- f no es continua en el (0,0) ya que no existe ( ym( : f(x, y). Veamos que ese limite no existe:
x,y)— (0,0

Para m € R tomamos las curvas continuas g, (x) = mx? que cumplen g,,(0) = 0 y calculamos el
limite direccional

4

Iin’g)f(x,gm(x)) = lim _me lim

. m m
x—0 x4+ m2x4 x=01+m2 1+m?2’

Como el valor del limite direccional cambia sequn m € R, por la unicidad del limite deducimos que

no existe lim X, ¥).
(x,y)—>(0,0)f( Y)

- Derivadas direccionales de f en (0,0). Sea 8 € [0, 2m).

f(hcos®, hsin6) — f(0,0) im h3 cos?0sin 6

Dof(0,0) = Jim

h h—0 h(h* cos* 8 + h2 sin? 8)
. cos?fsin®  cos?@sinf  cos? B
h—0 h2 cos* 6 + sin 6 sinZ 6 sin@ ’

sisin@ # 0, es decir, si 8 # 0, 1. Calculamos por separado las derivadas direccionales con 8 =0y
0 =rm.

f(hcosO, hsin0) — f(0,0) _

im f(h: O)—f(0,0) — ”mg_

Dof(0,0) = lim h am h My =0
_ . f(hcosm, hsinm) - f(0,0) .  f(-h,0)-f(0,0) . 0O
Drf(0,0) = lim, h = jm h = g 7= =0

Ejemplo 2.12. La funcién

f(X,y)Z{ySin()#yz) si (x,y) #(0,0),
0 si (x,y) =(0,0),

es continua pero no existen todas las derivadas direccionales en el (0, 0).

- f es continua en el (0,0) porque ( ;im( : y = 0y el seno es una funcién acotada, entonces, por
x,y)— (0,0

im  f(x,y) = 0= £(0,0).

el criterio del séndwich, |
(x,y)—(0,0)

- No existen las derivadas direccionales (para 8 # 0,m) en el (0,0) (y, en particular, no existe la
derivada parcial de f respecto de la variable x en el (0, 0)):

f(O+hcos6, 0+hsinB) — f(0,0) ~im sinesinl

Dgf(0,0) = )"L% h h—0 h?

y ese limite existe unicamente si sin @ = 0, es decir, si 8 = 0, m.

2.1.2. Derivadas parciales de orden superior

Para f una funcién en dos variables con dominio D C R?, f,y fy son de nuevo funciones en
varias variablesy, por lo tanto, podrian calcularse sus respectivas derivadas respectode x e y. En este
sentido se dice que fy y f, son las derivadas parciales de f de orden 1, mientras que las derivadas
de orden 1de fy y f, se denominan derivadas parciales de f de orden 2. Estas se definen en el punto
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(xo0, Yo) € D como

82 h -
9x2 l(xo.y0)  h—0 h
2 , Yo+ h) — ,
*f _ Iim fy(xo0, Yo +h) = fy (X0, ¥o) (2.5)
ayz (x0,¥0) h—0 h
*f .~ fy(xo+h, yo) = fy(xo, Yo)
axay o = 1Ty h (26)
2
h) —
°f ~ Iim fx (X0, Yo+ h) = fx(x0, Yo) 2.7)
0ydx l(xo.y0) h—0 h

Las derivadas parciales de orden 2 de funciones en n > 3 variables se definen de manera analo-
ga. Asi, si f es una funcion en tres variables las derivadas parciales de orden dos son nueve y se
denotarian como

’f o°f o°f 93*f 9°f o°f 9*f o°f o°f
ax2’ dy?’ 9z2° oxdy’ 9xdz’ dydx’ dydz’ dzdx’ 93zdy

Observacion 2.13. Las definiciones de las derivadas parciales de érdenes superiores para funciones en
varias variables (n > 2) son similares.

Observacion 2.14. En general, las derivadas parciales que involucran dos variables diferentes reciben
el nombre de derivadas parciales mixtas o cruzadas.

Ejemplo 2.15. Calculo de derivadas parciales de orden 2 de funciones en dos variables
Sea la funcién

f(x,y) =xy®+x cosh(xy)

Calcular todas su derivadas parciales de orden 2.

of 3 .
=L = h h
) y> + cosh(xy) +xy sinh(xy)
2
37]; ) = ysinh(xy) + y sinh(xy) + xy? cosh(xy) = 2y sinh(xy) + xy? cosh(x y)
X,y
of 2, .2
= =3xy- +x°sinh(x
E ey = (xy)
o’ f 3
— =6xy + x~ cosh(x
3y2ley) =Y (xy)
2
o°f = 3y? + x sinh(xy) +x sinh(xy) +x2y cosh(xy) = 3y? + 2x sinh(xy) + x2y cosh(x y)
oxay l(x.y)
o'f = 3y? + 2x sinh(xy) + x%y cosh(x y)
9yoxlxy)

Como se puede observar en el ejemplo anterior, las derivadas parciales cruzadas son iguales.
Sin embargo, esto no ocurre siempre tal y como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16. Calculo de derivadas parciales de orden 2 de funciones en dos variables
Sea la funcién
xy(e=y?)
fx,y) = { Ty (6 y) #(0,0)
0,  (xy)=(00)

Calcular f,(0,0) y fyx(0,0).
Dado que se trata de una funcién definida a trozos, para evaluar las derivadas parciales mixtas en
(0, 0) se ha de hacer uso de su definicién a través del limite dada en (2.4).
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= Cdlculo de fy,,.
En primer lugar, para cualquier punto (x, y) # (0, 0) calculamos fy, i.e.,

[ = y?) + 2y (2 +y?) - xy (P = y)2x _ y(x*F+4xy? — y%)
(X2 +y2)? (x2 +y2)?

f(x,y) =

Ahora, procedemos al cdlculo fy,(0,0) a partir de su definicién

(0+h)-(0*+4-02(0+h)2—(0+h)?) s

- fx(0,0+h) - £(0,0) (07+(0+h)?)? Tk
fxy(0,0) Pt h it h o h o ho BB
= Cdlculo de fyy.
En primer lugar, para cualquier punto (x, y) # (0, 0) calculamos f, i.e.,
£, y) = [x(x* = y?) = 2xy?] (* + y?) —xy(x* + y*)2y _ x° —4Cy? —xy*
AOLIS (x? +y?)? T (4?2
Ahora, procedemos al cdlculo f,,(0,0) a partir de su definicién
((0+h)5—-4(0+h)302—(0+h)-0*
0+h,0) - f,(0,0 B
£, (0,0) = lim Iy ) = [00 _ (0%+(0+h) %)% = fim = = 1
h—0 h h—0 h h—0 h®

Como se puede comprobar, fyy # fyx

Las condiciones bajo las cuales las derivadas parciales mixtas coinciden (o en otras palabras, son
simétricas) se recogen en el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Teorema de igualdad de las derivadas cruzadas (Teorema de Clairaut o Teorema
de Schwarz)

Sea f una funcién en varias variables, X = (X1,X2, . .., Xp), definida en la bola B(xo;r) € R" y fy, fux; ¥
fx;x; definidas en B. Suponemos f, fx, fy, fxx; ¥ fxx; (i # j) continuas en B. Entonces,

fX,'Xj(XO’ }/0) = fXjX,'(XO) YO); I i j

Ejemplo 2.18. Igualdad de las derivadas parciales mixtas
Comprobar si para la funcién

f(x,y) =log(x* + y?)
se cumple el Teorema de Clairaut.

Para comprobar que la funcién f dada en el enunciado satisface el Teorema de Clairaut hemos de
calcular fyy, y fyx y verificar si son iguales.

3x? 6x2y
fx = X3+ y2 Fry = T (3 1 y2)2

2y 6x%y
fy=x3+y2 fyx:_(x3+y2)2

Como ambas funciones son iguales, se verifica que f satisface el Teorema de Clairaut. Esto ocurre dado
que f, fx, fy. fxy ¥ fyx son continuas en el dominio de f siendo este

D={(x,y) e R*: x>+ y> >0}
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Figura 2.4: Dominio de f(x,y) = Figura 2.5: Gréfica de f(x, y) = log(x3 +
log(x* + y?) %)

2.2. Diferenciabilidad de funciones en dos variables

El hecho de que existan las derivadas parciales, fr y f,, en un punto (xo, yo) € D C R? de una
funcion f en dos variables no implica que esta sea diferenciable en dicho punto.
Esto se debe a que las derivadas parciales f, y f, sélo dependen del comportamiento de la funcion
f alolargo de las rectas y = yo e x = Xp, respectivamente, y por tanto cualquier punto fuera de
estas no juega ningln papel en el calculo de las derivadas de f. Sin embargo, estos puntos si que
juegan un papel relevante en cuanto a la diferenciabilidad o no de f en (xq, yo).

Es por ello necesario introducir la nocién de diferenciabilidad para funciones en dos variables.

Definicion 2.19. Funcion diferenciable en dos variables
Sea f una funcién en dos variables con dominio D € R? y sea (xo, yo) € D. Se dice que f es diferenciable

en (Xo, yo) Si
1. fx y fy existen en (xo, yo)
2. Ellimite

fim f(xo +h1, yo +h2) — f(xo, Yo) = fx (X0, Yo)h1 — fy(xo0, Yo)h2 o 0.8

(h1,h2)—(0,0) 2 2
112 1/h1 +h3

existe.
En la definicién de diferenciabilidad intervienen los siguientes elementos:

= Elvector Vf(x, y) = fx(x, y)i+f,(x, y)j recibe el nombre de gradiente de f en el punto (x, y).
Asi, en forma vectorial, la definicion de diferenciabilidad resulta

&G y) = f(x0, o) = V(% y) - (1, ha) _

lim 0
(h1,h2)—(0,0) [|(h1, h2)l|
= La superficie de ecuacion
z =29 + fx (X0, Yo) (X — xo0) + fy (X0, Yo) (¥ — ¥0),  Zo = f (X0, o) (2.9)

recibe el nombre de plano tangente a f en el punto (xo, yo)

Ejemplo 2.20. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Determinar si la funcién f(x, y) = x? + y? es diferenciable en el punto (1,1, 2).

Para determinar si f es o no diferenciable en el punto (1,1, 2) se han de sequir cada uno de los pasos
expuestos en la definicién 3. Asi:
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1. Existencia de fy y f, en el punto (1,1, 2).

. y)=2x y fy(x,y) =2y,

que evaluadas en el punto (1, 1) resultan
KLY =2 y f,0,1)=2

2. Calculo del limite (2.8),

f(xo+h1, yo +h2) = f(Xo, ¥o) = fx (X0, Yo)h1 = fy (X0, Yo)h2

lim
(h1,h2)—(0,0) ”ﬁ + h%

(1 +h1)2+(1 +h2)2—2—2h1 —2h,

= lim
(h1,h2)—(0,0) ,hf + h%

h? + h2 o~
- (h h”)m(OO) /1 == (h h“)m(OO) h$+h§ =0
5 — 2 2 s —
1,112 h1+h2 1,112

Por lo tanto, se concluye que f es diferenciable en (1,1, 2).

Figura 2.6: Plano tangente a f en el punto (1,1, 2)

En general, el calculo del limite (2.8) no es nada sencillo y por ende haremos uso de condiciones
adicionales que se requieren a una funcion f en dos variables para que esta sea diferenciable en un
punto de su dominio.

Teorema 2.21. Sea A C R" abiertoysea f: A C R" — R. Si f es diferenciable en a € A, entonces
1. f es continua en a;
2. existen todas las derivadas parciales de f en a € A;
3. existen todas las derivadas direccionales de f en a € A.

El reciproco no es cierto.
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Ejemplo 2.22. La funcién
B+y3
fap={ mrp o ©N*OO,
0 si (x,y)=1(0,0),

es continua y existen todas las derivadas direccionales pero no es diferenciable en el (0, 0).

- f es continua en el (0,0). Veamos que ( I)lm( 00) f(x,y) =0 = f(0,0) utilizando el criterio de la
x,y)—(0,

funcién mayorante.

r3(cos6 +sin30)

" <r(]cos> 8| +|sin8|) < 2r =F(r),

f(0+rcosé, 0+rsin9)—0‘=

conlimF(r)=0.
r—0

- Existen todas las derivadas direccionales de f en el (0,0). Sea 8 € [0, 2m), calculamos

f(0+hcosB, 0+hsinb) - £(0,0) i h3(cos? 0 +sin3 6)

Def(0,0) = Ii
0f(0,0) = lim h il hh?

=cos3 0 +sin’0.

- f noesdiferenciable en el (0,0). Razonamos por reduccién al absurdo. Suponemos que f es diferen-
ciable en el (0,0), por lo tanto, la derivada direccional de f en (0,0) se puede calcular con la
férmula

Dgf(0,0) = Vf(0,0) - (cos b, sinB) =(1,1) - (cos B, sinfB) =cosH +sinb.
Sin embargo, acabamos de calcular la derivada direccional para 6 € [0, 21r) y que viene dada por
Dof(x,y) = cos> 0 +sin> 6.
Por lo tanto, f no puede ser diferenciable en el (0, 0).

Teorema 2.23. Condiciones de diferenciabilidad de una funcion en dos variables
Sea f una funcién en dos variables con dominio D C RZ?. Suponemos fy y fy definidas en un disco
B((xo, Yo); r). Entonces,

si fx ¥y fy soncontinuasen (xo,yo) entonces f es diferenciable en (xo, yo)

Ejemplo 2.24. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Estudiar la diferenciabilidad de la funcion

f(x,y) = ye* —xlogy

El dominio de f es
D={(x,y) e R>: y >0}

Las derivadas parciales de f son
X X X
i, y)=ye' —logy,  fy(x,y)=e" - "
Ambas funciones son continuas en D. Por tanto, f es diferenciable en todos los puntos de su dominio.
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Ejemplo 2.25. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Estudiar la diferenciabilidad de la funcién

XY (xy) #(0,0)
= { X%y
iy {a (x,y) = (0,0)

Procedemos al cdlculo de fy y f, para posteriormente estudiar su continuidad.
» Cdlculo de fy.

C2xyr(x*+y?) - xfytx o &yt

fx(x,y) = (x2 + y2)2 T (X2 + y?)2
fO0+h0) - F00) | om0 & o
, + ) - ) , (0+h)2+02 h_2 ,
0,0) = | =lim———=Iim—=1Iim—==0
1x(0,0) = lim h o h Poo h R b3
4
Ao ) = {(XZ%, (x,y) #(0,0)
X }) -
0, (X,)/) = (0’ 0)
» Calculo de f,.
00 y) = 2x%y(x?2 + y?) — x?y?2y _ 24y
v (x2+y?)? (x%2+y?)2
£(0,0+h) - £(0,0) o =0 8 0
T ,0+Nn) — ,0) . 02+(0+h)? e P2 Y
14(0,0) = Jim h A S— = = im s =0

2ty
——3, (X, ¥)# (0,0)
fy(x,y) =4 &9
g {a (x,y) = (0,0)

Vemos que f,(0,0) = f,(0,0) = 0, por tanto resta comprobar si existe los limites correspondientes y en
caso de que exista cudl es su valor. De hecho, vamos a demostrar por el criterio de la funcién mayorante

que efectivamente  lim  f,(x,y) =0y lim f,(x,y)=0.As],
(x,y)—(0,0) (x

,y)—(0,0)
_ 2(rcos0)(rsin6)* < | cos @ sin* 6]
rcosé@,rsinf) —0| = =2r—
£ ing) -0 ’((r cos 6)2 + (rsin 6)2)2 r4

=2r| cos8||sinB|* < 2r = F(r)

como
lim F(r)=lim 2r=0
r—0+* r—0*

se concluye que

lim xX,y) =0,
(x,y)—>(0,0)fX( y)

y por tanto f, es continua en (0, 0).
Con f, sequimos el mismo procedimiento,

2rcos)'(rsing) | _, ]cos*sindl
((rcos 8)2 + (rsin6)2)2| pr
= 2r|cos8|*sinB| < 2r = F(r)

|f(rcosB,rsinf) —0| =

como
lim F(r)=lim 2r =0
r—0* r—0*
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se concluye que

lim xX,y) =0,
(x,y)—>(0,0)fX( y)

y por tanto f, es continua en (0, 0).
Dado que fy y f, son continuas en (0, 0) se tiene finalmente que f es diferenciable en (0, 0).

Observacion 2.26. E/ reciproco al teorema anterior no es cierto.

Ejemplo 2.27. La funcién

F(x,y) = (x? +y2) sin (ﬁ) si (x,y) #(0,0),

0 si (x,y)=1(0,0),
es diferenciable pero las derivadas parciales de f no son continuas en el (0, 0).

- f es diferenciable en el (0, 0).

Calculamos el vector gradiente de f en (0, 0) (ya que si f es diferenciable, la diferencial es V f (0, 0)).

0 1
% (0,0) = AILTE) hsin (E) =0, (Criterio del séndwich)
of ] (1
—(0,0) = lim hsin|{—| =0, (Criterio del sandwich)
ay h—0 h

entonces Vf(0,0) = (0,0).

Comprobamos si f es diferenciable en el (0, 0) calculando el limite.

o fO+h04K - f(0,0)-VF(©,0-(hk _ _ f(hk)-0-0
(h,k)—(0,0) VhZ + k2 (hk)—=(00)  \VhZ + k2

= lim h2 + k2 sin ( (Criterio del sandwich)

(h,k)—(0,0)

1
——|=o.
Vh2+k2)

- Las derivadas parciales de f no son continuas en el (0, 0). Vamos a comprobarlo con

of 2x sin ! - X cos L si (x,y) # (0,0)
5(x, y) = 2+ y2Z) 2+ y2)3 2+ y2 ’ e
o si. (x,y)=(0,0).
5} d d
Si a—)]:(x, y) fuera continua en el (0,0) entonces existiria (X’y;@( 00) a—)j:(x, y) =0 = a—){(o, 0).

Ademas, si existe dicho limite, también deben existir todos los limites direccionales. Sin embargo,
tomando la recta g (x) = x (que cumple g (0) = 0) llegamos a que el limite direccional no existe:

TP W EN IR

V2x V2x

2.3. Regla de la cadena para funciones en varias variables

Observacion 2.28. Regla de la cadena para funciones de una variable
Sea f = f(x) tal que Z—£ existe y sea x = x(u) tal que g—’; existe.
Entonces, f = f(u), Z—i existe y se calcula como

df _df dx
du dx du
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En esta seccién se mostrara cdmo se aplica la regla de la cadena para funciones en dos variables,
en las que cada variable depende, a su vez, de otras dos.

Teorema 2.29. Regla de la cadena (I)

P . ay oy .
Sea f = f(x, y) una funcién diferenciable con x = x(u,v) e y = y(u,v) tal que g—z, %, % y a—{ existen.
Entonces f = f(u,v), g—f y % existen y se calculan como

of _ofox  ofoy . of _ofox ofdy

= =y = (2.10)
ou odxou dyoadu ov 9dxodv dyov
f
af ° af
ox dy
y
da Ox Ay 9y
du v B v
Figura 2.7: Diagrama de aplicacién de la regla de la cadena (I)
Ejemplo 2.30. Aplicacion de la regla de la cadena (I)
Sea f(x,y) =x>+ y? x =ve Y ey =ve'. Aplicar la regla de la cadena para calcular % y ‘;—5.
0 df ox 9dfa
of _dfax + of oy _ 3x?(—ve ™) + 2y (veY)
ou odxou Odyoadu
=3(ve )2 (—ve™¥) + 2veY(veY) = —3v3e 3 4+ 2v%e?
0 df ox dfa
Of _ofox ofoy _ 3x%e ™ +2ye
ov odxodv dyov
=3(ve ¥)%e Y + 2vele! = 3v%e 3V + 2ve?
Teorema 2.31. Regla de la cadena (II)
Sea f = f(x, y) una funcién diferenciable con x = x(t) e y = y(t) tal que % y ‘Z,—Jt/ existen.
Entonces f = f(t), % existe, se calcula como
d of dx dfd
ai _ofax ofdy 2.11)
dt  oxdt dydt
y se denomina derivada total de f respecto de t.
Ejemplo 2.32. Aplicacién de la regla de la cadena (I)
Sea f(x,y) =xy +2y? x = e t e y =sint. Aplicar la regla de la cadena para calcular %.
df oJfdx ofdy e
—=—=——+——=y(-e )+ (x+4y)cost =
gt “oxdt Toyar Ve )T+
=—sinte "+ (e " +4sin(t)) cost = e f(cost —sint) + 4sint cost
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»,

af of

oz dy
L °
Yy
L] [ ]
da dy
it dt
(] [
t t

Figura 2.8: Diagrama de aplicacién de la regla de la cadena (II)

La regla de la cadena se extiende de forma analoga para funciones en n variables.

Teorema 2.33. Regla de la cadena para funciones en n variables (I)

Sea f = f(x1,X2,...,Xn) una funcién diferenciable con x; = x;j(y1, Y2,...Ym), i = 1,...,n tal que g—;;,
i=1,...,nj=1,...,m existen. Entonces f = f(V1,V¥2,+.s¥Ym), :—}/:j,j = 1,...,m existen y vienen
dadas por

of  9df ox N of 9xz - of oxp

dy1 Ox19y; 9x29y1  Oxp oy

of  9of ox N of 9xz - of oxp

dy, Ox10y, X290y,  9xpadys

of  9of ox N af oxy . af oxp

OYm 0X190Ym 0X20Ym  XpOYm
Teorema 2.34. Regla de la cadena para funciones en n variables (II)
Sea f = f(x1,X2,...,Xn) Uuna funcién diferenciable con x; = x(t),i =1,2,...,ntal que %,i =1,2,...,n

existen.
Entonces f = f(t), % existe, se calcula como

df _ofdn of dxo  of dxy
dt  ox; dt  9x, dt T 9x, dt

y se denomina derivada total de f respecto de t.

Ejemplo 2.35. Aplicacion de la regla de la cadena (I)
Sea f(x,y,2z) =xz + y? conx = rcos(s), y = scos(r), z = rsin(s). Calcular ‘;—{ y % aplicando la regla
de la cadena.

% = gg—f + %Z—{ + gg—i =z cos(s) +2y(—ssin(r)) +x sin(s)
= rsin(s) cos(s) — 2s cos(r)s sin(r) + r cos(s) sin(s) = 2r sin(s) cos(s) — 2s2 cos(r) sin(r)
of _9fox ofoy  ofoz
0s 0x0s 0yods 0z0s
= —rsin(s)rsin(s) + 2s cos(r) cos(r) + r cos(s)r cos(s)

= z(—rsin(s)) + 2y cos(r) + xr cos(s)

= —r?sin?(s) + 25 cos?(r) + r? cos?(s) = 2s cos>(r) + r?(cos?(s) — sin’(s))
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Ejemplo 2.36. Aplicacion de la regla de la cadena (II)
Sea f(x,y,z) = x>+ y?>+z%>conx =t, y = sinh(t), z = cosh(t). Calcular % aplicando la regla de la
cadena.
o _ eiek i ely Ll
dt  oxdt dydt dzdt
= 2t + 2 sinh(t) cosh(t) + 2 cosh(t) sinh(t) = 2t + 4 sinh(t) cosh(t)

=2x -1+ 2y cosh(t) + 2z sinh(t)

Por otro lado, el siguiente teorema permite calcular la derivada de funciones implicitas, i.e.,
aquellas en las que no es posible expresar explicitamente la variable dependiente en términos de
la variable independiente.

Teorema 2.37. Derivada de una funcion implicita en dos variables
Sea f una funcién diferenciable en la variable x, y = f(x), definida implicitamente por la ecuacién
F(x,y) = 0. Si F es diferenciable y F,(x, y) # O se tiene que

d_}/ — _FX(X’y)
ax Fy(x,y)

(2.12)

Ejemplo 2.38. Calculo de derivadas implicitas de funciones en dos variables
Calcular la derivada de la funcién implicita dada por

ysin(x) —xsin(y)+1=0
En este caso, F(x, y) = ysin(x) —x sin(y) + 1, cuyas derivadas parciales son
Fy(x, y) = ycos(x) —sin(y), Fy(x,y) =sin(x) — x cos(y)
por tanto, la derivada resulta

dy _ F(x,y) _sin(y) — ycos(x)
dx ~ F,(x,y) sin(x) —xcos(y)

Para funciones en tres variables definidas de forma implicita el calculo de las derivadas parciales
viene dado por el siguiente teorema.

Teorema 2.39. Derivadas parciales de una funcion implicita en tres variables
Sea f una funcién diferenciable en dos variables, x e y, z = f(x, y), tal que se encuentra definida implici-
tamente por la ecuacion F(x, y,z) = 0. Si F es diferenciable y F,(x, y,z) # 0 se tiene que

0z Fx(x,y,2) 9z  Fy(x,y,2)

x  F(6y2) 3y F(xy2) '
Ejemplo 2.40. Calculo de derivadas implicitas de funciones en tres variables
Calcular la derivada de la funcién implicita dada por
4x3 — 3x?z +Xxyz + 2yz2 +5=0
En este caso, F(x, y,z) = 4x> — 3x?z + xyz + 2yz? + 5, cuyas derivadas parciales son
Fx(x,y,2) = 12x% — 6xz + yz, Fy(x,y,z)=xz+ 272, F,(x,y,2) = —-3x2 +xy+4yz

por tanto, las derivadas parciales resultan

9z FK(xy,2) _ 12x? —6x2 + yz a_z__Fy(x,y,z) ~ XZ + 222

ax  F,(x,y,z) —=3x2+xy+4dyz dy  Fi(x,y,2) -3x2+xy+4yz
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2.4. Derivada direccional

Para una funcion f en dos variables las derivadas parciales, f, y f,, representan la tasa de va-
riacion de f alo largo del eje x y el eje y, respectivamente.

Para poder determinar la tasa de variacion de f alo largo de cualquier direccién se introduce la
nocién de derivada direccional.

Definicion 2.41. Derivada direccional de una funcién en dos variables

Sea f una funcioén en dos variables con dominio D C R?, el punto (o, yo) € Dy u = (ux,Uy) = Uxi +Uyj
un vector.

Se define la derivada direccional de f en el punto (xo, yo) a lo largo de la direccién marcada por u,
denotada Dy(f)(xo, Yo), cOmo

f(x +huy, y +huy) - f(xo0, yo)
h

La interpretacion geométrica de la derivada direccional es la siguiente (ver Fig. 2.8):
El plano paralelo al eje z (azul claro) cuya orientacion esta determinada por el vector u intersecta a
la grafica de f (rojo) en una curva (azul oscuro). La derivada direccional de f en el punto (xg, yo),
Dy(f)(xo, yo), representa la pendiente de la recta tangente a la curva interseccién en el punto
(X0, Yo, f (X0, ¥0))-
Esto se traduce en que la derivada direccional cuantifica la tasa de cambio de la funcién f alo largo
de una direccion dada, marcada por el vector u, a partir de un punto (xo, yo).

Dy(f)(x0, o) = ,llgg) (2.14)

Figura 2.9: Derivada direccional de una funcién en dos variables. Fuente: https://www.geogebra.
org/m/nkkZEucZ

Ejemplo 2.42. Calculo de la derivada direccional de una funcién en dos variables
Sea la funcién
f,y)=7-3x%-y?
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Calcular la derivada direccional de f a lo largo de la direccién dada por el vector u = %i + ?j en el punto

(1,-1).

f1+n-1+n ) - £(1,-1) 7—3(1+h%)2—(—1+h%§)2—3

Du(f)(1,=1) = lim p = lim p
—3h?+(V3-3)h+3-3 —3h2 + (V3-3)h
= ”m = ”m
h—0 h h—0 h

3
= lim (—Eh +(V3- 3)) =v3-3~-1.2679

El resultado obtenido significa que el valor de la pendiente (dado por la derivada direccional) en el punto
(1,—1) de la recta tangente a la curva interseccion de la grdfica de f y el plano, cuya orientacién estd
fijada por el vector u, es —1.2679

Ejemplo 2.43. Calculo de la derivada direccional de una funcién en dos variables
Sea la funcion

fx,y)=7-3x"-y?

- 3 j4+ 2
yelvectoru—mHmj.

Calcular la derivada direccional de f en el punto (0, 2).

2

f(0+hv%,2+hv%)—f(o,2) 7—3(hv%)2—(2+hv%) _3

Du(f)(0,2) = fll'ﬂ% - = fll'ﬂ% s
3142 8
_3p2_ By
3 31 8 8
S lim— Y i —p S o L 22188
h—0 h h—0 13 V13 V13

El resultado obtenido significa que el valor de la pendiente (dado por la derivada direccional) en el punto
(0, 2) de la recta tangente a la curva interseccién de la grdfica de f y el plano, cuya orientacién estd fijada
por el vector u, es —2.2188

Observacion 2.44. Cabe hacer notar que las derivadas parciales, f, y fy,, son casos particulares en los
que se cuantifica la tasa de variacién de la funcién f a lo largo de los ejes x e y, respectivamente.

En el caso de funciones diferenciables, es posible calcular la derivada direccional de una forma
mas sencilla.

Teorema 2.45. Derivada direccional de una funcion diferenciable
Sea f una funcién diferenciable en dos variables con dominio D C R?, el punto (xg, yo) € D y el vector
u = uyi + uyj. Entonces, la derivada direccional viene dada por

Duf (X0, Yo) = V£ (X0, ¥o0) - u = (fx (X0, Yo)i + fy (X0, Y0))j) - (uxi + uyj) = fi(Xo, yo)ux + fy (X0, Yo)uy

(2.15)
donde Vf es el vector gradiente de f, cuyas componentes son las derivadas parciales, fy y f,, respecti-
vamente.

Ejemplo 2.46. Calculo de la derivada direccional de funciones diferenciables
Sea la funcién
Xy
X, y)=——
fy) =5 %
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Calcular la derivada direccional a lo largo de la direccién dada por el vector u = %i - %j en el punto

(3,1).

yx2 =y x(x? - y?)
T (x2+ y2)2 ! (x2 + y2)2

VIOGY) = fi (G y)i+ fy(x, y)j =

Finalmente, calculamos la derivada direccional de f en el punto (3, 1),

1) V2 3V2 V2

= - 4+ —

R
25725 ~ 35 (7143

2. 6, 1. .
Duf(3,1)=Vf(3:1)'"=(—EH‘E!)'(EH‘EI

A partir de la definiciobn de derivada direccional (2.15) y aplicando la definicion de producto es-
calar se tiene que

Duf (x0, Yo) = V£ (X0, yo) - u = ||V f(x0, yo)ll [lul[ cos(a) = [|Vf (xo, yo)|| cos(a) (2.16)

donde a es el angulo que forman entre si los vectores V f (xo, ¥o) Y U.
Esta Ultima expresion de la derivada direccional permite determinar cuales son los valores maxi-
mo y minimo de la derivada direccional de f y la direccién en la que estos tienen lugar.

Teorema 2.47. Sea f una funcién en dos variables diferenciable y (xo, yo) un punto de su dominio.
Suponemos V f # 0y u un vector. Entonces,

1. El valor méximo de Dy f (xo, o) es ||V f(xo, Yo)|| y lo alcanza cuando u es paralelo y del mismo
sentido que V f(xq, yo) = Tasa de maximo crecimiento de f.

2. El valor minimo de Dy f (xo, yo) es —||V f (X0, Yo)|| y lo alcanza cuando u es paralelo y de sentido
opuesto a gradiente, V f (xo, o) = Tasa de maximo decrecimiento de f.

V [ (®0, yo)

i - V f(xo. yo)
'
/ 0 e
- - P{J'll- o)

P (xq, y0) ,J""/“

Figura 2.10: Vector unitario de tasa maxima/minima de variaciéon de una funcién f diferenciable

Ejemplo 2.48. Calculo de la tasa de maxima variacion de una funcién diferenciable
Sea la funcién
_ o2y (y )
X,y) =e“ arctan | =—
fxy) I

Calcular el vector unitario a lo largo del cual la tasa de variacién de f es mdxima/minima y determinar
ambos valores en el punto (1,0).

Para que la tasa de variacién de la funcién f sea méxima/minima, la direccién del vector unitario, u,
debe de coincidir con la del vector gradiente, Vf, i.e., ambos vectores han de ser paralelos y con el mismo
sentido o el opuesto.

Por lo tanto, el primer paso consiste en calcular el vector gradiente,

: . 3eVy . 3x )
VI = ol i Sy )= g e (g2 darcan (7))

50 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



2.4. DERIVADA DIRECCIONAL

Una vez calculado el gradiente, lo evaluamos en el punto (1, 0),

. P
V(1,0) = fx(1,0)i+ f,(1,0)j = 0i + =f
El vector a lo largo del cual la tasa de variacién de f es maxima viene dado por
V£(1,0 0i + 3j 1
o= s =3[0 1) =
’ 02+ (3)°

ie., elejeycony>0.
La tasa de mdaximo crecimiento de f viene dada por

1
Vi(1,0)|| ==
IVf(1,0)ll = 5
El vector a lo largo del cual la tasa de variacién de f es minima viene dado por
V(1,00 Oi+3

1)
~TIvAGLON 02+(1)2“3(°’+3’)‘ !
3

i.e., el eje y cony <0.
La tasa de mdximo decrecimiento de f viene dada por

1
-|VFf(1,0)|| = —=
IV/(1,0)] =~
Ejemplo 2.49. Derivada direccional y gradiente de funciones diferenciables
En una placa cuadrada, D, la temperatura en cualquier punto (x, y) viene dada por
1

TXY) = ———=—
VX2 +y? +1
Se pide:

1. Calcular la tasa de variacion de la temperatura en el punto (2,3) a lo largo de la direccién que
forma un dngulo de % con el eje x positivo.

2. Determinar el dngulo en la que la tasa de variacién de la temperatura en el punto (1, 1) es minima.

1. Previamente al cdlculo de la derivada direccional, se ha de obtener el vector u, cuya direccién forma
un dngulo de % con el eje x positivo, asi como el vector gradiente, Vf(2,3),

o=cos(g)vin ()= T+

2
Vi y) = f (G y)i+ fy(x, y)j = y

X ) .
—_— ’_
V2142 +y2)2 2+ y2(1+ X2+ yz)zl

- (L_7_‘/ﬁ),-+(L_@)j
36 468 24 312

Una vez calculados ambos vectores, procedemos al cdlculo de la derivada direccional de f en el
punto (2,3),

1 713 1 7V13 V3, 1
Dy,f(2,3)=VF2,3) u=||—-"Z2]i+|— - =21j| | Zi+-j
uf(2,3) = Vf(2,3)-u (36 468)'+(24 312)’] 2 '3
_13-7V13 V13-7
312V3 4813
263 — -
_ V3 - 1439 + 39 21\/5%_0'04226
1872
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Se concluye entonces que en el punto (2,3) la temperatura disminuye a una razén de —0.04226
unidades por unidad de variacion a lo largo de la direccién marcada por el vector u.

2. Dyf(1,1) es minima a lo largo de la direccién del vector VT (1, 1) y con sentido opuesto, i.e.,

VTr(1,1) = [(2 3)i+(2 3)4—( 2+ 3)i+(2+ 3)]
’ V2 V2 V2 V2
El dngulo que forma este vector con respecto al eje x positivo es entonces

_ 3
2+\/i
_ 3
2+«@

m
6 = arctan ( ) =arctan1 = 2

Por lo tanto, la tasa de variacion de la temperatura en el punto (1, 1) es minima a lo largo de vector
que forma un dngulo de 7 con respecto al eje x positivo.
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Capitulo 3

Diferenciabilidad: aplicaciones

En este tema se estudia una de las aplicaciones mas importantes relacionadas con el calculo de
derivadas de funciones en varias variables: determinacién de los valores extremos tanto relativos
(regiones abiertas) como absolutos (regiones cerradas y acotadas).

3.1. Extremos relativos en regiones abiertas

Definicion 3.1. Extremos relativos de funciones en dos variables
Sea f una funcién en dos variables con dominio D C R?, sea (xo, yo) € D. Entonces:

1. f tiene un valor maximo relativo en (xo, yo) si existe un disco abierto B((xo, ¥o), r) tal que
f(XO,YO)Zf(X,Y), V(X’Y)GB
2. f tiene un valor minimo relativo en (x, yo) si existe un disco abierto B((xo, yo), ) tal que

f(x0, ¥0) < f(x,¥), V(x,y)€B

De hecho, los extremos relativos de una funcién f constituyen un tipo particular de lo que se
conoce como puntos criticos de f, cuya definicidn queda recogida en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Puntos critico de una funcioén en varias variables
Sea f una funcién en dos variables con dominio D C R?, sea (xo, yo) € D.Se dice que (xq, yo) es punto
critico de f si se cumple una de las dos condiciones siguientes:

1. Vf(xo, ¥0) = 0= fx(xo0, ¥o) =0y fy(x0, yo) =0
2. BV f(xo0, yo) = 2 fx(x0, ¥0) 0 A £y (x0, yo)

Si en el punto (xo, ¥o) se satisfaciese la condicién 1., i.e., Vf(xo, ¥o) = 0 ocurriria que la ecuacion
del plano tangente a la grafica de f en dicho punto resultaria

z = f(xo, ¥o) + Vf(X0, ¥o0) - (X = X0, ¥ = Yo) = f (X0, Yo) + 0 - (X = X0, ¥ = Yo) = f (X0, Yo)

esto es, se trataria de un plano tangente horizontal en el punto (xg, yo, f (X0, ¥0))

Asi, ala hora de estudiar los extremos relativos de una funcién f se han de determinar en primer
lugar sus puntos criticos y, posteriormente, hacer uso del siguiente criterio para su clasificacion en
uno de los tres tipos:

1. Extremos relativos:

a) Maximo relativo
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Figura 3.1: Maximo relativo de f en el Figura 3.2: Minimo relativo de f en el
pUntO (XO’ Yo, f(XO) }’O)) pUntO (XO) Yo, f(XO: }’0))

Figura 3.3: Punto de silla de f en el punto (xo, Yo, f (X0, ¥0))

b) Minimo relativo
2. Punto desilla

Teorema 3.3. Criterio de la matriz Hessiana

Sea f una funcién en dos variables con dominio D C R? y sea (xq, yo) € D. Suponemos que f y sus
derivadas parciales hasta orden dos son continuas en el disco abierto B((xo, ¥o),r) ¥y que (Xo, o) €s un
punto critico de f. Se define la matriz hessiana' de f en el punto (xo, yo) como

frx (X0, Yo)  fxy(Xo, Yo)

00 Y0) = | £ (60 v0) £,y (X0, Yo0)

cuyo determinante, denominado hessiano, viene dado por

A(X0, Y0) = fxx (X0, ¥0) fyy (X0, Y0) = (fxy (Xos ¥0))?
Entonces:
1. Si fux (X0, Yo) > 0y A(xo, yo) > 0 entonces f tiene un minimo relativo en (xo, ¥o)
2. Si fux (X0, Yo) < 0y A(xo, yo) > 0 entonces f tiene un mdximo relativo en (xo, yo)
3. SiA(xo, Yo) < 0 entonces f tiene un punto de silla en (xo, ¥o)
4. Si A(xo, yo) = 0 este criterio no puede decir nada acerca de la naturaleza del punto critico (xo, ¥o)

Cabe hacer notar que la matriz hessiana es simétrica como consecuencia de las hipbétesis de
continuidad sobre las derivadas parciales de segundo orden (teorema de Clairaut).

TEn analogia con la segundo derivada de funciones en una variable, la matriz hessiana describe la curvatura local
de funcién en varias variables, dado que sus elementos son las derivadas parciales de segundo orden. Esta matriz fue
desarrollada por el matematico Ludwig Otto Hesse (1811-1874).
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(0) (0 X(O)) c
e Xp

En general, si f es una funcién en nvariables,i.e., f: D CR" — Ryxg = (x1 Xy s

D, su matriz hessiana viene dada por

fx1x1(x0) fx1xz(x0) fx1x,,(X0)

fxzx1XO) fxzxz (XO) e fxzx,, (XO)
H(Xo) = . . .

Fon 0) fama(X0) - fooen (X0)

Ejemplo 3.4. Determinar los puntos criticos de funciones en dos variables
Sea la funcién
fOGy)=x>+y?—4x -8y +16

Determinar sus puntos criticos y clasificarlos.
Para hallar los puntos criticos de f se han de calcular las derivadas parciales fy y f, e igualarlas a 0,
ie.,
i, y)=2x-4=0 — x=2
fyx,y)=2y-8=0 — y=4

Por lo tanto, el punto (2, 4) es un punto critico de f.
Para clasificarlo procedemos en primer lugar al célculo de la matriz hessiana,

frx(x0, Yo)  fxy(Xo, YO)} [2 0]
H X, = =
) [fyx(xO, ¥o) fyy(xoyo)| ~ [0 2
cuyos elementos son en este caso constantes, y por ende
2 0

cuyo determinante, i.e., el hessiano resulta
A(2,4)=2-2-0°=4>0

Como fyx(2,4) > 0y A(2,4) > 0 se concluye que la funcién f presenta un minimo relativo en el punto
(2,4).

Figura 3.4: Minimo relativo de f(x, y) = x?> + y?> — 4x — 8y + 16 en el punto (2,4)

Ejemplo 3.5. Ejemplo 2: Determinar los puntos criticos de funciones en dos variables
Sea la funcién

fx,y) :4xy2 —2x2y—x
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Determinar sus puntos criticos y clasificarlos.
Para hallar los puntos criticos de f se han de calcular las derivadas parciales fy y f, e iqualarlas a 0,
ie.,

felx,y) =4y* —4xy —1=0
fyx,y) = 8xy—2x2 =0

Para resolver el sistema de ecuaciones lo reescribimos de la siguiente forma

{4y2—4xy—1=0 . {4y(y—x)=1 R {(1) y(y-x)=4

8xy —2x>=0 2x(4y —x) =0 (2) x(4y-x)=0
Casos:
()x=0=()y’ =0 y==%35
(2)4y —x=0->x=4y = (1) y(y —4y) = 3 > -3y? = 1 - y? = -5 = No existe solucion
My=3-oy-x=1-x=1-y=1-1=2=(2)3(41-2)=0->2(-3)=0>-2=0

= No tiene solucién
sy . 1 1
Por lo tanto, los puntos criticos de f son (0,-3) y (0, 3).
A continuacion procedemos a su clasificacién. Para ello, en primer lugar calculamos la matriz hessiana
y la evaluamos en cada uno de los puntos criticos.

fix (X, y) fxy(X; y)

RO =15 00Y) Ty y)

8y —4x 8x

_[ -4y 8y —4x

(0.-3)

cuyo determinante resulta

1
A(O,—E):2-0—16:—16<0

Como A (0,—3) < 0 se concluye que (0,—3) es un punto de silla de f.

(0.3)

1 -2 4
o) 12
cuyo determinante resulta
1
A(O’_E) =2-0-16=-16<0

Como A (0,—1) < 0se concluye que (0, 1) es un punto de silla de f.

1
2
Ejemplo 3.6. Ejemplo 3: Determinar los puntos criticos de funciones en dos variables

Sea la funcién
fx,y) =vVx%2+ y%2+1

Determinar sus puntos criticos y clasificarlos.
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Sy~ day? - 20ty

Figura 3.5: Puntos de silla de f(x, y) = 4xy? — 2x*y — x en (0, +3)

Para hallar los puntos criticos de f se han de calcular las derivadas parciales fy y f, e igualarlas a 0,
ie.,

fy) = ——— =0

_ Yy
fy(x,y) = \/ﬁ

El Gnico punto critico de f es el (0,0) en el que las derivadas parciales (y por tanto, el vector gradiente) no
estan definidas. En este caso, no puede aplicarse el criterio de la matriz hessiana para clasificar a dicho
punto y, por tanto, tendriamos que recurrir a otros métodos (por ejemplo: cortes transversales,...).

=0

Figura 3.6: Punto critico de f(x, y) = 4/x2+ y2+1en (0,0)

Hasta ahora se han considerado funciones en varias variables definidas en recintos abiertos.
Antes de centrarnos en la busqueda de extremos de funciones en varias variables en recintos cerra-
dos y acotados, conviene definir cuales son sus caracteristicas?.

Definicién 3.7. Recinto cerrado y acotado
Sea R C R2. Entonces:

1. Se dice que R es una regién acotada si esta contenida en un disco cerrado.

2. Se denomina frontera de la regién R, y se denota como dR, al conjunto de todos los puntos (x, y)
tales que cualquier disco abierto con centro en dicho punto contiene al menos un punto de R y un
punto fuera de R.

3. Se dice que R es una regién cerrada si contiene a su frontera, i.e.,
R =int(R) UAR

donde int(R) es el conjunto de puntos que estdn dentro de R, i.e., no se encuentran en la frontera.
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Pram FlesTin
01 R

IR = FRronuTian 9E R

R = wk(R)U IR

Figura 3.7: Region, R, cerrada y acotada del plano

Cuando una funcién en varias variables, f, esta definida en un recinto cerrado y acotado, se
busca hallar los valores maximo y minimo absolutos que alcanza ya sea dentro del recinto (int(R))
0 en su contorno (0 R).

Teorema 3.8. Teorema 3: Teorema del valor extremo para funciones en dos variables

Sea f una funcién en dos variables definida y continua en una regién, R, cerrada y acotada de R?, i.e.,
R =int(R) UOR.

Entonces, f alcanza su valor méaximo absoluto y minimo absoluto en R.

El procedimiento para determinar las valores maximo y minimo absolutos de una funcion f en
varias variables, definida en una regién cerrada y acotada R, es el siguiente:

1. int(R) = calcular los puntos criticos y evaluar la funcién en cada uno de ellos.
2. d R = calcular los puntos criticos y evaluar la funcién en cada uno de ellos.
3. Evaluar f en los puntos extremos (endpoints) de dR.

4. El mayor/menor de los valores obtenidos en los dos pasos anteriores, es el maximo/minimo
absoluto de f en R.

Ejemplo 3.9. Determinacién de los valores maximo y minimo absolutos de una funcion en dos
variables
Determinar las valores maximo y minimo absolutos de la funcién

oY) =x3+y3+3y2 —3x -9y +2

sobre la regién triangular R con vértices en (0, 0), (4,0) y (0, 8).
Procedemos calculando en primer lugar los puntos criticos de f en el interior de la regién, R. Asi,

2 — —
B T
Por lo tanto, los puntos criticos son
1,1, (1,=-3), (-1,1), (-1,-3)
2Consideraremos exclusivamente recintos en R?
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de los cuales sélo el punto (1, 1) se encuentra dentro de R. En este punto el valor de la funciénes f(1,1) =
—5.

A continuacién, buscamos los puntos criticos de f en el contorno de R, compuesto por tres segmentos de
recta:

X=0= f(0,y) = y>+3y?> -9y +2
f0,y)=3y>+6y -9 3y’+6y-9=0 y=10y=-3
Luego los puntos criticos sobre la recta y = 0 son
(0,1), (0,-3)

de los cuales sélo (0, 1) se pertenece al segmento de recta y = 0 con extremos (0,0) y (0,4). En
este punto, el valor de la funcién f es f(0,1) = 3.

y=0= f(x,0) =x3—3x
f'(x,00=3x>-3 3x*-3=0 x=10y=-1
Luego los puntos criticos sobre la recta x = 0 son
(-1,0), (1,0)

de los cuales sélo (1,0) se pertenece al segmento de recta x = 0 con extremos (0,0) y (8,0). En
este punto, el valor de la funcién f es f(1,0) = 0.

y=-244=900) =3+ (-5 +4)°+3(-2+4)>-3x -9 (-2 +4)+2=Ix3+ 15x2 - By 457

21, 15 63 21, 15 63

"(x) = —x“ + X+ —x—-——=0
gx)=gxtox =7 g T2 2
10 4
:>x:—7—7 43 ~ -5.175679 = No pertenece al segmento de recta
10 4 10 4 5248 688
X=——+-V43~2318536 = g|-—+=|="— — =443~ 15.03025
7 7 7 7 49 49

= No pertenece al segmento de recta

Luego ninguno de los puntos se encuentran en el segmento de recta de ecuacién y = —3 + 4 con
extremos (0,4) y (8, 0).

Una vez determinados los puntos criticos de f dentro y en el contorno del recinto R, se consideran asi-
mismo los puntos extremos del contorno y/o de interseccién con los ejes coordenados. En este caso, tales
puntos son

(0,0), (8,0), (0,4)

en los que el valor de la funcién resulta
f(0,0) =2, f(8,0)=490, f(0,4) =78
A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:
» E/valor médximo absoluto de f es 490 y lo alcanza en el punto (8, 0).

= E/valor minimo absoluto de f es —5 y lo alcanza en el punto (1, 1).

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®© 59


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

CAPITULO 3. DIFERENCIABILIDAD: APLICACIONES

y

AR =(y=0)U( o ( )

Figura 3.8: Region triangular, R, del ejemplo 4

Ejemplo 3.10. Determinacion de los valores maximo y minimo absolutos de una funcion en
dos variables
Determinar las valores maximo y minimo absolutos de la funcién

fx,y) = 3x2+xy

sobre la regién R acotada por la parébola y = 4 — x? y el eje x.
Procedemos calculando en primer lugar los puntos criticos de f en el interior de la regién, R. Asi,

6x+y=0 x=0
x=0 y=0

Hy)=6x+y, fy(x,y)=x :>{

Por lo tanto, el punto critico es

(0,0)
de los cuales sélo el punto (0, 0) se encuentra dentro de R. En este punto el valor de la funcién es f(0,0) =
0.
A continuacién, buscamos los puntos criticos de f en el contorno de R, compuesto por tres segmentos de
recta:
y=0= f(x,0) =3x2
f'(x,00=6x 6x=0 x=0
Luego el punto criticos sobre la recta y = 0 con extremos (—2,0) y (2,0) es
(0,0)
En este punto, el valor de la funcién f es f(0,0) = 0.
y=4-x*=g(x) =3x?> +x(4 - x?) = —x> + 3x> + 4x
g’ (x) =-3x*>+6x+4 = -3x>+6x+4=0
7 7 14
=x=1 —\/;z —-0.52753 = ¢ (1 - 5) =6-— ?V21 ~ —1.128451
= No pertenece al segmento de recta
7
x=1- \/; ~ 2.5275 = No pertenece al segmento de recta
Luego ninguno de los puntos se encuentran sobre la pardbola de ecuacién y = 4 — x2.
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Una vez determinados los puntos criticos de f dentro y en el contorno del recinto R, se consideran asimis-
mo los puntos extremos del contorno. En este caso, tales puntos son

(-2,0), (2,0)
en los que el valor de la funcién resulta
f(=2,0) =12, f(2,0)=12
A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:
» E/valor méximo absoluto de f es 12 y lo alcanza en los puntos (+2, 0).

» E/valor minimo absoluto de f es 0 y lo alcanza en los puntos (0, 0).

Figura 3.9: Regién, R, cerrada y acotada del ejemplo 5

Ejemplo 3.11. Determinacion de los valores maximo y minimo absolutos de una funcién en
dos variables
Determinar las valores maximo y minimo absolutos de la funcién

fx,y)=y*+x*-3y

sobre la regién R limitada por la circunferencia x> + (y — 1)? = 1.
Procedemos calculando en primer lugar los puntos criticos de f en el interior de la regién, R. Asi,

2x =0 {x=0

X, :2X, X, =3 2—3 =
fx(x, y) fy( y) Y {3}/2—3:0 y=-1,y=1

Por lo tanto, los puntos criticos son

(0,1), (0,-1)

de los cuales sélo el punto (0, 1) se encuentra dentro de R. En este punto el valor de la funcién es f(0,1) =
-2

A continuacién, buscamos los puntos criticos de f en el contorno de R, siendo este una circunferencia de
centro (0,1) y radio 1:

X2+ (y-1)>2%=1
Empleando coordenadas polares, i.e.,

X =cos@
y=1+siné, 0 € [0, 2m)
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la funcién g que resulta es
g(8) = (1 +5sin8)3 + (cos8)® — 3(1 +sinB) =sin®>H +2sin’ 6 — 1
a la que calculamos sus puntos criticos

g’(6) =3sin?0cosf +4sinBcosd = 3sin®Hcosh +4sinfcosh =0

3sin8+4=0 = No tiene solucién
6=0 — (1,1)
sinfcosf=0 & (6= — (0,2

6=-7 — (0,0

= sinfcosf(3sinf+4)=0 =

De forma que los puntos criticos de g son
(0,0), (0,2), (1,1)

en los que el valor de f es f(0,0) =0, f(0,2) =2y f(1,1) = -1.

Una vez determinados los puntos criticos de f dentro y en el contorno del recinto R, se consideran asi-
mismo los puntos extremos del contorno. En este caso, tales se corresponden con los valores del dngulo,
0 =0y 6 = 2m resultando en ambos casos el punto

(11

que ya ha sido evaluado anteriormente.
A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:

= E/valor médximo absoluto de f es 2 y lo alcanza en el punto (0, 2).

» E/valor minimo absoluto de f es —2 y lo alcanza en el punto (0, 1).

Figura 3.10: Region, R, cerrada y acotada del ejemplo 6
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Capitulo 4

Integracion multiple

Antes de introducir la integraciéon doble y triple, revisamos brevemente la integral definida unidi-
mensional (o integral simple). Si f : [a,b] — R es una funcién acotada en el intervalo compacto

b . . : : :
[a,b], entonces I = fa f(x) dx representa el drea entre f y el eje de la abscisa, si asumimos que

f(x) = 0 paratodo x € [a,b]. En el caso particular I = f: dx = [x]% = b — @ obtenemos la longitud
del intervalo [a, b]. Por tanto, en muchos casos la integral definida simple puede ser interpretada
como longitud o area. De forma analoga, la integral doble puede ser interpretada como area o vo-
lumeny la integral triple como volumen o hipervolumen, junto con otras interpretaciones segun el
contexto.

4.1. Integracion doble

4.1.1. Integracion en un rectangulo

Integrabilidad

Sean R un rectangulo en el plano cartesiano dado por

R=[a,b] x[c,d] ={(x,y) eR?>:a<x<b,c<y<d}

f:R—-R

una funcién acotada. Podemos aproximar el volumen por debajo de la superficie creado por la fun-
cién (asumimos f(x, y) > 0 para simplificar) y encima del plano XY mediante sumas inferiores y
superiores, en analogia al caso unidimensional:

Pom =1{Qij}, dondeQ;; = [xi—1,X;]x[yj-1,y;] con
{a =xg,X1,X2,...,Xnp = b} una particion de [a, b]

{c=yo,y1,¥2-- s ym =d} una particién de [c, d]

y la suma inferior Sj,¢ y la suma superior Sg,, dadas por

n m
Z Zm,-j(xi - Xi—1)(¥j — yj-1), conm;; = ( min  f(x,y),

Sinf(Pn,m,f) -
Py X.y)€Qij

Ssup(Pn.m; f)

n m
ZZM,’](X,'—X,'_1)(yj—yj_1), con M,‘j = max f(X,_y)
o = (x,y)€Qij
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El volumen por debajo de la funcién corresponde al supremo de Si¢ (volumen por defecto) y al infi-
mo de Ss,p (volumen por exceso) entre todas las particiones P de R, tal como recoge la siguiente
definicion.

Definicién 4.1. (integrabilidad):
Una funcién acotada f : R — R es integrable (en el sentido de) Riemann en R y su integral definida es

= g £(% y)d(x, )

siy solo si
lim Sinf(f: Pn,m) = lim Ssup(f: Pn,m) =1,
n,m—oo n,m—oo

siendo Sinf y Ssup SUMas inferiores y superiores y la particion cumple lim max[Q;;] = 0 V(i, j).

n,m—oo

Observacion 4.2. 1. Como en otros contextos de cdlculo, hemos definido un concepto nuevo a través
de la existencia de un limite apropiado. Determinar una integral doble a través de limites de sumas
es posible pero complicado y por tanto buscaremos formas mds directas, en concreto la reduccién
a integrales simples.

2. Una definicion equivalente utiliza sumas de Riemann en vez de sumas inferiores y superiores (ver
literatura).

3. Se puede utilizar la notacién I = ” f(x, y)dA para enfatizar que en la integral doble el orden de
R

diferenciales no estd especificado (dA de "drea”).
4. Tanto integrales dobles como triples son integrales definidas, es decir, las calculamos sobre un con-

junto especificado en dos o tres dimensiones.

Propiedades fundamentales de la integral doble

(a) Linealidad:
Sif,g:R — Rintegrablesen Ry a € R, entonces f + g y af son integrables en R con:

JRJ[f(x, ) +g(x y)1d(x, y) Hf(x, Y dx,y) + ﬂ 906, y) d(x, y),

R

Haf(x,y)d(x,y) ajjf(X,Y)d(X,Y)
R R

(b) Monotonia:
Si f(x,y) <g(x,y) VY(x,y) € R, entonces

[ 7 decy < g 9%, y) d(x, y),

R
y
[ ry e < [[ireenidey.
R R
64 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



4.1, INTEGRACION DOBLE

(c) Acotacion:
Sif:R — ResintegrableenRym < f(x,y) < MV(x,y) € R, entonces

mb-a)(d-c)<I<Mb-a)(d-c).

(d) Aditividad respecto de rectangulos disjuntos:
SiR=R{URyconRiNRy =0, entonces

[ o axdy = [[ oy oray+ gf(x, y) dx dy.

R R+

Teorema 4.3. (continuidad implica integrabilidad):
(a) Si f : R — R es una funcion continua, entonces f es integrable en R.

(b) Si f : R — R es una funcion continua excepto posiblemente en un conjunto de medida cero, entonces
f esintegrable en R.

Observacion 4.4. 1. La parte (a) es un caso particular de la parte (b), pero por su relevancia la con-
sideramos aparte.

2. El conjunto de medida cero es una generalizacién de la condicién correspondiente del caso unidi-
mensional: Si f : [a,b] — R es una funcién continua a trozos, entonces f es integrable en R. Hay
que recordar que una funcién continua en R toma sus valores extremos en R y por tanto implica
acotacion de f.

Integrales iteradas y el teorema de Fubini
Sea f : R — Rintegrable en R = [a, b] X [¢, d]. Para cada y € [c, d] podemos definir

fy : [a> b] - R’
x = fy(x),
donde se interpreta y como un pardmetroy x como Unica variable independiente. La notacién f, no

corresponde la derivada parcial. Si f, es integrable en [a, b], entonces podemos definir una nueva
funciébn g como

g : [cd] >R,
x=b
X=a

es decir, la funcién g depende solo de y, g = g(y), y podemos calcular f;/::lg(y) dy. En total:
y=d y=d x=b
[ away=[" ([ po0a)ey
y=c y=c x=a

Esta permitido hacer el mismo razonamiento empezando por x. Para cada x € [a,b] podemos
definir

fio v lod =R,
y = W),
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donde se interpreta x como un pardmetro e y como Unica variable independiente. Si f, es integrable
en [c, d], entonces podemos definir una nueva funcién h como

h : J[a,b] =R,
y=d

X — fx(y)dy,
y=c

es decir, la funcién h depende solo de x, h = h(x), y podemos calcular szf h(x) dx. En total:

x=b x=b y=d
j h(x)dx:f ( fx(y)dJ/)dX-

X=a X=a y=c
Acabamos de descubrir las integrales iteradas

‘ g(y)dy K fy(x)dx]dy,
J I

Lb h(x) dx Lb (jd £ dy) dx,

donde hemos suprimido las referencias a x e y, respectivamente, en los limites de intervalo para
simplificar la notacién (aunque se recomienda ponerla siempre y cuando sea Util para evitar confu-
siones). Las funciones auxiliares f, (x) y fx(y) solo soninterpretaciones distintas de la misma f(x, y)
y obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5. (teorema de Fubini):
La integral doble de una funcién continua f : R — R es igual a la integral iterada (en cualquier orden):

[ ([ e}
Ld (Lb fx,y) dx) dy.

Observacion 4.6. 1. Segun el teorema de Fubini se puede calcular una integral doble a través de dos
integraciones simples sucesivas (“iteradas”).

j 00 y) d(x, )

R

2. Los paréntesis en las integrales iteradas no son necesarios, pero el orden de integracién es impor-
tante y bien definido: en la primera integral iterada se integra primero sobre y, luego sobre x y
en la sequnda integral al revés. Este hecho estd reflejado por la posicién de los diferenciales y los
limites de integracion: en la integral iterada el orden de integracién no es arbitrario.

3. Una vez puestos los intervalos de integracion de x e y en las integrales iteradas, el orden de los
diferenciales estd definido. No cumplir con esta concordancia es un error.

Ejemplo 4.7. Calcular el volumenV comprendido entre la grdfica de f(x, y) = 16—x%—3y? y el rectdngu-
loR =1[0,3] X [0,1] en el plano (x, y).

Calculamos el volumen como integral doble que inmediatamente escribimos como integral iterada:

Vv = nJ(16—x2 -3yYd(x,y) = jX:3(

y=1
j (16 — x> =3y?) dy | dx =
x=0

y=0

oJ

R
r3

3
- [16y—x2y—y3];dx:J [(16—x2—1) = (0—0—0)] dx =
0 0

r3 3 3
- (15—x2)dx:[15x—%] — (45-9) - (0-0) = 36,
JO 0
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donde hemos utilizado las reglas de la integracién unidimensional, en particular la regla de Barrow. Hay
que tener en cuenta que al integrar por primera vez, aqui sobre y, la otra variable, aqui x, se comporta
como si fuera una constante. Observamos que se resuelve una integral iterada “desde dentro hacia fuera”.
Segun el teorema de Fubini, el resultado no depende del orden de las integrales iteradas. Para ilustrarlo,
calculamos el mismo volumen en el otro orden de integracién.

Vv = T(16—x2 -3yH)d(x,y) = Jyﬂ (

J =0
7 y

x=3
j (16 — x> = 3y?) dx | dy =
x=0

r1 3 3 1
- [16x—%—3xy2] dy=j[(48—9—9y2)—(0—0—0)]dy=
JO 0 0

r1 317
- (39—9y2)dy:[39y—9y?] = (39-3) - (0-0) = 36.
0 0

L

Ejemplo 4.8. Calcular la integral doble de f(x, y) = e¥ cos y sobre R = [0, 2] x [0, 5].

Calculamos (en cualquier orden de integracién):

2 pm/2 2 n/2
ij(x,y)d(x,y):J J excosydydx:J exj cosydydx =
o Jo
R

0 0

"4

2

Jz e*[sin y]g/2 dx = Iz e* (sin (g) - sin(O)) dx = I eXdx =
0

0 0

4.1.2. Integracion sobre conjuntos generales

Teorema 4.9. (integral conjunto general): Sea D c R? un conjunto cerrado cuya frontera es una
curva cerrada simple suave a trozos. Sea R un rectangulo tal que D C R. Sea f : D — R continua.
Definimos f : R — R tal que

fx,y) =

: fx,y)  si(x,y) €D,
0 si(x,y) € R\D.

Entonces, ﬂf(x, y) d(x, y) existe y es igual a H fo,y)dx, y).
D R

Observacion 4.10. 1. Una curva cerrada simple es una curva cerrada que no se corta a si misma.

2. Una curva suave a trozos es una curva que como mucho tiene un nimero finito de picos. Los picos
son puntos de no-diferenciabilidad.

Integracion sobre conjuntos simples

Consideramos dos casos importantes de conjuntos simples, en las que los limites del conjunto en y
son funciones de x, y los limites en x ndmeros, o al revés.

Caso 1, conjunto horizontalmente simple: Sea D = {(x,y) € R?:a < x < b,¢1(x) < y < ¢d2(x)},

con
o1,902 : [a,b] » R, funciones continuas con
$1(x) < ¢2(x) Vx € [a, b].
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Entonces,
[[ ey = [y doyn = | U F(x, y)dy] dx =
5 s a c
b | o100 p2(x) d
= J J Ody + I f(x,y)dy+J Ody|dx =
a c ¢d2(x)
¢1(x)
b d2(x)
= f(x,y)dydx.
600

Como los limites del intervalo en y dependen de x, el orden de integracién esta fijo: tenemos que
integrar primero sobre y y después sobre x. Si se intenta integrar en el orden inverso, el resultado
final vuelve a depender de x y eso seria un error.

Ejemplo 4.11. Calcular [[(x*>-y) dx dy, siendo D la regién comprendida entre y = x?, y = —x% x = -1,
D

X =1.

Identificamos ¢1(x) = —x?, ¢,(x) = x°. Entonces,

2

g(x2 — y)d(x, y) J_: (fxz(xz ~y) dy) dx = £1 [Xzy _ y;]:iz o

1 4 4 1 511
2
J IV dx:J 2t dx = | 22
p 2 2 B 5

Caso 2, conjunto verticalmente simple: Sea D = {(x,y) € R? : ¢1(y) < x < ¢2(y),c < y < d},
con

4
5

o1, : [c,d] = R, funciones continuas con
¢1(y) < ¢a2(y) Vy € [c,d].

[ 7o dixy - f Ub 706, 9) dx] dy =
R

L 62
f(x,y)dxdy,
<61

Entonces,

JDJ £, y) d(x, )

en completa analogia con el caso 1. Ahora, los limites en x son funciones de y.

Ejemplo 4.12. Hallar el volumen del tetraedro acotado por los planosx =0, y =0,z=0,x+y+z = 1.

En este ejemplo calculamos el volumen por debajo de una funcién f(x, y) como la integral doble ﬂ f&x, y)dx, y).
D

En el contexto de una integral doble, la variable z corresponde a f(x, y), en analogia a la integral simple
donde y = f(x). Por tanto, de la ecuaciéon x+ y+z = 1 obtenemos la funcién z = f(x, y) = 1—x—y. Pero
adn no conocemos los limites de dominio D en el plano XY. El plano XY esta caracterizado porz =0y el
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planox+y+z = 1 cortael plano XY enx+y = 1. Porlotanto, D = {(x,y) e R:x >0,y > 0,x+y < 1}.
Este efemplo permite expresar los limites en x como funcién de y o al revés. Como en el caso 2 los limites de
D en y son fijos y los limites en x funciones de y, ponemos D = {(x,y) e R:0<x <1-y,0< y <1},
esdecirp1(y) =0, ¢2(y) =1 — y. Ahora podemos calcular:

1 $2(y) : 1

—y
Vv = jf(x,y)d(x,y):jO J (1—x—y)0/xdy=J0 J(1—x_y)dxdy=
[ $1() 0
~ x2 x=1-y 1 (1 y)?
= X= = =Xy dy=J(1—y— Zy —(1—y)y)dy=
Jo x=0 0
2 _ 3 2 371
S P Lt VA Al R
2 6 2 3],
1 1T 1 1 1
= 1-z+0-=-+-[-|10-0+--0+0| =—.
(1-3+0-3+35)-[o-0vg-ovo)=

4.1.3. Cambio de variables

Para calcular integrales unidimensionales, existe una férmula de cambio de variables que repasa-
mos aqui. Sea

fila,b] >R x — f(x),
y x = g(t) un cambio de variable de x a t, entonces
b g7 (b)
[roa= " " reorg @,
a g7 (a)

donde asumimos que el cambio de variable es invertible. Observamos que el cambio de variable
implica un cambio de diferencial:

3—): =g'(t) » dx = g'(t)dt.

Este cambio de variable se puede generalizar a la integral doble.

Teorema 4.13. (cambio de variable):
Sea un cambio de variable de (x, y) a (u, v) definido por

x=g(u,v), y=h(uyv), con

99 9dg
ou  ov 9u 9v
J= = su matriz de jacobi.
oh oh h, hy,
ou ov

Entonces,

jf(w)d(x,y) - Hf(g(u,v),h(u,v)ndetn d(u,v),

D D*

con D* representando el dominio expresado en variables u, v.
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Observacion 4.14. Se puede interpretar el jacobiano (la determinante de la matrix de Jacobi) de forma
geométrica utilizando
d(x,y) = |detJ|d(u,v),

donde el factor d(x, y) representa el drea infinitesimal en las variables x, y, el factor d(u,v) el drea in-
finitesimal en las variables u,v, y | det J| es el factor de dilatacién de transformacién de drea al hacer el
cambio de variables.

Ejemplo 4.15. Calcular ﬂe% d(x,y)conD ={(x,y) eR?:0<x,0< y,x+y < 2}.
D

La idea principal es reemplazar e v+ por ev e integrar primero sobre u. El cambio de variable es:

u:y—x}@{x:"z—“ 2 g(u,v),

V=y+X y =% = h(u,v).

Con la definicién de g, h, podemos calcular la matrix de Jacobi y su determinante:

dg 99 1 1

ou adv 2 2 1 1 1 1
J: = —)|det_/|:——__:__:_

dh oh 1 4 4 2| 2

ou odv 2 2

Solo falta determinar el dominio en las nuevas variables. Partimos de las condiciones dadas en x, y:

vV—-u
x>0 — >0, u<y,
2
vV+u
y>20 - —=>0, uz=-v,
2
v+u v-—-u
X+y<2 — —+ <2, v+u+v-u<4, v<=2

Buscamos reemplazar los limites de v por niumeros y los limites de u por funciones de v. Para eso, falta el
limite inferior del intervalo de v. Como v tiene que ser a la vez mds grande (o igual) que u y —u, el minimo
de v es cero. Por lo tanto, D* = {(u,v) € R? : —v < u < v,0 < v < 2}. Ahora, calculamos la integral

doble:
= u 1 1 2 v u 1 2 ulv
Hew d(x, y) ﬂev 5 d(u,v) = 5 L J_V evdudv = 5 L [veV » dv =
D D*

1 (2 e—e ! [? e—e ' [v2]?
—J (ve' —ve Ndv = J vdv = R
2 s 2 o 2

e—e!

2

Este ejemplo demuestra que un cambio de variable puede adaptarse a cada funciéon y dominio. No
obstante, hay algunos cambios de variables estandar, como el de cambio de coordenadas cartesia-
nas a coordenadas polares.

2-0)=e—e"".

Ejemplo 4.16. Calcular ﬂe‘("zﬂ’z) d(x,y)con D ={(x,y) e R? : x? + y?> < 1}.
D

El cambio de variable es

x = pcosf=g(p,0)
= psinf = h(p,0)
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que implicax?+y? = p? yportanto D* = {(p,0) € R?: 0 < p < 1,0 < @ < 2m}. La condicién que defina
D, x? + y? < 1, representa el interior de un disco de radio 1 centrado en el origen y por consecuencia
no hay limitacién en el dngulo 6. Con la definicion de g, h, podemos calcular la matrix jacobiana y su

determinante:
oG oy
ou ov cos® —psind i g
9 oh on| (Sine pcose) — |detJ| = |pcos? 6 +psin’6| = |p| = p
u v

Ahora, calculamos la integral doble:

2 1

He**zﬂ” dix,y) = ﬂe‘”zp d(p,6) =J J pe™" dp db.
0 0

D b

Ni los limites del intervalo de p, ni la funcién dependen de 8 y la integral doble representa un caso trivial

de la factorizacién de funciones:
2 e 5 2n 1 5 1 1 .
J I pe P dpdb J de - j pe P dp=2m (——) I (—2p)e " dp =
o Jo 0 0 2} Jo

- L1 (=2p)e P dp = -1t [e_pz]; =(1-e MHm.

Observamos que | det /| = p independiente del dominio y de la funcién y que solo depende del cambio
de variable.

4.1.4. Casos especificos y aplicaciones

En este apartado consideramos integrales dobles I = ﬂ f(x, y)d(x, y) que son de interés particular,
D
p.ej. sila funcién f es par o impar o si f factoriza.

Empezamos con las funciones pares e impares:

1. Si fesparenx, f(x,y) = f(—x,y), con (x,y) € D, siendo D simétrico respecto del eje y,
entonces

= Zﬂf(x,y)d(x,y) conDy ={(x,y) € D:x > 0}.
D1

2. Si fespareny, f(x,y) = f(x,—y), con (x,y) € D, siendo D simétrico respecto del eje x,
entonces

Izzﬂf(x,y)d(x,y) conD;={(x,y) e D:y > 0}.
D1

3. Si fesimparenx, f(x,y) =—f(—x,y), con (x,y) € D, siendo D simétrico respecto del eje y,
entonces
I=0.

4. Si fesimpareny, f(x,y) =—f(x,—y), con (x, y) € D, siendo D simétrico respecto del eje x,

entonces
I=0.

Los casos (1) y (2) pueden darse simultaneamente. Entonces tenemos:
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5. Sifesparenxey, f(x,y) = f(—x,—Yy), con (x, y) € D, siendo D simétrico respecto de los
ejes x e y, entonces

I:4Hf(X,Y)d(x,J/) conDy ={(x,y) €D :x >0,y > 0}.
D1

Ahora consideramos el caso cuando f(x, y) factoriza en dos funciones, cada una dependiente de
una sola variable.

Teorema 4.17. (integral de funcién factorizada):
Sea f : R — R continuaenR = [a,b] X [c,d]. Si f(x,y) = g(x)h(y), entonces

b d
[[ reyra = ([ atax) (| ninay).
B a C
La aplicacion fundamental de integrales es calcular areas y volumenes. Para ilustrar la relacion entre
integrales simples y dobles, consideramos el siguiente ejemplo. La integral simple

.
I:J Vr2 — x2dx
0

representa el area debajo de f(x) = Vr2 — x2 cuya grafica es la parte de una circunferencia de radio

2
i r
r limitada al primer cuadrante (nétese que x vade O ar). Comotal, I = e

También se puede interpretar el &rea como dominio D = {(x,y) € R:x > 0,y > 0,x> + y? < r?}
en el plano (x, y) y calcular el &rea como integral doble. Es més facil calcularlo con coordenadas
polaresy D* = {(p,0) e R:p <r,0 <6 < 7}. Calculamos

T or z r 21" 2 2
o Jo 0 0 212, 2 2 4
Observamos las siguientes relaciones:

b
J dx = longitud del intervalo [a, b],

a

b
j f(x) dx area debajo de f(x),

Hd(x, y) = areadeD,

D
Hf(x, y)d(x,y) = volumen debajo de f(x, y),
D

donde para simplificar hemos asumido f(x) > 0en [a,b]y f(x,y) = 0en D.

4.2. Integracion triple
Aunque la integracion triple es la generalizacion directa de la integracién doble, con muchas pro-
piedades compartidas, hay algunos aspectos novedosos, p.ej. el cambio de variables a coordenadas

cilindricas o esféricas.
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4.2.1. Comentarios generales

El rectangulo R del plano cartesiano de dos dimensiones (x, y) esta generalizado en el espacio car-
tesiano de tres dimensiones (x, y, z) al paralelepipedo

P=a,b] x[c,d]x[e,fl={(x,y,2) eR3:a<x<bc<y<de<z<f}

Podemos calcular el volumen de P como integral triple

V= Hj‘d(x,y,z) =(b-a)(d-c)(f —e).
P

Se puede utilizar también la notacién d(x, y,z) = dV. Si el conjunto D no es un paralelepipedo, el
volumen de D es
V= JJJ d(x, y, z),
D

y veremos métodos para calcularlo mas adelante. Utilizando P, se podria definir la existencia de una
integral triple con el mismo razonamiento que para una integral doble, utilizando particiones en tres
dimensiones, limites, etc. Por motivos de espacio y falta de complejidad conceptual, obviamos esta
definicion y referimos a 4.1.1 y la literatura. Las propiedades fundamentales enumeradas en 4.1.1
también son validas para integrales triples.

Ampliamos la lista de las relaciones (ver arriba) con:

[fours
D

m (% y,2) d(x, y,2)

D

donde asumimos (como antes) f(x, y,z) > 0 en D. Aplicaciones fisicas que utilizan una integral tri-
ple con f(x, y,z) incluyen el calculo de masas, de momentos de inercia, de centros de gravedad etc.

volumen de D,

hipervolumen debajo de f(x, y, z),

4.2.2. Integracion en un paralelepipedo

El teorema de Fubini también es valido en 3 dimensiones.

Teorema 4.18. (teorema de Fubini en R3):
La integral triple de una funcién continua f : P — R es igual a la integral iterada (en cualquier orden):

rb pd pof rb pf pd

H fx,y,2)d(x,y,2) = fx,y,z2)dzdy dx = fx,y,z)dydzdx
3 Jg JC Je Ja Je JC
rd pb pf cd of pb

= f(x,y,z)dzdxdy = f(x,y,z)dxdzdy
JC Ja Je JCc Je Ja
cf b f‘d cf pd pb

= fx,y,z2)dydxdz = fx,y,z)dxdyd:z.
Je Ja JcC Je JC Ja

Observacion 4.19. Los comentarios sobre el teorema de Fubini siguen vigentes. En particular, el orden
de diferenciales tiene que estar en concordancia con los limites de los intervalos en cada dimensién.
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Ejemplo 4.20. Calcular [[[(x + y +2) d(x, y,2) con P = [0,1] x [0,2] x [0, 1] integrando en el orden
P

¥,Z,X.
Calculamos
1 p1 p2 1 p1 yz y=2
I = J J j (x+y+z)dydzdx=‘[ J‘ xX+2)y+— dzdx =
0 Jo Jo 0 Jo 2 ]y
1 p1 1 1
= J J (2(x+z)+2)dzdx=2j J (x+z+1)dzdx =
0 Jo 0 Jo
1 272=1 1 2 !
= ZJ (x+1)z+z— dx:z‘[ x+§ dx =2 X—+§x =2 1+§ =4.
0 2 |, . 2 2 27, 22

Presentamos el siguiente teorema, en generalizacioén directa de la integral doble.

Teorema 4.21. (integral de funcién factorizada en R3):
Sea f: P — R continuaen P = [a,b] X [¢,d] X [e, f]. Si f(x,y,2) = g(x)h(y)k(z), entonces

J‘: g(x) dx) (th(y) dy) (Lf k(z) dz) .

4.2.3. Integracién sobre conjuntos simples en R3

H foy2)d(x.y,2) = (
P

Consideramos los siguientes conjuntos en R3:

D1 = {(x,y,2) eR*:a<x<b fi(x) <y < fr(x)ig1(x,y) <z < g2(x, ¥},
D, = {(x,y,2) eR3:a<x<b;g1(x,2) <y <g:2(x,2); f1(x) <z < ()},
D3 = {(%,y,2) eR*:fi(y) <x < fa(y)ia <y <b;gi(x,y) <2< ga(x,¥)},
Ds = {(x,y,2) eR’:g1(y,2) <x < ga(y,2)ia <y <b; fr(y) <z < fa(y)},
Ds = {(x,y,2) €eR®: f1(2) <x < f2(2);g1(x,2) < y < ga(x,2);a < 2 < b},
D = {(x,y,2) eR’:g1(y,2) <x < 92(y,2)i f1(2) < y < fa(2);a < 2 < b}.

Si quitamos la dependencia de z a g (x, ¥), los conjuntos D4 y D3 corresponden a los casos conside-
rados en 4.1.2.

Ejemplo 4.22. Sea D = {(x,y,z) € R® : 0 < x < 20 < y < x;0 < z < x + y}. Calcular
I= Hf(xy+22) d(x, y,2).
D

Vemos que D es del tipo D1, cona =0, b =2, f1(x) =0, fa(x) =x, g1(x,¥) =0, g2(x,¥) = x +y.

Calculamos:
r 2 pXx pX+y
I = H(xy+22)d(x,y,z):J‘ ‘[J (xy+2z)dzdydx =
9 0 Jo Jo
r2 pX St 2 px
= J [xyz+zz]z:0yzj J (xy(x+y)+(x+y)2)dydx:
Jo Jo - 0 Jo
r2 X
= J (x2y+xy2+x2+y2+2xy)dydx:
Jo Jo
P2 [2,,2 3 3 y=x 2 (4 4 3
- [ Ly Lony| o= | (___)d
_ [Pt e [ 20 72t 16 28 44
~ J\e 3) |6 12|, 6 12 3 3 3°
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Es posible reformular D como otro tipo de conjunto estdndar.

4.2.4. Cambio de variables

Teorema 4.23. (cambio de variables en R3):
Sea un cambio de variable de (x, y,z) a (u,v,w) definido por

x=g(u,v,w), y=h(uv,w), z=k(u,v,w), con

99 9dg 99
ou dv w Jdu 9v Gw

J= oh _h oh =|h, h, hy| sumatrizdejacobi.
ou odv ow

ok ok ok ky kv kw
ou dv ow
Entonces,

[[[ oevmraeyar =[] figvm.hwv.m, kw1 detst duv.m),
D D*
con D* representando el dominio expresado en variables u, v, w.

El teorema es una generalizacion directa del teorema para dos dimensiones. Si el cambio de varia-
bles es especifico para el problema, hay que calcular | det/|. Para los siguientes cambios de variables
estandar, es siempre el mismo. En concreto, veremos ejemplos para coordenadas cilindricas y esféri-
cas.

Coordenadas cilindricas:
El cambio a coordenadas cilindricas esta dado por:

x=pcosf = g(p,0,z),
y=psin8 = h(p,0,2),
z=z=k(p,6,2),
donde p es la variable radial y 8 la variable (el angulo) azimutal, en analogia con las coordenadas

polares en dos dimensiones. Con la definicién de g, h, k, podemos calcular la matriz de Jacobi y su
determinante:

%9
op 96 oz
ah oh ah cosf8 —-psinf 0
=13, 38 317 sin@ pcosd 0|— |det/| =|pcos®6+psin®6|=|p| =p,
p ? 0 0 1
ok ok ok
op 96 oz

y por lo tanto, d(x, y,z) = p
diff(p,0,z) esla sustitucion en la férmula.
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Ejemplo 4.24. Calcular el volumen de un cono de altura a > 0 (en el semieje z > 0) y punta en el origen
mediante una integral triple.

La ecuacién de la superficie de un cono es z> = x? + y?. Los términos x? + y? sugieren el cambio a
coordenadas cilindricas, para las cuales la ecuacién es z> = p2. Seqin el enunciado, el cono solo se
extiende a valores positivos de z, la superficie del cono estd caracterizada por z = p, admitiendo todos
los valores del dngulo 6, y el cono se extiende de z = 0 hasta x = a. Por tanto tenemos como intervalos
para p,0,z:

0<p<z

0<6<2m,

0<z<a.
Como el intervalo de p depende de z, tenemos que integrar primero sobre p y después sobre z (como
veremos podemos integrar sobre 8 cuando queramos).

m z
I pdpdfdz
V4

a p2 2 a pz a pz
J J J dej j pdpdz:erJ j pdpdz =
0 Jo 0 0 0 JO 0 JO
a 2 a 7'[03

2 a 3
ZHJ [’D—} dz:ZHJ (z—)dz=2n z
o l2] o \2

_] A
6 o
Coordenadas esféricas:

v

3

El cambio a coordenadas esféricas tiene dos posibilidades (la eleccion concreta depende m'as de la
disciplina en la que se utiliza que de la matematica en si), y presentamos las dos:

X =pcos¢,cosb = g(p,0,¢1) x =psing,cosB = g(p,6,p)
y=pcos¢qising = h(p,0,9p1) 0 qy=psing,sind = h(p,0,d,)
z=psing; = k(p,6,¢1) z=pcosgs = k(p,6,92)
El angulo ¢4 € [—g, %] se conoce como /atitud, el angulo ¢, € [0,m] se conoce como colatitud.

En principio, se puede utilizar cualquier definicién pero la dificultad del calculo puede depender
del dominio concreto y la funcion. El angulo 8 es el angulo azimutal y puede variar entre 0 y 2m.
Evidentemente, para cuerpos concretos, los angulos pueden ser limitados. Se cumple x?+y?+z? = p?
para las dos definiciones. Calculamos la matriz de Jacobi usando ¢1.

99 99 99
ap 96 o
y oh oh ah COS‘(IP; C9sg —Pc052p¢1 sinee —psi.n?; cgsg
=137 3p a4 |=|Cos¢isind pcosgicos@ —psinggsin
p 30 o s, 0 sndis
o ok ok
ap 6 ¢

De ahi calculamos det J = p% cos ¢ y

+p2cos¢q si cosgq >0,
—p?cos¢q si cosgq < 0.

|det)| = |p®cos¢s|= {

Pero como ¢4 € [-3, 5], no se puede dar cos ¢4 < 0y obtenemos | det /| = p? cos ¢4. Enla formula

se sustituye d(x, y, z) por p? cos ¢4

dlff(p’ 6) ¢1)
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Calculamos ahora la matriz de Jacobi usando ¢5.

g 9dg 9g
ap 96 9¢,
; oh oh oh si.nc(l;)zcgsg —p§in¢¢zsin: pcosﬁzcgsg
=37 35 37 [=|SINP2sinG  psingzcost pcosgzsin
ap 96 99> cos b 0 o sinds
ok ok ok
ap 90 9¢,

De ahi calculamos det J = p%sing, y

|det)| = |p?sing,|= {+p2 singz sising; =0,

—-p?sing, si sing, < 0.

Pero como ¢, € [0, ], no se puede dar sin ¢, < 0y obtenemos | det /| = p? sin ¢,. En la formula se
sustituye d(x, y, z) por p?sin ¢, dp df d¢>.

Ejemplo 4.25. Calcular mediante una integral triple el volumen de una esfera de radio r.

El dominio sobre el cual se integra esta dado en coordenadas cartesianas y esféricas (lo calcularemos
usando tanto latitud como colatitud) por:

b = {(X’y;Z)ER3:X2+y2+Z3SrZ}’
Dy = {(P,9,¢1)€R3:0SpSr,Osegzn,_gS¢1 Sg} (ltitud),
Dy = {(p,6,¢2) eR?®:0<p<r,0<6<2m0<¢,<m} (colatitud).

El volumen se calcula (usando ¢4)

[Jansr= [ csmaan=[ [
D D

r m/2 2 3
L prdp- | cosguapi | de=[’i]o-[sin¢1]ff/z-[0]é”=

<
Il

—nj2 0 3
r3 4
= —.2:2m=-nr’,
3 3

la férmula conocida del volumen de una esfera. Ahora lo calculamos usando ¢:

J:D[[ A .2) = L‘[J psing>d(p,6,2) = J: Jon LG p?sing,dl dg, dp =

r m 2 371"
J;p%m-J gn¢ﬂm2:[ dez[%i - [~cos¢,]7 - [8]57 =

0 0 0

<
Il

r3 4 5
— 22 = -nr’,
3 3

demostrando que el volumen es independiente de la eleccién del sistema de coordenadas.
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Capitulo 5

Integrales de linea

5.1. Parametrizacion de curvas
Definicion 5.1.

= Un camino en R" es una funciény : [a,b] — R". Diremos que el camino es C' siy € C'([a, b]).
En general denotaremos y(t) = (y1(t), y2(t), ..., yn(t)).

= [lamaremos vector velocidad, o vector derivada, al vector y’(t) = (y1/(t),y2'(t),...,yn (1)) .

Definicion 5.2. Diremos que un caminoy : [a,b] — R”, y € C" es un camino simple y reqular si y es
inyectivayy’(t) #0, Vte [a,b].

Es decir, una funcién vectorial y : [a,b] — R” es un camino simple si el camino no se corta
consigo mismo en ningln punto, y regular si paratodot € [a,b], y'(t) #0.

Definicion 5.3. Un curva simple reqular es un subconjunto C c R" tal que C = Im(y) para algin
camino simple regular y. Diremos que el camino y es una parametrizacion de C.

Notese que mientras que la curva C es un conjunto de puntos en R”, el camino y es una funcion
vectorial cuya imagen son justamente los puntos de la curva C. Por tanto, el camino y asocia a cada
valor del parametro t € [a, b], un punto de la curva C, recorriéndola entera; por tanto decimos que
la funcién vectorial y es una parametrizacion de la curva C.

Definicién 5.4. Diremos que una curva C C R" parametrizada por un camino y(t), t € [a,b) esuna
curva cerrada siy(a) = y(b).

Esta definicién corresponde con la idea intuitiva de curva cerrada: el Gltimo punto es el mismo
que el primero.

Ejemplo 5.5. Parametrizacion de la circunferencia. Dado r > 0, podemos considerar el camino y :
[0,2m) — R? dado por

y(t) = (rcost, rsint), te[0,2m),

de modo que
Im(y) ={(x,y) e R*: x =rcost, y =rsint, te[0,2m)},

por lo que claramente y es una parametrizacion de la circunferencia de radio r centrada en el origen. En
efecto:

si (x(t), y(t)) € Im(f) = x(t)*> + y(t)*> =r?, Vt € [0,2nm).
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Observacion 5.6. Una misma curva puede ser parametrizada de infinitas formas diferentes. En el caso
anterior, por ejemplo, caminos como

y1(t) = (rsin(t),r cos(t)), t € [0,2m]; y2(t) = (r cos(2mt), r cos(2mt)), t € [0,1];
también parametrizan la misma curva.

Ejemplo 5.7. Parametrizacién de la grdfica de una funcién.
Consideremos una funcién real de una variable f : [a,b] — R, entonces la grdfica de la funcién es
justamente una curva en R? dada por

Gr(f) ={(x,y) eR*:y = f(x), x € [a,b]}.

Por tanto, podemos parametrizar la curva Gr (f) utilizando el camino yy : [a, b] — R? dado por

yr(x) = (x, f(x)).

Ejemplo 5.8. Parametrizacidn de una curva en el espacio. Para parametrizar una curva en el espacio

necesitamos un camino y : [a,b] — R3. Por ejemplo, el camino dado por
y(t) = (rcost,rsint,t)

parametriza una espiral de radio constante r que esta orientada a lo largo del eje z.

Efectivamente, la proyeccion sobre el plano XY es una circunferencia de radio r centrada en el origen
ya que x(t)% + y(t)? = r?, mientras que el valor de la componente z aumenta al aumentar el parémetro
tsegun z(t) =t.

5.2. Integracion alo largo de curvas

5.2.1. Longitud de una curva

Sea C en R" parametrizada por cierto caminoy : [a, b] — R". ;Cémo podemos obtener la longi-
tud de C? Para responder de manera aproximada a esta pregunta en primer lugar consideraremos
una particion del intervalo [a, b] en n partes:

a=ty<t)1 <t <...<th=bh, (5.1)

donde por simplicidad supondremos que At = t; — t;_1 es constante. Ahora podemos escoger una
coleccion de n + 1 puntos sobre la curva: {y(t;)}_,. Por otra parte, es facil ver que el vector

Ay (t;) = y(t) —y(ti-1)

une los puntos y(ti—1) y y(t;). Ademas su norma |Ay(t;)| es justamente la distancia entre ambos
puntos. De modo que la cantidad

D) —y(tin)| = L(C)
i=1

sera una aproximacién de la longitud de la curva, tanto mejor cuanto mayor sea n.
Si tomamos ahora un valor de n > 1 suficientemente grande, y ademas y € C', entonces

y(ti) =y(ti—1) +y (ti-q)At,

o lo que es lo mismo
By (ti) =y (&) = y(ti-1) =y (ti-1)At.
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De esta forma, en el limite At — 0 (o equivalentemente n — o), tendremos
dy =y’(t) dt,

que también se denota habitualmente como dr = dy =y ’(¢t) dt.
Por Gltimo, tomando la norma de cada uno de estos vectores diferenciales obtenemos el dife-
rencial de arco:

ldy| = |y’ (t)| dt,

que en adelante denotaremos
di = |dy| = ly ()| dt.

De esta manera podemos definir la longitud de la curva como:

n b
L(€) = Jim 3" In(e) = (el = [ di= [y (o).
Ay—0 P c a
Notese que mientras que dl recorre los distintos diferenciales de arco de la curva C, dt recorre los
distintos valores reales del intervalo [a, b].

Definicién 5.9. Dada una curva C ¢ R" parametrizada por un camino y : [a,b] — R”, y € C'
definimos el vector diferencial como
dr=y’(t) dt.

Asi mismo, se define el diferencial de arco o diferencial de longitud, dl, como
dl =y’ (t)]dt.
Por tltimo se define el vector tangente a la curva como

_r'e
G

Nétese que podemos escribir Tdl = % [r’(t)| dt = r’(t) dt = dr, o simplemente

dr =Tdl.

Definicién 5.10. Dada una curva C en R" parametrizada pory : [a,b] — R", y € C' la longitud
de la curva viene dada por

uo:Lw=ﬁWﬁnm

donde |y’ (t)| = \y1 /()2 +y2'(t)2 + ... +y, ' (t)2 es la norma del vector y’(t).

Ejemplo 5.11. Como vimos en el Ejemplo (5.5), una circunferencia de radio r centrada en el origen queda
parametrizada por
y(t) = (rcost, rsint) =r (cost, sint), t e [0,2m),

por tanto
y'(t) =r (—sint, cost), te€ [0,2m).

De modo que dl = |y’ (t)| = r |(=sin(t), cos(t))| = rVsin?t + cos2t = r. Por Gltimo, tenemos

2
L(C) =J dl =J rdt = 2mr,
@ 0

donde C = Im(y) es precisamente una circunferencia de radio r centrada en el origen .
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Ejemplo 5.12. Longitud de la grdfica de una funcién. Volvamos al Ejemplo (5.7) en el que se consideraba
la curva formada por la grdfica de cierta funcién real f : [a,b] — R, parametrizada por

yr(x) = (x, f(x)), x¢€[a,b].
De esta forma el vector derivada es

Vi) = (1, f/(x), x € [a,bl,
por lo que tenemos que

Ler( = - fb VT 02 d.
Gr(f) a
Ejemplo 5.13. Calculemos ahora la longitud de la espiral del Ejemplo 5.8,
y(t) = (rcost,rsint,t),

cont € [0, 6m]. Derivando obtenemos

y'(t) = (-rsint, rcost, 1), t € [0,6mr],

de modo que dl = Vr2sin?t +r2cos2t + 1 = Vr2 + 1, que en este caso no depende del parémetro t. De
donde podemos obtener su longitud fdcilmente

(4
L(C) = VrZ+1dt =6mVr2 +1.

0

Ejemplo 5.14. Calculemos ahora la longitud de la siguiente curva:
2 3 3 I
C={(x,y)e[R :x =sint, y=cos’t, te [0,—)}.

Es claro que C esta parametrizada por el camino

3 3 n

y(t) = (sint,cos’t), te [O, E) .
Calculamos su vector derivada:
y'(t) = (3sintcost, -3 cos?tsint) = 3sint cost(sint, — cost),

de donde facilmente puede verse que |y ' (t)| = |3sint cos t|, como ademds t € [0, 5] entonces

ly " (t)] = 3sintcost.

Por tanto

n

: 351
Jdl:J 3sintcostdt = =sin“(t)] =
c 0 2

t=0

5.2.2. Integracion de funciones reales a lo largo una curva

En la seccién anterior hemos calculado la longitud de una curva C, ahora podemos pensar en
que la curva se corresponde con la forma de un alambre que tiene cierta masa, y que esta distribuida
segun una funcion densidad d : C — R*. En este caso, si consideramos una particién como en la
ecuacion (5.1) la masa m; de cada segmento de la curva satisface

m; = d(y;) |Ayil,
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y por tanto una buena aproximacién para la masa total sera

m ~ Z m; = Z d(y(t)) 1Ay (t)]-

Por lo que en el limite tendremos
m = J d(y)dl.
c
Como se ve a continuacion esta definicion es extensible a funciones reales.

Definicién 5.15. Consideremos una curva C, y seay : [a,b] — R", y € C' un camino simple y
reqular que parametriza C. Sea ahora una funcién f : R" — R, entonces se define la integral de la
funcién f alo largo de la curva C como

b
J Fr)dt =f F@) Iy () dt
C a

Observacion 5.16. Si C es una curva simple reqular yy : [a,b] — R" yo : [c,d] — R" son dos
parametrizaciones simples regulares de C, entonces

J fly)ly ()] dt =J f(a(t)lo’(t)] dt.
14 [

Es decir, dada una curva C c R" y una funcién f : R" — R la integral fc f(r)dl no depende de la
parametrizacién que escojamos para C. Notese que si fuese de otra forma, no tendria sentido hablar
propiamente de la integral a lo largo de la curva, IC f(ndl.

Propiedades 5.17. Enunciemos algunas propiedades importantes:
1. La longitud de una curva C es la integral a lo largo de C de la funcién constantemente igual a uno
b
L(C) :J 1 dl =J ly'(t)] dt.
C a

2. Sila curva es suave a trozos, C = C1 U Cy U.... U Cy, entonces

L f(ndl= JQ f(ndl+ LZ f(ndl+...+ Lﬂ f(r)dl,

siempre que C;,i = 1,2,...,n sean curvas disjuntas.

3. Linealidad
j (af(r) +Bg(P)dl = aj F(di+p j g(Pdl.
C C C

Ejemplo 5.18. Consideremos de nuevo la circunferencia de radio r estudiada en el Ejemplo 5.5 asi como
la funcién
fiR? SR

dada por f(x, y) = x?y?. Calculemos | f(x, y) dL.
Como nuestra curva estaba parametrizada por

y(t) = (r cos(t), rsin(t)),

obtendremos que
f(y(t)) = f(rcost, rsint) = r* cos® t sin’ t,
ademds |y’ (t)| = r, por lo que
2n g
J fx,y) dl= J r* cos?(t) sin?(t) - r dt = r5‘[ 1-cos(4) . T
C 0 0 8 4
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Ejemplo 5.19. Sea C una circunferencia de radio unidad y f(x, y) = |x*y|. Calculemos fc f(x,y)dlL
En primer lugar observamos que

4
— 14 N Xy, y=z 0’
f(X,)/)—|XY|—{_X4y’ yso
Por otro lado C puede ser parametrizada como y(t) = (cost,sint), t € [0,2m). Por tanto tendremos
que

cos*(t)sin(t), te [0,m],

fx(t), y(t) = { —cos4(t) sin(t), te [m, 2m).

De esta forma, teniendo en cuenta que |y’ (t)| = 1.

14 2

2

J fx,y)dl= Jn cos*(t) sin(t) - 1 dt + (—cos*(t)sin(t)) - 1dt = — cos°t
c 0 m 5

cos’t
+
0 5

m

Ejemplo 5.20. Consideremos ahora la curva del Ejemplo 5.14 parametrizada por y(t) = (cos>t,sin®t),
aunque ahora tomaremos t € [0, 2m). Sea por otro lado f : R?> — R dada por f(x,y) = x> + y°.
Calculemos [, f(r) dl.

Por una parte tenemos

fly(t)) = f(cos3t,sin®t) = cos®t +sin’t,
¥ por otro lado, como se ha calculado anteriormente,

3costsint, te[0,Z)U[m ),

"(t)] = |3 costsint| =
Iy @®l = | {—3costsint, te[Z, mu3E, 2n).

Por tanto,
% s 37" 2n 3
j f(x,y)dlzf (cos® t +sin’ t) -3costsintdt—J +I —J =...=—.
c 0 r Jn £ 2
Otro procedimiento:
En primer lugar vemos que
J f(x,y)dl = J (x2+ydl =J xzdl+J y3dl.
C C C c
Ahora bien, la curva C es simétrica con respecto a los ejes x e y respectivamente.
1
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De este modo la integral Jc x? dl tomard el mismo valor en cada cuadrante, ya que x? es una funcién
par. Por otro lado, como y3 es una funcién impar tendremos que IC y3dl = 0 ya que cancelardn las
integrales a lo largo del primer y sequndo cuadrante (con y > Q) con las del tercero y el cuarto (con
y < 0). En definitiva podemos asequrar

z H cosst% 12 3
Jf(x,y)dl=4f x(t)2-3costsintdt=1zj cos’ tsintdt = —-12 =—==I,
c 3 0 8 |, 8 2

5.3. Campos vectoriales

Definiciéon 5.21. Llamaremos campo vectorial a una funciéon F : R" — R", que a cada punto (x1,X2,...,Xn)
de R" le hace corresponder un vector F(xq,X2,...,Xp) € R" dado por
F(X1,X2, ..., %Xn) = (F1(X1,X2, .+« s Xn)s F2(X1, X2, .« .5 Xn) oo s Fn(X1, X2, o0, Xp))

Ejemplo 5.22. E/ campo gravitatorio en un punto del espacio (X, y, z), generado por una masa M situada
en el origen de coordenadas, satisface la siguiente expresion

3 GM
Fx,y,z) =-GM— = ————
(. y.2) r2 x2+y?+2z?

donde r = |r| = \x? + y2? + 22, asi como (uy, uy,u;) = = £. De forma mds abreviada,

A

(UX,Uy,uZ), (X)_y7z)¢ (0,010))

P
F(r)=-GM—, r#0,
r

o también

r

F(r) = —GM—3

r

Ejemplo 5.23. Sea F : R? — R? dado por
F(X,Y) = (_y’X)'
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5.3.1. Divergenciay rotacional de un campo

Definicién 5.24. (Operador nabla)
Definiremos el operador nabla V en R" como

NERE d
“\axy T axy” T ax,,

Notacion: En general utilizaremos la siguiente notacién abreviada

d d
— =0y, —
0X1 X 0x>

= Oy - -

De forma que el operador nabla puede escribirse
V = (3x;59xy» - - -, 9Ox, ) -
Definicion 5.25. (Divergencia de un campo vectorial) Sea un campo vectorial F : R" — R" dado por
F(X1,X2, ...y Xn) = (F1(X1,X2, .+« s Xn)s F2(X1, X2, .« .5 Xn), o« o s Fn(X1, X2, . . .5 X))
se define la divergencia del campo, div(F) como
divF(r) = VF(r) = 0x,F1(r) + 9x,F2(r) + ...+ 0x,Fn(r).

Observacion 5.26. No debe confundirse la divergencia de un campo vectorial F, VF(r), con el gra-
diente de una funcién escalar f : R" — R, estudiado en temas anteriores y que viene dado por

V() = (0xf,0x.f; - 0%, f)-

Mientras que el primero es una cantidad escalar (producto escalar de dos vectores, V, y F), el seqgundo
es una cantidad vectorial (producto de un vector V por un escalar f ).

Ejemplo 5.27. Consideremos el campo vectorial F : R> — R? dado por
Fx, y) = (0, y2),
entonces tenemos que la divergencia de F viene dada por
VF(x,y) =2x +2y.
Ejemplo 5.28. Consideremos el campo vectorial F : R*> — R3 dado por
F(x,y,2) = (xzz, yzz, zzx).
En este caso la divergencia de F puede escribirse
VF(x,y,z) = 2xz + 2% +27x = 4xz + Z°.
Ejemplo 5.29. Dado el siguiente campo vectorial F : R3 — R3 tal que
F(x,y,z) = (2xye‘y2, eV — 2y, 52),
la divergencia de F satisface
VF(x,y,2) = 2ye‘y2 - Zye‘y2 -2+45=3.
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Definicién 5.30. Rotacional de un campo vectorial
Dado un campo vectorial F : R® — R3 dado por
F(x,y,2) = (F1(x,y,2),F2(x, ¥, 2), F3(x, y, 2))

se define el rotacional del campo como

oF oF2\ . (OF ofF3\ . [OF dF\ ~
rotp(r):(_3__2)i+(_1__3)-+( 2 1)k,
oy 0z 0z ox

donde i = (1,0,0),j = (0,1,0),k = (0,0, 1), es decir

5.2
ox 9y -2

0fFs dF, oFy OFs O0Fy OF,

Una forma de recordar esta expresion es ver el rotacional como el producto vectorial del vector
nabla V y el campo F, es decir

i J k
- _ 3 F] 3
rotF(r)y=VxF(x,y,z) = 3% 3y 37

Fi(x,y,2) Fa(x,y,z) F3(x,y,2)
Es facil ver que desarrollando este determinante se obtiene la expresién del rotacional (5.2).

Ejemplo 5.31. Sea F : R® — R3 dado por F(x,y,z) = (x + y + 2z, yz> + 3x,xz%). En primer lugar
tenemos que

Fi(X,y,2) =X+ y +2z, Fa(x,y,2) = yz° +3x, F3(x,y,2) =xz>%

Para obtener la primera componente del rotacional calculamos

dyF3(x,y,2) =0, 09,F(x,y,2) =2zy.

Asi mismo, para obtener la sequnda:

3,F1(x,y,2) =2, xFs(x,y,2) =22
y finalmente para obtener la tercera

OxFa(x,y,2) =3, 9yFi(x,y,2) =1.

Por ende tendremos que
VX F(x,y,z)=(0-2zy, 2 - 72,3 - 1) =(-2zy, 2 - 72, 2).

5.3.2. Campos vectoriales conservativos

Para introducir la siguiente definicion necesitamos en primer lugar comentar algunas propieda-
des topolégicas de un dominio Q € R”, con n = 2,3. Decimos que un dominio Q es simplemente
conexo si, dada cualquier pareja de curvas con el mismo punto inicial y el mismo punto final, una
de ellas puede ser deformada de manera continua en la otra. De forma mas coloquial, entendemos
un dominio simplemente conexo como un dominio 'sin agujeros’. Para el contenido de este texto es
suficiente conocer que R?—{ry} no es simplemente conexo para cualquier ry € R?, mientras que en
el caso de R3, si quitamos un punto o incluso una bola sélida, el dominio sigue siendo simplemente
conexo. Sirva de ejemplo el dominio R? — {0}, y las curvas dadas por la semicircunferencia superior
e inferior de radio 1. En este caso es imposible deformar una en la otra de manera continua sin
pasar por el origen. Sin embargo en el caso de R3, tomando dos curvas contenidas en la superficie
de la esfera de radio unidad, éstas siempre pueden deformarse la una en la otra evitando pasar por
el origen, o incluso por una esfera de radio menor.
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Definicién 5.32. Dado un campo vectorial F: Q € R® — R3, definido en un dominio Q simplemente
conexo, diremos que es un campo conservativo si existe una funcién f : Q C R" — R tal que Vf(r) =
F(r). En tal caso diremos que f(r) es la funcién potencial del campo F(r).

Ejemplo 5.33. Consideremos el campo vectorial
F(x,y) = (2xy3,3y%x?).
Podemos comprobar que es un campo conservativo, ya que tomando la funcién escalar

fx,y) =x%y?

vemos que el gradiente de f, Vf(x, y), satisface
Vi, y) = (2xy°,3y%x%).

Por lo que
Vf(x,y) = Fx, y),

lo que implica que F es un campo conservativo (ya que ademds el dominio de Fes todo R?, que es simple-
mente conexo) y que f es una funcién potencial del campo F.

Aunque en el ejemplo anterior era sencillo encontrar la funcién potencial del campo, no siempre
ocurre asi, y necesitamos un critierio para saber a priori si el campo es conservativo o no lo es. Los
siguientes teoremas establecen este criterio para campos vectoriales en R? y R3 respectivamente.

Teorema 5.34. Sea un campo vectorial F : Q C R> —s R?, dado por F(x, y) = (F1(x, y), F2(x, ¥)), y
con Q simplemente conexo. Supongamos que Fq, F, tienen primeras derivadas continuas, entonces

oF1(x, y) _ 9F2(x, y)

F es conservativo ,
oy ox

Y(x,y) € Q.

Observacion 5.35. Nétese que, si un campo vectorial F es conservativo entonces existe una funcién
potencial f, tal que V f = F en cada punto. En particular tendremos que

oxf=Fi, 9y,f=F,.
De este modo, podemos escribir que
32 f =0yF1, 32,f =0k,

¥, bajo la suposicion de que las derivadas de F1 y F» son continuas tenemos que, las sequndas derivadas
de f también lo son y por tanto o3, f = 85, f, 0 lo que es lo mismo

dyFq = 0xFs.
Lo que demuestra la implicacién a la derecha del teorema anterior.
Ejemplo 5.36. Consideremos el campo vectorial F(x, y) = (xy?,xy?3). Podemos calcular
dyF1(x,y) = 2xy, dxFa(x,y) = y>.

En general tenemos que 9, F1(X, y) # dxF2(x, y), por lo que F no es un campo conservativo, y por tanto
no tiene ninguna funcién potencial.
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Ejemplo 5.37. Consideremos el campo vectorial F(x, y) = (2xe”, x?e”). En este caso
dyF1(x,y) =2xe’, 0oxFa(x,y) = 2xe’.

Como d,F1(x,y) = oxFa(x, ¥),V(x,y) € R2, y ademads F4, F, tienen primeras derivadas continuas po-
demos asegurar que F es un campo conservativo, y por tanto sabemos que existe una funcién potencial
ftalqueVf =F.

Teorema 5.38. Sea un campo vectorial F : R3> — R3 dadoporF(x, y,z) = (F1(x, y,2),F2(x, y,2), F3(X, y, 2)).
Supongamos que Fq, F», F3 tienen primeras derivadas continuas, entonces

F es un campo conservativo <= V X F(x, y,z) = 0.

Observacion 5.39. Nétese que la condicién V X F(x, y,z) = 0 puede reescribirse como un conjunto de
tres ecuaciones:
ay":3 =0,F3, OxF3=0;F1, OxFz= ayF1.

Ejemplo 5.40. Sea el campo vectorial F(x, y, z) = (y?,x?, z%). Podemos calcular
9yF3(x,y,2) =0, 9:F2(x,y) =0;
de momento el campo podria ser conservativo, por otro lado:
9:F1(x,y,2) =0, 0xF3(x,y) =0;

asi pues este campo aun podria ser conservativo, no obstante vemos que

dyF1(x,y,2) =2y, 0oxFa(x,y)=2x;

Por tanto, aunque d,F3(x,y) = 0,F2(x,y), y 9;F1(x,y) = 0xF3(x,y), tenemos que d,F(x,y) #
dxF2(x, y), por lo que F no es un campo conservativo, y por tanto no tiene ninguna funcién potencial.

Ejemplo 5.41. Sea el campo vectorial F(x, y,z) = (yz,xz,xy). En este caso tenemos

" 0yFi(X,y,2) =2 » 9 Fi(x,y,2) =y = 0,F3(x,y,2) =X
" I Fa(x,y,2) =2 m I F3(X,y,2) =y m 9,F(X,y,2) =x
Por tanto

" dyf3=9,F; m J,F; =0xF3 " 9,F =0xF>

por lo que F es un campo conservativo, y por tanto tiene una funcién potencial.

Determinacion de la funcion potencial de un campo conservativo

En esta seccidon veremos como determinar la funcién potencial de un campo conservativo a
través de algunos ejemplos.

Ejemplo 5.42. Sea F(x,y) = (2xy +e*,x?). En primer lugar debemos asegurarnos de que F es un
campo vectorial conservativo, para lo que calculamos

dyF1(x,y) =2x, 0xFa(x,y) = 2x.

Como dyFi(x,y) = dxFa(x,y), V(x,y) € R? sabemos que F es un campo conservativo, y que por
tanto existe una funcién potencial f : R> — R que satisface Vf(x, y) = F(x, y), o lo que es lo mismo,
satisface el siguiente sistema de ecuaciones

{mx, y) = F1(x,y) = 2xy + €%, 53

fy(x,y) = Fa(x, y) = x2.
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Ahora bien, como f,(x, y) = x* tendremos que

) J x2dy = X2 J dy =2y + K(x), (5.4)

donde K(x) es una funcion de la variable x. (N6tese que derivando x?y + K(x) con respecto de y se
obtiene justamente x? independientemente de K(x)).
Por otra parte podemos derivar la ecuacién (5.4) con respecto a x, obteniendo

fx(x,y) = 2xy + K'(x), (5.5)
e introduciendo (5.5) en (5.3) tenemos que
2xy +e* =2xy + K'(x), (5.6)

de donde K’ (x) = ¥y por tanto K(x) = f e* dx = e¥+K, donde en este caso K denota una constante
real. De esta forma, introduciendo este resultado en (5.4) tenemos que toda funcién f con la forma

fO,y)=x*y+eX +K
es una funcion potencial del campo F.

Ejemplo 5.43. Sea F(x, y,z) = (ye*V,xe*Y, e?) un campo vectorial. Comprobemos que se trata de un
campo conservativo

ayF3:0:azF2’ azF1 :O:axF3, BXFZ:ex}’(1 +Xy):ayF‘].

De modo que efectivamente F es conservativo, y por tanto existird una funcién potencial f : R3> — R
tal que Vf(x,y,z) = F(x, y,z), olo que es lo mismo

x(x, y,2) =Fi(x,y,z) = ye*Y,
fy(x,y,2) = Fa(x,y,2) = xeXY, (5.7)
f:(x,y,2) = F3(x, y,2) = €°.

Para calcular f(x, y,z) podemos empezar considerando la Gltima ecuacién f,(x, y, z) = e?, de donde

fx,y,2) = J‘ e‘dz=e’+K(x,y). (5.8)

En este caso, K(x, y) serd alguna funcién de las variables x, e y. Ahora bien, derivando con respecto a la
variable y en (5.8) obtenemos

fy(x,y,2) =0+9yK(x,y) = Ky (x, y). (5.9)

Ahora necesitamos determinar qué funcién es K(x, y). Para ello, introducimos la ecuacién (5.9) en la
segunda ecuacioén de (5.7) y obtenemos

Ky(x,y) =xe*, (5.10)

de forma que
1
K(x,y) = Jxe”’ dy :x;e”’ +K(x) = e + K(x), (5.11)
donde K(x) es alguna funcién de la variable x. Por tanto, podemos sustituir (5.11) en la ecuacién (5.8)
obteniendo que

f(x,y,2) = e’ + e + K(x). (5.12)
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Por dltimo, derivando la ecuacién (5.12) con respecto a x obtenemos
fx(x,y,2) = ye*’ + K’ (x). (5.13)
de forma que, sustituyendo la ecuacién (5.13) en la ecuacién (5.7) obtenemos que
ye* + K'(x) = ye. (5.14)

de donde K’ (x) = 0 y por tanto K(x) = K, donde K es una constante real. Para terminar, introducimos la
ecuacién (5.14) en la ecuacién (5.12) obteniendo que toda funcién de la forma

fx,y,z) =e’ +e* +K. (5.15)

es una funcion potencial del campo vectorial F.

5.3.3. Integrales de linea de un campo vectorial

Imaginemos que tenemos un campo vectorial en el plano F : R> — R? que representa la inten-
sidad y direccion de una fuerza que esta siendo ejercida sobre nosotros, como por ejemplo la fuerza
que ejerce el viento. Evidentemente, si la direccién de la fuerza y del movimiento coinciden, enton-
ces la fuerza es favorable al movimiento, por lo que se requerira un menor trabajo. Por el contrario,
si la direccién de la fuerza y del movimiento son contrapuestas, entonces la fuerza se opondra al
movimiento por lo que realizarlo conllevara un mayor trabajo. Por otra parte, si la fuerza y el movi-
miento son perpendiculares, la fuerza ni favorece ni dificulta el desplazamiento en la direccion del
movimiento.

En particular, el trabajo que realiza una fuerza F constante, a lo largo de una trayectoria recta
viene dada por

W=F-r,

donde r es el vector que conecta el punto final e inicial de dicha trayectoria recta.

¢Pero cobmo podemos calcular el trabajo total que ejerce la fuerza a lo largo de un camino arbi-
trario y : [a,b] — R??2. Al igual que en ocasiones anteriores, lo primero es hacer una particion del
intervalo [a, b], es decir tomar un conjunto de valoresa = tg < t; < t; < ... < t, = b, de forma
que identifiquemos n intervalos de la curva C comprendidos entre los puntos y(t;) y y(ti-1), con
i=1,2,...,n. A continuacibn tomamos el vector que une ambos puntos, a saber,

Ay (t;) = y(ti) —y(ti-1)-

Supongamos ahora, como aproximacion, que en lugar de realizar la trayectoria a lo largo de
la curva, me muevo en linea recta entre cada punto y(t;), esto es, siguiendo las direcciones de los
vectores Ay (t;). Si cada una de estas trayectorias es lo suficientemente corta (es decir, n es lo sufi-
cientemente grande) podemos suponer (como aproximacién) que el campo vectorial F es constante
a lo largo de cada trayectoria recta, en particular le asignaremos el valor F(y(t;)). Por lo tanto, el
trabajo que realizara el campo en cada pequefio recorrido sera

Wi =F(y(t)) - Ay (t)),

donde - denota el producto escalar. De esta forma, una aproximacion al trabajo realizado por el
campo F a lo largo de la curva C sera

n n
W= > W= D F(y(t) - by (t)).
i=1 i=1
Tomando n — oo, y teniendo en cuenta que
Ay (t;) =y (t;)At
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tenemos
Ay(t)) — dr=y’'(t)dt,

como vimos al principio del tema (OJO: no confundir dr con d{(, el diferencial de arco viene dado por
dl = | dr| y es una magnitud escalar, mientras que dr es una magnitud vectorial).
Por ultimo, suponiendo que el limite de la sumatoria esta bien definido, podemos definir la
integral de linea del campo F a lo largo de C como
b
L F(r)dr = J F(y(t)) -y’ (¢t)dt.

a

Definicion 5.44. Dada una curva C parametrizada por un caminoy : [a,b] — R”", la integral de linea
del campo F a lo largo de C se define como

b

J F(r) df=f F(y(©) -y’ (1) dt.
C

a

Propiedades 5.45. Enunciemos algunas propiedades importantes:

1. Sila curva es suave a trozos, C = C1 U C, U ... U C,, entonces

L F(r)dr= L F(r)dr+ J‘c F(rydr+...+ J F(r) dr,

siempre que C;,i = 1,2,...,n sean curvas disjuntas.
2. Linealidad
J (aF(r) + BG(r)) dr =« J F(r)dr+p J G(r)dr.
c c c

Ejemplo 5.46. Sea F(x, y) = (x3,xy?) y sea C la circunferencia de radio p, recorrida en sentido antiho-
rario. Calculemos [, F(r) dr.
En primer lugar, podemos parametrizar C como

y(t) = (pcost,psint), te[0,2m) = y’(t) = (—psint,pcost).

De este modo tenemos

2n 2n
J F(irydr=| x(@®)3x(t)y(t)*>)(-psint, pcost)dt = | (p>cos?t,p3costsin’t)(—psint, p cost) dt.
c 0 0

En definitiva,

4 0 4

4 . 2 4
cos™t N 1 «— sin(4t) _mp
4 8

2
J F(r)dr = p* (—cos®tsint + cos® tsin?t) dt :p4[
c 0

Observacion 5.47. Si parametrizamos la curva de forma que la recorremos en sentido opuesto, la inte-
gral de linea del campo vectorial cambia de signo (contrariamente a lo que sucedia con funciones reales,
para las que la integral de linea es totalmente independiente de la parametrizacion,).

Ejemplo 5.48. Consideremos un campo vectorial en el espacio dado por

F(X: y’z) = (%Z,X):
y sea C una curva parametrizada por

y(t) = (cos(t),sin(t),t), t e [0,4m].
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Calculemos Jc F(r) dr. En primer lugar, tenemos que y’(t) = (—sint, cost, 1). De modo que
an 4
J‘ F(r)dr = J F(y(t)) -y’ (t)dt = J (sint, t, cost) - (—sint, cost, 1) dt.
c 0 0
Resolviendo las integrales se obtiene:

ar

+ [cost +tsint]
0

4n .

t 2t

J F(f)drzj (—sin®t +tcost +cost) dt = [—_+sm( )
c 0 2 4

4 . 4T _
o +sint|y =-2m.

Integral de linea en forma diferencial

Notese dado una campo vectorial en R”, F = (Fy, Fa,. .., Fy), podemos escribir el diferencial dr
como dr = (dxq,dxa,...,dx,), de este modo la integral de linea del campo a lo largo de una curva
C puede ser expresada como

J F(r)dr = J Fi(r)dxq + Fo(r)dx, + ... Fp(r) dx,.
C c

A esta expresion se le lama integral de linea en forma diferencial. Nétese asi mismo que si C
viene dada por un camino y(t) = (y1(t), y2(t),...,yn(t)) entonces tendremos que

dxi =y (t)dt, dxyx=y5(t)dt, ... dx,=y,(t)dt,

y por tanto, sustituyendo

b
L Fi(r)ydxq + Fo(r)dx; + ... Fp(r) dx, = J [F1 (Yy(®))y1 () + Fa(y () y5(t) + ... Fa(y () y,(t) | dt,

o lo que es lo mismo,

b b

Fi(y() yi(t) dt + I Fa(y (1)) y5(t) dt + ...

a

J F1(r) dx; + Fz(l’) dx; + ... + Fn(f') dx, = J
C

a

b
. j Fay (1) y4(0) dt.

a

Ejemplo 5.49. Calculemos Jc x2y dx + y?x dy, siendo C es el segmento de la pardbola
y= 2x%, x € [0, 1].
En este caso tenemos que C puede ser parametrizada como y(t) = (t,2t?), t € [0, 1]. Es decir

x(t) =t, dx = x’(t) dt = dt,
y(t) = 2t°. dy = y’(t) dt = 4t dt.

de donde

1 1 94
J xzydx+y2xdy=J‘ tz-(2t2)-dt+(2t2)2-t-4tdt=J (2t* +16t%) dt = =
C 0 0

Observacion 5.50. Este ejemplo es equivalente a calcular Jc F(r) dr siendo F(x, y) = (xy, y?x).
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Ejemplo 5.51. Calculemos fc e’ dx + y dy alo largo de la semicircunferencia
C={(x,y)eR?: x> +y?=2, y>0}
recorrida desde (—V/2,0) hasta (V2,0). En primer lugar, vemos que podemos parametrizar C como
{ x(8) = V2 cos(m - 6),
y(8) = V2sin( - 6),

con 6 € [0, 1], o equivalentemente
x(8) = —V2 cos(8),
y(8) = V25sin(6).

De aqui obtenemos que

{ dx = V2sin(6) db,
dy = V2 cos(8) de.

Por tanto

m m
J P dx +x dy J p2€0s20+25in26 \[5 i1 6B +j (V2sin8)V2 cos 6 do
c 0

0
V2e?[- cos BT +sin? B|T = 2V2e2.

5.4. Teorema fundamental de las integrales de linea

Teorema 5.52. Sea F : R" — R" un campo conservativo, y sea C una curva parametrizada por un
camino y(t), t € [a,b]. Entonces

L F(r)dr = f(y(b)) - f(y(a)),

donde f : R" — R es una funcién potencial de F(r).

Demostracién. (en R?) En primer lugar tenemos que

b b
LF(r)dr . JCVf<r>dr=J Vf<y<t>>y'<t>dt=j (YO0 + £, (r(O)y(0)] dt.

a a

Por laregla de la cadena vemos que el integrando es justamente la derivada de f(y(t)) con respecto

det:
d

[£(y )1 (®) + f (v (O)y3(6)] dt = g L)l

Por tanto
bd
[ Fnar = [ S rwond= o) - £,
C a
O
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Observacion 5.53. Si F es un campo conservativo podemos calcular la integral Jc F(r) dr sin mas que
obtener una funcién potencial f del campo F y evaluarla en los puntos inicial y final de la curva C. Sin
embargo debemos recordar que si para que el campo sea conservativo debe estar definido en un dominio
simplemente conexo. Véase en el siqguiente ejemplo qué sucede en caso contrario.

Ejemplo 5.54. Consideremos el campo magnético en el plano F(r) definido en todo R? — {(0,0)} dado

por F(r) = )#yz(— y,X). Puede comprobarse que se satisface -+ = %2 efectivamente:

ay Bx ?

oF, 9 -y \_ -0+ yH+y-2y  yP-x?
X%+ y?

3y dy Z+yD)Z (X +y)?

ax‘&

Sin embargo este campo no es conservativo ya que el dominio no es simplemente conexo ya que tiene
una singularidad en el origen (x, y) = (0, 0). En efecto si por ejemplo calculamos la integral alrededor
de una circunferencia C centrada en (0, 0) de radio 1 obtenemos

oF, 0 X _(XPHy)-x-2x oy —x?
X2 + y2 (x2 + y2)2 (X2 + y2)?

2n
J F(r)dr = (-sin@,cosB) - (—sinB,cosb)db = 2m.
c 0

Observacion 5.55. Nétese que si F es un campo conservativo la integral fc F(r) dr depende tinicamente
del punto inicial y final de C, y no de la trayectoria en los puntos intermedios de la curva. Esto permite una
segunda estrategia para el cdlculo de la integral de linea consistente en utilizar una curva con mismos
puntos iniciales y finales, pero que simplifique la realizacién de la integral.

Teorema 5.56. Sea F : Q € R" — R" un campo vectorial con primeras derivadas continuas en R2.
Sea una curva suave a trozos C. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) Fes un campo conservativo.
b) fc F(r) dr depende tinicamente de los puntos inicial y final de C, es independiente del camino.
) fc F(r) dr = 0, para toda curva cerrada C.
Ejemplo 5.57. Sea F(x, y) = (ye*Y,xe*Y) ysea C la curva dada por
v(t) = (3,2 +t), tel0,1].
Calculemos fc F(r) dr. Es facil comprobar que F es un campo conservativo, y que la funcién
fx,y) =€

es una funcién potencial de F. En efecto Vf(r) = F(r). En tal caso, aplicando el teorema fundamental
para las integrales de linea tenemos

LF(") dr = f(r(1)) = f(r(0)) = f(1,2) - f(0,0) = e* ~ 1.

Observacion 5.58. Nétese que el cdlculo de esta integral por el método directo resulta mds laborioso,
aunque en este caso puede realizarse:

1 1
J F(rdr = J ((t2 +t)et t3et5+t4) (32,2t + 1) dt = J et5+t4(3t2(t2 +) + (2t + 1)t3) dt
c 0 0
1
= J et’+t* (5t4 + 4t3) dt = e+t ' e’ —1.
0 0
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Ejemplo 5.59. Consideremos el campo vectorial

2x 4y3
F(x,y) = o +2xy + 3, y4+2+X2+2 ,

y sea C la curva parametrizada por C = y(t) = (teS"™), t(1 - t)e<*s(™) |t e [0,1].
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Calculemos fc F(r) dr. En primer lugar vemos que F es un campo conservativo, ya que
Por tanto podemos calcular la funcién potencial f(x, y), ya que debe satisfacer:

{ Gy =2 +2xy+3, (1)

3
fy(x,y) = y‘i{z +x242. (2

Integrando la primera ecuacion respecto de x se obtiene que
O, y) =In(x?+1) +x%y +3x + K(y).

De aqui, a su vez deducimos que f,(x, y) = x> + K’(y). Por tanto, teniendo en cuenta la ecuacion (2) se

tiene que

3 3

4 4y 4
fy(X,J/)=X2+K(Y)=m+xz+2='K(Y)=

4
+ + 2.
yr+2
De donde tenemos que K(y) = K +In(y* +2), K € R. En definitiva, tomando K = 0, tenemos que
FOGY) =In(x®+1) +In(y* +2) + X%y +3x + 2.

Una vez tenemos la funcién potencial, podemos aplicar el Teorema Fundamental del Célculo para
Integrales de Linea: [ F(r) dr = f(xy, yr) - f (xi, yi), donde el punto final serd (xg, yy) = (1-es"(™D, 1.
(1 =1)-e°s(™N) = (1,0) y el punto inicial (x;, y;) = (0-e5"(™0 0. (1 -0)-e©s(m0)) = (0,0). Por
tanto

J F(r)dr=f(1,0) - f(0,0) =In2+In2+3-(In1-In2) =In2+3.
c

Ejemplo 5.60. Consideremos el campo vectorial F(x,y) = (x2y3,x3y?) ysea C = {(x,y) € R? :
2x2 +3y? = 1}. Calculemos Jc F(r) dr. En primer lugar vemos que F es un campo conservativo, ya que

yF1(x,y) = 3x2y2 =0xFa(x, y).

Ademds C es una elipse, por lo que es una curva cerrada. Por tanto
J F(r)dr=0.
C
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Ejemplo 5.61. Consideremos el siguiente campo vectorial en el espacio F(x, y,z) = (e*,3y?,m cos(rz))
ysea C =y(t) = (e, efz, etg), t € [0, 2]. Calculemos fc F(r)dr.
Es fdcil ver que F es un campo conservativo, y que la funcién

f(x,y,2) =X+ y3 +sin(nz)

es una funcién potencial de F. Ademds la curva C tiene como punto inicial el punto (1,1, 1) y como punto
final el punto (e?, e*, e®). Por tanto

J F(r)dr = f(e% e* e®) — £(0,0,0) = e +e'2 +sin(mre®) — (1 +0+ 0) = e +e'2 +sin(me?) - 1.
c

Ejemplo 5.62. Consideremos el siguiente campo vectorial en el espacio
F(x,y,2) =(yz+2y+32+5x2+2x+4z+6,xy +3x +4y +7),

yseaC=y(t)=(t, t?+t, t3+t?>+1t), t € [0,1]. Calculemos fc F(r)dr.
En primer lugar comprobamos si se trata de un campo conservativo, para ello calculamos las siguien-
tes derivadas parciales
ayF3=X+4, d,F> =x +4,

3,F1=y+3, OFs=y+3,
AFa=2+2, 3,F1=2+2,

por tanto rot F(r) = VF(r) = 0, por lo que podemos asequrar que el campo es conservativo. De modo
que sabemos que existe una funcién f = f(x, y, z) que satisface Vf(x, y,z) = F(x, y, z) es decir

fx(x,y,2) =yz+2y +3z+5, (1)
fy(X,y,2) =xz+2x +4z +6, (2)
fz2(x,y,2) =xy+3x+4y +7. (3)

Integrando (1) respecto de x se obtiene
f(x,¥,2) =xyz+2xy +3xz+5x +K(y, 2),
y derivando esta expresion respecto de y tenemos que
fy(x,y,2) =xz2+2x+K,(y,2).
Por tanto, teniendo en cuenta la ecuacién (2) encontramos que
fy(%,y,2) =xz2+2x+ Ky (y,z) =x2+2x +4z2+6 = K,(y,2) =4z +6,
e integrando respecto de y la expresion de K, (y, z) se obtiene
K(y,z) =4yz+6y + K(2),
que incorpordndola en la expresién de f(x, y, z) nos da
f,¥,2) =xyz+2xy +3x2+5x +K(y,z) =xyz+2xy +3xz2+5x +4yz + 6y + K(2).
Ahora, derivamos esta Ultima expresién respecto de z, de donde tenemos
f(x,y,2) =xy +3x +4y + K'(2),

y usando la ecuaciéon (3) vemos que necesariamente K'(z) = 7 de donde K(z) = 7z + K, K € R.
Podemos elegir K = 0, de modo que la funciéon

f(X,y,2) =xyz +2xy +3xZ +4yz +5x + 6y + 7z
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es una funcién potencial de F.
Para terminar, vemos que la curva comienza en el punto (0,0, 0) y termina en el punto (1, 2,3) por
lo que

J F(r)dr= f(1,2,3) - £(0,0,0) = 81.
c
Ejemplo 5.63. Consideremos el campo vectorial F(x, y, z) = (e*, y¥,z°) y sea C la curva dada por

C=y(t)=(t@2-1t), t2(t-2),t(2-1)3), te]o,2].

Calculemos fc F(r) dr. En primer lugar, es facil ver que F es un campo conservativo:
dyFi1(x,y,2) =0,F1(X,y,2) = 0xF2(X, y,2) = 8;F2(X,y,2) = xF3(x, y,2) = dyF3(x, y,2) =0,

yportanto VXF(x, y,z) = (0,0,0). Ademds, el punto inicial y el punto final de C son iguales, en particular
ri=ry=(0,0,0), porlo que C es una curva cerrada. Por tanto,

L F(r)dr = 0.

5.5. Teorema de Green

Dada una curva C cerrada y contenida en un plano, dicha curva siempre encierra una region, R,
del plano. El Teorema de Green relaciona la integral de un campo vectorial F : R? — R? a lo largo
de una curva C c R? cerrada, con una integral de &rea sobre la regién que encierra dicha curva.

Teorema 5.64. Sea C una curva cerrada y simple en el plano, C ¢ R?, orientada en sentido antihorario.
Sea F : R? — R? un campo vectorial con primeras derivadas continuas. Entonces

_ an(X,J/)_aH(XxY)
L F(r) dr = LJ( P 3y )dA,

donde R es la regién del plano encerrada por la curva C.

Observacion 5.65. Nétese que si el campo es conservativo, el integrando de la integral de drea es cero,
y por tanto la integral de linea vale cero, como era de esperar en virtud del Teorema Fundamental. Este
teorema es por tanto de utilidad cuando el campo no es conservativo.

Ejemplo 5.66. Sea F(x,y) = (xe¥* + 2y,x%ye¥’) y sea al curva C = {(x,y) € R? : x2 + y2 = 3},

recorrida en sentido antihorario. Calculemos fc F(r) dr.
En primer lugar calculamos
2 2
OFa(x,y) =2xye”, d,Fi(x,y) =2yxe’ +2,
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de forma que oxF, — d,F1 = —2. Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos que

_ an(X:J’)_aH(X’Y)
L F(r)dr= LJ( 3 3y )dA,

donde R es el recinto encerrado por la curva C, una circunferencia de radio \/3. Por tanto tenemos que

L F(r) dr = L j (-2) dA = (-2) L j dA = —2A(R) = -2 - 3m = —6m.

Ejemplo 5.67. Consideremos de nuevo la curva C = {(x, y) € R? : x> + y? = 3}, recorrida en sentido
2 2
antihorario, y en este caso, el campo vectorial F(x, y) = (xe¥" — y3,x?yeY" +x3). Calculemos | F(r) dr.
En primer lugar tenemos que

asz(X,Y)ZZXyey2+3X2: ayF1(X,J’):2yxey2_3y2,

es decir:
OxF2 — 3y F1 = 3x% +3y% =3(x* + y?).

Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos que

F(r)dr = 3(x% + y?) dA,
Joroer=],]

donde R es el recinto encerrado por la curva C: una circunferencia de radio \/3, centrada en el origen.
Para calcular esta integral pasamos a coordenadas polares:

2n (V3 4N 27
j JB(xz+y2)dA=3J J P2 rdrdg =6m—| =<2
R 0 0 4 1o 2

es decir

27
j F(r)dr = —n.
c 2

Ejemplo 5.68. Consideremos la curva C dada por los laterales del triGngulo con vértices (0,0), (1,0) y
(1, 1) recorrida en sentido antihorario, y el campo vectorial F(x, y) = (x> + y?,x*> + 2y?) . Calculemos

| F(r ar.
En primer lugar calculamos

oxFa(x,y) =2x, 09yFi(x,y) =2y,

de forma que dxF, — dyF = 2x — 2y = 2(x — y). Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos

que
L F(r)dr = L J 2(x — y) dA,

donde R es el recinto encerrado por la curva C: el interior del triGngulo. Para calcular esta integral tenemos
en cuenta que:

LJZ(X —y)dA = ZJ: LX(X —y)dydx = 2‘[‘01

]
L F(r) dr = 3

21X 1,2
1
xy—y— dx=2‘[ X—dx:—,
2 |, 0 2 3

es decir
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Procedimiento directo:
Una manera de calcular esta integral sin utilizar el teorema de Green es considerar el camino

(t,0), tel[0,1],
vy =1 (1,t=1), te(1,2],
(3-t,3-1), te(23).

que tiene un vector derivada
(1:0): te [0:1]:
y)=4 (0,1), te(1,2],
(-1,-1), te(2,3).
Por otro lado, la integral tomaria la expresién:

2 3

el
JF(r)dr - (tz,tz)(1,0)dt+J (1+(t—1)2,1+2(t—1)2)(0,1)dt+J (2(3—t)2,3(3—t)2)(—1,—1)dt
C JO 1 2
| 2 3
= tzdt+J (1+2(t—1)2)dt+J -5(3-t)%dt
JO 1 2
r 1 2 3
= i] + t+2(t_1)3} +[5(3_t)3]
_3 0 3 1 3 2
1 5 5 1
= - 4 — - — = —,
3737373

Observacion 5.69. Nétese que si en el ejemplo anterior se toma cualquier campo de la forma F(x, y) =
(g1(x) + y%,x% + g2(y)) el resultado de la integral seria idénticamente el mismo independientemente
de las funciones g1(x), g2(y), como puede verse aplicando el Teorema de Green. Esto puede entenderse
facilmente ya que en tal caso podemos escribir

F(x, y) = (y%,x*) +(g1(x), 92(¥)) = G(x, y) + H(x, y),

de forma que

L F(r) dr = L G(r) dr + L H(r) dr.

Por otro lado, como H es un campo conservativo, y C una curva cerrada entonces Jc H(r)dr = 0, por lo
que

L F(r) dr = L G(r)dr.

5.5.1. Aplicacion del Teorema de Green para calculo de areas

Como hemos visto en esta seccion el Teorema de Green es muy Util para calcular integrales de
linea a lo largo de una curva cerrada, sustituyendo dicha integral por la correspondiente integral
de area. Por otro lado, en ocasiones el Teorema de Green puede utilizarse para calcular con mayor
facilidad el area de una regién encerrada por una curva sustituyendo la correspondiente integral de
area por una integral de linea.

Supongamos que tenemos el campo vectorial F(x, y), que satisface

(por ejemplo F(x, y) = (0, x), entre otros muchos) asi como una curva cerrada C que encierra una
region del plano R. En tal caso, aplicando el Teorema de Green tenemos que
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Ejemplo 5.70. Consideremos la curva del Ejemplo 5.14 dada por C = y(t) = (cos’t,sint), t €
[0, 2m). Calculemos el area del recinto encerrado por C.

Consideremos el campo vectorial F(x, y) = (0,x). Como dxF, — d,F1 = 1, aplicando el Teorema de
Green tenemos que

2n
J J 1.dA = A(R) = j F(r) dr = J F(y(6)y ' (1) dt.
R c 0
En particular
2 2
A(R) = J (0,cos3t) - (-3 cos? tsin®t,3sin’t cost) dt = 3 J sin®t cos* t dt.
0 0

Aungque la integral que resulta no es inmediata, el calculo de este drea seria bastante mds complicado.
Veamos un camino para resolver esta integral: en primer lugar tenemos en cuenta que

1 1
sin®6 cos? @ = 2 sin?(26), cos?() = 5(1 + cos(20)),
de modo que
1
sin®6 cos* 6 = 3 sin?(26)(1 + cos(26)).
De esta forma podemos escribir

0

3 2 3 2m 3 3 m 3
AR) =2 | (sin2(2¢) + sin?(2t) cos(2t)) dt = —J sin?(2t) dt + = 20 =T
8 0 8 0 6 0 8

Ejemplo 5.71. Consideremos el “trébol de 4 hojas” que en coordenadas polares viene dado por r =
cos(28), donde r es la distancia al origen y 0 el dngulo con el eje x. De esta forma podemos parametrizar
la curva como

y(8) = (rcos@, rsinf) = (cos(20) cos 8, cos(20) sin(0)), 6 € [0,2m).

1

0.8

0.6

0.4

0.2

0

0.2

0.4

0.6

0.8

-1

-1 08 06 04 02 0 0.2 04 0.6 0.8 1

El vector derivada viene dado por
y'(6) = (=25sin(26) cos 6 — cos(26) sin 8, —2 sin(26) sin(6) + cos(26) cos(H)).

Para calcular el drea encerrada en dicha curva utilizaremos dos procedimientos distintos:

1) Usando el Teorema de Green:

Consideramos el campo vectorial F(x, y) = (0,x) de forma que, aplicando el Teorema de Green, y
llamando R a la regién encerrada por la curva C tenemos que

2n

2
A(R) = ‘[ (0,x)dr= (0,x(t)) - y'(t)dt = J x(t)y5(t) dt,
Cc 0 0
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y sustituyendo tenemos:

A(R)

2
J cos(26) cos B - (—25sin(26) sin 8 + cos(26) cos B) db

2
n“(20)dé + = J cos?(26)(1 + cos(26)) do
m
> L cos?(20) db +Md9 >

2) Calculo directo: coordenadas polares

En este caso el calculo directo del drea puede realizarse fdacilmente mediante el uso de coordenadas
polares. Teniendo en cuenta que, para cada dngulo 8 € [0,2m], el radio satisface r € [0, cos(26)],
tenemos que

2 cos(20) 2 r2
A(R)=JJdA=J J rdrd6=J —
R o Jo o 2

Ejemplo 5.72. Consideremos la curva dada por

cos(26) 1 2n
do = - J cos?(26) d6 = =
0 2 0 2

y(t) = (-sin®t,costsin®t), te [m2m].

0.4

0.3

0.2

01

0

0.1

0.2

0.3

0.4
01 0 01 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Calculemos el drea de la regién R encerrada por la curva.
Usando el Teorema de Green Consideremos en este caso el campo vectorial F(x, y) = (-y,0), que
satisface dyF, — 8, F1 = 1. Aplicando el Teorema de Green tenemos que

m
A(R) (-y,0)dr = J (—costsin®t,0) - (-3sin®tcost, —sin* t + 3sin®t cos? t) dt
c 0

m m n
J‘ 3cos’tsin’tdt = BJ cos?t(1 —cos?t)?sint dt = BJ (cos?t + cos® t — 2 cos*t) sint dt
0 0 0

[cos3t cos’t _cos’t]"™ 16
-3 2

+ - =—.
3 7 5 |, 35

Observacion 5.73. Nétese que en este caso el uso del campo (0, x) haria el problema mds laborioso.

2) Calculo directo:
Para calcular el drea de forma directa, deberiamos en primer lugar establecer el rango de valores que
toma la coordenada y fijada la coordenada x. En particular

. 1 .
x = —sin’t, —X3 =sint, 2 2
3. = —— 5 =y =\1-(=x)3 - (=x) = £=x\y1 —x5.
y =costsin”t. y =+V1—sin“t sin’t.
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Por otro lado, como t € [0, ] entonces x € [0, 1]. Asi pues

;
3

X 1 -X 1
A(R)—J‘ J dydx =2 J x\1 = x3 dx.
x\V1- x% 0

El célculo de esta integral no es sencillo, (y no corresponde con los objetivos del curso) en efecto, la primi-

tiva viene dada por
2 1 2 2 4 2
X 1—x3dx:£ 1—x3(—8—4x3—3x3+15x).

de donde finalmente se obtendria
16

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®© 103


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

CAPITULO 5. INTEGRALES DE LINEA

104 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



Capitulo 6

Integrales de superficie

En temas anteriores hemos trabajado con la superficie formada por la grafica de una funcién
g:QCcR? —R
S={(x,y,2) eR3:z=qg(x,y), (x,y) € Q}.

En efecto, vimos que S tiene un vector normal, N, en cada punto (x, y) dado por

N(x,y) = (—=gx (X, ¥), =g, (x, ), 1) .

Para parametrizar S necesitaremos en este caso una funcion vectorial del tipo ¢ : Q € R? — R3
de tal forma que

S= (p(X,y)=(X,y,g(X,y)), (X’y)GQ'

Aunque esta forma de parametrizar una superficie es valida, como veremos a continuaciéon pode-
mos utilizar dos parametros arbitrarios, que no tienen por qué coincidir con las variables x e y.

6.1. Parametrizacion de una superficie

Consideremos una funcién que asigna a una pareja de parametros (s, t) un punto en el espacio
¢ : Q € R? — R3, donde en general tomaremos la notacion

‘P(S: t) = (‘P1 (S’ t): (PZ(S, t)x (P3(5’ t)):

y donde supondremos que @1, ¢, @3 tienen derivadas continuas en Q. De esta forma podemos
definir una superficie S en R® como

S={(x,y,2) eR*:x = 91(s,t), y = 92(s,1), z = p3(s,0), (5,) € Q} (6.1)

y decimos que esta parametrizada por la funcion vectorial ¢.

6.1.1. Vector normal a la superficie

En este apartado veremos como calcular un vector normal a una superficie que esté parametri-
zada por una funcion vectorial ¢ (s, t).

Observemos en primer lugar la funcion vectorial ¢ tendra dos vectores derivada parcial con res-
pecto a cada una de las variables (s, t), a saber:

(105(59 t) = (as(P1 (59 t)! as‘pZ(s, t)’ as‘PS(S: t)):
(6.2)

(Pt(S: t) = (at(P1 (S’ t)’ at‘pZ(s: t)’ at‘P3(5: t))
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Fijado una pareja de parametros (s,t) € Q, cada uno de estos vectores sera tangente a la su-
perficie S en el punto (x, y,z) = ¢(s,t), es decir, ambos vectores perteneceran al plano tangente a
S en dicho punto. Por tanto, el vector producto vectorial de ambos vectores derivada es perpendi-
cular al plano tangente (recordemos que el producto vectorial de dos vectores resulta en un vector
perpendicular a los dos primeros, siempre y cuando los dos vectores no sean paralelos). De esta
forma tenemos que

i j k
N(s,t) = @s(s,t) X @¢(s,t) = |0s@1(S,t) Isp2(s,t) Isp3(s, 1), (6.3)
af¢1(s: t) at‘PZ(s: t) at‘P3(5: t)

y por tanto

N(s,t) = (3502 0:93— 0503 -0:p2) -1 + (3s@3-3rp1 — 51 - rp3) - |
(3501 -2 — 52 - Brp1) - K
= (052 - 0t3 — 0sP3 - 0P, OsP3-0tP1 — OsP1 - 0¢P3, OsP1-0tP2 — 5P - A P1) .

+

Por Gltimo, denotaremos por N al vector unitario y normal a S dado por

~ N
N = W (6.4)

Ejemplo 6.1. Consideremos la funcién vectorial ¢ : [0,1] x [0,2] — R3 dada por
@(s,t) = (tes,s3 +t2,5% + t).
Consideremos asimismo la superficie S parametrizada por
S=r=0¢(s,t).

a) Obtengamos un vector normal en un punto arbitrario. Para ello en primer lugar calculamos los
vectores derivada

0s(s,0) = (te°,35%,25),  pi(s,0) = (€%,28,1).

Ahora podemos realizar el siguiente producto vectorial

i ]k
N(s,t) = @s(s,t) X Q¢ (s, t) = |[teS 352 2s|= (352 — 4st, 2se® — te®, 2t%e’ — 352e5).
et 2t 1

b) Obtengamos un vector normal y unitario a la superficie S en el punto (x, y,z) = (0,1,1).

En primer lugar, debemos identificar para qué valores de los pardmetros (s, t) la superficie pasa
por el punto (0,1, 1). Para ello resolvemos el sistema

0 =te®,
1=53+1t2
1=s2+t.

que tiene como solucién (s,t) = (1,0). Por tanto el vector N(s = 1,t = 0) serd normal a S en el
punto (x, y,z) = (0,1,1). En particular

N(1,0) = (3, 2e, —3e).
Por ultimo, como queremos que sea unitario dividimos entre su norma:

(3, 2e, —3e)
Vot 13e2
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Ejemplo 6.2. Dado cierto punto (x, y,z) € S y utilizando coordenadas esféricas (r, 0, ¢) tenemos que
X =rsinfcos ¢,
y =rsin@sing, r>0, 60¢€[0,2m), ¢ € [0,m]. (6.5)
Z=rcos@,
Por otro lado, sea p > 0, y sea S la esfera de radio p centrada en el origen. Visto en coordenadas

esféricas tenemos
reS<r=p.

Es decir, dado (x, y, z) € S tenemos que necesariamente, para alguna pareja de pardmetros 0 € [0, 2m), ¢ €

[0, ]
x =psinfcosg,
y =psin@sing, (6.6)
zZ=pcosh.

por lo que la superficie S queda parametrizada como
S=¢(¢,0) = (p cos@sing, psin@sing, p cos ¢>), ¢ €[0,m), 6 ¢€]0,2m).

De esta forma podemos obtener facilmente los vectores derivadas

0y(9,0) = (p cos @ cos ¢, psinfcos ¢, —p sin ¢), 0o(,0) = ( —psin@sing, pcosfsing, O).
Por lo que el vector normal a la superficie S queda

i i k
N(¢,0) =|pcosBcos¢ psinfcos¢p —psing|= (pz cos 8sin? ¢, p?sinBsin? ¢, p? cos ¢ sin ¢),
—psinf@sing pcosBsing 0

o equivalentemente

N(¢,0) = p®sin qb(cosesin ¢, sinfsin g, cos ¢>). (6.7)

Por otra parte, el médulo del vector normal viene dado por

IN(¢,8)| = p?|sin ¢|\/cos2 6 sin® ¢ + sin® B sin® ¢ + cos? ¢ = p?sin ¢, (6.8)
ya que

\/cos2 0sin® ¢ +sin® 6 sin® ¢ + cos2 ¢ = \/sin2 ¢ +cos2¢ =1,

y por otro lado ¢ € [0, 1] por lo que | sin ¢| = sin ¢.
Observacion 6.3. Ndtese que la ecuacion (6.7) puede escribirse como

N(¢,6) =psing ¢(¢,6), (6.9)
o bien

N(¢,6) =psing ¢(¢,0), (6.10)

siendo ¢ el vector direccion normalizado expresado en coordenadas polares
P(¢,0) = (cos@sin ¢, sinfsin g, cosd))‘ (6.11)

Nétese que las esferas centradas en el origen son las unicas superficies que satisfacen que el vector
normal a la superficie en cierto punto (x, y,z) es proporcional (y por tanto paralelo) al propio vector

(X, y,2).
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Ejemplo 6.4. Parametricemos la superficie de un cono invertido con el vértice en el origen

2
S = {(x,y,z) e R3 :x2+y2 = Z—ZZZ, Z € [O,h]}.

Nétese que pasando a coordenadas cilindricas

X =rcosé,

y=rsing, r>0,60¢€(0,2m), zeR, (6.12)

z=12,
tenemos

S={reR3:r= %z, z € [0,h], 6 € [0,21)},

es decir

x =Fzcosé,

y =8zsin®, 6 € [0,2m], z € [0,h],

z=12,

por lo que podemos parametrizar la superficie S usando como pardmetros el par (z,0) :

©0(0,2) = (2—)2 cos o, %z siné@, z), 6 € [0,2rr], z € [0,h].

Ya podemos calcular los vectores derivada:

0e(8,2) = (— %z siné@, %z cos o, O), ©p;(0,2) = (% cos o, %sin 0, 1).

De esta forma el vector perpendicular a la superficie puede ser expresado como

' jok p P p’
N(,z) =|-Fzsin £zcos® 0= (—z cosf, —zsin@, —z).
0 b . h h h?
7 cosf Fsing 1

Por tanto, la norma de N(8, z) vendrd dada por

_Pr L, P, P p?
|N(6,z)|—\/h—222+F22—F\/1+—z.

6.2. Area de una superficie
Consideremos una superficie S parametrizada por ¢ : Q ¢ R? — R3, y supongamos por
simplicidad que Q = [a,b] X [c, d], es decir que los pardmetros (s, t) satisfacens € [a,b], t €

[c, d]. El procedimiento para calcular el area de S es similar al realizado para calcular la longitud de
una curva. En primer lugar, realizamos una particién de los intervalos [a, b], [c,d]. Tomaremos

0=50<851<$<...<Sp,=b;, c=txp<t1 <t <...<tp=d.

De esta forma, la superficie S queda dividida en n? partes, Sjj, donde

Sij = {(X,y,Z) € Ra : (X,,V,Z) = gD(S,t), (S, t) € [S,‘_1,S,‘] X [tj—1xtj]} 0
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y

Si n es suficientemente grande, y por tanto S;; suficientemente pequefia, podemos aproximar
el area de S;; por el area del plano tangente S en el punto ¢(s;, t;) restringido a (s, t) € [s;_1,5;] X
[tj-1,t;], el cual llamaremos #;;. Para ello, consideremos los siguientes vectores

Api(si,t;) = @(sit) —@(si—1,t), Dej(si,t) = @(sit) — @(sitj-1),

que conectaran los puntos ¢ (s;_1,t;) y ¢(s;,tj_1) con el punto ¢(s;,t;) respectivamente (es decir,
los puntos que delimitan el plano #;;).

(,5(81‘, tj)

B(si—1, tj—1)

Figura 6.1: Izqda: Superficie S;; y vectores posicion ¢. Dcha: Superficie S;;, plano #;; y el vector
normal a ambas.
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Notese ahora que el area del plano #;; viene justamente dada por
A(Pij) = |Api(si, t;) X Ap;(si,t))|, (6.13)

donde |v| denota la norma del vector v. (Recuérdese que lanorma de axb es justamente |a|-|b| sin(6)
siendo 6 el angulo que forman a y b, y por tanto, el area del paralelepipedo con lados ay b es
justamente |a X b|).

Area=a-b -sina

De este modo podemos aproximar el area de S por
n n n n
A(S) ~ Z Z A(P,’j) = Z Z ‘A(,D,’(S,’, t/') X A(p/-(si, tj) . (6.14)
i=1 j=1 i=1 j=1
Por otro lado, si n es suficientemente grande podemos realizar la siguiente aproximacion:

A(p,‘(S,‘, t}') ~ (,DS(S,',tj)AS, A(pj(S,',tj) ~ (pt(S,',tj)At, (6.15)

donde As =s; —s;_q, At=t;—t;_q,yportanto

A(SD,']) = A(p,-(s,-,tj) XA(,D](S,’, tj)| =~ |ps(Si, l'j)AS X (pr(s/,tj)At| = (,DS(S,',tj) X (pt(s,-,tj) AsAt.

Si tomamos el limite cuando n — oo obtenemos que AsAt — dA y que (por definicion) A(P;;) —
dS, donde dS denota el diferencial de superficie. De esta forma obtenemos que

ds =

o[,

Teorema 6.5. Sea S una superficie parametrizada por ¢ : Q € R> — R3, donde ¢;, i =1,2,3.
tienen derivadas parciales continuas. Entonces el area de S viene dada por

O |

donde dA = ds dt, o bien, dA = dt ds.

@s(s,6) X pi(s, )| dA = IN| dA, (6.16)

asi como

05(s,t) X 9.(s, t)‘ dA = HS IN| dA. (6.17)

@s(s,t) X @ (s, t)' dA, (6.18)

Observacion 6.6. Si S viene dada porz = g(x,y), (x,y) € Q. En este caso,

N(x, y) = (_gX(X’ y)) _gy(X’ J/), 1)

es el vector normal a S, y por tanto

A(S) = ﬂ \/gx(X, Y2 +gy(x,y)2+1 dA.
Q
110 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



6.2. AREA DE UNA SUPERFICIE
Ejemplo 6.7. Sea g : R? — R dada por g(x, y) = 4 — x> — y?,y sea S la superficie dada por
S=z=9(,y), z>0.

Para obtener el drea de S, vemos en primer lugar que S es una superficie de nivel de la funcién g, y
por tanto, dado r € S el vector normal a S en el punto r viene dado por

N=(-9x,—9y,1) = (2x, 2y, 1).
Ademds como z > 0 entonces x? + y? < 4.
7=4-Xx>—y*>0=x*+y* <4

Por tanto, aplicando el Teorema (6.5) tendremos que
A(S) = ﬂ ds = H |N‘ dA = H VAT Ay TdA
S Q Q

donde Q = {(x, y) € R? : x?+y? < 4}. La integral puede ser resuelta facilmente pasando a coordenadas
polares ya que tanto el integrando como el recinto de integracién tienen simetria polar:

2m p2 2
A(S) =‘[ J Var2 +1 rdrd6 = 2m - g%(4r2+1)% » Y %(17\/17_ 1).
o Jo

Ejemplo 6.8. Sea
Q={(s,t) eR?:s>+t><1, s>0, t=>0}.

Consideremos la superficie S parametrizada por
S=o¢(s,t)=(st,t+1,5s+2), (s,t)€qQ.

Para calcular el area de S, primero calculamos su vector normal en cada punto, de cara a realizar la
integral de la ecuacién (6.18). Para ello hallamos las derivadas parciales de ¢:

(05(5, t) = (t, 0’1): (Pt(s, t) = (511,0),

y por tanto

=(=1,5t) = IN| = V1 +s2 +t2.

N(s,t) =

\n ~ -,
- O -
o = x>

De esta forma

A(S) = HS ds = HQ IN| dA = HQ V1 + 52 +£2 dA.

Aligual que en el ejemplo anterior pasando a coordenadas polares resolvemos la integral con facilidad

L
A(S):JZJ Vitrirdrdo="1 2%(1+r2)% :%(2\5—1).
o Jo

1
0

23
Ejemplo 6.9. Veamos ahora cémo calcular el drea de la superficie de una esfera de radio p.
Como ya vimos en el ejemplo 6.2, utilizando la parametrizacién en coordenadas esféricas, el vector
normal a la esfera satisface (Ec. (6.8) 6 (6.10))
IN| = p%sing, ¢ e[0,m), 6 ¢€]l0,2m).

Por tanto tendremos que
0

2n pem m
A(S) = H ds = J J p?|sin¢|dpdd = 2np2J sing dp = 2mp® cos p| = 4mp?.
S o Jo 0
n
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6.3. Integrales de superficie

Supongamos que tenemos una superficie
S={(x,y,2) eR’: (x,y,2) = 9(s5,1), (s,1) € Q}

fabricada de cierto material, el cual tiene densidad f(x, y, z) en cada punto (x, y, z) de la superficie.
¢Cobmo podemos evaluar la masa total de este objeto?. De forma analoga a la construccién de la inte-
gral de una funcién escalar a lo largo de una curva, podemos evaluar la densidad f(x, y,z) en cada
diferencial de superficie dS, de esta forma, tendriamos un diferencial de masa dm = f(x, y,z)dS. La
masa total vendria dada entonces por

m = JJS f(X, )/:Z)ds = ‘[[Qf(ﬁa1(5, t), <p2(s, t), (p3(s’ t)) (Ps(S, l’) % (Pt(S, t) dA,

donde en este caso dA = ds dt = dt ds. El calculo de la masa de una superficie es solamente una de
las innumerables aplicaciones de las integrales de superficie.

Definicion 6.10. Sea S una superficie parametrizada por ¢ : Q C R> — R3, donde ¢;, i=1,2,3.
tienen derivadas parciales continuas. Sea f : R3> — R. Entonces se define la integral de la funcién f

sobre la superficie S como
[| rmas=|| reos.onlwe.o]an
S Q

donde dA = ds dt o bien dA = dt ds. Equivalentemente podemos escribir

HS f(r)ds = ‘[[Qf(qu(s, t), 02(s, ), 93, t))

Observacion 6.11. El drea de la superficie S viene dada por la integral de la funcién f(x, y,z) = 1 sobre
dicha superficie.

@s(s,t) X @¢(s,t)|dA.

Ejemplo 6.12. Consideremos la superficie S dada por z = g(x, y), con

Q(X,}/)=4—X2—y2, (X:}’)E[O;1]X[0:1],

y sea
X+y

(5x2+5y2+z—3)%.

f(X, Y, Z) =
Calculemos [ ¢ f(r) dS. En primer lugar,tenemos que

N(x,y) = (2x, 2x, 1) = [N(x, y)| = V4x2 +4y2 + 1.

Por otra parte, como en este caso las variables x, y son a la vez los pardmetros de la superficie tene-

mos: x4y
f(¢(X,)/))=f(X,y’4—X2—y2): 1"
(4x2 +4y?%2+1)2
Por altimo:
1 p1 X+y 1 01 1 1
ﬂ f(r)dS=J J - -\/4x2+4y2+1dydx=j I (x+y)dydx=J (x+—)dx=1.
S 0 Jo (4x2+4y2+1)2 0 Jo 0 2

Ejemplo 6.13. Sea
Q={(s,t) eR?*:s>+t><1, s>t>0},
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y sea S la superficie parametrizada por
S=¢(s,t)=(s+t,s—t,st), (s,t) Q.

Calculemos ﬁs f(r)dS donde

(X+y)(x—y)°
73 '

En primer lugar vemos que el vector normal a S viene dado por

f(X,y,Z) =

~

k
N(s,t) = 1 tl=(s+t, t—s,-2),
s

-1

_ o~y

y por tanto

INGs,t)| = V(s + )2+ (s — t)2 + 4 = V252 + 2t2 + 4.

Por otro lado
(2s)(2t)> _ t?

(st)3 52’

flo(s,t)) =

En consecuencia obtenemos
t2
H f(nds = 64 ﬂ — V252 +2t2 + 4 dA.
S Qs

Ahora bien, tomando las coordenadas polares s = rcos@, t = rsinf,conr € [0,1], 8 € [O, %)
obtenemos

[

t2 il
64ﬂ —2V252+2t2+4dA:64J J tan?@V2r2 + 4r dr d@
Qs o Jo

d 1
64‘[4tan2 6do J V2r2 + 4r dr
0 0

7 12
f L _Z(4+2r)2
6=0 43

(R =5 ((1-7) (6 -g)).

6.4. Integrales de flujo

Imaginemos que cierto campo vectorial F : R3 — R3 indica en cada punto (x, y, z) la velocidad
(mdduloydireccion) ala que un fluido se mueve en el espacio. (COmo podemos averiguar el volumen
de fluido que atraviesa cierta superficie S (por unidad de tiempo)?

En primer lugar, supongamos que dicha superficie S es plana, con un vector normal N cuya
norma es el area de la superficie, y que el campo vectorial F es constante para todo r € R3 (es decir
el fluido se mueve uniformemente en el espacio). En tal caso, si Fy N son paralelos, tendremos que
la cantidad de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo vendra dada por |F||N]|.

Si son antiparalelos, el flujo tendra el mismo médulo, pero sera de signo contrario —|F||N| (el
fluido atravesara la superficie en sentido opuesto). Por otra parte, si Fy N son perpendiculares,
entonces la superficie no sera atravesada por el fluido. Por Ultimo, en el caso mas general, siFy N
forman un angulo 8 entonces la cantidad de fluido que atraviesa S sera proporcional a la proyeccion
del vector F sobre N. En concreto la cantidad de fluido que atraviesa la superficie es justamente
|F||N| cos 8, o equivalentemente

F-N.

Si tomamos ahora una superficie S no necesariamente plana parametrizada por cierta funcion
vectorial p(s,t), (s,t) € Q,yqueremos calcular el volumen que atravesara dicha superficie, pode-
mos proceder de forma similar a cémo se hizo para el calculo de su superficie al principio del tema.

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®© 113


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

CAPITULO 6. INTEGRALES DE SUPERFICIE

Es decir, dividir S en superficies S;;, suficientemente pequefias, que pueden aproximarse por un
plano tangente #;;. En tal caso, ademas podremos suponer que el campo vectorial F es constante
en toda la superficie S;;. De esta forma, el volumen de fluido que atravesara cada superficie Sij
sera aproximadamente igual a

F(o(si,tj)) - N(sj, t)),

y por tanto sumando todas estas contribuciones
n n
D2 E(p(sint) - Nisi, b))
i=1 =1

obtendremos una aproximacién del volumen total de fluido que atraviesa S.
Por tanto, tomando el limite n — oo, tendremos que la cantidad de fluido que atraviesa S viene
dada por

ﬂ‘ F(p(s,t)) - N(s,t)dsdt.
o

Por Gltimo observemos que el diferencial de superficie dS puede escribirse como dS = |N(s, t)| dA,

y por otra parte, el vector normal y unitario N (s, t) satisface N (s, t) = % por tanto tenemos que

N(s,t)dA = N(s,t)|N(s,t)|dA = N(s,t) dS. De esta forma podemos escribir que la cantidad de flui-
do que atraviesa S viene dada por

HS F(r)-NdS = HQ F(p(s,t)) - N(s, t) dA.

Definicion 6.14. Sea un campo vectorial F : R3> —s R3 cuyas componentes tienen primeras derivadas
continuas. Sea S una superficie parametrizada por S = @ (s,t), (s,t) € Q. Entonces se define la integral
de flujo del campo F a través de la superficie S como

ﬂs F(r)-NdS = J] F(p(s,t)) - N(s,t)dA = JJ F(p(s,t)) - (ps(s,t) X @e(s,t)) dA,
Q Q
donde el vector normal N esté dirigido hacia el exterior de la superficie.

Ejemplo 6.15. Consideremos el campo vectorial F(x, y,z) = (x?y,xyz, y?) y la superficie plana dada
por
S={(x,y,2)eR3>:2x-y+z=0, xe[-1,1], ye][0,2]}.

Para calcular H s FNdS, escribimos una funcién vectorial que parametrice a S, por ejemplo
e, y) =My, y-2x), xe[-1,1], ye[02].
Ademads, puede verse con facilidad que el vector normal es constante, en concreto
N(x,y) =(2,-1,1).
Por otro lado, tomando z = y — 2x en el campo vectorial tenemos
Fo(x,y)) = X%y, xy(y = 2x), y°) = (x*y, xy* = 2x%y, y?).

Y realizando el producto escalar se obtiene

F(p(x,y)) - N(x,y) = 2x°y —xy? + 2x2y + y> = y3 + 4x%y — x 2.
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Por tanto tenemos que

[ e

1 2 1 2
J J F(<p(x,y))-N(x,y)dde=I I(y3+4xzy—xy2)dydx
-1J0 -14J0

2
1 4 3
J 'y_+2x2y2_)l
.\ 3 3 /|,

1
8 4

4x + =x3 — =x?
3 3

! 8
dx:J (4+8x2——x) dx
1 3

_ 40
=3

Ejemplo 6.16. Consideremos la superficie S = {(x,y,z) e R®:z=1-x?-y2, z > 0}, asi como el
campo vectorial

F(x,y,z) = (yz,—xz,xy).
Para obtener ” S FNdS parametrizamos S, lo cual podemos hacer teniendo en cuenta que S es la grdfica
de la funcién z(x, y) = 1 — x*> — y?, por lo que

S=p(6y) =0y, 1-x*-y>), xX*+y*<1.
Ademds el vector normal a S en el punto (x, y) viene dado por
N(x,y) = (=zx(x, y), =2y(x, ¥), 1) = (2x,2y,1).

Por otro lado
Flo(x,y)) = (y(1 =x* = y?),—x(1 = x* = y*),xy),
y por tanto
F(p(x,y) - N(x,y) =2xy(1 =x* = y*) = 2yx(1 =x* = y*) +xy = Xy.

En definitiva, definiendo Q = {(x, y) € R? : x? + y? < 1} podemos escribir que

2m p1
ﬂ FNdS = H Xy dA = J J r? cos@sin@rdrdd = 0. (6.19)
S Q 0 0

Ejemplo 6.17. Consideremos el campo vectorial F(x, y,z) = (X, y,z) y sea S la superficie de una esfera
de radio unidad centrada en el origen. Calculemos “ S FNdS. Para empezar recordamos que la superficie
de la esfera (de radio unidad) puede parametrizarse con la funcién vectorial

©(¢,0) = (singcosh,singsinb,cosp), ¢ [0,m), 6 ¢€][0,2m).
Ademds como ya se calculé en el ejemplo 6.2, tenemos que el vector normal vendra dado por
N(¢,0) =sin ¢( cos@sin ¢, sinfsin ¢, cos ¢).
donde simplemente hemos tomado p = 1 en la ecuacién (6.7). Por otro lado
F(p(¢,0)) = (sin¢ cos8,sin¢ sin b, cos ¢),
por lo que realizando el producto escalar con el vector normal se tiene:
F(p(¢,0)) - N(¢,0) =sing (sin2 ¢ cos? B + sin® ¢ sin? @ + cos® qb) =sin ¢.
Por altimo realizamos la integral:

m
= 4.
0

HS FNdS = LZH Lﬂ sin pd¢dd = 2 (- cos ¢)
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6.4.1. Teorema de la divergencia

El Teorema de la divergencia permite relacionar la integral de flujo de un campo vectorial F :
R3 — R3 a través de una superficie cerrada S, con la integral de volumen de la divergencia del
campo VF evaluada sobre el volumen que encierra la superficie S.

Teorema 6.18. (Teorema de la divergencia) Consideremos una regién sélida en el espacio Q c R3,y
sea S la superficie que conforma la frontera de dicha regién sélida Q, de forma que su vector normal N
estd orientado hacia el exterior de Q. Consideremos un campo vectorial F : R3 — R3 tal que todas las
derivadas de sus componentes son continuas. Entonces

HS F(r)N dS = HL V F(r)dv.

Este teorema permite, en algunos casos, calcular con gran facilidad la integral de flujo de un
campo vectorial sobre una superficie cerrada.

Observacion 6.19. Para interpretar este teorema podemos considerar un elemento infinitesimal de vo-
lumen en Q, §Q, el cudl estard rodeado por una superficie cerrada también infinitesimal, §S. En tal caso,
la divergencia del campo divF puede ser considerada constante y por tanto tendriamos

HLQ VE(r) dV = V F(r) V(6Q).

de modo que aplicando el Teorema de la divergencia obtendriamos

J J F(r) K dS = V F(r) V(5(Q)),
§S

es decir, que el flujo a través de cada superficie §S es justamente proporcional a la divergencia del campo.
Ademds, nétese que el flujo saliente de cierta superficie §S (supongamos ctbica por sencillez), compensa
con el flujo entrante de las superficies adyacentes, y viceversa. De esta forma, el flujo total a través del
volumen es justamente el flujo a través de la superficie, que coincide con la integral de la divergencia
sobre todo el volumen.

Ejemplo 6.20. Consideremos la superficie de una esfera de radio p centrada en el punto (1,2,3), a la
que llamaremos S, y sea F un campo vectorial dado por

F(X,y,2) = (3x + &Y, 2y + %57 7 4 e5"%),

Calculemos la integral de flujo [[ ¢ F(r) N dS.
Como S8 es una superficie cerrada, y F tiene todas sus derivadas continuas, podemos utilizar el Teo-
rema de la divergencia. Para ello, calculamos la divergencia de F:

divF(x,y,z) = VF(x,y,2) = 0xF1 +0,F, +9,F3=2+3+1=6.

HS F(r) N dS = HL divF(r)dV = MQ 6dV,

donde Q es el interior de la esfera de radio p y centrada en el punto (1,2, 3).
En este caso particular, tenemos que la divergencia es una constante, por tanto podemos sacarla fuera
de la integral obteniendo que

F(r)NdS =6 dv =6V(Q) =6 an p> =8mp3.
Il II. 3
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Ejemplo 6.21. Consideremos de nuevo la superficie de la esfera de radio p centrada esta vez en el origen.
Sea por otra parte el campo vectorial dado por:

F(x,y,z) = (x3z2 +y, y3z2 +x,x3y3)‘

Calculemos ”s F(r) N dS utilizando el Teorema de la divergencia ya que S es una superficie cerrada, y F
tiene todas sus derivadas continuas. La divergencia de F viene dada por:

divF(x,y,z) = VF(X,y,z) = 0xF1 +9yF, + 9,F3 = 3x22% +3y°22 + 0 =322(x% + y?).

Por tanto, aplicando el Teorema de la divergencia tenemos que

‘[[S F(r) N dS = HL divF(r)dvV = ‘[HQ 322(x% + y?) dv,

donde Q es el interior de la esfera de radio p y centrada en el origen. Para resolver la integral resultante
podemos pasar a coordenadas esféricas, obteniendo

HL 322(x% + y?) av

2m pmopp
J I J 3r? cos? ¢ (r?sin® ¢) - rsin ¢ dr d¢ d@
o Jo Jo

C 243 ? 6 6mp’ (T 2 ;

= 6m| cos“¢psinpdp | r dr:T cos” ¢ (1 —cos” ¢)sin¢g dp
0 0 0

_ 6mp’ [ cos®¢ .\ cos®¢|" _ 8mp’

-7 3 5 |, 35°

Ejemplo 6.22. Sea S la siguiente superficie cilindrica, incluyendo la base inferior y superior, es decir
S=80u8® uSW donde

SO ={(x,y,2) eR®:x*+y* =2,z € [0,1]},

SP ={(x,y,2) eR3:x*+y*<2,z=0}, SV ={(x,y,2)eR*:x*+y* <2,z=1}.

ysea F(x,y,z) = (x3, y3, 23). Para calcular H s F(r) dS sequiremos dos procedimientos diferentes:
Procedimiento 1:
Como S es una superficie cerrada podemos usar el Teorema de la divergencia. Por tanto, como

div(F) = 3x? + 3y? + 322 obtenemos

HS F(r) dS = MQ VF(r)dV = H Q(3Xz e 3y% 432,

Pasando a coordenadas cilindricas tenemos que

2 1 V2
H (3x% +3y? +3z%)av = BJ J J (r*> + 2% rdrd6 dz
Q o Jo Jo
17,4 21V2 1
= 6rrJ —+22— dz=6nJ (1+2%) dz = 8m.
o | 4 2 |, 0
Procedimiento 2:

Calculemos [ 4, F(r)N dS, [[ ¢, F()N dS [[ 4. F(r)N dS por el método directo.
En primer lugar, calculamos el vector normal a S
Como S = ¢ (8, z) = (V2 cos 8, V2sin 6, z), derivando obtenemos

©0p(8,2) = (—\/E sin6, V2 cos 6, 0), asicomo ¢,(0,z)=(0,0,1).
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Realizando el producto vectorial de ambos vectores se obtiene
N (8,2) = (V2 cosH,V25sin6,0).
Por otra parte, evaluando el campo en la superficie tenemos
F(p(8,2)) = (2V2cos> 6, 2V2sin 6, 23),
¥ por tanto, realizando el producto escalar con el vector normal se tiene
F(¢(6,2)) - N(8,2) = 4(cos* 8 +sin* 6).

Por dltimo realizamos la integral

HS“) F(r)N ds

2 1 2
J J 4(cos* 0 +sin*8)dzdd =4 | (cos*8+sin*6)deo
o Jo 0

2
3
SI sin6.do = 82% = 6.
. Z

A continuacién calculamos [ o, F(r)N dS, y para ello parametrizamos S,
S®) = 9®(0,r) = (rcos6,rsinb,0), rel[0,V2], 6¢]l0,2m],
de donde podemos obtener que el vector normal es
N (6,r) = (0,0,-r).

(Nota: El vector normal se elige de forma que de nuevo quede orientado hacia el exterior del volumen)
Por otro lado tenemos que F(¢?)(8,r)) = (r3 cos® 8, r3sin3 6, 0), y en este caso

F(o'®(8,r))-N®(6,r) =0,
por lo que

HSW F(r) N dS = 0.

Por tltimo calculamos ﬂ SO F(r)N dS, para lo que parametrizamos la base superior del cilindro S®),

SO =p®(6,r)=(rcosh,rsing, 1), rel0,V2], 6¢]0,2n],
de donde tenemos que el vector normal orientado hacia el exterior del volumen es
N©O (B, r) = (0,0,r).
Por otro lado, el campo vectorial aplicado en S'© satisface
F(o(8,r)) = (r3cos’ 6, r3sin>6,1),
y realizando el producto escalar correspondiente tenemos
F(o(8,r))-NY(8,r)=r.

Por dltimo, podemos realizar la integral de flujo sobre S®)

A 2m V2 r2 V2
JJ F(r) NdS = j J rdrdé = 27‘[—’ = 2m.
S® o Jo 2o

Por ultimo, podemos calcular la integral de flujo total (es decir a través de S) sumando cada una de
las integrales de flujo de la superficie laterales y de las bases:

HS F(r)N dsS = HS([) F(r)N ds + J‘L(b) F(r)N ds + Hsm F(rN dS = 6m + 0 + 2 = 8.
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6.4.2. Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes relaciona la integral de linea de un campo vectorial F alolargo de una curva
C con la integral de flujo del rotacional del campo a través de una superficie S que esta apoyada
sobre la curva C.

Teorema 6.23. (Teorema de Stokes) Sea S una superficie que esta acotada por una curva simple y cerrada
C orientada en sentido antihorario. Sea F un campo vectorial cuyas componentes tienen sus primeras
derivadas parciales continuas. Entonces

L F(r)dr = HS(V x F) N dS,

donde N es el vector unitario y normal a la superficie S orientado segun la regla de la mano derecha.

Observacion 6.24. Nétese que si dos superficies S1, S, estdn acotadas por la misma curva C, entonces
dado un campo vectorial tenemos

Lr(r) dr = HS (VXF)NdS = HS (VXF) N ds,

Ejemplo 6.25. En este ejemplo comprobaremos el Teorema de Stokes. Consideremos el campo vectorial
F(x,y,2) = (z,x, ),
asi como las dos siguientes superficies
S ={(x,y,2) e R®: x>+ y?+22=1, z3>0},

S, ={(x,y,2) eR>:x*+y*=(z2-1)% ze[0,1]}.

Nétese que ambas superficies estan acotadas por la curva
C={(x,y,2) eR®:x>+y?>=1, z=0}

Calculemos por separado las siguientes integrales: | 5, (VX F) N ds, || 5, (VXF) NdSy [ F(r)dr.

» [[5,(VxF)Nds,

En primer lugar calculamos V X F que queda

V X F(x,y,2) = (3yF3 — 9,F2, 0;F1 — 0xF3, 9xF2 —9,F1) = (1,1,1).
Por otro lado, como 8¢ es una semiesfera el vector normal viene dado por (Ec (6.7))
m
N (¢, 8) = sinp(cosBsing, sinBsinp, cos¢), ¢ € [O, 5] , 6€][0,2m].
Realizamos el producto escalar con NV:

(VxF)-N" = cos8sin® ¢ +sin 6 sin? ¢ + cos ¢ sin @,

y por ultimo la integral queda

2n 2
J (VXF)NdS J jz(cosesinch+sin65in2¢+cos¢sin¢)d¢d6
S5 o Jo

0
2 ia2
(c Sin @) ol6+2rrSln ¢

s
2

m
4
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[, (VxF) N ds,

Calculemos ahora el vector normal a S,, para lo cual parametrizamos la superficie:
0@ (6,2)=((z-1)cos8, (z-1)sinb,z), 6¢€[0,2m], ze[0,1],
de donde podemos obtener que
N (8,2) = 9a(8,2) x 0,(8,2) = ((z —1)cos6, (z—1)sind, 1 - z),
y tras realizar el producto escalar con el vector normal obtenemos
(VXF)-N? =(z-1)(cos@ +sin@ —1).

Finalmente la integral de flujo a través de S, puede calcularse como sigue

2 p1
J (VX F)NdS J J (z=1)(cosB +sinf —1)dzdd
S> 0 0

2n 1
= (c059+sin9—1)dej (z=1)dz =m.
0 0

= [ F(r)dr

En este caso la integral ya no es una integral de flujo sino simplemente una integral de linea del
campo vectorial. Por tanto parametrizamos la curva C

C =y(0) = (cosb,sin6,0), 0O < |[0,2m],

y evaluamos el campo en la curva
F(y(6)) = (0,cos8,sinB).
Realizamos el producto escalar con el vector derivada obteniendo

F(y(8)) -y'(t) = (0,cos8,sinB) - (—sin B, cosH,0) = cos’ 6.

Por lo que la integral de linea es [ F(r) dr = fozn cos’0df =m.

Como puede verse, el resultado de las tres integrales es idéntico tal y como pronosticaba el Teorema
de Stokes.

120 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



Capitulo 7

Ecuaciones diferenciales ordinarias

El objetivo de este capitulo es aprender a resolver los tipos mas comunes de ecuaciones dife-
renciales de primer y segundo orden.

7.1. Definiciones basicas.

Se llama ecuacién diferencial (ordinaria) a una expresion de la forma
F(x, y(x), Y (x),...y"(x)) =0, x>0, (7.1)

donde la notacion y¥) (x) significa la derivada de orden k. La funcién y(x) es la incégnita que se
quiere hallar, y la variable x se llama variable independiente. Decimos que la ecuacion diferencial
(7.1) es de orden n si la derivada de orden méaximo involucrada es la derivada de orden n. La for-
ma general (7.1) de una ecuacion diferencial se conoce también como forma implicita. Cuando la
funcién (conocida) F que aparece en el lado derecho de la ecuacién diferencial (7.1) no depende de
forma explicita de la variable independiente x, la ecuacién diferencial se lama auténoma. Decimos
gue una ecuacion diferencial esta en forma normal o también forma explicita si se puede despejar
la derivada de orden maximo, es decir, si se puede escribir como

Yy = fO6y (0, Y (X, y ™V (%), x 20, (7.2)

A partir de ahora, en este capitulo vamos a considerar ecuaciones diferenciales escritas en forma
normal. En general, ya sabiendo que y es una funcion de la variable x, se obvia en la notacién la
dependencia explicita de x, asi que vamos a escribir desde ahora en adelante

vy =y, ey, (7.3)

sabiendo que y = y(x) es laincégnita de la ecuacion (también se suele llamar variable dependien-
te). Un tipo particular muy importante de ecuaciones diferenciales es el de las ecuaciones lineales.
Una ecuacion diferencial se llama ecuacion lineal si la funcion F en la forma implicita (7.1) o la fun-
cion f en la forma normal (7.2) se puede escribir como una combinacion lineal de las derivadas de
la incégnita y, por ejemplo

Y™ =, () y " 4+ @i ()Y + ao(x)y + b(x),

donde a,(x) son funciones que se conocen como los coeficientes de la ecuacion lineal, y b(x) es
una funcién que se conoce como término fuente o también término libre de la ecuacion diferencial
lineal. Una ecuacién diferencial lineal se lama homogénea si b(x) = 0 y no homogénea en el caso
contrario. Finalmente, es frecuente encontrar las ecuaciones diferenciales de primer orden escritas
en la forma

P(x,y)dx +Q(x, y)dy =0, (7.4)
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donde P y Q son funciones de dos variables. La forma (7.4) se conoce como forma diferencial de
una ecuacién de primer orden. Pasar de la forma diferencial a la forma normal o explicita en este
caso es muy facil, teniendo en cuenta que y’ = dy/dx, y se obtiene

,__PXYy)
Qx,y)

En general, la solucién de una ecuacién diferencial es una funcién y(x) que cumple la igualdad
(7.1). Si esa funcion se puede hallar de forma explicita como funcién de una variable, decimos que
tenemos una solucién en forma explicita. Pero a veces (como se vera en los ejemplos), obtenemos
expresiones de forma g(x, y) = 0, donde g es una funcién conocida, donde no podemos despejar
la solucién y en funcion de la variable independiente x. En este caso, decimos que hemos obtenido
la solucién de la ecuacion diferencial en forma implicita.

Ejemplos inmediatos:

y' = f(x), sol. y(x) = J fX)dx+C, CeR
(solucion por integracion indefinida), o
y'=y, sol.y(x)=Ce, CeR.

Observacion muy importante. La solucion general de una ecuacion diferencial (como vemos en los
ejemplos) depende de unas cuantas constantes llamadas constantes de integracién. Hay tantas
constantes de integracion como el orden de la ecuacion. Para fijar las constantes de integracion
tenemos que establecer condiciones iniciales, es decir, prescribir el valor de la funcién incégnita
y y de sus derivadas sucesivas habitualmente en x = 0. Llegamos de esta manera al siguiente
problema: resolver la ecuacion diferencial (7.3) en presencia de las condiciones iniciales

¥(0) = yo, ¥'(0) = y1, . ¥ 1(0) = yy_1.

donde yq, ¥1,....Yn—1 Son valores conocidos. El problema de resolver la ecuaciéon diferencial con las
condiciones dadas se llama problema de valor inicial o también problema de Cauchy.
Ejemplo inmediato: Problema de valor inicial

y' =y, con y(0) = 5.

Sabemos (por el ejemplo precedente) que la solucién general es y(x) = Ce* para cualquier cons-
tante C € R. Luego identificamos la constante exacta C para que se cumpla la condicién inicial:
y(0) =5, es decir C = 5. Por tanto, la solucién del problema de valor inicial es y(x) = 5e*.

Como una cuestion general de teoria de las ecuaciones diferenciales, vamos a mencionar en
este punto los teoremas de existencia y unicidad de soluciones para el problema de valor inicial
para ecuaciones diferenciales de primer orden. Sea un problema de valor inicial de la forma

y, =f(X,J/), y(XO) =JYo (75)
donde f : [x0,x1] X R — R.

Teorema 7.1 (existencia de soluciones). . Sila funcién f es continua y acotada en [xo, X1] X R, entonces
el problema de valor inicial (7.5) tiene al menos una solucién y(x) definida en el intervalo [xg, x1].

Teorema 7.2 (unicidad de soluciones, forma simplificada). . Si la funcién f es continua en [xg, x1] X R
y su derivada parcial respecto a la variable y, df (x, y)/dy, existe y es continua en [xg, x1] X R, entonces
el problema de valor inicial (7.5) tiene una tnica solucién.
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Los teoremas anteriores se pueden extender a sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales.
Para ser preciso, un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, que tiene una sola varia-
ble independiente x y N funciones incégnitas y1, y, ..., ¥yn) Se€ puede ver como una sola ecuacién
diferencial escrita en la forma (7.5) pero donde la incdégnita es ahora un vectory = (y1, ¥2,..., yn Yy €l
lado derecho de la ecuacion diferencial f : [xg, x1] X RN = R se denomina en este caso el campo
vectorial de la ecuacion diferencial. Con esta notacién, un sistema de ecuaciones diferenciales en
forma normal se escribe como

y, = f(X, Y)) Y(XO) =Yo (76)

donde y, es también un vector. Como ya hemos comentado, la teoria anterior se aplica también
en este caso, pero la resolucién de sistemas de ecuaciones diferenciales supera el contenido y los
objetivos de este libro.

Objetivos de la teoria de las ecuaciones diferenciales:

(a) Resolver de forma explicita (o al menos implicita) aquellas ecuaciones diferenciales con ciertas
formas particulares que permiten su resolucion.

(b) Estudiar, en aquellos casos cuando el punto (a) es imposible, las propiedades generales de la
ecuacion: existencia de una solucién, unicidad (una o mas soluciones con la misma condicién inicial),
comportamiento de la funcién y(x) cuando x — oo (conocido como comportamiento asintotico),
dependencia continua y diferenciable de la solucion respecto a las condiciones iniciales etc. Todo
este estudio se agrupa bajo el nombre de teoria cualitativa de las ecuaciones diferenciales

(c) Estudiar métodos para aproximar numéricamente las soluciones cuando no se pueden obte-
ner de forma exacta (ejemplos: métodos de Euler, Runge-Kutta etc.).

7.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Empezamos ahora a presentar algunos tipos de ecuaciones diferenciales que se pueden resol-
ver mediante métodos directos. En esta larga seccibn nos ocupamos de los tipos mas comunes de
ecuaciones diferenciales de primer orden y sus métodos de resolucién. En todo lo que sigue, ha-
cemos la convencion de que la constante de integracion se denotara por la misma letra C incluso
si durante la resolucién de la ecuacion diferencial se efectGan operaciones sobre ella. Para ejempli-
ficar este comentario, supongamos que empezamos con una solucién de una ecuacion diferencial
de primer orden que tenga una constante de integracion Cy € R. En este caso, si efectuamos varias
operaciones sobre la solucién, tales operaciones actian también sobre la constante de integracién:
por ejemplo podemos obtener C; = 3Co € R o después C, = exp C; > 0. Para simplificar la no-
tacién y no tener que escribir siempre una nueva constante de integracion distinta a lo largo de la
resolucién (que podria tener varios pasos) de una ecuacion diferencial, convenimos que todas las
constantes se denotaran por la misma letra C en vez de C,, C; etc. También recordamos que, de for-
ma coherente con el problema de Cauchy comentado anteriormente, convenimos que la variable
independiente x empieza desde cero, es decir, x > 0.

1. Ecuaciones de variables separables. Se trata de la forma mas sencilla de una ecuacién diferen-
cial y que sirve como base para los métodos para resolver casi todas las demas ecuaciones. Son
ecuaciones diferenciales que en forma normal se pueden escribir como

y' =f(x)g(y),

donde f, g funciones dependiendo de sé6lo una variable. Se siguen los pasos:

Paso 1. Soluciones constantes. Los ceros de la funcién g son soluciones constantes de la ecuacion:
g (o) = 0implica y(x) = yo solucion.
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Paso 2. Separacion de variables. En forma diferencial (poniendo y’ = dy/dx) se pueden escribir
como

j—i = f(x)g(y), o equivalente % = f(x) dx. (7.7)

Paso 3. Integracion indefinida. El algoritmo acaba con la integracién indefinida (calculo de primi-
tivas) en los dos lados de (7.7), su solucién general siendo (en forma implicita)

dy J
—— = | f(x)dx,
I g(y)
recordando en este punto que una integral indefinida nos introduce una constante arbitraria de

integracion C € R.

Ejemplos resueltos. 1) Resolver la ecuacion diferencial y’ (1 +x2) = —(1 + y2).
Solucién. La ecuacion se escribe como

dy  1+y°
dx  1+x2’

Paso 1. Soluciones constantes. Serian las soluciones de 1 + y? = 0 y no hay ninguna solucién
real.
Paso 2. Separacién de variables. Dividimos por 1 + y2 y obtenemos
dy  dx
T+y2  14+x2

Paso 3. Integracion indefinida. Se calculan las integrales indefinidas

1 1
J 2dy=—J dx+C, CEeR,
1+y 1+ x2

es decir,
K—x

1+ Kx’

que es la solucién general, donde K = tan C. Observamos que hay una solucién mas que se obtiene
cuando K = +o0, que es y(x) = 1/x, ya que K = tan C = +oo es un valor aceptado (para C = m/2).

arctan y = C — arctanx, o bien y =tan(C — arctanx) =

2) Resolver la ecuacion diferencial e3” sin? x dx + cos?x dy = 0.
Solucién. La ecuacion se escribe como

(2
d_y __Sin Xe3y
dx cos2 x

Paso 1. Soluciones constantes. Se obtienen igualando e’ = 0, por tanto no hay ninguna.

Paso 2. Separacion de variables. Separando de nuevo la parte que depende de y en el lado
izquierdo y la parte que depende de x en el lado derecho, obtenemos

1 sin? x
—-dy = ————dx = —tan’ x dx.
e>y COS* X

Paso 3. Integracion indefinida. Integrando en ambos lados obtenemos
- . 1 _
Jez‘ydy:—Jtanzxdx, o bien - 3e % =x—-tanx+C, CeR.
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Despejando la variable y a través del logaritmo obtenemos la solucién general en forma explicita

1
y(x) = 83 log(3tanx —3x+C), CeR.

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
(@) ylogydx —xdy =0
byxyy ' =y-1.
2. Ecuaciones diferenciales exactas. Una ecuacion de primer orden escrita en la forma diferencial

(7.4) se llama ecuacion diferencial exacta si se cumple la condicion de igualdad de las derivadas
cruzadas, es decir

aP _3Q
E(X: Y) - Ax (X’ }’) (78)

En este caso, por la teoria general de los campos vectoriales sabemos que el campo vectorial F =
(P, Q) admite una funcién potencial f(x, y) tal que Vf(x, y) = F(x, y). Una vez obtenida la funcion
potencial f, la solucién general de la ecuacién tiene forma implicita

fx,y)=¢, C e R.

Tales soluciones se suelen a veces llamar las curvas integrales de la ecuacion, y también en termi-
nologia fisica las curvas equipotenciales del campo vectorial F.

Ejercicio resuelto: resolver la ecuacion diferencial
3 3\ .,/ _
y=x>+Kx+y)y'(x)=0.
Solucién. La ecuacién se puede escribir en la forma (7.4) como
(y=x)dx+(x+yHdy=0,  Py)=y-x>Qxy) =x+y>

y observamos que el campo vectorial F(x, y) = (y — x3,x + y3) es conservativo, por tanto tenemos
una ecuacioén diferencial exacta. Usando el algoritmo para determinar funciones potencial (ver Tema
5), se llega a la funcién potencial del campo

fx,y)= :—1(y4 —x*) +xy.

En conclusion, la solucidon general de la ecuacién diferencial exacta se escribe en forma implicita
como

1
Z(y4—x4)+xy=C, C eR. (7.9)

Observamos que al no poder despejar y como funcién de x en la férmula anterior, no podemos
escribir la solucién y(x) en forma explicita. Por tanto, se puede decir que resolver una ecuacion
diferencial exacta se reduce simplemente a determinar una funcion potencial.

Observacion 7.3. . Si queremos resolver un problema de valor inicial partiendo de una solucién en
forma implicita, basta con sustituir x e y en la formula implicita de la solucién y hallar la constante de
integracién C correspondiente. Por ejemplo, si en el ejercicio anterior queremos hallar la solucion de la
ecuacién diferencial con valor inicial y(0) = 3, basta con sustituir x = 0, y = 3 en (7.9) y obtener
C =81/4.

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
(@) (2xy> + y cosx) dx + (3x?y? +sinx) dy = 0.

(b) (sinxsiny —xeY)dy = (e¥ + cosx cos y) dx.
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3. Factores integrantes. Vamos a considerar ecuaciones en la forma diferencial (7.4) pero que no
son exactas, es decir, no se cumple la igualdad (7.8). Se llama factor integrante una funcion escalar
u(x, y) tal que la ecuacién equivalente obtenida por la multiplicacién de la ecuacién dada por la
funcién p, es decir

(u(x, y)P(x,y)) dx + (p(x, ¥)Q(x, y))dy =0 (7.10)

sea una ecuacion exacta. Observamos que la condicion de que la ecuacion (7.10) sea exacta se tra-
duce en la igualdad de las derivadas cruzadas
a(pP) _9(pQ)

ay X:}/)— aX

(X, ¥)s

y tras efectuar los calculos se obtiene la ecuacion del factor integrante

5} d 5} opP
PP 3) = Q) S y) = e ) | S0y = S0 7.11)

En la practica, determinar un factor integrante no es un problema muy facil, ya que supone resolver
la ecuacion del factor integrante (7.11) que es una ecuacién en derivadas parciales. Sin embargo, a
veces hay formas de simplificar la basqueda del factor integrante probando con factores inte-
grantes con formas particulares, como por ejemplo

Simplificacion no. 1: u(x,y) = u(y), o] ux,y) = p(x),

es decir, buscar factor integrante que solo dependa de una de las variables, o bien

Simplifiaciéon no. 2: y(x,y) = pux +y), o ux,y)=pxy),

es decir, buscar factor integrante que solo dependa de la suma x + y o del producto xy de las va-
riables. En la segunda simplificacion hemos cometido un abuso de lenguaje en el sentido de que, la
funcidon mu es en realidad una funcién de una sola variable t = x + y ot = xy, segun el caso. Menos
frecuente, y superando el ambito de este texto, se encuentra una tercera posible simplificacién

Simplificacion no. 3: p(x,y) = u(x* + y?).

En general, si se dispone de la forma correcta del factor integrante, la ecuacion (7.11) se convierte
en una ecuacion diferencial de variables separables facil de resolver para hallar el valor preciso de
la funcién p(x, y).

Observacion 7.4. El factor integrante no es tnico, pero nos basta con determinar un solo factor inte-
grante para resolver la ecuacion.

Como ya hemos visto que buscar un factor integrante puede ser una tarea tediosa, hay un crite-
rio para decidir si se tiene un factor integrante de una sola variable p(x, y) = y(x) o pu(x, y) = pu(y).
Es un resultado muy Util en la practica.

Proposicion 7.5 (Factor integrante de unavariable). . Consideramos una ecuacién diferencial de primer
orden escrita en la forma (7.4). Entonces:
(a) Existe un factor integrante dependiendo solo de la variable x, es decir, de la forma u(x), si y solo

si el siguiente cociente
9Q _ oP

ox ay
Q
es una funcion que depende sélo de la variable x.
(b) Existe un factor integrante dependiendo solo de la variable y, es decir, de la forma u(y), si y solo
si el siguiente cociente

(7.12)

9Q _ P
ox 2
Y (7.13)
P
es una funcion que depende sélo de la variable y.
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En cuanto a la segunda simplificacion, se puede deducir un criterio similar para la existencia de
factores integrantes dependiendo solo de x + y, respectivamente x y.

Proposicion 7.6 (Factor integrante de suma o producto). Consideramos una ecuacion diferencial de
primer orden escrita en la forma (7.4). Entonces:
(a) Existe un factor integrante de la forma u(t), t = x + y, si y solo si el siguiente cociente

9Q _ op
ox 9y (7.14)
P-Q

es una funcién que depende sélo de t = x + y (es decir, se puede escribir como una funcién h(x + y)).
(b) Existe un factor integrante de la forma u(t), t = xy, si y solo si el siguiente cociente

Q _or
oy (7.15)
xP -yQ

es una funcién que depende sélo de t = x y (es decir, se puede escribir como una funcién h(xy)).

No vamos a exponer aqui la demostracion de estas proposiciones, pero resulta de forma facil al
sustituir la forma particular del factor integrante buscado en la ecuacion del factor integrante (7.11).

Ejercicios resueltos. 1. Resolver la ecuacion diferencial (x% + y? +2x + 1) dx + y(x + 1) dy = 0.

Solucién. Paso 1. Identificar P(x, y), Q(x, y) y verificar si se cumplen los criterios anteriores.
Con la notacién conocida, observamos que P(x, y) = x>+ y> +2x + 1, Q(x, y) = y(x + 1) y que se
tiene

oP aQ
R V4 ) =2 ) A U4 ) =Y
3y (X y) =2y o V=Y

por tanto la ecuacién no es exacta. Observamos también que se satisface el apartado (a) del criterio
para factores integrante de una variable, ya que el cociente (7.12) es en este caso

9Q _op

x oy y—2y _ 1
Q  ykx+1)  x+71

por tanto, buscamos un factor integrante de la forma p = p(x) (que dependa solo de x).

Paso 2. Hallar el factor integrante mediante una ecuacion de variables separables. En nuestro
caso tenemos

oy oy ,
== =0 — =
5 (x,y) =0, Fy (X, y) =p"(x),

ya que y es una funcion de tan solo una variable. Sustituyendo en la ecuacion del factor integrante
(7.11) obtenemos que

—y(x+ ' (x) = —yp(x),  obien (x +1)p'(x) = p(x),

que tiene como solucién muy evidente uy(x) = x + 1. Es importante recordar aqui que basta con
encontrar un solo factor integrante.

Paso 3. Multiplicar la ecuacién con el factor integrante ya hallado. Con este factor integrante,
deducimos que la ecuacion diferencial multiplicada por x + 1 es exacta, es decir

X+ D[(x+1)%+y?*]dx + y(x +1)*dy = 0.

Paso 4. Integrar la ecuacion exacta obtenida mediante el calculo de una funcion potencial.
La ecuacion exacta obtenida se resuelve como hemos aprendido en el apartado de las ecuaciones
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exactas: hallando una funcién potencial para el campo vectorial F(x, y) = ((x + 1)3+ (x + 1) y?, (x +
1)?y), por ejemplo poniendo (ejercicio: aplicar paso a paso el algoritmo para ello)

fx,y) = %(x+ 1%+ %(x+1)2y2.

Por tanto, la solucién general de la ecuacion se obtiene en forma implicita (curvas integrales) como

1 1
Z(x+1)4+§(x+1)2y2=c, CeR.

2. Resolver la ecuacion diferencial y dx + (x — 2x2y3)dy = 0.

Solucién. Paso 1. Identificar P(x, y) y Q(x, y) y verificar si se cumplen los criterios anteriores.
Observamos, con las notaciones ya usuales para nosotros, que en este caso P(x, ¥) = yyQ(x, y) =
x — 2x2y3, es decir

oP a0 3
—(x,y)=1, — X, y)=1-4xy".
ay( y) 5 %) y
Observamos por tanto que
Q _ P 3
x oy 1-4dxy -1 2

XP—yQ xy—xy+2x2y* xy
depende solo de xy. En conclusién, se cumple el criterio (7.15) y resulta que tenemos que buscar
un factor integrante de la forma u(t) cont = xy.

Paso 2. Poner xy =t y hallar el factor integrante. Poniendo xy = t, la ecuacion (7.11) del factor
integrante se convierte en (tratar de sustituir término con término como ejercicio)

th’'(t) = —2h(t),

que es una ecuacion sencilla de variables separables (ver el apartado 1) con solucién, por ejemplo,
h(t) = 1/t2. Se obtiene pues

L
(xy)?

Paso 3. Multiplicar la ecuacion con el factor integrante ya hallado. Con este factor integrante,
la ecuacién multiplicada por y = 1/(xy)? se vuelve exacta, es decir

pxy) =

y x —2x%y

xy)? dx + )2 dy =0.

3

Paso 4. Integrar la ecuacién exacta obtenida mediante el calculo de una funcién potencial.

1-2xy3 .
! X"} con el algoritmo

Buscando una funcién potencial para el campo vectorial F(x, y) = (Xz—y, %y

visto en los capitulos precedentes, obtenemos

fx,y) = —le -y

Por tanto, la solucién general en forma implicita de la ecuacién diferencial es
1 2

—+y =C, CEeR,

Xy

(donde hemos cambiado el signo ya que C es cualquier nimero real, de forma geneérica, es decir,
poniendo C o —C es lo mismo).

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
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(@) (3x? — y?)dy — 2xy dx = 0.

B) (y2+xy+1)dx+ (x> +xy +1)dy =0, buscar y = py(xy).
() (x+2)sinydx+xcosydy=0.

(d)(ylogy —2xy)dx + (x + y)dy =0.

4. Ecuaciones homogéneas. Se trata de ecuaciones que se pueden escribir en la forma

) A dy _
y —f(X:Y), o dX —f(X,)/), (716)

donde la funcién f tiene la propiedad especial de ser una funcion homogénea de orden cero, es
decir, se cumple f(tx,ty) = f(x,y) para todo x, y y t. Para resolver ecuaciones de este tipo, se
siguen tres pasos sencillos.

Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuacion homogénea. Esta propiedad se verifica muy facilmente:
se calcula f(tx,ty) parat € R.Si el parametro t introducido se simplifica del todo en el resultado
del calculo, entonces tenemos una ecuacién homogénea.

Paso 2. Cambio de variable y = xz. Para resolver ecuaciones homogéneas se utiliza un cambio de
variable poniendo y = xz, donde z = z(x) es la nueva funcioén incégnita. Sustituyendo en la ecuacion
(7.16) y(x) por xz(x) obtenemos

z(x) +xz'(x) = y'(x) = f(x,xz(x)) = f(1,2(x))

donde en el Gltimo paso hemos usado la homogeneidad para simplificar la x (que juega ahora el
papel del multiplicador t de antes). Por tanto, se reduce la ecuacion a una ecuacion de variables
separables con la nueva funcion incoégnita z(x):

zlzf(1iz)_z’
X

(7.17)

Paso 3. Integrar la ecuacion de variables separables y volver a la variable inicial. La ecuacién
(7.17) se integra por el procedimiento que ya conocemos para ecuaciones de variables separables
y, una vez hallado z(x), tenemos que volver a la incégnita y = xz como resultado final. A veces, la
solucion se obtendra solo en forma implicita.

; _ Y
Ejemplos resueltos. 1. y’ = Xy
Solucién. Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuacion homogénea. Observamos que f(x, y) = %
es homogénea de orden cero: en efecto, tenemos que

tx _y
tX+ty X+y

fltx,ty) = = f(x.y).

Paso 2. Cambio de variable y = xz. Aplicando el algoritmo descrito antes, ponemos y = xz. Obte-

nemos
XZ XZ z

X+Xx2z :x(1+z) R

z+x2' = (x2) =

o de forma equivalente

z 72

xz' = - .
1+z 1+2z
Hemos obtenido asi una ecuacién de variables separables, que se resuelve segln el procedimiento
de separar la parte con z en el lado izquierdo, la parte con x en el lado derecho e integrar.

Paso 3. Integrar la ecuacién de variables separables y volver a la variable inicial. Primero ob-
servamos que z = 0 es una solucién constante. Separando variables si z # 0 obtenemos

1+ 1 1+ 1 1
Zdz:——dx:>J Zdz:—‘[—dx:>——+Iog|z|=—|ogx+K.
72 X 7?2 X z
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Recordando que z = % y sustituyendo en la Gltima igualdad, obtenemos la solucién general de la
ecuacion diferencial en forma implicita:

Iog|y|—X—K KeR
y '

2.(y—2x)dx — (2y +x)dy = 0.
Solucién. Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuacion homogénea. Observamos que esta ecuacion
se puede escribir en la forma

dy y-—-2x
dx 2y +x
y la funcién f(x, y) = Jz/;f: es homogénea de grado cero: f(tx,ty) = f(x, y) ya que t sale factor

comun en el numerador y denominador y se simplifica.

Paso 2. Cambio de variable y = xz. Aplicando el algoritmo descrito antes, ponemos y = xz. Obte-
nemos

y-2x xz-2x z-2 , z-2 222+ )

z+x2' =y’ = = = = Xz
2y +x  2Xz+x 2741 2z +1 2z +1

La Gltima expresion es una ecuacién de variables separables en (x, z).

Paso 3. Integrar la ecuacion de variables separables y volver a la variable inicial. Resolvemos la
ecuacién obtenida separando las variables como hemos aprendido (tras observar primero que no
hay soluciones constantes, ya que z2 + 1 > 0):

2z +1 1 2z +1 1 1 2 1
——dz=——dx ——dz=-]| —dx = = log(1+2z°)+ - arctanz = —logx + K,
2(1+22) X 2(1+ 22) X 2 2
y recordando que nuestra variable z proviene del cambio de variable y = xz, es decirz = % después
de calculos faciles con las propiedades de la funcién logaritmo obtenemos la solucién general de la
ecuacion diferencial en forma implicita:

Y

arctan < + log(x*+y?) =C, CeR.

Ejemplos para practicar sobre el modelo:
1.x2y" —=3xy —=2y?=0
inZY _ vein ¥
2.xsin$ g = ysing +x.
5. Ecuaciones lineales de primer orden. Este es un tema muy importante, ya que saber resolver
estas ecuaciones sirve como base para resolver otras que se pueden reducir a una lineal (como
veremos mas adelante). Se trata de ecuaciones que se pueden escribir en la forma
/ dy
y :a(X)_y+b(X), o d_ ZG(X)J/"‘b(X), (718)
X
donde a, b funciones dadas (que podrian tener formas muy complicadas) pero que solo dependen
de x. Estas ecuaciones se resuelven en tres pasos:

Paso 1. Se halla la solucion general de la ecuacion lineal homogénea (a no confundirse este
nombre con las ecuaciones homogéneas que acabamos de ver antes), es decir

y' =ax)y
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gue es una ecuacion de variables separables. Aplicando el algoritmo para las ecuaciones de variables
separables, encontramos rapidamente que su solucién general es

Yn(x) = Kexp (J a(x) dx) , KeR,

donde K es una constante de integracion.

Paso 2. Se busca una solucion particular de la ecuacion completa. Para ello, se usa el método
conocido como “la variacién de las constantes” introducido por Lagrange. Este método se llama
asi porque la solucién particular se busca en la misma forma de antes para y(x), pero en lugar dela
constante de integracion K, se pone una funcién K (x) que se ha de determinar. Mas precisamente,
buscamos una solucién particular de la ecuacion (7.18) de la forma

Yp(x) = K(x) exp (I a(x) dx) ,

y derivando y sustituyendo esta férmula de y,(x) en (7.18) (completa, con el término b(x) puesto)
obtenemos

K’ (x) exp (J‘ a(x) dx) =b(x),

de donde se despeja K’ (x) y después se calcula una integral indefinida (primitiva) para obtener K(x).

Paso 3. Se escribe la solucion general de la ecuaciéon completa como la suma entre la solucién
general obtenida en el Paso 1y la solucién particular y,(x) (con K(x) obtenido y sustituido) obtenida
en el Paso 2:

Y(x) = yn(x) + yp(x) = Kexp (I a(x) dx) +Yyp(x), KeR.

Esta es la solucion final.

Observacion 7.7. Una ecuacién lineal de primer orden también se puede resolver por el método del fac-
tor integrante. En efecto, observamos que la ecuacién lineal (7.18) se puede escribir en la forma diferencial
(7.4) con

P(x,y)=a(x)y+b(x), Qx,y)=1,
por tanto, se cumple el criterio (7.12) ya que

2Q P

ox ay

Q

y en consecuencia la ecuacién lineal (7.18) admite un factor integrante de la forma u(x). No vamos a
usar este método en los ejemplos, pero es una forma alternativa de integrar esta clase de ecuaciones.

= —a(x),

; dy . ¥y _
Ejemplos resueltos. 1. 3= + & = 3x.

Solucién. La ecuacion se escribe en la forma estandar
dy
dx

por tanto reconocemos que se trata de una ecuacion lineal de primer orden con las funciones a(x) =
—)17 y b(x) = 3x en las notaciones anteriores.

1
= ——y +3x,
X)/

Paso 1. Resolvemos la ecuacion lineal homogénea, es decir, borrando por un instante el término
fuente 3x. Tenemos

d 1 1 1 1 1
—y:——yz—dy:——dx:J—dy:—J—dx
dx X y X y X
= log|y| =—logx + K,
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y por integracion y la eliminacion del valor absoluto (que se puede hacer poniendo K € R, es decir,

tanto negativa como positiva), obtenemos

K
yr(x) = P K € R.

Paso 2. Usamos el método de variacion de las constantes para hallar una solucién particular
de la ecuacion completa. Buscamos la solucién particular en la forma

K(x)

X

= ypo0 =<2, X80

Yp(X) =

Sustituyendo en la ecuacion inicial (completa) y por y,(x) obtenemos

KO KW KO o k-
X X :

. 7 . 3
Por tanto, la solucion particular es y,(x) = £ = x2.

Paso 3. Escribimos la solucion general como la suma de las dos soluciones obtenidas en los
Pasos 1y 2:

K
y(x)=;+x2, K e R.

2.2y =x3)dx =xdy.
Solucion. La ecuacion se escribe en la forma estandar
dy 2y-x3 2 )

x . x  xJ7%

por tanto reconocemos que se trata de una ecuacion lineal de primer orden con las funciones a(x) =
)% y b(x) = x? en las notaciones anteriores.

Paso 1. Resolvemos la ecuacion lineal homogénea, es decir, borrando por un instante el término
fuente x2. Tenemos

dy 2 1 2 1 2
_— = = —d = — —_ = —_
dx Xy:y y de:Jydy dex

= log|y| =2logx + K,

por tanto obtenemos
yr(x) = Kx2, K e R.

Paso 2. Usamos el método de variacion de las constantes para hallar una solucion particular
de la ecuacién completa. Ponemos

Yp(x) = K(x)x* = Yp(x) = 2K(x)x + K’ (x)x?
Sustituyendo en la ecuacion inicial (completa) y por y,(x) obtenemos
2K(X)x + K (X)x? = 2K(x)x — x> = K'(x) = =1 = K(x) = —x
Por tanto, la solucion particular es y,(x) = —x3,

Paso 3. Escribimos la solucion general como la suma de las dos soluciones obtenidas en los
Pasos 1y 2:
y(x) = Kx? - x5, K € R.
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Ejemplos para practicar sobre el modelo:
1.y +y=2xe X +x?
2. (1+x?)dy + 2xy dx = cotx dx (cotx es la funcién cotangente).

6. Ecuaciones de tipo Bernoulli. Se trata de ecuaciones de la forma siguiente:
y =ax)y+b(x)y', reR\{0,1}. (7.19)

Para resolverlas, se hace el cambio de variable z = y'~". Calculamos con la regla de la cadena y
sustituyendo y’ de la ecuacion (7.19):

Z=(1-ny™y' ==y (@)y+b(x)y") = (1=r)(@a()y' " +b(x)) = (1=r)a(x)z+(1-r)b(x),

reduciendo asi (7.19) a una ecuacion lineal de orden 1 que hemos aprendido a resolver. Es impor-
tante al final no olvidar volver a la variable y deshaciendo el cambio de variable efectuado.

Ejemplos resueltos. 1. y’ = y — 4y? cos?(x/2).

Solucién. Paso 1. Identificar una ecuacién Bernoulli y efectuar el cambio de variable z = y' .
Observamos que r = 2, por tanto se hace el cambio de variable z = y'=2 = y=', es decir z = 1/y.
Calculamos

’

/ Y 1 2.2 1 2 X 2 X
Z'=——==—-—(y—-4y°cos°(x/2)) =——+4cos" = =—-z+4cos" -,
% yz(y y (x/2)) ) 5 5

que es una ecuacion lineal en z(x).

Paso 2. Resolver la ecuacion lineal de primer orden con el método estudiado en el apartado
anterior. Resolviendo primero la ecuacion lineal homogénea z’ = —z obtenemos z(x) = Ke™.
Usamos ahora el método de la variacion de las constantes para hallar una solucién particular de la
ecuacion completa para z(x), de la forma z,(x) = K(x)e™. Como ya hemos visto, se obtiene

X X
K’ (x)e™ = 4 cos? 5= K’ (x) = 4e* cos? 5= 2e*(1 + cosx),

donde hemos usado la férmula trigonomeétrica del angulo doble cos?(x/2) = (1+cos x)/2. Integran-
do por partes obtenemos K(x) = (2+sinx + cos x)e* y la solucion particular y después completa de
la ecuacion para z y la solucién final y = 1/z son

1
Ke* +2+sinx +cosx’

Zp(X) =2 +sinx +cosx, z(x) = Ke ™™ + 2 +sinx + cosx, y(x) =

2.xy%y" +y3 = xcosx
Solucién. Paso 1. Identificar una ecuacién Bernoulli y efectuar el cambio de variable z = y'~".
Podemos escribir esta ecuacion en forma normal (es decir, con y’ despejado) como

3
,  XCOSX~—y

1 -2
= ——y +cosx
Xy2 el y

y asi la reconocemos como una ecuacion tipo Bernoulli con r = —2. Por tanto, el cambio de variable
que se tiene que hacer es z = y'~ (=2 = 3,y derivando

’ 2.7 2] -2 3 3 3
z =3y°y =3y —)—(y+cosxy =—)—(y +3cosx=—;z+3cosx.

Paso 2. Resolver la ecuacion lineal de primer orden con el método estudiado en el apartado
anterior. La ecuacion lineal homogénea z’ = —3z/x tiene como solucién general z(x) = Kx=3. Con
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el método de variacion de las constantes buscamos una solucion particular de la ecuacion para z de
la forma z,(x) = K(x)x 3 y obtenemos

K’ (x)
x3

=3cosx = K’'(x) = 3x> cosx = K(x) = 3x(x? — 6) sinx + 9(x*> — 2) cos X.

Obtenemos al final

K K 3(x?-6)sinx 9(x?—-2)cosx
z2(x) = 5 +2p(x) = <5 + 5 + 3
X X X X

y la solucién final es y(x) = z(x)"/3.

Ejercicios para practicar sobre el modelo:
1.xy" +y=x%3
2.xdy + ydx = xy?dx.

7.3. Ecuaciones lineales de orden superior

Pasamos ahora a estudiar ecuaciones lineales de orden superior (es decir, involucrando deriva-
das de al menos orden dos). Se trata de ecuaciones de la forma general

Y™ 4 ap 10y ™Y + o+ ar ()Y + ao(x)y = b(x), (7.20)

donde la notacién y*) significa la derivada de orden k de la funcién y(x) y a;(x), b(x) funciones
conocidas. Como ya hemos visto en el caso de las ecuaciones lineales de orden 1, resolver una
ecuacion asi se hace en dos etapas: primero se resuelve la ecuacion lineal homogénea (sin término
libre, es decir, poniendo b = 0) y después se resuelve por varios métodos (vamos a ver dos) la
ecuacion completa buscando una solucién particular. Por tanto, vamos paso por paso

1. Resolviendo la ecuacion lineal homogénea. Se tiene el siguiente resultado.

Proposicion 7.8. . E/ conjunto de soluciones de una ecuacién lineal homogénea de orden n (es decir, la
ecuacion (7.20) con b = 0) es un espacio vectorial de dimensién n. Si tenemos una base formada por unas
soluciones {y1(x), y2(x), ..., ¥n(x)}, entonces la solucién general de la ecuacién lineal homogénea es

y(X) = cry1(x) + c2y2(X) + ... + Cnyn(X), €1,€2,....Cn € R.

Observamos que al ser una ecuacioén de orden n, su solucién general depende de exactamente
n constantes de integracion.

Por tanto, el paso necesario (y en el caso general dificil) es encontrar una base de soluciones
{y1(x), y2(x), ..., ¥yn(x) }. Esto no se puede hacer en el caso general, por tanto vamos a considerar a
partir de ahora solo el caso particular de la ecuacién de orden n con coeficientes constantes, es
decir, a;(x) = a; € R son niUmeros reales fijos. Para este caso, definimos el polinomio caracteristico
de la ecuacion, que es

PA) =A"+a,_1 A" "+ .+ a1A +ag,

es decir, para recordarlo mas facilmente, el polinomio obtenido sustituyendo la derivada y %) por AX.
En este caso de los coeficientes constantes se tiene una receta para hallar la base de soluciones
a partir de las raices del polinomio caracteristico, que vamos a agrupar en el siguiente Teorema.

Teorema 7.9.
Basedesoluciones

. (a) Sea A € R una raiz del polinomio caracteristico. Entonces y(x) = e’ es una solucién de la ecuacién
lineal homogénea que pertenece a la base que buscamos.
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(b) Si el polinomio caracteristico tiene n raices distintas entre si, A1, Ay,...,An, entonces una base de
soluciones es
Aix jAax Anx
{e"*, e, ..., e’}

(c) Si A es una raiz compleja del polinomio caracteristico, entonces su conjugado complejo A es tam-
bién una raiz. Escribiendo estas raices en forma binémica como

A=a+bi,X=a—bi, a,b eR,
entonces dos soluciones linealmente independientes de la ecuacién diferencial son
{e® cos(bx), e™ sin(bx)}.

(d) Si el polinomio caracteristico tiene una raiz real A € R pero con multiplicidad k (es decir, el polino-
mio se descompone como P(X) = (X—=A)¥Q(X) con Q(A) # 0, entonces tenemos k soluciones linealmente
independientes de la ecuacién diferencial:

(e, xeM, x2eM, . xkTeMxy,
Descomponiendo en factores el polinomio caracteristico y después asociando a sus raices solu-
ciones linealmente independientes siguiendo el Teorema 7.9, podemos hallar una base de solucio-
nes de la ecuacién lineal homogénea y luego resolverla.

Ejemplos. 1. y”” + 4y = 0. Observamos que en este caso el polinomio caracteristico es P(A) =
A% + 4 que tiene dos raices complejas conjugadas (y puramente imaginarias) A1, = +2i. Usando el
apartado (c) del Teorema 7.9 tenemos que una base de soluciones la conforman {cos(2x), sin(2x)},
y la solucién general es

y(x) = ¢1 cos(2x) + ¢z sin(2x), c1,C € R.

2. y” +2y’ +y = 0. En este caso el polinomio caracteristico es P(1) = A2 +2A+1 = (A +1)?
que tiene una raiz doble A = —1. Usamos el apartado (d) del Teorema 7.9 para obtener una base de
soluciones {e™*,xe ™}, y la solucion general es

y(x) = cre™ + coxe™, ¢, € R.
3.y —=2y” + 10y’ = 0. En este caso el polinomio caracteristico es
P(A) =A% —2A% + 104 = A(A? — 21 + 10),

que tiene una raiz real A = 0 y dos raices complejas conjugadas A3 = 1 + 3/. Usando el apartado
(a) del Teorema 7.9 para la raiz real y el apartado (c) del Teorema 7.9 para las raices complejas con-
jugadas, obtenemos una base de soluciones {1, e* cos(3x), e* sin(3x)} y la solucién general de la
ecuacion diferencial es

y(x) = ¢ + c2e* cos(3x) + c3e* sin(3x), €q,€2,¢3 € R.

2. Método de los coeficientes indeterminados. Una vez resuelta la ecuacion lineal homogénea,
nos ponemos el problema de cdmo hallar una solucién particular de la ecuacién completa (es decir,
incorporando ahora el término libre b(x) que podemos pedir que NO sea una constante). Este pri-
mer método (llamado de los coeficientes indeterminados) se puede aplicar cuando b(x) tiene una
forma particular cuya derivada "no dista mucho” de su forma sin derivar. Estos casos son:

(a) b(x) es una exponencial b(x) = ¥, k € R. En este caso, se busca una solucién particular
de la siguiente forma: y,(x) = Ae**, si k no es una raiz del polinomio caracteristico, o Yp = Axer*, s
k es una raiz del polinomio caracteristico, donde A es el coeficiente que se tiene que determinar.
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(b) b(x) esuna combinacion de senos y cosenos con el mismo argumento: b(x) = ¢; cos(kx)+
¢z sin(kx). En este caso se busca una solucion particular de la forma y,(x) = A cos(kx) + B sin(kx),
donde A y B se tienen que determinar (haciendo derivadas sucesivas, sustituyendo en la ecuacién
e identificando los coeficientes con el término libre dado).

(c) b(x) es un polinomio de grado k, b(x) = by + b1x + ...bxx¥, se busca también la solucién
como un polinomio del mismo grado k, y,(x) = Ag +A1x+...+Arxk, y se identifican grado con grado
los coeficientes después de sustituir y,(x) en la ecuacion y calcular.

(d) El método también funciona para combinaciones del tipo b(x) = e** sin(lx). En este caso, se
busca la solucion particular de la forma y,(x) = Aek* sin(lx) + Be* cos(lx).

Ejemplos. Buscar una solucién particular en los siguientes casos:
1.y +y = sin(2x). En este caso buscamos la solucién particular de la forma y,(x) = Asin(2x) +
B cos(2x). Resulta

Yp +Yp = —4Asin(2x) — 4B cos(2x) + A sin(2x) + B cos(2x) = —3A sin(2x) — 3B cos(2x),

por tanto tenemos que poner B =0y A = —1/3, es decir, y,(x) = —sin(2x)/3.

2. y"”" +y = sinx. En este caso, sabemos que la base de la ecuacién homogénea es {sin x, cos x},
por tanto no podemos aplicar el método de forma tan directa ya que cualquier intento de poner una
combinacion A cos x + B sinx nos da cero en el lado izquierdo. Estamos pues en el caso cuando el
término libre es solucién de la ecuacion homogénea, y en este caso hay que cambiar la combina-
cion buscando siempre la misma idea: multiplicar la formula "natural”de y,(x) por x. Es decir, como
no podemos usar la formula estandar A cosx + B sinx, vamos a poner y,(x) = x(A cosx + Bsinx).

Obtenemos

y;,(x) = ACosx + Bsinx + x(—Asinx + B cosx),

Yy (x) = =2Asinx + 2B cosx — x(A cosx + Bsinx).
Por tanto

Yy (X) + yp(x) = 2B cosx — 2Asinx

y tenemos que poner B =0y A = —1/2. Obtenemos la solucién particular y,(x) = —x cosx/2.
3. y” — y’ — 2y = 4x°. En este caso buscamos la solucién particular en forma de polinomio de
grado dos: yp(x) = A+ Bx + Cx?. Obtenemos

Yp=2Cx+B, y =2C, y; =y, = 2yp = =2Cx* = (2B + 20)x + 2C — B — 2A = 4x°.

Identificando los coeficientes de los mismos grados obtenemos facilmente C = -2, B =2, A = -3,
por tanto la solucion particular es y,(x) = =3 +2x — 2x2.

3. Método de la variacion de las constantes. Esta es una generalizacién del método de la variacién
de las constantes que ya hemos visto para las ecuaciones lineales de primer orden. Solo que en este
caso tenemos tantas constantes de integracién para "variar”, como el orden de la ecuacién. Este
método funciona cualquiera que sea el término libre (a diferencia del método precedente que
requeria que el término libre b(x) tenga algunas formas particulares), pero su dificultad consiste
en que a veces en la practica los calculos resultantes pueden ser muy tediosos. Por ello, vamos a
restringir nuestra exposicién a las ecuaciones de orden dos. Sea en este caso {y1(x), y2(x)} una
base de soluciones de la ecuaciéon lineal homogénea que hemos aprendido como resolver en el
paso 1 de esta exposicién. Por tanto, la solucién general de la ecuacién homogénea sera

y(x) = cry1(x) + c2y2(x), 1,02 €R,

y el método de la variacion de las constantes consiste en buscar la soluciéon particular en la forma
Yp(X) = c1(x) y1(x) + c2(x) y2(x),
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donde ahora cq(x), c2(x) son funciones desconocidas que queremos determinar. Derivando una
vez, obtenemos

Yp(x) = 10O y1(x) + c5(X) y2(X) + c1(x) y3 (x) + c2(x) y5(x)
y vamos a imponer de forma forzada la condicién ¢/ (x) y1(x) + ¢;(x) y2(x) = 0, que consiste en
la primera ecuacion del futuro sistema de ecuaciones para hallar ¢/ (x) y c(x). Obtenemos

Yo () = c1(x)y1 (%) + 2(X) y5(x), ¥, (x) = c1(X) 7" (X) + c2(X) y5' (X) + €§ (X) y7 (%) + 5 (x) y5(x)

y sustituyendo en la ecuacion diferencial se nos van a cancelar los términos con y7’(x), y5' (x) (ya
que y1, 2 eran soluciones de la ecuacion homogénea), por tanto obtenemos la segunda ecuacién
() y;(x) + c5(x) y5(x) = b(x). En el final, se obtiene el sistema (algebraico) de ecuaciones

{ () y1(x) + () y2(x) =0, (7.21)

1 () y;(x) + () y5(x) = b(x),

que se resuelve (usando por ejemplo algebra lineal) para hallar ¢/, ¢} y después integrar para obte-
ner cq, ¢c2. Observamos que el determinante del sistema anteriormente obtenido es

’y1(X) y2(x)
yi(x)  y5(x)

es decir el determinante formado por las soluciones de la base (en la primera fila) y sus derivadas
(en la segunda fila). Este determinante se llama el Wronskiano de la base {y1, y>}.

Ejemplos. 1. y” + 4y = cos(2x). Por supuesto, podemos resolver esta ecuacién usando el método
de los coeficientes indeterminados como antes, pero a modo de ejemplo vamos a usar el método
de la variacion de las constantes. Sabemos (de un ejemplo precedente) que la solucién general de
la ecuacion lineal homogénea y” + 4y = 0 es {cos(2x), sin(2x)}, por tanto con la teoria de arriba
buscamos una solucién particular en la forma

Yp(X) = ¢q1(x) cos(2x) + ca(x) sin(2x).
Entonces, también con la teoria precedente, el sistema (7.21) se convierte en

{ ¢} (x) cos(2x) + ¢, (x) sin(2x) = 0,
—2c¢7(x) sin(2x) + 2¢} (x) cos(2x) = cos(2x),

Resolvemos este sistema por la regla de Cramer. El determinante del sistema (el Wronskiano de las
soluciones {y, y>}) y los dos determinantes obtenidos sustituyendo cada columna del Wronskiano
por la columna del término libre son

cos(2x) sin(2x)
—2sin(2x) 2cos(2x)

>

0 sin(2x) |
cos(2x) 2cos(2x) |~ —sin(2x) cos(2x),
cos(2x) 0

= cos?(2x),

—2sin(2x) cos(2x)
por tanto, usando la regla de Cramer obtenemos

cos(2x) sin(2x)
=

cos(2x)? 1+ cos(4x)
2 4

i (x) = —% sin(4x), c5(x) =

y por integracion

1 1 1
c1(x) = e cos(4x), c2(x) = ZX + e sin(4x)
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y la solucién particular de la ecuacién completa se puede escribir como

1 1 1 1 1
Yp(x) = 16 cos(4x) cos(2x) + 16 sin(4x) sin(2x) + ZX sin(2x) = 16 cos(2x) + ZX sin(2x).

La solucién general de la ecuacion es
. 1 1 .
y(x) = ¢y cos(2x) + ¢z sin(2x) + 16 cos(2x) + ZX sin(2x), c1,¢2 € R,

2. y” + y = 1/sinx. Es facil ver que la base de soluciones de la ecuacién lineal homogénea
y"”+y = 0es{cosx,sinx}, portanto se busca la solucién particular en la forma y,(x) = ¢;(x) cosx+
c2(x) sinx. Por la teoria anterior obtenemos el sistema (7.21) en este caso

1

{ ¢} (x) cosx + ¢4 (x) sinx =0,
sinx’

=i (x) sinx + ¢4 (x) cosx =

y el Wronskiano de la base (el determinante del sistema) es cos? x +sin® x = 1. Por tanto, obtenemos
por la regla de Cramer que

. 1 Cos X
ci(x) = —smxa =-1, c4(x) =

sinx

y por integracion ¢ (x) = —x, ¢2(x) = log(sinx), por tanto
Yp(x) = —x cosx +sinx log(sinx).
Solucién general de la ecuacién:

y(x) = ¢y sinx + ¢y cosx —x cosx +sinx log(sinx), c1,C2 € R.

4. La solucion general de la ecuacion diferencial es la suma entre la solucion general de la ecua-
cion lineal homogénea (obtenida en el paso 1) y la solucion particular y,(x) (obtenida en los pasos
2 0 3 en funcién del método utilizado).

Ejercicios para practicar sobre el modelo (con cualquiera de los dos métodos).

1.y” +10y + 25y = 14e~>.

2.y" =3y’ +2y = 14sin(2x) — 18 cos(2x).

3.y" =2y’ +2y = e’sinx.

4, y" -2y’ +5y = 25x2 +12.

5.y"+2y’+y=e*logx.

6.y’ =3y’ +2y = 1+17
4. Ecuaciones de tipo Euler. Cerramos este tema con una clase de ecuaciones diferenciales lineales
gue no son con coeficientes constantes, pero se pueden reducir a coeficientes constantes mediante
un cambio de variable. Se trata de las ecuaciones de tipo Euler, es decir, ecuaciones diferenciales de
la forma

X"y ™ 4 a,_ 1 x" My 4+ axy’ +agy = b(x), (7.22)

donde y¥) significa la derivada de orden k de la funcién y. Para resolverlas, se efect(ia el cambio de
variable x = ef (o t = log x) que transforma la ecuacion (7.22) en una ecuacion lineal con coeficien-
tes constantes de la forma (7.20), cuyo método de resolucién ya conocemos. Vamos a ejemplificar
como funciona el cambio de variable para una ecuacién de tipo Euler y de orden dos, por tanto,
empecemos con la ecuacion

x2y" + ar1xy’ +apy = 0. (7.23)
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Haciendo x = e!, queremos deducir la ecuacion diferencial de la funcion y pero ahora como funcion
de la nueva variable independiente t. Usando la regla de la cadena, tenemos

, _dy_dydx_, ¢
y'(t) = 9t = dx dt =y'(x)e" =xy'(x)

y también

Y0 = S (0) = £ () G = 2y e
= (/0 + 9" 0 = Xy’ (06 + X2y () = ¥ () 57y )

Sustituyendo las expresiones de x y’(x) y x?y”’(x) en (7.23), obtenemos que la ecuacién diferencial
(7.23) se transforma en la ecuacion lineal homogénea

y"(O) + (a1 = Dy’ (t) + aoy(t) =0, (7.24)

es decir, con los mismos coeficientes salvo restar una unidad al coeficiente a.

Ejemplo resuelto. x?y” — 3xy’ + 13y = 0. Haciendo el cambio de variable indicado anteriormente,
la ecuacion diferencial se transforma en

y"(t) =4y’ (t) +13y(t) =0,

cuyo polinomio caracteristico es A2 — 44 + 13, con raices complejas conjugadas 2 + 3i. Por tanto, la
solucion de la ecuacion lineal homogénea obtenida es

y(t) = C1e** cos(3t) + Ce% sin(3t),

con Cq, C, constantes de integracion. Deshaciendo el cambio de variable x = e! obtenemos la solu-
cion de la ecuacion Euler

y(x) = C1x* cos(3log x) + Cox? sin(3log x).

Ejercicios para practicar sobre el modelo:
1.x2y" +2xy’ — 2y = 0.
2.x2y"” —3xy’ + 3y = 2log x, con condicién inicial y(1) =1, y’(1) = 0.

7.4. Problema de valor inicial y problema de valor frontera

En este apartado corto vamos a ejemplificar el problema de valor inicial (cuya definicién general
ya conocemos desde el comienzo de este tema) en el caso especifico de las ecuaciones lineales de
segundo orden. También vamos a definir otro problema especifico llamado problema de valor fron-
tera. Consideremos una ecuacion diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes

y" +a1y’ +agy = b(x). (7.25)

El problema de valor inicial consiste en resolver la ecuacién (7.25) sujeta a prescribir el valor de la
funcion y y de su derivada y’ en un mismo punto xg € R considerado como punto inicial, es decir,
se dan por conocidos los valores iniciales y(xq) = yo, ¥y’ (xo) = y1. El problema de valor frontera
consiste en resolver la ecuacion (7.25) conociendo los valores de la funcién y en dos puntos xg Yy X4
tales que xo < X4, que representan la frontera del intervalo acotado [xg, x1] donde nos interesa que
nuestra solucién esté definida. El método de resolucién es similar:
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e resolver en un primer paso la ecuacion (7.25) con cualquier método que hemos estudiado,
obteniendo la solucién en forma general

y(X) = cry1(x) + cay2(x) + yp(x).

e en la féormula general de la solucion, se sustituyen las condiciones iniciales o de frontera y
se obtiene un sistema de dos ecuaciones con las incégnitas ¢q y ¢z, que nos lleva a las constantes
precisas.

Sin embargo, como veremos en el siguiente ejemplo, los dos problemas son muy diferentes en
cuanto a propiedades generales.

Ejemplo resuelto. Se considera la ecuacion diferencial y”” + 4y = cos(2x). Se pide
(a) Resolver el problema de valor inicial con las condiciones y(0) = 2, y’(0) = 4.
(b) Resolver el problema de valor frontera con las condiciones y(0) = 2, y(r/2) = 3.
(c) Resolver el problema de valor frontera con las condiciones y(0) = 2, y(/2) = -2.

Solucion. La ecuacion diferencial ya ha sido resuelta en el apartado anterior de esta seccion, asi que
partiremos directamente con la expresion general de sus soluciones

y(x) = ¢y cos(2x) + ¢p sin(2x) + }Lx sin(2x). (7.26)

(a) Al sustituir x = 0 en (7.26) obtenemos ¢y = y(0) = 2. Por otra parte, derivamos la expresién
de y(x) y tenemos

1 1
y'(x) = =2c¢q sin(2x) + 2¢; cos(2x) + 1 sin(2x) + EX cos(2x),
por tanto 4 = y’(0) = 2c,, es decir, ¢c; = 2. Obtenemos la solucién del problema de valor inicial
1
y(x) = 2cos(2x) + 2sin(2x) + ZX sin(2x).

(b) Al sustituir x = 0 en (7.26) obtenemos de nuevo ¢; = 2, siendo la misma condicioén que en el
apartado (a). Pero al sustituir también x = /2 en (7.26), obtenemos

3= y(m/2) = ¢; cos(m) = —cy,

es decir, ¢ = —3. Las dos condiciones son contradictorias y concluimos que este problema de valor
frontera no tiene solucién.
(c) En este caso, obtenemos

2= y(n/2) = a1,

es decir ¢1 = 2 y ninguna condicién sobre la constante c,. Por tanto este problema de valor frontera
tiene una infinidad de soluciones con la forma general

y(x) =2cos(2x) + c2sin(2x) + :—1 sin(2x),

para cualquier constante ¢, € R.

Podemos de esta forma concluir que, en el caso de las ecuaciones lineales de sequndo orden con
coeficientes constantes, el problema de valor inicial tiene siempre una Gnica solucién, cosa que resulta
de forma inmediata por los Teoremas 1y 2 de existencia y unicidad. Lo mismo no es necesariamente
verdad en el caso del problema de valor frontera, que como hemos visto puede tener una infinidad
de soluciones, ninguna solucién o una solucién Unica.
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Capitulo 8

Calculo numerico

El calculo numérico es el disefio de algoritmos que utilizan aproximaciones numéricas para la
resolucién de problemas de no sélo el anélisis matematico sino también de otras areas como la geo-
metria o la estadistica. El analisis numeérico es quiza el area de las matematicas con mayor influencia
directa en otros campos de la ciencia y la ingenieria. Sus resultados tienen aplicacién, ademas de en
ingenieria o fisica (como es aparente), también en quimica, biologia, medicina, economia, ciencias
sociales e incluso en arte.

En la base del calculo numérico se encuentra el analisis de datos en sus aspectos mas fundamen-
tales: la estructura de los datos (interpolacion), el estudio de su variacion (derivacion) y el calculo de
medidas asociadas (integracién).

8.1. Interpolacion polindmica

Cuando se nos ofrece una colecciéon de datos, un ejercicio de particular interés es buscar una
estructura asociada a dichos datos. Por ejemplo, dada una nube de puntos en el plano, la regresion
lineal trata (en su versién mas simple) de determinar la recta que mejor se ajusta a estos. Depen-
diendo de la naturaleza de los datos, de cdmo se han obtenido, la estructura a determinar varia.
En lo que sigue, centraremos nuestro interés en determinar el polinomio que «se ajusta» a una
coleccién de puntos dados.

La interpolacion es la aproximacion o reconstruccion de una funcién en principio desconocida
o dificil de calcular, pero de la que sin embargo se conocen algunos valores obtenidos a partir de
experimentos o muestreo. Por ejemplo, gracias al censo, se conoce el tamafio de una determinada
poblacion a 31 de diciembre de cada afio, pero se desconoce el tamafio de dicha poblacién en otras
fechas. La interpolacién permite disefiar técnicas que sirvan para conocer este dato de forma apro-
ximada, esto es, con cierto margen de error, haciéndolo siempre en interior del rango dado por la
variable independiente de valores conocidos (intervalo de observacién), siguiendo con el ejemplo,
desde el afio de inicio del censo hasta la actualidad. La prediccion a futuro (o pasado) se circunscri-
biria al ambito de la extrapolacion.

Para reconstruir la funcién original, la interpolacion se sirve de «bloques elementaless, familias
de determinadas funciones, en el caso que nos ocupa, polinomios. En esta seccion se describen tres
formas de interpolacién, con sus ventajas y desventajas, entre las que destaca la forma de Newton.
Cada una de ellas ofrece una receta para aproximar la funcién original con la notable propiedad de
coincidir en ingredientes y resultado pese a diferenciarse en la elaboracion.

Ejemplo 8.1. Como anticipo, supongamos que de la funcién f(x) = 1 — % sin? tx sélo conociéramos
su imagen sobre {0,"/4,1/2,1}, esto es, {1,5/s,"/s,1}. A partir de estos datos, se pueden construir tres
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polinomios que en realidad son el mismo y que interpola a f en el intervalo [0, 1].

1—x —3x2+4x3 (forma monomial)
8x-HDx=Hix=1N+ 42 — D(x =1
1-3sin’nx ~ (=) =3)x : )+3 X(Xs 2)(X1 ) .. (forma de Lagrange)
—4x(x = )X = 1) +3x(x — 7)(x = 3)

T-3x+ax(x-Hx-1 (forma de Newton)

8.1.1. El polinomio interpolador

El polinomio interpolador es una estructura que se ajusta exactamente a un conjunto de pun-
tos dados. Es por ello que, de ahora en adelante, consideraremos un conjunto finito (usualmente
pequefio) de valores de la recta real, {x;}{_, € R, con la particularidad de ser distintos dos a dos,
I # = X #X|.

Observacion 8.2. Al considerar un conjunto finito de valores distintos dos a dos, puede y suele asu-
mirse que estos estdn ordenados de menor a mayor, xo < X1 < ... < Xp. Esto facilita la exposicién y
simplifica ciertas expresiones como, por ejemplo, el intervalo en el cual se encuentran, que pasa de ser
[Ming<i<n Xi, Maxo<i<n X;], cuando no estdn ordenados, a ser [xq, Xn], cuando si lo estan.

{Xo,X1,...,xn ER i # j=X; #x;} ~> suponerxo < xq <...<Xp
Alo largo de esta seccion denotaremos

a=minx; y b= maxx;.
0<i<n 0<i<n

Definicion 8.3. Dados una funcién f: R — R y valores {x;}?_, € R, llamados nodos, se dice que
p: R — R interpola a la funcién f en el intervalo [a, b] en los nodos dados si satisface

p(xi) = f(x;), VO<i<n. (8.1)

La condicion anterior establece que las graficas de fy p deben coincidir o cruzarse en los nodos,
de manera que, bajo ciertas condiciones de regularidad, los valores de p deban estar cerca de los
de f alolargo del intervalo [a, b].

p(x) ~ f(x),¥x € [a,b]

Las «condiciones de regularidad» recién mencionadas son, como vamos a ver, cierto grado de de-
rivabilidad para f y ser un polinomio para p. La primera permite establecer cotas de error sobre la
«cercania» (el parecido) entre f y p, mientras que la segunda facilita la determinacion de p.

Teorema 8.4 (Propiedad de unisolvencia). Dados n + 1 puntos del plano, {(x;, y;)}7_, C R?, tales que
sus abscisas son distintas dos a dos, existe un tnico polinomio de grado menor o igual a n, p € P", tal
que p pasa por los n + 1 puntos, i.e. p(x;) = y;, paratodo0 < i < n.

{(X0, ¥0), (X1, Y1) e s Xy yn) ER? i 2 j X #x} = peP " :p(x)=y;,V0<i<n

Definicion 8.5. Dados {x;}], € R distintos dos a dos y una funcién f: [a,b] — R, se llama polinomio
interpolador de f al tnico polinomio p (de grado menor o igual a n) que interpola a f en [a, b].

{XO:X'I;--':XH} i) {fO,fh---,fn}

— e —
nodos datos
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Observacion 8.6. La imagen de f fuera de los nodos no es de relevancia para determinar p. De hecho,
p sélo depende de los valores de f en los nodos, con diferente notacién, {(x;, f (xi))}_o {(xi, yi)}, 6

[
{(i, fi) Yo

» Si el valor de f en uno de los nodos «cambia» (f es en principio desconocida o sus mediciones
pueden ser inexactas), entonces p también lo hace.

= Sin embargo, si se afiade un nodo, xp11, y Un dato asociado, yp+1 = f(Xp+1), p NO necesariamente
cambia.

Recordemos que, dado n > 0, el conjunto de polinomios de grado igual o menor a n es un
espacio vectorial de dimension n + 1 para el cual el conjunto de monomios {x* t—o €S una base. Es
decir, todo polinomio de grado menor o igual a n es de la forma (combinacion lineal)

p(X) = ag+a1X + a2x> + ...+ apx", (8.2)
donde los coeficientes ag, a1, . .., a, son las coordenadas del polinomio en la base de monomios.
P = ({1,%,x% .., X" ={ao+arx +ax*>+...+a,x" € C°| (ag, ...,a,) € R™"} = R™!

Definicion 8.7. Se dice que el polinomio interpolador estd expresado en forma monomial cuando este
viene escrito como combinacién lineal de monomios, esto es, como en (8.2).

Llegados aqui, es ahora «facil» determinar el polinomio interpolador de una funcién sobre unos
nodos dados. Retomemos el ejemplo de la cabecera de esta seccién y consideremos la tabla de
datos siguiente.

ilo|1]2]3
X/‘0‘1/4‘1/2‘1

y,-"l ‘5/8‘1/4‘1
Basta exigir la condicién de interpolacién (8.1) para un polinomio p de grado 3 con coeficientes

indeterminadosy de la forma (8.2), lo que define un sistema lineal de ecuaciones con los coeficientes
del polinomio como incégnitas.

p(xo) = ao+a10+a0°+a30° =1=yp 1.0 02 0 \/a\ /1

_ 1 1)2 1\3_5 _ 1 1\2 1\3 5
pxa) =aotaiz+axz) +as(z) =5=y |1 3 @) Q) |lo|_|z
p(x2) =ao+ar3+ax(3) +a3(3) =5 =y 1T 3 3) @)|le2| |z
p(x3)= ap+ai1+a1%+a31° =1=y;3 11 12 13 |\o3 1

Al resolver el sistema, se determina el polinomio interpolador en su forma monomial.
p(x)=1-x—-3x2+4x>

Observacion 8.8. Las matrices que aparecen de manera natural al determinar el polinomio interpolador
en forma monomial se conocen bajo el nombre de matrices de Vandermonde.

2 n
1 Xxo X% Xy
1T x1 X x!
2 n
1T X2 x5 X5
1 X, x2 x

Este tipo de matrices adolecen de una problematica severa en computacién, son altamente mal condi-
cionadas. La matriz inversa es extremadamente sensible a pequefias variaciones de los nodos, lo que
produce resultados dispares en el calculo de los coeficientes del polinomio, siendo por tanto un método
computacionalmente ineficiente a pesar su simplicidad.
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8.1.2. Polinomios de Lagrange

Al igual que los monomios, los polinomios de Lagrange forman una base de polinomios. Sin

embargo, a diferencia de aquellos, estos dependen de los nodos dados, es mas, se construyen a
partir de ellos.

Definicion 8.9. Dados {x;}_, € R distintos dos a dos, el i-ésimo polinomio de Lagrange, denotado L,
es el polinomio de grado n dado por la expresion

X — Xk X—Xo X—Xq X — Xp
L;’(X):]_[ = : . .
Xi—Xk Xi—Xo Xi—Xq Xi — Xn

k#i —

1
en la que el factor para k = i no aparece.

Ejemplo 8.10.

=-8(x- Hx-Hx-1)

=S -0x=-kx-1)

=-16(x —0)(x — 3)(x — 1)

LY El BVl NI NN

1

X —= —

A I s 0= - D)
1-3 F=X

Es facil ver a partir de la definicion que los polinomios de Lagrange tienen la siguiente propiedad:

el i-ésimo polinomio de Lagrange vale 1 en el j-ésimo nodo y se anula en los demas. Dicho de otro

modo,
L?(Xj)=5ij={o’ Ii]
1, i=j
donde §;; es la delta de Kronecker (cuya definicion es la dada).
Ejemplo 8.11. L3(xo=0) =0 L3(x1=1)=0 L3(xx=1)=1 L3(x3=1)=0

Esta propiedad permite demostrar dos hechos de forma independiente e inmediata. Uno, los po-
linomios de Lagrange forman una base de ", algo que no sorprende si se observa que recuerdan
a la base canénica de R™'. Los valores que toma el primer polinomio de Lagrange en los conse-
cutivos nodos es (1,0, 0, 0); el sequndo, (0, 1,0,0); etc. Dos, objeto de nuestro interés, expresar el
polinomio interpolador en términos de los polinomios de Lagrange no sélo es factible (por ser base)

sino que es trivial: los coeficientes del polinomio no son mas que los datos o imagenes de la funcion
interpolada.

Teorema 8.12. Dados {x;}_, < R distintos dos a dos, el conjunto de polinomios de Lagrange asociados
a estos es base de los polinomios de grado menor o iqual a n.

P =({L7(x):i=0,1,...,n})
Teorema 8.13. Dados {x;}!_, C R distintos dos a dos y una funcién f: [a,b] — R, el polinomio
interpolador de f es el polinomio dado por la expresion
n
Pr(x) = D" Vil (x) = YoL(X) + y1L](x) + -+ + yaL 5 (x)
i=0

donde y; = f(x;), i =0,...,n. Esta expresion se llama forma de Lagrange del polinomio interpolador.

144 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



8.1. INTERPOLACION POLINOMICA

Ejemplo 8.14. Retomando el ejemplo inicial e hilo conductor de esta seccién, al haber determinado los
polinomios de Lagrange en el ejemplo 8.10, tenemos que determinar el polinomio interpolador en su
forma de Lagrange es inmediato.

T L0 +2-L30)+ 3 50)+1-L3(x)

= -8x-Dx-Hx-D+Lxx-DHx -1 -dx(x-Hx-N+&x-DHx-1)

p(x)

Puede comprobarse que, al expandir la férmula anterior, se obtiene la expresién del Ejemplo 8.1, con lo
que ahora tenemos dos expresiones diferentes para un mismo polinomio.

El resultado anterior también nos indica cobmo determinar las coordenadas de un polinomio
cualquiera en la base dada por los polinomios de Lagrange: basta evaluar el polinomio en los nodos.

Ejemplo 8.15. 3lci 13— 2x — X%+ 2x3 = ¢l (x) + C1L3(X) + C2L3(x) + c3L3(x)
q() =3-22%-x*+2 =0 =q(0) =0, c1=q(}) = 2=9(}) =2, c3=q(1) =2

Observacion 8.16. Como ya vimos, pese a que determinar el polinomio interpolador en forma mono-
mial puede parecer inmediato dada la sencillez de su expresion, no es computacionalmente viable debido
al mal condicionamiento del problema, Observacion 8.8. En el caso de la forma de Lagrange, acabamos
de ver que no es necesario determinar los coeficientes del polinomio interpolador en la base de Lagran-
ge puesto que ya se conocen a priori, son las imagenes de la funcién interpolada en los nodos dados.
Sin embargo y pese a que la propia expresion de los polinomios de Lagrange es relativamente simple, la
evaluacion de estos es computacionalmente costosa. Al tener todos los polinomios de Lagrange los mis-
mos factores excepto uno, no permite una factorizacién del polinomio interpolador de tipo Horner lo que
obliga a expresarlo en forma monomial, algo sencillo pero ineficiente, o buscar otras soluciones.

8.1.3. Diferencias divididas

El método de las diferencias divididas es un algoritmo basado en el calculo de unos elementos,
las llamadas diferencias divididas, de las que el método toma el nombre, y que sirve para determinar
de forma eficiente el polinomio interpolador. Las diferencias divididas se calculan recursivamente
de menor a mayor orden segln la siguiente definicién.

Definicion 8.17. Dados {x;}! ; C R distintos dos a dosy f: [a,b] — R, las diferencias divididas de
orden cero son los propios valores de la funcién en los nodos

flxil = f(x;), 0 <i <n,

y las diferencias divididas de orden superior (uno, dos, etc.) vienen definidas por la relacién de recursi-

vidad
Xixtse oo Xj| — J [ Xiseoes Xj=
f[Xi,...,Xj]:f[ i+ j] f[l j1],0§i<j§n.
Xj—X,‘
Ejemplo 8.18.
_ flx2]l = flxd] _ fIxi,x2] = flxo, x4]
f[X],XZ] - X2 — X1 f[X0:X1:X2] - X2 — Xo

Para calcular todas las diferencias divididas, es practico realizar el calculo rellenando una matriz
triangular inferior en las que las columnas indican el orden de las diferencias: la primera columna
de diferencias divididas son de orden cero; la segunda columna, de orden dos; la tercera, de orden
cuatro, etc. Puesto que las diferencias divididas vienen definidas de forma recursiva, su calculo es
progresivo de menor a mayor orden, de izquierda a derecha, teniendo en cuenta que las de orden
cero ya estan dadas.
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xo — f[xol

X1 — flxi] > flxo, x1]

X2 — fIx2] > flxa,x2] > flxo,x1,%2]

X3 — flxs] > flx2,x3] > flx1,x2,%3] = f[X0, X1, X2, %3]

De esta tabla nos interesara, sin embargo, sélo la diagonal, cuyos elementos son precisamente
los coeficientes del polinomio interpolador en su forma de Newton.

Teorema 8.19. Dados {x;}!_, C R distintos dos a dos y una funcién f: [a,b] — R, el polinomio
interpolador de f es el polinomio dado por la expresion

n i=1
pa(¥) = D" o, xi] [ (x=x))
i=0 j=0
= f[Xo] + fX0, X1](x = xo0) + f[x0, x1,x2] (X = X0) (x —=X1) + ...+ f[X0, ..., Xn] (X = X0) - - - (X = Xp_1)
donde ]_[j_:10 (x —x;) = 1. Esta expresion se llama forma de Newton del polinomio interpolador.
Ejemplo 8.20.

Observacion 8.21. A nivel computacional, expresar el polinomio interpolador en la forma de Newton
ofrece grandes ventajas.

m Este método no adolece de inestabilidad numérica como lo hacia la forma de Vandermonde.

= F/ coste computacional proviene en mayor medida del cdlculo de las diferencias divididas, menor
que el de Vandermonde, ya que, al poder factorizar ahora el polinomio, puede evaluarse econémi-
camente con un algoritmo tipo Horner, a diferencia de la forma de Lagrange.

» F/ método es reutilizable. Sin rehacer célculos, al afiadir un nuevo nodo (recordar que no necesa-
riamente deben estar ordenados, Observacién 8.2), basta afiadir una nueva fila a la tabla anterior
con la que obtendriamos una nueva diferencia dividida de orden n como coeficiente de un nuevo
término de orden n + 1 en el polinomio.

Expresar el polinomio interpolador en la forma de Newton permite demostrar un resultado si-
milar al teorema de Taylor.

Teorema 8.22. Si f € C""([a, b)), entonces el error cometido al interpolar la funcién f es

0@ 1
£00 =Pl = s E}[(x - X))

donde ¢ € [a, b].

La diferencia entre este resultado y el de Taylor estriba en que este Gltimo es un resultado local,
en torno al punto de desarrollo, mientras que el primero es global, entendiendo como global el
intervalo [a, b]. Esta resultado permite ademas acotar el error cometido.

max(q,p1 |F (6)] 1
(n+1)!

() = pn(¥)] <

Ix —x;]
j=0
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8.2. Derivacion numeérica

Tras recuperar (aproximar) los valores de la funcién f a lo largo del intervalo [a, b] a partir de
unos datos, proseguimos con la trinidad del Analisis (continuidad, derivabilidad e integrabilidad) a
nivel numérico. La derivacion numérica trata a su vez de recuperar los valores de la derivada de f a
partir de esos mismos datos, interesdndonos particularmente en hacerlo en los nodos y no tanto a
lo largo de todo el intervalo [a, b], lo que dara lugar a unas férmulas (recetas) sencillas del tipo

,I n
’
o)~ 2 > 6f (),

j=0

donde los coeficientes ¢; satisfacen X7, c; = 0. Estas formulas se obtienen de forma genérica
aplicando la siguiente idea: si un polinomio interpolador, p,, aproxima moderadamente bien a la
funcion f, es razonable conjeturar que lo mismo ocurrira con las derivadas. Es decir, que la primera
derivada de p, aproxime adecuadamente a la primera derivada de f y asi con las derivadas de orden
superior.

Vx € [xo,xn] pn(x) = f(x)  ~ pp(x) = (%), pr(x) = f7(x), pp" () = f"'(X), ...

De ahora en adelante, supondremos que los nodos son equidistantes, mas concretamente, que
la distancia entre cualquier par de nodos consecutivos es h > 0.
b-a

h= , h=xj—xi_1, Xi=Xi_1+h, xij=xg+ih, VYi=1,...,n
n

8.2.1. Diferencias finitas de primer orden

Como ya hemos visto, dados dos nodos ordenados {xo, X1}, sea h = x1 — xq la distancia entre
ellos. El polinomio interpolador de primer orden que interpola a f en los nodos dados viene dado
en su forma de Newton por la expresion

p1(x) = flxol + flxo0, x11(x = o) .
La derivada de p; es entonces la diferencia dividida o cociente de diferencias

_ f(X1)—f(Xo)'

i) = flxo, ] = = m

En general, tenemos que esta expresién aproxima a f’(x) para todo x € [xg, X1], tanto mas cuanto
mas cerca estén los nodos entre si. El error que comete al aproximar a f’(x) define un error que
depende de la propia funcion f, del punto x para el cual se aproxima la derivada y la distancia h
entre los nodos. El error ademas tiende a cero cuando h también lo hace.

f(x1) = f(xo)

Vx € [xo,x1] = f'(X) + Eger.(f, X, h)
X1 — Xo ~—— —
pequefio
De hecho, para x = Xo, X = X1 Y X = X1, = *5* (punto medio) tenemos que
£(x0) = lim fx1) = f(x0) _ im f(xo+h) = f(xo) ,
X1—Xo X1 — Xo h—0 h
/ o fa) = f(xo) o f(x1) = f(x1—h)
fia)= leﬁ X1 —Xo ;5'3?) h ’
pooo e fe) = fxo) o fop+ ) = flap—3)
f (X1/2) h Xoy)l(:TX'/z X1 — Xo B /III—% h )

Los numeradores que aparecen en las expresiones anteriores reciben un nombre particular.
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Definicién 8.23. Dada una funcién f y un punto x € Dom(f), se llaman diferencias finitas de primer
orden progresiva, regresiva y central a las expresiones

Brlf100) = fx+h) = f(), Vhlf1() = f() = f(x=h), y 8nlf1(¥) = f(x+5) ~ fx = 3),
respectivamente, donde h > 0 es un valor tal que x + h,x + g € Dom(f), segtin el caso.

Las diferencias finitas progresiva y regresiva permiten aproximar la derivada de una funcién en
un punto x utilizando, ademas de la informacién «presente» en x, la informacién a «futuro», x + h,
y «pasado», x — h, respectivamente. Cuando se consideran puntos indexados (con subindice), se
utilizan también las expresiones

Af(xo) = f(x1) = f(X0) = Vf(x1).

En este caso, la diferencia f(x;) — f(xo) es progresiva vista desde xq y regresiva vista desde x;. La
diferencia finita central a su vez permite aproximar la derivada utilizando informacién a «futuro» y
«pasado». No es posible expresarla Gnicamente en términos de nodos sin introducir puntos medios.
Con nodos X, X1, X2 y puntos medios X1, Xs/,,

§f(x) = f(x1) = f(X0), 6f(x1) = flep) = flxip) Yy 8f(x) = f(x2) = f(x).

Teorema 8.24. Sea f dos (o tres) veces derivable en x € Dom(f), entonces se tiene que, dado h > 0
suficientemente pequefio,

Bnf(x) fx+h) - fx)

) _ ) P00+ L Eh,
vh£<x>: f<x>—£<x—”> = f/00) = L7 (E)h,
g0 TR T i+ g o,

donde &, € [x,x+h],é_ € [x—h,x] 0& € [x — h,x + h], segin el caso.

El segundo término que aparece en el miembro derecho de cada una de estas expresiones co-
rresponde al error cometido al aproximar la derivada de una funcién en un punto por medio de
diferencias finitas de primer orden. Cabe destacar que, mientras que las dos primeras féormulas,
correspondientes a las diferencias progresiva y regresiva, tienen un error lineal, de orden uno, la
Gltima, correspondiente a la diferencia central, lo tiene cuadratico, de orden dos. Por ello, es prefe-
rible, cuando se pueda, utilizar la férmula central. Mencionar también que la diferencia central esta
escrita para un paso 2h, lo que simplifica ligeramente la expresion.

Con la notacién abreviada vista anteriormente,

AfGa) Vi) 6f(x)
- AVe] - VX1 - 5X1 ’

f(x1)
notando que

Axq =x2 —x1=h, Vxi=x1-Xxo=h 'y 6x1=xp-x,=h.

8.2.2. Diferencias finitas de segundo orden

Pongamos que queramos aproximar la segunda derivada de f en un punto x € Dom(f). En-

tonces, pq no es de utilidad ya que su segunda derivada es idénticamente nula, p}" = 0. Por ello, es

necesario considerar el polinomio interpolador de segundo orden, p,, asociado a tres nodos equi-
distantes {xg, x1, X2} cuya expresion en forma de Newton es
p2(x) = flxol + f[x0,X11(X = X0) + f[Xo, X1, X2] (X = X0) (X = X1) .
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Derivando dos veces con respecto a x, obtenemos que la segunda derivada de p;, es (salvo factor)
una diferencia dividida de segundo orden,

flxi,x2] = flxo, x1] _ f(xo0) —2f(x1) + f(x2)
h B h2 '

p3 (X) = 2f[xo0,X1,x2] =

De forma similar a lo que ocurria con p/, en general, tenemos que esta expresion aproxima a f” (x)
para todo x € [xg, x2] de forma que el error cometido tendera a cero cuando h lo haga.

Ve lorg)  LORLTHUN IO priy g 1,0,
N’
pequefio

De igual forma, el término de error tiene una expresion determinada y en cierto modo familiar
para nodos particulares: inicial, final y central. Antes de verlo, observemos que el numerador en
p3 (x) puede interpretarse nuevamente de tres formas diferentes como una diferencia finita, en
esta ocasion de segundo orden.

Definicién 8.25. Dada una funcién f y un punto x € Dom( f), se llaman diferencias finitas de sequndo
orden progresiva, regresiva y central a la doble iteracion de las respectivas diferencias de primer orden,
esto es

A LF1() = BaBnf1(x) = Bp[f1(x +h) = Ba[f1(x) = f(x +2h) = 2f(x + h) + f(x),
Valf100 = Vo[V f1(x) = Valf1(x) = Va[f1(x = h) = f(x) = 2f(x =h) + f(x =2h), y
51100 = 6n[8nf1(x) = 8n[f1(x +5) = 6n[f1(x = §) = fx +h) =2f () + f(x = h),

donde h > 0 es un valor tal que x + 2h,x = h € Dom(f), segun el caso.
Para puntos indexados, tenemos las expresiones
A%f(xo0) = V?f(x2) = 8 f(x1) = f(x2) = 2f(x1) + f(x0) -

Teorema 8.26. Sea f tres (o cuatro) veces derivable en x € Dom( f), entonces se tiene que, dado h > 0
suficientemente pequefio,

BRF() _ fx+2h) = 2f (x +h) + f(x)

= ")+ 3f"(&)h,

h2 h2

2
Vhf{Z(X) — f(X) —Zf(X _’7127) +f(X - Zh) — f//(X) _ %f///({_)h,
82 = - )

hl-fz(x) — f(X +h) Zfl;’(zx) +f(X h) — f”(X) + 21_4f/V(§0)h2,

donde &, € [x,x +2h], &_ € [x — 2h,x] 0 &y € [x — h,x + h], segtn el caso.

8.2.3. Diferencias combinadas

Para poder mejorar las aproximaciones a f” y f” o, dicho de otro modo, disminuir los errores
cometidos, tenemos que mejorar la aproximacioén que inicialmente se hace para la propia funcion
f. Para ello, es necesario considerar polinomios interpoladores de mayor orden. En el caso de f’,
consideraremos por simplicidad el polinomio interpolador de sequndo orden, p,, asociado a tres
nodos equidistantes {xo, x1, X2 }. Recordemos que su expresion en forma de Newton es

p2(x) = flxo] + flxo,x1](x = Xo) + f[x0, X1, X2] (X — x0) (X — X1).
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Derivando con respecto a x, obtenemos

p5(x) = flxo, x11 + f[x0,x1,X2](2x = X0 = x9) .

Esta Gltima expresion aproxima a f’(x) en todo el intervalo [xg, X2] y, dependiendo del punto con-
siderado, se cometera un error u otro.

Vx € [xo,x2]  flxo,X1] + f[X0,X1,%2](2x = X0 — x1) = f'(X) + Eger.(f, X, h)

Observar que, de hecho y a diferencia de lo que ocurria para la derivada del polinomio de primer
orden, p/, p; depende explicitamente de x, pero al igual que hicimos entonces, vamos a centrar
ahora el estudio de p} en los puntos de interés: los nodos laterales, xq y X2, y el nodo central o punto
medio, que en este caso es x1.

—f(x2) +4f(x1) - 3f(xo)
2h

f(x2) = f(xo)
2h

3f(x2) —4f(x1) + f(x0)
2h

p5(Xo) = py(x1) = p5(x2) =

Las expresiones de la primera derivada de p, en los diferentes nodos puede reescribirse facil-
mente en términos de diferencias de primer y segundo orden.

Teorema 8.27. Sea f tres veces derivable en x € Dom( f), entonces se tiene que, dado h > 0 suficiente-
mente pequefio,

Ahf(X) - %Al%lf(x) _ 3Ahf(X) - Ahf(X +h) _ _f(X +2h) +4f(X +h) B 3f(X) _ f/(x) _ 1f///(€: )hZ
= = = 3 +)h*,

h 2h 2h

_1y2
Vaf(x) hZVhf(X) _3Vhf(0) —Zth(x —h) _ 3f(x) - 4f(x ;hh) +f(x—2h) _ £ = L E?,
52h2j;7(x) — f(X + h)z_hf(x - h) — f’(X) + %f///({o)hz ,

donde &, € [x,x +2h], &_ € [x —2h,x] 0 &y € [x — h,x + h], segtn el caso.

Una observacion de interés es que hemos recuperado la formula central, pero en esta ocasién
directamente tras evaluar la derivada del polinomio interpolador de seqgundo orden en un nodo
entendido como central.

8.3. Integracion Numérica

En esta seccion completamos las bases del calculo numérico con los principios elementales de
laintegracidbn numérica. Si en la seccién anterior obteniamos formulas, reglas, recetas, que nos per-
mitian estimar la variacion de una funcién a partir de un nimero pequefio de evaluaciones cercanos
a un punto dado, aqui estimaremos la integral de una funcién a partir de evaluaciones distribuidas
por un intervalo. El niUmero de evaluaciones sera motivo de discusion y origen de diferentes clases
de reglas, simples y compuestas. Las primeras son una aproximaciéon «macroscopica» de la integral
que repetiremos a nivel «microscopico» en las segundas con el fin de pulir los resultados.

8.3.1. Reglas simples

Las reglas simples de integracibn numérica pueden interpretarse como procedimientos ma-
croscopicos para aproximar una integral con un namero relativamente pequefio de evaluaciones
de una funcién f alo largo de un intervalo [a, b]. Estas reglas son férmulas del tipo

b n
[ swas -0 Y ason
0’ k=0
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donde los coeficientes c, satisfacen }.;_, ¢k = 1, las cuales tienen un lectura sencilla: aproximan la
integral por el area de un rectangulo de anchura b — a y de altura dada por la media ponderada de
los valores de f en los nodos. Esta relacion se reescribe en ocasiones y por comodidad de la forma

b b—a ¢
[ s =258 desino,
a k=0

donde los coeficientes dy satisfacen ZZZO dy =D.

Aplicando el mismo principio que en el caso de la derivacién numérica, si el polinomio que in-
terpola una funcién la aproxima adecuadamente, cabe esperar que el area encerrada por la funcién
y por el polinomio seran aproximadamente iguales. Las reglas simples de integracién se obtienen
por simple integracién del polinomio interpolador en su forma de Lagrange. Siendo que los polino-
mios de Lagrange L} son polinomios independientes del la funcion interpolada, su integral puede
calcularse facilmente para asi determinar reglas de integracion que, por construccién, cometeran
un error que se espera pequefio. Este error dependera la propia funcion interpolada y de los nodos
elegidos.

n b n b
fO) % pa(x) = D FOLEX)  ~= f f) dx=2j F(X)LE(x) dx = Eint (f, {6 Hozo)
k=0 a k=0 V4

Reglas rectangulares simples

El polinomio interpolador mas simple que puede definirse es el polinomio constante dado por el
valor de una funcién en un nodo. Al integrar este polinomio, obtenemos la regla mas rudimentaria
de todas: la regla rectangular. Dependiendo de qué punto es el nodo en relacién al intervalo, la regla
se interpreta de forma diferente, dando lugar a diferentes errores.

b
xoe[ab] —~ pox)=flx) = ff(x)dxzf(x())-(b—a)

En la siguiente tabla, se muestran las reglas rectangulares simples segln si se considera xo como el
extremo izquierdo del intervalo, el punto medio o el extremo derecho. Cada caso produce un error
diferente.

a+b
2

Regla f(a)(b-a) f(&2)(b - a) fb)y(b—a)  3(f(a)+f(b))(b~a)
Error ' Ob-a? —5f'@Ob-0a° -3fOb-a —5Lf'Eb-a)’
Ejemplo 8.28. £n la siguiente tabla, se muestran los errores cometidos al aproximar polinomios de orden

bajo cuya integral entre 0y 1 es 1. Para el Gltimo caso, se muestra ademds el error cometido al calcular
la integral entre 0 y ' /> con las mismas reglas.

Soporte Xp=40a Xp = Xo=b Xo=0a,b

J1 f(x)dx =1
0

Funcién 1 2x 3x%2 2-6x+6x?
b=1 b=}

Izqda. 00 1.0 1.0 1.0 -0.5

Dcha. 00 -1.0 -20 -1.0 025

Pto. medio 0.0 0.0 025 0.5 0.0625
Trapecio 00 00 -05 -1.0 -0.125
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Es interesante observar que, las reglas rectangulares a izquierda y derecha son exactos para integrar
constantes (i.e. polinomios de orden 0) y las reglas de punto medio y trapecio son exactos para integrar,
no sélo constantes, sino también rectas.

Utilizando la regla de Barrow, la relacién entre f y su primitiva F, F* = f, y un desarrollo de Taylor
de segundo o tercer orden (en el extremo izquierdo, derecho o punto medio, segun corresponda),
pueden demostrar de forma sencilla las férmulas de los errores anteriores.

b
j £(x) dx = F(b) - F(a)
=F(a+(b-a))—F(a)
= F(a)(b - a) + 1F"(§) (b - a)?
— f(a)(b—a)+ 1F'(E)(b - a)?

Para obtener reglas de integracion mas precisas, dados n + 1 nodos distribuidos en el intervalo
[a,b], se determinan los polinomios de Lagrange asociados a estos. Para cada polinomio L7, se
calcula un coeficiente asociado ¢y, la contribucion media de area del polinomio. Puesto que la suma
de los polinomios de Lagrange es idénticamente 1, la suma de los ¢, es 1. Es decir, son efectivamente
pesos o porcentajes que permiten calcular una media ponderada. Finalmente, dada una funcién f,
se calcula la media ponderada de los valores de f sobre los nodos segun la regla dada por los ¢k y
se multiplica por la anchura del intervalo.

{X0seXn } {f(x0)s-sf (Xn) }
l b l b n
bl = b-aa= | geode = | ed=(b-0) Y cf 060 B ()0
a k=0

a
El error cometido al aproximar la integral depende, obviamente, de la funcién, pero también de la
elecciéon de los nodos. De hecho, la eleccion de los nodos determina la regla de interpolacion, pues
determina los coeficientes de la regla.

Segun la eleccién de los nodos, se definen dos grandes familias de reglas de integracion. En
ambas, se consideran n + 1 nodos.

= Reglas de Newton-Cotes. Se caracterizan por la simplicidad de la eleccion de sus nodos, dis-
tribuidos uniformemente a lo largo del intervalo: la distancia entre nodos consecutivos es
constante, h = xx41 — Xk, kK =0,...,n. Estas se dividen a su vez en dos subfamilias.

+ Cerradas. Los extremos del intervalo se incluyen entre los nodos.

b-a
n

Xo=0, Xp=b, h=
+ Abiertas. Los extremos del intervalo no se cuentan entre los nodos pero mantienen la
distancia uniforme entre el primero y el Gltimo de los nodos.

b-a
n+?2

Xo=a+h, x,=b—-h, h=

= Reglas de cuadratura gaussiana. Se caracterizan por la optimalidad de la eleccién de los nodos.
Estan distribuidos para minimizar el error de cuadratura. Determinar los nodos es de hecho
una tarea ardua que escapa de los objetivos de estas notas.

Las dos o tres familias, segun se mire, tienen una caracteristica comun: la distribucién de los nodos
es simétrica respecto al centro del intervalo y, por lo tanto, también lo son los coeficientes que
definen.

a+b =Xk +Xp_k Ck = Cn-k (dk = dn-k)
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Esto puede deducirse facilmente del hecho de que una regla deberia aproximar de igual manera la
integral de una funcién y de su simétrica (respecto del centro del intervalo).

En las siguientes tablas, se dan los nodos, pesos y errores cometidos para diferentes reglas
conocidas con nombre propio. Para las reglas de Newton-Cotes, es suficiente indicar el nUmero de
nodos, ya que estan distribuidos uniformemente, y el caracter de las reglas, cerradas o abiertas.

Reglas de Newton-Cotes cerradas

X0=0,...,Xx=0+kh,...,x,=b b (b-a) v
il o [Creoas E22 Y a,
n k=0
# nodos pesos masa error nombre
n+1 dy D Eint.
2 1,1 2 5@ (En? Trapecio
3 1,4,1 6 —55f @ (En? Simpson
4 1,3,3,1 8 —2f@(&h>  3/sde Simpson
5 7,32,12,32,7 90 —=f© (&)n’ Boole
2m (1) e o M) (g)p2m
Reglas de Newton-Cotes abiertas
Xo=0a+hxy=xo+kh,x,=b—h b b—aq) <&
_b-a > J f(X)dxz( 5 )defk
h=7%3 a k=0
# nodos pesos masa error nombre
n+1 dk D Eint.
1 1 1 1f@@&)hn3 Rect. o pto. medio
2 1,1 2 3@ (&)hn3 Trapecio
3 2, =i, 2 3 BB ©N® Milne
4 1,1,1,11 24 2 @ (&h°
2m (-1) o ) (g)h2m+t
Reglas de cuadratura gaussiana
a+b
Xk = +Agh g b—-a) <
o [Creoacx B2 Y d
h= %, D=2 @ k=0

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®© 153


https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es

CAPITULO 8. CALCULO NUMERICO

# nodos puntos pesos masa error
n+1 Ak dy D Eint.
1 01 1 1 #f(z)(s‘)(b -a)®
2 i‘/—§ 1 2 mf(‘]') (E)(b — CI)S
3 0,42 8,9 18 s/ @ (E)(b—a)
4 +y/2+2,. /2 18FV30 72 o f@ (&) (b - a)®

e f(ZN)(f)(b _ a)2N+1

Pese a los buenos resultados que ofrecen las reglas simples, éstas adolecen de ciertas desven-
tajas.

= Determinacion de las reglas. Las reglas dependen primordialmente de los nodos o de su distri-
bucién. Aun cuando ésta es uniforme, debemos calcular los pesos asociados por integracion
de los polinomios de Lagrange. Sin embargo, para un nimero alto de nodos, determinarlos
es laborioso.

» Error «arbitrario». El control que tenemos sobre el error cometido es limitado. El error tiene
generalmente la forma

KF™ (&) (b -a)m

La constante K, si bien pequefia, es dificil de determinar para érdenes altos. El valor de la
derivada enésima, (" (), es desconocido ya que el valor del propio argumento, &, lo es. Y
aun asumiendo que el producto K £ (§) fuese pequefio, el factor (b — a)™ es una potencia
que crece rapidamente con la anchura del intervalo. Por ejemplo, si m es 7, regla de Boole,
0 9, cuadratura gaussiana de 4 nodos, doblar la anchura del intervalo de integracion puede
suponer multiplicar el error por 27 = 128 0 2° = 512.

m Efecto Runge. El efecto Runge nos indica que aumentar el nimero de nodos para interpolar
mejor una funcién en un intervalo fijado no es necesariamente una buena idea ya que, de
hecho, el error puede explotar.

E—
n—-.oo

Por tanto, para controlar el error, necesitaremos restringirnos a intervalos pequefos y utilizar

un nimero de nodos relativamente bajo.

8.3.2. Reglas compuestas

Las reglas compuestas se basan en un principio simple: divide y venceras. Puesto que el error
cometido por las reglas simples se multiplica por una potencia de 2 al doblar la anchura del intervalo,
asi mismo el error se divide por la misma potencia al dividir por 2 la anchura del intervalo, o por
potencias de 10 si lo diezmamos. Es decir, el error cometido puede llegar a ser varios 6rdenes de
magnitud mas pequefo que el tamafio del propio intervalo si este es lo suficientemente pequefio.
Por ejemplo, para un intervalo de anchura 0.1, podriamos tener un error del orden de 0.0001. Por lo
tanto, la integracién en muchos pequefios subintervalos de un intervalo mayor produciria errores
infimos cuya acumulacién no se veria afectada por el gran nUmero de éstos.

Mas concretamente, las reglas compuestas se construyen de forma general aplicando los si-
guientes pasos y principios.

1. Se divide el intervalo original [a, b] en N subintervalos siguiendo una particiéon usualmente,
pero no necesariamente, uniforme:a = xg < x; < --- < Xy = bdemodoquex,—xx_1 =h >0
paratodok =1,...,N.
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2. Se utiliza la propiedad de aditividad de la integral para descomponer la integral en N suman-

dos.
b N Xk
J f(x)dx = ZI f(x)dx
a k=1 ¥Xk=1

3. Se aplica un regla simple por sumando, usualmente la misma regla para cada uno de ellos,
aunque en en principios podrian utilizarse reglas diferentes.

4. Por ultimo, el error global (o acumulado) sera igual a la suma de errores locales y su orden
sera, en general, en una unidad menor que el orden de la regla simple utilizada. Por ejemplo,
si la regla (o reglas) simple utilizada tiene orden 4, la regla compuesta tendra orden 3, por lo
que al doblar el tamafio de la particion, se divide por 2 su didmetro y por 23 = 8 el error.

Este proceso convierte las desventajas antes mencionadas de las reglas simples en ventajas.

Seguidamente se muestran expresiones simplificada para algunas reglas compuestas. Estas
simplificaciones se obtienen gracias a la sencillez de las reglas simples asociadas y del hecho de
que el extremo final de un subintervalo es el inicial del siguiente. En ellas se emplea notacién ya
comaun.

h=222  xy=a+kh  Xgp =20k +Xer1) = a+ (k+1/2)h

Regla del punto medio compuesta

b N-1
INCEEIWE
a k=0

Regla del trapecio compuesta

b PR h N-=1
f fOde~ 2 ) (fla) + f(x0) = 5 (f(@) + £(b)) +h Y f(xi)
< k=1 k=1
Regla de Simpson compuesta
b p N h p N
j FOde s 2 > (FOw) +4F (k) + £ (1)) = £ (£(0) = F(@)) + 5 > (F00) +2f (earp))
a k=0 k=0

Cotas de error

Teorema 8.29 (Orden de error). Siun regla compuesta se construye a partir de reglas simples de orden
q + 1, entonces la regla compuesta tiene al menos orden q.

Probar este resultado es sencillo, basta utilizar la definicion de los errores y acotar las derivadas
(en valor absoluto) por el maximo de ellas o, mas groseramente, por el maximo alcanzado en el
intervalo. Por simplicidad, en la demostracion se realiza con la misma regla simple para todo el

intervalo.
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Demostracion.
N N N
Bl =D B =) K FP (E0h™"| = kn™ | > FP) (&) § € [Xk-1,%]
k=1 k=1 k=1
N N
< Kh™1 )" | 08| < KK )" M, = KhT*INM, Mp = max | £ ()
= pa &ela,b]
= Kh7(b — a)M,

O

Sirvan como ejemplo del resultado obtenido en la demostracién las cotas para las reglas com-
puestas descritas anteriormente.

Cotas de error global

regla pto. medio trapecio  Simpson

familia abierta cerrada cerrada
b—a 2 b—a 2 b—a 4
error WMZh TMZh mM;lh
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