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Capı́tulo 0

Conjuntos y funciones en varias
variables

Este capı́tulo sirve como introducción al cálculo en varias variables. En la primera parte presen-
tamos el espacio ℝ𝑛 y los principales cambios de coordenadas para 𝑛 = 2 o 𝑛 = 3 y también se
definen algunas nociones topológicas (interior, frontera, adherencia, bola abierta y cerrada,...). La
segunda parte del capı́tulo está dedicada a las funciones de varias variables (definición, dominio,
imagen, gráfica,...).

0.1. El conjunto ℝ𝑛

Sea 𝑛 ∈ ℕ. Se define ℝ𝑛 como el producto cartesiano
𝑛 veces

ℝ ×ℝ × · · · ×ℝ, es decir, los elementos de
ℝ𝑛 son 𝑛-tuplas de la forma x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) con 𝑥𝑖 ∈ ℝ para 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛.

0.1.1. Espacio vectorial ℝ𝑛

El conjunto ℝ𝑛 tiene estructura de espacio vectorial con las operaciones

1. Suma de dos vectores: x + y = (𝑥1 + 𝑦1, 𝑥2 + 𝑦2, . . . , 𝑥𝑛 + 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 para todo x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛),
y = ( 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛.

2. Producto de un vector por un escalar: 𝜆x = (𝜆𝑥1, 𝜆𝑥2, . . . , 𝜆𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 para todo 𝜆 ∈ ℝ y x =

(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛.

Además, dim(ℝ𝑛) = 𝑛.

0.1.2. Espacio euclı́deo ℝ𝑛

El conjunto ℝ𝑛 tiene estructura de espacio euclı́deo con el producto escalar estándar

x · y = 𝑥1 𝑦1 + 𝑥2 𝑦2 + · · · + 𝑥𝑛𝑦𝑛 =
𝑖=𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖 𝑦𝑖 para todo x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), y = ( 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑛) ∈ ℝ𝑛 .

La norma de un punto de ℝ𝑛 viene dada por

∥x∥ =
√

x · x =

√︃
𝑥2

1 + 𝑥2
2 + · · · + 𝑥2

𝑛 =

√√√
𝑖=𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥2
𝑖 para todo x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 ,
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CAPÍTULO 0. CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES

y la distancia entre dos puntos de ℝ𝑛 se define como

dist(x, y) = ∥y − x∥ para todo x, y ∈ ℝ𝑛 .

Observar que la norma de x ∈ ℝ𝑛 coincide con la distancia de x al origen de coordenadas: dist(0, x) =
∥x∥.

0.2. Coordenadas en ℝ𝑛

Un punto x ∈ ℝ𝑛 viene determinado por sus coordenadas cartesianas respecto a la base
canónica de ℝ𝑛:

x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = 𝑥1(1, 0, . . . , 0) + 𝑥2(0, 1, 0, . . . , 0) + · · · + 𝑥𝑛(0, 0, . . . , 1) =
𝑖=𝑛∑︁
𝑖=1

𝑥𝑖𝑒𝑖 .

0.2.1. Coordenadas en ℝ2

Coordenadas cartesianas

Un punto 𝑃 ∈ ℝ2 se puede expresar en coordenadas cartesianas como

𝑃 = (𝑥, 𝑦) = (0, 0) + 𝑥 (1, 0) + 𝑦 (0, 1) = 𝑂 + 𝑥i + 𝑦j .

Coordenadas polares

Un punto 𝑃 ∈ ℝ2 se puede expresar en coordenadas polares como 𝑃 = (𝑟, 𝜃) siendo

1. el radio 𝑟 ≥ 0: norma del vector que une el punto 𝑃 y el origen de coordenadas.

2. el ángulo polar 𝜃 ∈ [0, 2𝜋): ángulo orientado formado por la parte positiva del eje de abscisas
(eje 𝑂𝑋) y el vector 𝑂𝑃.

Eje de abscisas

Eje de ordenadas

0

𝑃 = (𝑥, 𝑦) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) ≡ (𝑟, 𝜃)

𝑥

𝑦

𝑟

𝜃

Figura 1: Coordenadas polares y cartesianas de un punto 𝑃 ∈ ℝ2

Cambio de coordenadas polares y cartesianas:{
𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 ,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 , y

{
𝑟 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 ,

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
.

Hay que tener en cuenta que si 𝜃 ∈ (−𝜋/2, 𝜋/2), entonces tan 𝜃 = tan(𝜃 + 𝑘𝜋) con 𝑘 ∈ ℤ.

Ejemplo 0.1. Indica las coordenadas polares y cartesianas de los siguientes puntos de ℝ2.

1. Si las coordenadas cartesianas de 𝑃 son (1, 1), sus coordenadas polares son (
√

2, 𝜋/4) ya que 𝑟 =√
12 + 12 =

√
2 y tan 𝜋/4 = 1/1.
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0.2. COORDENADAS EN ℝ𝑁

2. Si las coordenadas cartesianas de 𝑃 son (−5, 0), sus coordenadas polares son (5, 𝜋) ya que 𝑟 =√︁
(−5)2 + 02 = 5 y tan 0 = 0/− 5.

3. Si las coordenadas cartesianas de 𝑃 son (−1,−
√

3), sus coordenadas polares son (2, 4𝜋/3) ya que

𝑟 =

√︃
(−1)2 + (−

√
3)2 = 2 y tan 4𝜋/3 = −

√
3/− 1.

4. Si las coordenadas polares de 𝑃 son (3, 5𝜋/4), sus coordenadas cartesianas son ( − 3/√2, − 3/√2) ya
que 𝑥 = 3 cos 5𝜋/4 = − 3/√2 y 𝑦 = 3 sin 5𝜋/4 = − 3/√2.

5. Si las coordenadas polares de 𝑃 son (5, 0), sus coordenadas cartesianas son (5, 0) ya que 𝑥 =

5 cos 0 = 5 e 𝑦 = 5 sin 0 = 0.

6. Si las coordenadas polares de 𝑃 son (3, 2𝜋/3), sus coordenadas cartesianas son (−3/2, 3
√

3/2) ya que
𝑥 = 3 cos 2𝜋/3 = −3/2 e 𝑦 = 3 sin 2𝜋/3 = 3

√
3/2.

Ejemplo 0.2. Representa en el plano cartesiano los siguientes conjuntos.

1. 𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥 ≤ 𝑦 + 1 }

2. 𝐵 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥2 + 𝑦2 = 5 }

3. 𝐶 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥2 + 𝑥 + 𝑦2 − 2𝑦 ≤ −1 }

4. 𝐷 = { (𝑟, 𝜃) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋)
�� 𝑟 = 2 }

5. 𝐸 = { (𝑟, 𝜃) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋)
�� 𝜃 < 𝜋/3 }

6. 𝐹 = { (𝑟, 𝜃) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋)
�� 𝜃 = 𝜋, 𝑟 = 1 }

𝑥

𝑦

−1

1

𝐴

𝑥

𝑦

√
5

𝐵

𝑥

𝑦

1

− 1
2

𝐶

𝑥

𝑦

2

𝐷

𝑥

𝑦

𝜋
3

𝐸
𝑥

𝑦

−1

𝐹

Ejemplo 0.3. Representa en el plano cartesiano y sobre los ejes 𝑟, 𝜃 los siguientes conjuntos.

1. 𝐴 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥2 + 𝑦2 = 4 }

2. 𝐵 = { (𝑟, 𝜃) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋)
�� 𝜃 ≤ 𝜋/4, 1 < 𝑟 < 3 }

Recordamos las siguientes ecuaciones que serán útiles en los siguientes temas.
Ecuación de una circunferencia de centro (𝑥0, 𝑦0) y radio 𝑟 > 0:

(𝑥 − 𝑥0)2 + ( 𝑦 − 𝑦0)2 = 𝑟2 .

Ecuación de una elipse de centro (𝑥0, 𝑦0) y semiejes 𝑎, 𝑏 > 0:(𝑥 − 𝑥0

𝑎

)2
+

( 𝑦 − 𝑦0

𝑏

)2
= 1 .
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𝑥

𝑦

2

𝐴

𝑟

𝜃

2

2𝜋

𝐴

𝑥

𝑦

1 3

𝐵

𝑟

𝜃

1 3

𝜋
4 𝐵

0.2.2. Coordenadas en ℝ3

Coordenadas cartesianas

Un punto 𝑄 ∈ ℝ3 se puede expresar en coordenadas cartesianas como

𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0) + 𝑥 (1, 0, 0) + 𝑦 (0, 1, 0) + 𝑧 (0, 0, 1) = 𝑂 + 𝑥i + 𝑦j + 𝑧k .

Coordenadas cilı́ndricas

Un punto 𝑄 ∈ ℝ3 se puede expresar en coordenadas cilı́ndricas como 𝑄 = (𝑟, 𝜃, 𝑧) siendo

1. el radio 𝑟 ≥ 0: norma del vector que une la proyección del punto 𝑄 sobre el plano horizontal
𝑧 = 0 (que denotamos como 𝑃) y el origen de coordenadas;

2. el ángulo polar 𝜃 ∈ [0, 2𝜋): ángulo orientado formado por la parte positiva del eje de abscisas
(eje 𝑂𝑋) y el vector 𝑂𝑃;

3. la altura 𝑧: coincide con la tercera coordenada cartesiana de 𝑄.

Es decir, (𝑟, 𝜃) son las coordenadas polares de la proyección del punto 𝑄 sobre el plano horizontal
𝑧 = 0.
Cambio de coordenadas cilı́ndricas y cartesianas:


𝑥 = 𝑟 cos 𝜃 ,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 ,
𝑧 = 𝑧 ,

y


𝑟 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 ,

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
,

𝑧 = 𝑧 .

Coordenadas esféricas

Un punto 𝑄 ∈ ℝ3 se puede expresar en coordenadas esféricas como 𝑄 = (𝜌, 𝜃, 𝜑) siendo

1. el radio 𝜌 ≥ 0: norma del vector que une el punto 𝑄 y el origen de coordendas;

2. el ángulo acimutal 𝜃 ∈ [0, 2𝜋): ángulo orientado formado por la parte positiva del eje 𝑂𝑋 y el
vector 𝑂𝑃 (siendo 𝑃 la proyección del punto 𝑄 sobre el plano horizontal 𝑧 = 0);
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x

y

z

0

𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ (𝑟, 𝜃, 𝑧)

𝑃 = (𝑥, 𝑦, 0) ≡ (𝑥, 𝑦) ≡ (𝑟, 𝜃)

𝑧

𝜃
𝑟

Figura 2: Coordenadas cilı́ndricas de un punto 𝑄 ∈ ℝ3

x

y

z

0

𝑄 = (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≡ (𝜌, 𝜃, 𝜑)

𝑃 = (𝑥, 𝑦, 0) ≡ (𝑥, 𝑦) ≡ (𝑟, 𝜃)

𝜑

𝜃

𝜌

Figura 3: Coordenadas esféricas de un punto 𝑄 ∈ ℝ3

3. la declinación 𝜑 ∈ [0, 𝜋]: ángulo orientado formado por la parte positiva del eje𝑂𝑍 y el vector
𝑂𝑃.

Cambio de coordenadas esféricas y cartesianas:


𝑥 = 𝜌 sin𝜑 cos 𝜃 ,
𝑦 = 𝜌 sin𝜑 sin 𝜃 ,
𝑧 = 𝜌 cos𝜑 ,

y


𝜌 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ,

tan 𝜃 =
𝑦

𝑥
,

tan𝜑 =

√︁
𝑥2 + 𝑦2

𝑧
.

También se puede obtener el valor de la declinación como cos𝜑 =
𝑧√︁

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
.

Ejemplo 0.4. Describe los siguientes subconjuntos de ℝ3 en las coordenadas indicadas.

1. Cilindro de base un cı́rculo de radio 2 centrado en el origen de coordenadas apoyado sobre el plano
𝑍 = 0 y de altura 7.

a) Coordenadas cartesianas: 𝐶 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3
�� 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 7 }

b) Coordenadas cilı́ndricas: 𝐶 ≡ { (𝑟, 𝜃, 𝑧) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋) ×ℝ
�� 𝑟 ≤ 4, 0 ≤ 𝑧 ≤ 7 }

2. Mitad superior de una esfera de radio 3 centrada en el origen de coordenadas.
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a) Coordenadas cartesianas: 𝑆 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3
�� 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 9, 𝑧 ≥ 0 }

b) Coordenadas esféricas: 𝑆 ≡ { (𝜌, 𝜃, 𝜑) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋) × [0, 𝜋]
�� 𝜌 ≤ 3, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋/2 }

Ejemplo 0.5. Describe las siguientes figuras en las coordenadas indicadas.

1.

Figura 4: Trozo de un cilindro

a) Coordenadas cartesianas

𝐶 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 �� 0 ≤ 𝑧 ≤ 5, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9, 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0 }
∪ { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 �� 0 ≤ 𝑧 ≤ 5, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 9, 𝑥 ≤ 0 }

b) Coordenadas cilı́ndricas:

𝐶 ≡ { (𝑟, 𝜃, 𝑧) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋) ×ℝ
�� 0 ≤ 𝑧 ≤ 5, 0 ≤ 𝜃 ≤ 3𝜋/2, 𝑟 ≤ 3 }

2.

Figura 5: Trozo de una esfera

a) Coordenadas cartesianas:

𝑆 = { (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 �� 4 ≤ 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 ≤ 16, 𝑥 ≤ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑧 ≥ 0 }

b) Coordenadas esféricas:

𝑆 ≡ { (𝜌, 𝜃, 𝜑) ∈ [0, +∞) × [0, 2𝜋) × [0, 𝜋]
�� 2 ≤ 𝜌 ≤ 4,

𝜋

2
≤ 𝜃 ≤ 𝜋, 0 ≤ 𝜑 ≤ 𝜋/2 }
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0.3. Bolas abiertas y cerradas

0.3.1. Distancias

Recordamos que, en ℝ𝑛, se define la distancia entre x e y como

dist(x, y) = ∥y − x∥ para todo x, y ∈ ℝ𝑛 .

Propiedades. Sean x, y, z ∈ ℝ𝑛. Entonces,

1. dist(x, y) = 0 si y solo si x = y.

2. dist(x, y) = dist(y, x).

3. dist(x, z) ≤ dist(x, y) + dist(y, z) (desigualdad triangular).

Ejemplo 0.6. Determina el conjunto de puntos que

1. están a una distancia 4 del punto 𝑥 = 1:

𝐴 = { 𝑥 ∈ ℝ
�� dist(1, 𝑥) = 4 } = { 𝑥 ∈ ℝ

�� |𝑥 − 1| = 4 } = { 𝑥 ∈ ℝ
�� 𝑥 − 1 = 4 y − 𝑥 + 1 = 4 } =

{ −3, 5 };

2. están a una distancia 4 del punto (𝑥, 𝑦) = (1, 2):
𝐵 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� dist((𝑥, 𝑦), (1, 2)) = 4 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� ∥(𝑥, 𝑦) − (1, 2)∥ = 4 } = { (𝑥, 𝑦) ∈

ℝ2
�� √︁(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2∥ = 4 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� (𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 = 16 };

3. están a una distancia menor que 1 del punto (𝑥, 𝑦) = (1, 2):
𝐶 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� dist((𝑥, 𝑦), (1, 2)) < 1 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� dist((𝑥, 𝑦), (12))) < 1 } =

{ (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� √︁(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 1 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� (𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 1 }.

𝑥
−3 1 5

𝐴

𝑥

𝑦

2

1

𝐵

𝑥

𝑦

2

1

𝐶

0.3.2. Bolas abiertas y cerradas

Sea a ∈ ℝ𝑛 y sea 𝜀 > 0. Definimos:

1. La bola abierta de centro a y radio 𝜀 > 0 como

𝐵𝜀 (a) = 𝐵(a; 𝜀) = { x ∈ ℝ𝑛
�� dist(x, a) < 𝜀 } .

2. La bola cerrada de centro a y radio 𝜀 > 0 como

𝐵𝜀 (a) = 𝐵(a; 𝜀) = { x ∈ ℝ𝑛
�� dist(x, a) ≤ 𝜀 } .
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3. La bola reducida abierta de centro a y radio 𝜀 > 0 como

𝐵∗
𝜀 (a) = 𝐵∗(a; 𝜀) = { x ∈ ℝ𝑛

�� 0 < dist(x, a) < 𝜀 } = 𝐵𝜀 (a) \ { a } .

4. La bola reducida cerrada de centro a y radio 𝜀 > 0 como

𝐵∗
𝜀 (a) = 𝐵∗(a; 𝜀) = { x ∈ ℝ𝑛

�� 0 < dist(x, a) ≤ 𝜀 } = 𝐵𝜀 (a) \ { a } .

Ejemplo 0.7. Calcula y representa:

1. 𝐵1(3) = { 𝑥 ∈ ℝ
�� dist(𝑥, 3) < 1 } = { 𝑥 ∈ ℝ

�� |𝑥 − 3| < 1 } = { 𝑥 ∈ ℝ
�� − 1 < 𝑥 − 3 < 1 }

= { 𝑥 ∈ ℝ
�� 2 < 𝑥 < 4 } = (2, 4) .

2. 𝐵3(−2) = { 𝑥 ∈ ℝ
�� dist(𝑥,−2) ≤ 3 } = { 𝑥 ∈ ℝ

�� |𝑥 + 2| ≤ 3 } = { 𝑥 ∈ ℝ
�� − 3 ≤ 𝑥 + 2 ≤ 3 }

= { 𝑥 ∈ ℝ
�� − 5 ≤ 𝑥 ≤ 1 } = [−5, 1] .

3. 𝐵2((0, 0)) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� dist((𝑥, 𝑦), (0, 0)) < 2 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� √︁(𝑥 − 0)2 + ( 𝑦 − 0)2 < 2 }
= { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� 𝑥2 + 𝑦2 < 4 } .

4. 𝐵1/2(1, 0) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� dist((𝑥, 𝑦), (1, 0)) ≤ 1/2 } = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� √︁(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 0)2 ≤ 1/2 }
= { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� (𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ 1/4 } .

5.
𝐵∗

1(−1, 2) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 0 < dist((𝑥, 𝑦), (−1, 2)) < 1 }

= { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 0 <

√︁
(𝑥 + 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 1 }

= { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 0 < (𝑥 + 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 1 } .

𝑥
32 4

𝐵1 (3)

𝑥
−5 1−2

𝐵3 (−2)

𝑥

𝑦

2

𝐵2 (0, 0)

𝑥

𝑦

1

𝐵 1
2
(1, 0)

𝑥

𝑦

2

−1

𝐵∗1 (−1, 2)

0.3.3. Clasificación de los puntos de un conjunto

Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛. Decimos que a ∈ ℝ𝑛 es:

1. Un punto interior de 𝐴 si existe 𝜀 > 0 tal que 𝐵𝜀 (a) ⊂ 𝐴. En particular a ∈ 𝐴.

2. Un punto adherente de 𝐴 si para todo 𝜀 > 0 se cumple 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 ≠ ∅. Si a ∈ 𝐴, entonces a es
un punto adherente de 𝐴.
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3. Un punto frontera de 𝐴 si para todo 𝜀 > 0 se cumple 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 ≠ ∅ y 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴𝑐 ≠ ∅
(recordamos que 𝐴𝑐 = ℝ𝑛 \ 𝐴).

Ejemplo 0.8. En el conjunto𝑊 = (−3, 2 ]∪{ 5 }, indica si los siguientes puntos son interiores, adherentes
y/o frontera.

1. −3 es adherente y frontera pero no interior.

no es interior porque −3 ∉𝑊;

es adherente porque −3 + 𝜀/2 ∈ 𝐵𝜀 (−3) ∩𝑊 para todo 0 < 𝜀 < 1 y si 𝜀 ≥ 1, entonces
−2 ∈ 𝐵𝜀 (−3) ∩𝑊;

es frontera porque es adherente y −3 − 𝜀/2 ∈ 𝐵𝜀 (−3) ∩𝑊𝑐 para todo 𝜀 > 0.

2. 0 es interior y adherente pero no frontera.

es interior porque 𝐵1(0) ⊂ 𝑊;

es adherente porque 0 ∈ 𝐵𝜀 (0) ∩𝑊 para todo 𝜀 > 0;

no es frontera porque 𝐵1(0) ⊂ 𝑊 y entonces 𝐵1(0) ∩𝑊𝑐 = ∅.

3. 5 es adherente y frontera pero no interior.

no es interior porque 5 + 𝜀
2 ∈ 𝐵𝜀 (5) pero 5 + 𝜀

2 ∉𝑊 para todo 𝜀 > 0;

es adherente porque 5 ∈ 𝐵𝜀 (5) ∩𝑊 para todo 𝜀 > 0;

es frontera porque 5 ∈ 𝐵𝜀 (0) ∩𝑊 y 5 + 𝜀/2 ∈ 𝐵𝜀 (0) ∩𝑊𝑐 para todo 𝜀 > 0.

Ejemplo 0.9. En el conjunto 𝑇 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥2 + 𝑦2 < 1 }, indica si los siguientes puntos son

interiores, adherentes y/o frontera.

1. (0, 0) es interior y adherente pero no frontera.

es interior porque 𝐵1/2(0, 0) ⊂ 𝑇;

es adherente porque (0, 0) ∈ 𝐵𝜀 (0, 0) ∩ 𝑇 para todo 𝜀 > 0;

no es frontera porque 𝐵1/2(0, 0) ⊂ 𝑇 y entonces 𝐵1/2(0, 0) ∩ 𝑇𝑐 = ∅.

2. (0, 1) es adherente y frontera pero no interior.

no es interior porque (0, 1) ∉ 𝑇;

es adherente porque (0, 1 − 𝜀
2 ) ∈ 𝐵𝜀 (0, 1) ∩ 𝑇 para todo 0 < 𝜀 < 1 y si 𝜀 ≥ 1, entonces

(0, 0) ∈ 𝐵𝜀 (0, 1) ∩ 𝑇;

es frontera porque es adherente y (0, 1 + 𝜀
2 ) ∈ 𝐵𝜀 (0, 1) ∩ 𝑇𝑐 para todo 𝜀 > 0.

3. (1, 2) no es interior, adherente ni frontera.

no es interior porque (1, 2) ∉ 𝑇;

no es adherente porque 𝐵 1
10
(1, 2) ⊂ 𝑇𝑐 y entonces 𝐵 1

10
(1, 2) ∉ 𝑇;

no es frontera porque no es adherente.
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0.3.4. Interior, adherencia y frontera de un conjunto

Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛.

1. El interior de 𝐴 es el conjunto de todos los puntos interiores de 𝐴:

Int(𝐴) = { a ∈ ℝ𝑛
�� ∃ 𝜀 > 0 con 𝐵𝜀 (a) ⊆ 𝐴 } .

En particular, Int(𝐴) ⊆ 𝐴.

2. La adherencia o clausura de 𝐴 es el conjunto de todos los puntos adherentes de 𝐴:

𝐴 = { a ∈ ℝ𝑛
�� ∀ 𝜀 > 0, 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 ≠ ∅ } .

En particular, 𝐴 ⊆ 𝐴.

3. La frontera de 𝐴 es el conjunto de todos los puntos frontera de 𝐴:

Fr(𝐴) = { a ∈ ℝ𝑛
�� ∀ 𝜀 > 0, 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 ≠ ∅ y 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴𝑐 ≠ ∅ } .

En particular, Fr(𝐴) ⊆ 𝐴.

Teorema 0.10. Sea 𝐴 ⊂ ℝ𝑛. Se cumple:

Int(𝐴) ∩ Fr(𝐴) = ∅;

𝐴 = Int(𝐴) ∪ Fr(𝐴);

Ejemplo 0.11. Calcula el interior, la adherencia y la frontera de los siguientes conjuntos.

1. 𝐴 = [−2, 1)

a) Int(𝐴) = (−2, 1)
b) 𝐴 = [−2, 1]
c) Fr(𝐴) = { −2, 1 }

2. 𝐵 = 𝐵1(0, 0)

a) Int(𝐵) = 𝐵

b) 𝐵 = 𝐵1(0, 0)
c) Fr(𝐵) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� 𝑥2 + 𝑦2 = 1 }

3. 𝐶 = 𝐵1(0, 0)

a) Int(𝐶) = 𝐵1(0, 0)
b) 𝐶 = 𝐶

c) Fr(𝐶) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥2 + 𝑦2 = 1 }

4. 𝐷 = 𝐵∗
1(0, 0)

a) Int(𝐷) = 𝐷

b) 𝐷 = 𝐵1(0, 0)
c) Fr(𝐷) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� 𝑥2 + 𝑦2 = 1 } ∪ { (0, 0) }
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0.3.5. Conjuntos abiertos y cerrados

Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛.

1. Decimos que 𝐴 es abierto si todos sus puntos son interiores, es decir, si Int(𝐴) = 𝐴.

2. Decimos que 𝐴 es cerrado si su complementario 𝐴𝑐 es abierto.

Ejemplo 0.12. 1. ℝ𝑛 y ∅ son conjuntos abiertos y cerrados.

2. Toda bola abierta es un conjunto abierto.

3. Toda bola cerrada es un conjunto cerrado.

0.3.6. Punto de acumulación o aislado de un conjunto

Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛.

1. Decimos que a ∈ ℝ𝑛 es un punto de acumulación de 𝐴 si para todo 𝜀 > 0 se cumple 𝐵∗
𝜀 (a) ∩

𝐴 ≠ ∅. El conjunto de todos los puntos de acumulación de 𝐴 se denota por acc(𝐴).

2. Decimos que a ∈ ℝ𝑛 es un punto aislado de 𝐴 si existe 𝜀 > 0 tal que 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 = { a }. En
particular, a ∈ 𝐴. El conjunto de todos los puntos aislados de 𝐴 se denota por iso(𝐴).

Teorema 0.13. Sea 𝐴 ⊂ ℝ𝑛. Se cumple:

acc(𝐴) ∩ iso(𝐴) = ∅;

𝐴 = acc(𝐴) ∪ iso(𝐴);

Ejemplo 0.14. 1. En𝑊 = (−3, 2 ] ∪ { 5 }

a) 𝑥 = 5 es un punto aislado porque 𝐵1(5) ∩𝑊 = { 5 };

b) 𝑥 = −3 es un punto de acumulación porque si 0 < 𝜀 < 1 entonces −3 + 𝜀/2 ∈ 𝑊 ∩ 𝐵∗
𝜀 (−3) y

si 𝜀 ≥ 1 entonces 1 ∈𝑊 ∩ 𝐵∗
𝜀 (−3).

2. En 𝑇 = 𝐵1(0, 0) ∪ { (2,−1) }

a) (𝑥, 𝑦) = (2,−1) es un punto aislado porque 𝐵 1
2
(2,−1) ∩ 𝑇 = { (2,−1) };

b) (𝑥, 𝑦) = (0, 0) es un punto de acumulación porque si 0 < 𝜀 < 1 entonces (0, 𝜀/2) ∈ 𝑇 ∩
𝐵∗
𝜀 (0, 0) y si 𝜀 ≥ 1 entonces (0, 1/2) ∈ 𝑇 ∩ 𝐵∗

𝜀 (0, 0).

0.3.7. Conjunto acotado

Decimos que 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 está acotado si existe 𝜀 > 0 y a ∈ ℝ𝑛 tal que 𝐴 ⊆ 𝐵𝜀 (a).

Ejemplo 0.15. Determina si los siguientes conjuntos están acotados.

1. 𝐴 = [−1, 2) está acotado ya que 𝐴 ⊆ 𝐵4(0).

2. 𝐵 = [−𝜋, +∞) no está acotado ya que para cualquier radio 𝜀 > 0, el punto 2𝜀 ∈ 𝐵 pero 2𝜀 ∉ 𝐵𝜀 (0).

3. 𝐶 = 𝐵2(−3, 1) está acotado ya que 𝐶 ⊆ 𝐵3(−3, 1).

4. 𝐷 = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑦 = 𝑥2 } no está acotado ya que para cualquier radio 𝜀 > 0, el punto

(𝜀, 𝜀2) ∈ 𝐷 pero (𝜀, 𝜀2) ∉ 𝐵𝜀 (0, 0).
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0.4. Conceptos básicos sobre funciones de varias variables

0.4.1. Función de varias variables

Una función f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 es ley que a cada elemento x ∈ 𝐴 le hace corresponder un único
elemento y ∈ ℝ𝑚. Se denota y = f (x).
Si 𝑚 = 1 decimos que la función es escalar y si 𝑚 > 1 decimos que la función es vectorial.

Ejemplo 0.16. 1. Función de varias variables escalar que proporciona el área de un triángulo de base
𝑏 > 0 y altura ℎ > 0.

𝐴 : [0, +∞) × [0, +∞) −→ ℝ

𝐴(𝑏, ℎ) = 𝑏 · ℎ
2

2. Función vectorial de varias variables que proporciona el cambio de coordenadas polares a carte-
sianas en ℝ2.

F : [0, +∞) × [0, 2𝜋) −→ ℝ2

F(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)

Funciones componentes o coordenadas

Si 𝑚 > 1 y f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 podemos expresar

f (x) = ( 𝑓1(x), 𝑓2(x), . . . , 𝑓𝑚(x))

siendo 𝑓𝑖 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ para 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 las funciones componentes o funciones coordena-
das de f .

Ejemplo 0.17. Las funciones coordenadas de

F : [0, +∞) × [0, 2𝜋) −→ ℝ2

F(𝑟, 𝜃) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃)

son 𝐹1 : [0, +∞) × [0, 2𝜋) −→ ℝ con 𝐹1(𝑟, 𝜃) = 𝑟 cos(𝜃) y 𝐹2 : [0, +∞) × [0, 2𝜋) −→ ℝ con 𝐹2(𝑟, 𝜃) =
𝑟 sin(𝜃).

Dominio de 𝑓

Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚. El dominio de f es el subconjunto de ℝ𝑛 para el que la expresión de f
tiene sentido. Se denota por Dom(f).

Dom(f) = { x ∈ ℝ𝑛
�� ∃ 𝑓 (x) ∈ ℝ𝑚 } .

En general, escribiremos f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 sin especificar el dominio o f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 siendo
Dom(f) = 𝐴.

Si 𝑚 > 1, Dom(f) es la intersección de los dominios de todas las funciones componentes:

Dom(f) = Dom( 𝑓1) ∩ Dom( 𝑓2) ∩ · · · ∩ Dom( 𝑓𝑚) .

Ejemplo 0.18. Calcula y representa el dominio de las siguientes funciones.

1. 𝑓 : ℝ2 −→ ℝ con 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
√︁
𝑥2 − 𝑦. Entonces, Dom( 𝑓 ) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� 𝑥2 − 𝑦 ≥ 0 }.

2. 𝑔 : ℝ2 −→ ℝ con 𝑔(𝑥, 𝑦) = 1
𝑥2 + 𝑦2 . Entonces, Dom(𝑔) = ℝ2 \ { (0, 0) }.
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3. h : ℝ2 −→ ℝ3 con h(𝑥, 𝑦) = (log(𝑥 + 𝑦), √𝑥 + 𝑦, 0).

a) Si ℎ1(𝑥, 𝑦) = log(𝑥 + 𝑦), entonces Dom(ℎ1) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥 + 𝑦 > 0 }.

b) Si ℎ2(𝑥, 𝑦) =
√
𝑥 + 𝑦, entonces Dom(ℎ2) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2

�� 𝑥 + 𝑦 ≥ 0 }.
c) Si ℎ3(𝑥, 𝑦) = 0, entonces Dom(ℎ3) = ℝ2.

Entonces, Dom(h) = { (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2
�� 𝑥 + 𝑦 > 0 }.

𝑥

𝑦

Dom( 𝑓 )
𝑥

𝑦

Dom(𝑔)
𝑥

𝑦

Dom(h)

Imagen de 𝑓

Sea f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚. La imagen de f se define como

Im(f) = { y ∈ ℝ𝑚
�� ∃ x ∈ Dom(f) con f (x) = y } = { f (x) ∈ ℝ𝑚

�� x ∈ Dom(f) } .

Ejemplo 0.19. Calcula la imagen de las siguientes funciones.

1. La imagen de la función f : ℝ2 −→ ℝ2 dada por f(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2, 2𝑥) es Im(f) = [0, +∞) ×ℝ.

2. La imagen de la función 𝑓 : ℝ2 −→ ℝ dada por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = sin(𝑥 − 𝑦) es Im( 𝑓 ) = [−1, 1].

Composición de funciones

Sean f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y g : ℝ𝑚 −→ ℝ𝑘 tales que Im(f) ⊆ Dom(g). Se define la composición de f
con g como

g ◦ f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑘

(g ◦ f) (x) = g(f (x)) .

Observación 0.20. La composición de funciones no es conmutativa.

Ejemplo 0.21. Si f(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦, 𝑥 + 𝑧, 𝑧) y g(𝑥, 𝑦) = (𝑥 + 2, 𝑦2, 5), calcula:

1. (f ◦ g) (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥 + 2, 𝑦2, 5) = ( 𝑦2, 𝑥 + 7, 5).

2. (g ◦ f) (𝑥, 𝑦, 𝑧) no se puede calcular.

Función acotada

Sea 𝑚 = 1 y 𝑓 : ℝ𝑛 −→ ℝ. Decimos que 𝑓 está acotada si existe 𝑀 > 0 tal que

| 𝑓 (x) | ≤ 𝑀 para todo x ∈ Dom( 𝑓 ) .

Decimos que 𝑀 > 0 es una cota de 𝑓 .

Ejemplo 0.22. Determina si las siguientes funciones están acotadas.

1. 𝑓 : ℝ3 −→ ℝ con 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = sin(𝑥 + 2𝑦 + 𝑧2) está acotada por 1.

2. 𝑔 : ℝ2 −→ ℝ con 𝑔(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦 no está acotada.

3. ℎ : [−1, 2] × [0, 1] −→ ℝ con ℎ(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦 está acotada por 5.
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CAPÍTULO 0. CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES

Gráfica de f

Sea f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚. Se define la gráfica de f como

Graph(f) = { (x, f (x)) ∈ ℝ𝑛+𝑚 �� x ∈ Dom(f) } .

1. Si 𝑛 +𝑚 ≤ 3 se puede representar Graph(f) en el plano cartesiano ℝ2 o ℝ3.

2. Si 𝑛 +𝑚 > 3 no se puede representar.

Ejemplo 0.23. Representa Graph(f) de las siguientes funciones.

1. 𝑓 : ℝ −→ ℝ con 𝑓 (𝑥) = 𝑥2

𝑥

𝑦

Figura 6: Parábola

2. 𝑓 : ℝ2 −→ ℝ con 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2

Figura 7: Paraboloide elı́ptico

Conjuntos de nivel de 𝑓

Sea 𝑚 = 1 y sean 𝑓 : ℝ𝑛 −→ ℝ y 𝑘 ∈ ℝ. Se define el conjunto de nivel de 𝑓 a nivel 𝑘 como

𝑁𝑘 ( 𝑓 ) = { x ∈ Dom( 𝑓 )
�� 𝑓 (x) = 𝑘 } .

Si 𝑛 = 2 se llama curva de nivel y si 𝑛 = 3 se llama superficie de nivel.

Ejemplo 0.24. Calcula las curvas de nivel de las siguientes funciones.

1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 2

𝑥

𝑦

𝑘 = 1
𝑘 = 2
𝑘 = 3

Figura 8: Curvas de nivel de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦 + 2.

2. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 6𝑥

3. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2
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𝑥

𝑦

𝑘 = −13
𝑘 = −4
𝑘 = 0

Figura 9: Curvas de nivel de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑦 + 6𝑥 si 𝑘 ≥ −13.

𝑥

𝑦

𝑘 = 0
𝑘 = 1
𝑘 = 2

Figura 10: Curvas de nivel de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 si 𝑘 ≥ 0.
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Capı́tulo 1

Lı́mites y continuidad en varias variables

En este capı́tulo extendemos el concepto de lı́mite de 𝑓 : ℝ → ℝ a funciones en varias variables.

1.1. Definición de lı́mite

Definición 1.1. Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y sea a ∈ ℝ𝑛 un punto de acumulación de 𝐴. Decimos que
L ∈ ℝ𝑚 es el lı́mite de f cuando x tiende a a si para todo 𝜀 > 0 existe 𝛿 > 0 tal que si x ∈ Dom(f) y
0 < dist(x, a) < 𝛿, entonces dist(f(x), L) < 𝜀. Se denota lı́m

x→a
f(x) = L.

Se puede definir el concepto de lı́mite de manera equivalente como

lı́m
x→a

f (x) = L ⇔ ∀ 𝜀 > 0 , ∃ 𝛿 > 0 tal que si x ∈ Dom(f) y x ∈ 𝐵∗
𝛿(a), entonces f (x) ∈ 𝐵𝜀 (L) .

ℝ𝑛 ℝ𝑚

𝐴

𝐵𝛿 (a) 𝐵𝜀 (L)

f (𝐴)

f (x)

Es importante destacar que para calcular lı́m
x→a

𝑓 (x) no es necesario que a ∈ Dom(f), basta con que
a ∈ acc(Dom(f)).

1.1.1. Unicidad del lı́mite

Teorema 1.2. Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y sea a ∈ ℝ𝑛 un punto de acumulación de 𝐴. Si existe lı́m
x→a

f(x),
entonces dicho lı́mite es único.

1.1.2. Lı́mite de las funciones coordenadas

El siguiente resultado nos permite calcular el lı́mite de cualquier función f : ℝ𝑛 → ℝ𝑚 solo con
funciones escalares.

Teorema 1.3. Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y sea a ∈ ℝ𝑛 un punto de acumulación de 𝐴. Si f = ( 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚)
y L = (𝐿1, 𝐿2, . . . , 𝐿𝑚), entonces

lı́m
x→a

f(x) = L ⇔ lı́m
x→a

𝑓𝑖 (x) = 𝐿𝑖 ∀ 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 .

UNIVERSIDAD REY JUAN CARLOS
urjc.es

https://urjc.es
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A partir de ahora, y gracias a este teorema, podemos trabajar solo con funciones escalares.

Ejemplo 1.4. Comprueba el valor de los siguientes lı́mites utilizando la definición.

1. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(1,2)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 3 siendo 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦. Como (1, 2) ∈ acc(Dom( 𝑓 )) = acc(ℝ2) = ℝ2,

podemos calcular el lı́mite.

Dado 𝜀 > 0, elegimos 𝛿 = 𝜀/2 > 0. Entonces, para (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 con 0 < dist((𝑥, 𝑦), (1, 2)) < 𝛿, es
decir, 0 <

√︁
(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 𝛿, se cumple

| 𝑓 (𝑥, 𝑦) − 3| = |𝑥 + 𝑦 − 3| = | (𝑥 − 1) + ( 𝑦 − 2) | ≤ |𝑥 − 1| + | 𝑦 − 2| =
√︁
(𝑥 − 1)2 +

√︁
( 𝑦 − 2)2

≤
√︁
(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 +

√︁
(𝑥 − 1)2 + ( 𝑦 − 2)2 < 2𝛿 = 𝜀 .

2. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 siendo 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑥3

𝑥2 + 𝑦2 . Como (0, 0) ∈ acc(Dom( 𝑓 )) = acc(ℝ2 \

{ (0, 0) }) = ℝ2, podemos calcular el lı́mite.

Dado 𝜀 > 0, elegimos 𝛿 = 𝜀 > 0. Entonces, para (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 con 0 < dist((𝑥, 𝑦), (0, 0)) < 𝛿, es
decir, 0 <

√︁
𝑥2 + 𝑦2 < 𝛿, se cumple

| 𝑓 (𝑥, 𝑦) − 0| =
���� 𝑥3

𝑥2 + 𝑦2

���� = |𝑥 | 𝑥2

𝑥2 + 𝑦2 ≤ |𝑥 | 𝑥
2 + 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 = |𝑥 | =
√
𝑥2 ≤

√︁
𝑥2 + 𝑦2 < 𝛿 = 𝜀 .

3. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1 siendo 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥2( 𝑦 + 1) + 𝑦2

2𝑥2 + 𝑦2 . Como (0, 0) ∈ acc(Dom( 𝑓 )) = acc(ℝ2 \

{ (0, 0) }) = ℝ2, podemos calcular el lı́mite.

Dado 𝜀 > 0, elegimos 𝛿 = 𝜀 > 0. Entonces, para (𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 con 0 < dist((𝑥, 𝑦), (0, 0)) < 𝛿, es
decir, 0 <

√︁
𝑥2 + 𝑦2 < 𝛿, se cumple

| 𝑓 (𝑥, 𝑦) − 1| =
����2𝑥2( 𝑦 + 1) + 𝑦2

2𝑥2 + 𝑦2 − 1
���� = | 𝑦 | 2𝑥2

2𝑥2 + 𝑦2 ≤ | 𝑦 |2𝑥
2 + 𝑦2

2𝑥2 + 𝑦2 = | 𝑦 | ≤
√︁
𝑦2 + 𝑥2 < 𝛿 = 𝜀 .

1.2. Cálculo de lı́mites

Dada una función 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y a ∈ Int(𝐴), si 𝑓 es una función elemental (polinomio,
exponencial, logaritmo, trigonométrica, etc.) entonces,

lı́m
x→a

𝑓 (x) = 𝑓 (a) .

1.2.1. Aritmética de lı́mites

Proposición 1.5. Sean 𝑓 , 𝑔 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y sea a ∈ acc(𝐴). Si lı́m
x→a

𝑓 (x) = 𝐹 y lı́m
x→a

𝑔(x) = 𝐺, entonces

1. lı́m
x→a

𝛼 𝑓 (x) = 𝛼𝐹 para todo 𝛼 ∈ ℝ.

2. lı́m
x→a

( 𝑓 (x) + 𝑔(x)) = 𝐹 + 𝐺.

3. lı́m
x→a

𝑓 (x)𝑔(x) = 𝐹𝐺.

4. lı́m
x→a

𝑓 (x)
𝑔(x) =

𝐹

𝐺
si 𝐺 ≠ 0.

5. lı́m
x→a

| 𝑓 (x) | = |𝐹 |.
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6. Si además existe 𝜀 > 0 tal que 𝑓 (x) < 𝑔(x) para 𝑥 ∈ 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴, entonces 𝐹 ≤ 𝐺.

Ejemplo 1.6. Calcula los siguientes lı́mites.

1. lı́m
(𝑥, 𝑦,𝑧)→(1,0,2)

(
𝑒𝑥 − log 𝑧

)
= 𝑒 − log 2

2. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

sin 𝑥
cos 𝑦

= 0

3. lı́m
(𝑥, 𝑦,𝑧)→(0,2,0)

(𝑥2 + 𝑦)𝑒𝑧 = 2

1.2.2. Criterio del sándwich en ℝ𝑛

Además de la definición, un resultado que nos permite comprobar el valor de un lı́mite de una
función escalar de varias variables es el criterio del sándwich:

Teorema 1.7. Sean 𝑓 , 𝑔, ℎ : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y sea a ∈ acc(𝐴). Si existe 𝜀 > 0 tal que 𝑓 (x) ≤ 𝑔(x) ≤ ℎ(x)
para 𝑥 ∈ 𝐵𝜀 (a) ∩ 𝐴 y además existen lı́m

x→a
𝑓 (x) = lı́m

x→a
ℎ(x) = 𝐿, entonces existe lı́m

x→a
𝑔(x) = 𝐿.

Corolario 1.8. Sean 𝑓 , 𝑔 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y sea a ∈ acc(𝐴). Si 𝑓 (x) es una función acotada en una bola
centrada en a ∈ ℝ𝑛 y lı́m

x→a
𝑔(x) = 0, entonces existe lı́m

x→a
𝑓 (x)𝑔(x) = 0.

Enunciamos a continuación una versión más práctica del criterio del sándwich.

Corolario 1.9. Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y sea a ∈ acc(𝐴). Si 0 ≤
�� 𝑓 (x) − 𝐿

�� < 𝑔(x) y lı́m
x→a

𝑔(x) = 0,
entonces lı́m

x→a
𝑓 (x) = 𝐿.

Ejemplo 1.10. Utiliza el criterio del sándwich para probar los siguientes lı́mites.

1. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥2

2
sin

𝜋

𝑥
= 0.

Como −𝑥2

2 ≤ 𝑥2

2 sin 𝜋
𝑥 ≤ 𝑥2

2 y lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

−𝑥2

2 = lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥2

2 = 0, entonces, por el criterio del

sándwich, lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥2

2 sin 𝜋
𝑥 = 0.

2. lı́m
(𝑥, 𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑥3 − 𝑦7

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 = 0.

Acotamos la función���� 𝑥3 − 𝑦7

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2

���� ≤ |𝑥 |3 + | 𝑦 |7
𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 = |𝑥 | 𝑥2

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 + | 𝑦 |3 𝑦4

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2

≤ |𝑥 | 𝑥
2 + 𝑦4 + 𝑧2

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 + | 𝑦 |3 𝑦
4 + 𝑥2 + 𝑧2

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 = |𝑥 | + | 𝑦 |3 ,

es decir,

−(|𝑥 | + | 𝑦 |3) ≤ 𝑥3 − 𝑦7

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 ≤ |𝑥 | + | 𝑦 |3

con
lı́m

(𝑥, 𝑦,𝑧)→(0,0,0)
−(|𝑥 | + | 𝑦 |3) = lı́m

(𝑥, 𝑦,𝑧)→(0,0,0)
( |𝑥 | + | 𝑦 |3) = 0 .

Entonces, por el criterio del sándwich, lı́m
(𝑥, 𝑦,𝑧)→(0,0,0)

𝑥3 − 𝑦7

𝑥2 + 𝑦4 + 𝑧2 = 0.
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3. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(1,0)

𝑦3

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 0

Como 0 ≤
���� 𝑦3

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 − 0
���� = | 𝑦 | 𝑦2

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 ≤ | 𝑦 | con lı́m
(𝑥, 𝑦)→(1,0)

| 𝑦 | = 0 ,

entonces, por el criterio del sándwich, lı́m
(𝑥, 𝑦)→(1,0)

𝑦3

(𝑥 − 1)2 + 𝑦2 = 0.

1.3. Cálculo de lı́mites en ℝ2

Si restringimos el cálculo de lı́mites a funciones 𝑓 : ℝ2 → ℝ, tenemos el siguiente resultado que
utiliza un cambio a coordenadas polares.

1.3.1. Criterio de la función mayorante (cambio a polares)

Teorema 1.11. Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ2 −→ ℝ y sea (𝑎, 𝑏) ∈ acc(𝐴). Entonces,

lı́m
(𝑥, 𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝐿 ⇔
�� 𝑓 (𝑎 + 𝑟 cos 𝜃, 𝑏 + 𝑟 sin 𝜃) − 𝐿

�� ≤ 𝐹 (𝑟) con lı́m
𝑟→0+

𝐹 (𝑟) = 0 .

Observación 1.12. La función 𝐹 (𝑟) no depende del ángulo 𝜃.

Ejemplo 1.13. Comprueba el valor del siguiente lı́mite utilizando el criterio de la función mayorante.

1. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 con 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 .

Como

| 𝑓 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) − 0| =
����2𝑟3 cos3 𝜃 + 𝑟3 sin3 𝜃

𝑟2(cos2 𝜃 + sin2 𝜃)

���� ≤ 2𝑟3 | cos3 𝜃| + 𝑟3 | sin3 𝜃|
𝑟2 ≤ 2𝑟 + 𝑟 = 3𝑟 ,

y lı́m
𝑟→0+

3𝑟 = 0, entonces, por el criterio de la función mayorante, lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0.

1.3.2. Lı́mite direccional o lı́mite por curvas

Definición 1.14. Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ2 −→ ℝ y sea (𝑎, 𝑏) ∈ acc(𝐴). Si 𝑔(𝑥) es una función continua tal que
𝑔(𝑎) = 𝑏, se define el lı́mite direccional de 𝑓 en el punto (𝑎, 𝑏) y la curva 𝑦 = 𝑔(𝑥) como

lı́m
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑔(𝑥)) .

𝑏

𝑎
𝑥

𝑦

𝐴

Análogamente, si ℎ( 𝑦) es una función continua tal que 𝑎 = ℎ(𝑏), se define el lı́mite direccional
de 𝑓 en el punto (𝑎, 𝑏) y la curva 𝑥 = ℎ( 𝑦) como

lı́m
𝑦→𝑏

𝑓 (ℎ( 𝑦), 𝑦) .
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Ejemplo 1.15. Calcula el lı́mite direccional de 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑦

𝑥 + 2𝑦 − 1
en el punto (1, 0) con la curva

𝑔(𝑥) = 𝑥 − 1.

lı́m
𝑥→1

𝑓 (𝑥, 𝑔(𝑥)) = lı́m
𝑥→1

𝑥 − 1
𝑥 + 2(𝑥 − 1) − 1

= lı́m
𝑥→1

𝑥 − 1
3(𝑥 − 1) =

1
3
.

Proposición 1.16. Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ2 −→ ℝ y sea (𝑎, 𝑏) ∈ acc(𝐴). Sean 𝑔1 y 𝑔2 dos funciones continuas
tales que 𝑔𝑖 (𝑎) = 𝑏 (para 𝑖 = 1, 2) con

lı́m
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑔1(𝑥)) = 𝐿1 y lı́m
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑔2(𝑥)) = 𝐿2 .

Si 𝐿1 ≠ 𝐿2, entonces no existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓 (𝑥, 𝑦).

El mismo resultado es cierto con curvas 𝑥 = ℎ( 𝑦).

Ejemplo 1.17. Comprueba, utilizando únicamente lı́mites direccionales, que los lı́mites en el origen de
las siguientes funciones no existen.

1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦

𝑥 + 2𝑦
.

Tomamos la curva 𝑔𝑚(𝑥) = 𝑚𝑥 con 𝑚 ∈ ℝ y 𝑚 ≠ −1
2 . Como 𝑔𝑚(0) = 0 podemos calcular el lı́mite

direccional
lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑔𝑚(𝑥)) =
𝑚𝑥

𝑥 + 2𝑚𝑥
= lı́m

𝑥→0

𝑚

1 + 2𝑚
.

Para cada valor de 𝑚 ∈ ℝ con 𝑚 ≠ − 1/2 obtenemos un lı́mite direccional distinto. Entonces, por la
unicidad del lı́mite, no existe lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓 (𝑥, 𝑦).

2. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥3

𝑥2 − 𝑦
.

Tomamos primero la curva 𝑔1(𝑥) = 𝑥 que verifica 𝑔1(0) = 0. El lı́mite direccional es

lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑔1(𝑥)) = lı́m
𝑥→0

𝑥3

𝑥2 − 𝑥
= lı́m

𝑥→0

𝑥2

𝑥 − 1
=

0
0 − 1

= 0 .

Ahora, utilizando la curva 𝑔2(𝑥) = 𝑥2 − 𝑥3, que también cumple 𝑔2(0) = 0, obtenemos el lı́mite
direccional

lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑔2(𝑥)) = lı́m
𝑥→0

𝑥3

𝑥2 − (𝑥2 − 𝑥3) = lı́m
𝑥→0

𝑥3

𝑥3 = lı́m
𝑥→0

1 = 0 .

Como hemos obtenido dos lı́mites direccionales distintos, por la unicidad del lı́mite deducimos que
no existe lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓 (𝑥, 𝑦).

1.3.3. Lı́mites iterados

Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ2 −→ ℝ y sea (𝑎, 𝑏) ∈ ℝ2 un punto de acumulación de 𝐴. Se definen, si existen, los
lı́mites iterados de la forma

𝐿1 = lı́m
𝑥→𝑎

(
lı́m
𝑦→𝑏

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)

y 𝐿2 = lı́m
𝑦→𝑏

(
lı́m
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑦)
)
.

Ejemplo 1.18. Calcula los lı́mites iterados de lı́m
(𝑥, 𝑦)→(1,2)

𝑦(𝑥 − 1)2

𝑥 + 𝑦

𝐿1 = lı́m
𝑥→1

(
lı́m
𝑦→2

𝑦(𝑥 − 1)2

𝑥 + 𝑦

)
= lı́m

𝑥→1

2(𝑥 − 1)2

𝑥 + 2
= 0 ,

𝐿2 = lı́m
𝑦→2

(
lı́m
𝑥→1

𝑦(𝑥 − 1)2

𝑥 + 𝑦

)
= lı́m

𝑦→2

0
1 + 𝑦

= lı́m
𝑦→2

0 = 0 ,
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𝑏

𝑎 𝑥

𝑦

𝐴

ℎ( 𝑦) = lı́m
𝑥→𝑎

𝑓 (𝑥, 𝑦)

lı́m
𝑦→𝑏

ℎ( 𝑦)

En el siguiente resultado mostramos la relación entre los lı́mites iterados y el lı́mite de la función.

Proposición 1.19. Sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ2 −→ ℝ y sea (𝑎, 𝑏) ∈ acc(𝐴). Entonces,

1. Si existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝐿, pueden existir los lı́mites iterados 𝐿1 y 𝐿2. En caso de existir alguno

de ellos, coinciden con el valor de 𝐿.

2. Si existen los lı́mites iterados 𝐿1 y 𝐿2 y además 𝐿1 ≠ 𝐿2, entonces no existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓 (𝑥, 𝑦).

3. Si existen los lı́mites iterados 𝐿1 y 𝐿2 y además 𝐿1 = 𝐿2, entonces puede existir lı́m
(𝑥, 𝑦)→(𝑎,𝑏)

𝑓 (𝑥, 𝑦).
En caso de que exista, su valor coincide con 𝐿1 = 𝐿2.

Ejemplo 1.20. Determina el valor de los siguientes lı́mites (si existen) calculando previamente los lı́mites
iterados.

1. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

Comenzamos calculando los lı́mites iterados.

𝐿1 = lı́m
𝑥→0

(
lı́m
𝑦→0

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

)
= lı́m

𝑥→0

𝑥2

𝑥2 = 1 ,

𝐿2 = lı́m
𝑦→0

(
lı́m
𝑥→0

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

)
= lı́m

𝑦→0

−𝑦2

𝑦2 = −1 .

Existen los dos lı́mites iterados pero son distintos, por lo tanto, no existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥2 − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2 .

2. lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2

Comenzamos calculando los lı́mites iterados.

𝐿1 = lı́m
𝑥→0

(
lı́m
𝑦→0

𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
= lı́m

𝑥→0

0
𝑥2 = 0 ,

𝐿2 = lı́m
𝑦→0

(
lı́m
𝑥→0

𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
= lı́m

𝑦→0

0
𝑦2 = 0 .

Existen los dos lı́mites iterados y coinciden, por lo tanto, si existe, el lı́mite tiene ser 𝐿1 = 𝐿2 = 0.

Utilizamos la recta 𝑔(𝑥) = 𝑥, que verifica 𝑔(0) = 0, para calcular el lı́mite direccional

lı́m
𝑥→0

𝑥𝑥

𝑥2 + 𝑥2 = lı́m
𝑥→0

𝑥2

2𝑥2 =
1
2
.

Como el lı́mite direccional no coincide con los lı́mites iterados, por la unicidad del lı́mite deducimos
que no existe lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2 .
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3) lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑦 sin
𝜋

𝑥

Comenzamos calculando los lı́mites iterados.

𝐿1 = lı́m
𝑥→0

(
lı́m
𝑦→0

𝑦 sin
𝜋

𝑥

)
= lı́m

𝑥→0
0 = 0 ,

y como no existe lı́m
𝑥→0

𝑦 sin 𝜋/𝑥, no existe 𝐿2. sin embargo, como lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑦 = 0 y sin 𝜋/𝑥 es una

función acotada, por el corolario del criterio del sándwich deducimos que

lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑦 sin
𝜋

𝑥
= 0 .

1.4. Continuidad

Definición 1.21. Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y sea a ∈ 𝐴. Decimos que f es continua en a ∈ 𝐴 si existe
lı́m
x→a

f(x) = f(a). Es decir,

f es continua en a ∈ 𝐴 ⇔ ∀ 𝜀 > 0 , ∃ 𝛿 > 0 tal que si x ∈ 𝐵𝛿(a), entonces f(x) ∈ 𝐵𝜀 (f(a)) .

Observación 1.22. Si a ∈ 𝐴 es punto aislado de 𝐴, entonces f es continua en a ∈ 𝐴.

Observación 1.23. Decimos que f es continua en 𝐴 si f es continua en a para todo a ∈ 𝐴.

1.4.1. Continuidad de las funciones coordenadas

Al igual que ocurre con el cálculo de lı́mites, podemos trabajar únicamente con funciones esca-
lares gracias al siguiente resultado.

Teorema 1.24. Sea f : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y sea a ∈ 𝐴. Si f = ( 𝑓1, 𝑓2, . . . , 𝑓𝑚), entonces

f es continua en a ∈ 𝐴 ⇔ 𝑓𝑖 es continua en a ∈ 𝐴 para todo 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑚 .

1.4.2. Continuidad de las funciones elementales

Dada una función 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y a ∈ 𝐴, si 𝑓 es una función elemental (polinomio, exponen-
cial, logaritmo, trigonométrica, etc.), entonces 𝑓 es continua en a ∈ 𝐴.

1.4.3. Aritmética de funciones continuas

Proposición 1.25. Sean 𝑓 , 𝑔 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y a ∈ 𝐴. Si 𝑓 y 𝑔 son funciones continuas en a ∈ 𝐴,
entonces

1. 𝛼 𝑓 es continua en a ∈ 𝐴 para todo 𝛼 ∈ ℝ.

2. 𝑓 + 𝑔 es continua en a ∈ 𝐴.

3. 𝑓𝑔 es continua en a ∈ 𝐴.

4.
𝑓

𝑔
es continua en a ∈ 𝐴 si 𝑔(a) ≠ 0.

5. | 𝑓 | es continua en a ∈ 𝐴.
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1.4.4. Composición de funciones continuas

Proposición 1.26. Sean f : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑚 y g : ℝ𝑚 −→ ℝ𝑘 con Im(f) ⊆ Dom(g). Si f es continua en
a ∈ Dom(f) y g es continua en f(a) ∈ Dom(g), entonces g ◦ f es continua en a ∈ Dom(g ◦ f).

Ejemplo 1.27. Las siguientes funciones son continuas en todo su dominio.

1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥
2+𝑦2

2. 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = cos 𝑥
sin(𝑧2) + 3

3. 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 7)𝑒2𝑦

1.4.5. Estudio de la continuidad de una función definida a trozos

Ejemplo 1.28. Estudia la continuidad de la siguiente función en todo su dominio.

1. 𝑓 (𝑥, 𝑦) =


2 sin 𝑥 sin 𝑦

𝑥2 + 𝑦2 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) .

𝑓 es continua en ℝ2 \ { (0, 0) } por estar definida como un cociente de funciones continuas con
denominador no nulo.

𝑓 es continua en (0, 0) si y solo si existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (0, 0) = 0.

Calculamos el lı́mite direccional con 𝑔(𝑥) = 𝑥, que verifica 𝑔(0) = 0:

lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑔(𝑥)) = lı́m
𝑥→0

2 sin 𝑥 sin 𝑥
𝑥2 + 𝑥2 = lı́m

𝑥→0

(
sin 𝑥
𝑥

)2
= 1 . (Infinitésimos equivalentes)

Entonces, si existiese el lı́mite deberı́a ser 1, por lo tanto, la función no puede ser continua en el
origen.
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Capı́tulo 2

Diferenciabilidad: nociones
fundamentales

Antes de definir el concepto de función en varias variables diferenciable es necesario introducir
los conceptos que se muestran a continuación.

2.1. Derivadas parciales

En esta sección se definirá el concepto de derivada parcial de una función en varias variables
𝑓 y se dará su interpretación geométrica a fin de entender su significado.

Comenzaremos por el caso más sencillo, funciones de dos variables para luego generalizar a
funciones de 3 o más variables.

Definición 2.1. Derivadas parciales de una función de dos variables en un punto
Sea 𝑓 una función de dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2 y sea (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Se define:

la derivada parcial de 𝑓 respecto de 𝑥 en (𝑥0, 𝑦0), que se denota 𝜕 𝑓
𝜕𝑥

����
(𝑥0, 𝑦0 )

≡ 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) ≡

𝜕𝑥 𝑓 (𝑥0, 𝑦0), como
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

����
(𝑥0, 𝑦0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

; (2.1)

la derivada parcial de 𝑓 respecto de 𝑦 en (𝑥0, 𝑦0), que se denota 𝜕 𝑓
𝜕𝑦

���
(𝑥0, 𝑦0 )

≡ 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) ≡
𝜕𝑦 𝑓 (𝑥0, 𝑦0), como

𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥0, 𝑦0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

. (2.2)

Como se puede observar a partir de la definición, el proceso de derivación parcial con respecto
a una de las variables (𝑥 o 𝑦) implica que la otra se considera constante (𝑦 o 𝑥).

Ejemplo 2.2. Cálculo de derivadas parciales de funciones de dos variables en un punto
Calcular las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, de la función 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 6𝑥 + 3𝑦 − 7 en el punto (1, 1):

𝑓𝑥 (1, 1) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (1 + ℎ, 1) − 𝑓 (1, 1)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

6(1 + ℎ) + 3 · 1 − 7 − 2
ℎ

= lı́m
ℎ→0

6ℎ
ℎ

= 6

𝑓𝑦 (1, 1) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (1, 1 + ℎ) − 𝑓 (1, 1)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

6 · 1 + 3(1 + ℎ) − 7 − 2
ℎ

= lı́m
ℎ→0

3ℎ
ℎ

= 3
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Ejemplo 2.3. Cálculo de derivadas parciales de funciones de dos variables en un punto
Calcular las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, de la función 𝑓 (𝑥, 𝑦) =

√︁
𝑥2 + 𝑦2 en el punto (−2, 1):

𝑓𝑥 (−2, 1) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (−2 + ℎ, 1) − 𝑓 (−2, 1)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

√︁
(−2 + ℎ)2 + 12 −

√
5

ℎ

= lı́m
ℎ→0

(
√︁
(ℎ − 2)2 + 1 −

√
5) (

√︁
(ℎ − 2)2 + 1 +

√
5)

ℎ(
√︁
(ℎ − 2)2 + 1 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

(ℎ − 2)2 + 1 − 5
ℎ(

√︁
(ℎ − 2)2 + 1 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

ℎ(ℎ − 4)
ℎ(

√︁
(ℎ − 2)2 + 1 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

ℎ − 4√︁
(ℎ − 2)2 + 1 +

√
5

=
−4

2
√

5
= − 2

√
5

𝑓𝑦 (−2, 1) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (−2, 1 + ℎ) − 𝑓 (−2, 1)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

√︁
(−2)2 + (1 + ℎ)2 −

√
5

ℎ

= lı́m
ℎ→0

(
√︁

4 + (1 + ℎ)2 −
√

5) (
√︁

4 + (1 + ℎ)2 +
√

5)
ℎ(

√︁
4 + (1 + ℎ)2 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

4 + (1 + ℎ)2 − 5
ℎ(

√︁
4 + (1 + ℎ)2 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

ℎ(ℎ + 2)
ℎ(

√︁
4 + (1 + ℎ)2 +

√
5)

= lı́m
ℎ→0

ℎ + 2√︁
4 + (1 + ℎ)2 +

√
5

=
2

2
√

5
=

1
√

5

Para la interpretación geométrica de las derivadas parciales consideramos la gráfica de la fun-
ción 𝑓 , una superficie de ecuación 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) (ver Figuras 2.1 y 2.2).

𝑓𝑥 : Intersección del plano 𝑦 = 𝑦0 (𝑦 constante) con la gráfica de 𝑓 , 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) que da como
resultado una curva (1) que satisface ambas ecuaciones. En este caso, 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) representa la
pendiente de la recta tangente a la curva intersección (1) en el punto (𝑥0, 𝑦0).
Por tanto, 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) cuantifica cuánto cambia 𝑓 cuando 𝑥 cambia (permaneciendo 𝑦 constan-
te) en el punto (𝑥0, 𝑦0).

𝑓𝑦 : Intersección del plano 𝑥 = 𝑥0 (𝑥 constante) con la gráfica de 𝑓 , 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) que da como
resultado una curva (2) que satisface ambas ecuaciones. En este caso, 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) representa la
pendiente de la recta tangente a la curva intersección (2) en el punto (𝑥0, 𝑦0).
Por tanto, 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) cuantifica cuánto cambia 𝑓 cuando 𝑦 cambia (permaneciendo 𝑥 constan-
te) en el punto (𝑥0, 𝑦0).

Cuando se trata de calcular las funciones derivada parcial de una función 𝑓 en dos variables, 𝑓𝑥
y 𝑓𝑦, se aplicarán las reglas de derivación ordinaria teniendo en cuenta que

𝑔(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦 = cte) ⇒ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦 = cte) = 𝑔′(𝑥);

ℎ( 𝑦) = 𝑓 (𝑥 = cte, 𝑦) ⇒ 𝑓𝑦 (𝑥 = cte, 𝑦) = ℎ′( 𝑦).

Ejemplo 2.4. Cálculo de las funciones derivada parcial de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 5𝑥 𝑦2 − 3𝑦 sin(𝜋𝑥)

Calcular 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦.

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

= 5𝑦2 − 3𝜋𝑦 cos(𝜋𝑥)

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

= 10𝑥 𝑦 − 3 sin(𝜋𝑥)
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Figura 2.1: Interpretación geométrica
de 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)

Figura 2.2: Interpretación geométrica
de 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)

Ejemplo 2.5. Cálculo de las funciones derivada parcial de una función en dos variables
Calcular 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 con 𝑓 dada por

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 arctan
( 𝑦
𝑥

)
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =

𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

= 𝑦
− 𝑦

𝑥2

1 +
( 𝑦
𝑥

)2 = − 𝑦2

𝑥2
1

𝑥2+𝑦2

𝑥2

= − 𝑦2

𝑥2 + 𝑦2

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

= arctan
( 𝑦
𝑥

)
+ 𝑦

1
𝑥

1 +
( 𝑦
𝑥

)2 = arctan
( 𝑦
𝑥

)
+ 𝑦

𝑥

1
𝑥2+𝑦2

𝑥2

= arctan
( 𝑦
𝑥

)
+ 𝑦𝑥

𝑥2 + 𝑦2

Ejemplo 2.6. Cálculo de las funciones derivada parcial de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒−𝑥 𝑦 − log
(
𝑥 + 𝑦2

)
Se pide:

1. Calcular 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦

2. Evaluar 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 en el punto (1, 2)

1. Cálculo de 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

= −𝑦𝑒−𝑥 𝑦 − 1
𝑥 + 𝑦2

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

= −𝑥𝑒−𝑥 𝑦 − 2𝑦
𝑥 + 𝑦2

2. A continuación procedemos a evaluar ambas funciones en el punto (1, 2),

𝑓𝑥 (1, 2) = −2𝑒−1·2 − 1
1 + 22 = −10 + 𝑒2

5𝑒2 , 𝑓𝑦 (1, 2) = −1𝑒−1·2 − 2 · 2
1 + 22 = −5 + 4𝑒2

5𝑒2

Otra forma de calcular las derivadas parciales en el punto (1, 2) es a partir de su definición formal
a través del lı́mite dado por las ecuaciones (2.1) y (2.2).
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Ejemplo 2.7. Cálculo de las funciones derivada parcial de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
√

3

√︁
24 − 2𝑥2 − 𝑦2

y el plano 𝑥 = 2. Calcular la pendiente de la recta tangente a la curva intersección de ambas superficies
en el punto (2, 2, 2).

La pendiente de la curva intersección viene dada en este caso por 𝑓𝑦 evaluada en el punto (2, 2, 2).
Ası́ pues, en primer lugar procedemos al cálculo de la función derivada parcial, 𝑓𝑦,

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

=
1
√

3
−4𝑥

2
√︁

24 − 2𝑥2 − 𝑦2
=

2
√

3
−𝑥√︁

24 − 2𝑥2 − 𝑦2

Tras su cálculo, posteriormente evaluar 𝑓𝑦 en el punto (2, 2, 2), i.e.,

𝑓𝑦 (2, 2, 2) =
2
√

3
−2

√
24 − 2 · 22 − 22

= −2
3

Figura 2.3: Recta tangente a la curva intersección de la gráfica de 𝑓 con el plano 𝑥 = 2

Sin embargo, en ciertos casos se hace necesario calcular las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, en un
punto concreto haciendo uso de su definición formal dada por las ecuaciones (2.1) y (2.2), como es
el caso de las funciones definidas a trozos.

Ejemplo 2.8. Cálculo de derivadas parciales de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
{
𝑥 (𝑥2− 𝑦2 )
𝑥2+𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

0, (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
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Para cualquier punto distinto del origen tenemos que

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

=
[(𝑥2 − 𝑦2) + 𝑥2𝑥] (𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥(𝑥2 − 𝑦2)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
(3𝑥2 − 𝑦2) (𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥2(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

=
𝑥4 + 4𝑥2 𝑦2 − 𝑦4

(𝑥2 + 𝑦2)2

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

=
−2𝑥 𝑦(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥(𝑥2 − 𝑦2)2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
−2𝑥 𝑦(𝑥2 + 𝑦2) − 2𝑥 𝑦(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

=
−4𝑥3 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2

Para calcular 𝑓𝑥 (0, 0) y 𝑓𝑦 (0, 0) debemos de hacer uso de la definición formal dada por las ecuaciones
(2.1) y (2.2). Ası́,

𝑓𝑥 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

(0+ℎ) ( (0+ℎ)2−02 )
(0+ℎ)2+02 − 0

ℎ
= lı́m

ℎ→0

ℎ3

ℎ2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

ℎ3

ℎ3 = 1

𝑓𝑦 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0, 0 + ℎ) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

0(02−(0+ℎ)2 )
02+(0+ℎ)2 − 0

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0· (−ℎ2 )
ℎ2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0
ℎ3 = 0

Luego las derivadas parciales de 𝑓 resultan

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
{
𝑥4+4𝑥2 𝑦2− 𝑦4

(𝑥2+𝑦2 )2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
1, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
{ −4𝑥3 𝑦

(𝑥2+𝑦2 )2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

El concepto de derivada parcial se puede extender a funciones en tres y más variables.

Definición 2.9. Derivadas parciales de una función en 𝑛 variables
Sea 𝑓 una función en 𝑛 variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ𝑛 y sea x(0) =

(
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(0)
2 , . . . , 𝑥

(0)
𝑛

)
∈ 𝐷. Se define

la derivada parcial de 𝑓 respecto de la 𝑖-ésima variable, 𝑥𝑖 , como

𝑓𝑥𝑖

(
x(0)

)
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑖

���
x(0)

= lı́m
ℎ→0

𝑓
(
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(0)
2 , . . . , 𝑥

(0)
𝑖 + ℎ, 𝑥 (0)𝑖+1 , . . . , 𝑥

(0)
𝑛

)
ℎ

(2.3)

si este lı́mite existe.

En particular, si 𝑓 es una función en tres variables, {𝑥, 𝑦, 𝑧}, con dominio 𝐷 ⊆ ℝ3, entonces las
derivadas parciales de 𝑓 respecto de 𝑥, 𝑦, 𝑧 en el punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) ∈ 𝐷 vienen dadas por

𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥0, 𝑦0,𝑧0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0 + ℎ, 𝑦0, 𝑧0)
ℎ

𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥0, 𝑦0,𝑧0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ, 𝑧0)
ℎ

𝑓𝑧 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑧

���
(𝑥0, 𝑦0,𝑧0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0 + ℎ)
ℎ

si los lı́mites existen.
Análogamente, cuando se trata de calcular las funciones derivada parcial de una función 𝑓 en

tres variables, 𝑓𝑥, 𝑓𝑦 y 𝑓𝑧, se aplicarán las reglas de derivación ordinaria teniendo en cuenta que
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𝑔1(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦 = cte, 𝑧 = cte) ⇒ 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦 = cte, 𝑧 = cte) = 𝑔′
1(𝑥)

𝑔2( 𝑦) = 𝑓 (𝑥 = cte, 𝑦, 𝑧 = cte) ⇒ 𝑓𝑦 (𝑥 = cte, 𝑦, 𝑧 = cte) = 𝑔′
2( 𝑦)

𝑔3(𝑧) = 𝑓 (𝑥 = cte, 𝑦 = cte, 𝑧) ⇒ 𝑓𝑧 (𝑥 = cte, 𝑦 = cte, 𝑧) = 𝑔′
3(𝑧)

Ejemplo 2.10. Cálculo de de las funciones derivadas parciales de una función en tres variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑦𝑧 cos 𝑥 + log
(
𝑥

𝑦𝑧

)
Se pide:

1. Calcular 𝑓𝑥, 𝑓𝑦 y 𝑓𝑧

2. Evaluar 𝑓𝑥, 𝑓𝑦 y 𝑓𝑧 en el punto (1, 1, 1)

1. Procedemos al cálculo de las derivadas parciales

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦,𝑧)

= −𝑒𝑦𝑧 sin 𝑥 +
1
𝑦𝑧

𝑥
𝑦𝑧

= −𝑒𝑦𝑧 sin 𝑥 + 1
𝑥

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦,𝑧)

= 𝑧𝑒𝑦𝑧 cos 𝑥 +
− 𝑥

𝑦2𝑧
𝑥
𝑦𝑧

= 𝑧𝑒𝑦𝑧 cos 𝑥 − 1
𝑦

𝑓𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
𝜕 𝑓

𝜕𝑧

���
(𝑥, 𝑦,𝑧)

= 𝑦𝑒𝑦𝑧 cos 𝑥 +
− 𝑥

𝑦𝑧2

𝑥
𝑦𝑧

= 𝑦𝑒𝑦𝑧 cos 𝑥 − 1
𝑧

2. A continuación, evaluamos cada función derivada parcial en el punto (1, 1, 1). Ası́,

𝑓𝑥 (1, 1, 1) = −𝑒 sin 1 + 1, 𝑓𝑦 (1, 1, 1) = 𝑒 cos 1 − 1, 𝑓𝑧 (1, 1, 1) = 𝑒 cos 1 − 1

Análogamente, la interpretación geométrica de 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0), 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) y 𝑓𝑧 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) para
una función 𝑓 en tres variables es la siguiente:

𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) cuantifica la tasa de cambio de 𝑓 (𝑥, 𝑦0, 𝑧0) con respecto a 𝑥 en 𝑥 = 𝑥0

𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) cuantifica la tasa de cambio de 𝑓 (𝑥0, 𝑦, 𝑧0) con respecto a 𝑦 en 𝑦 = 𝑦0

𝑓𝑧 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧0) cuantifica la tasa de cambio de 𝑓 (𝑥0, 𝑦0, 𝑧) con respecto a 𝑧 en 𝑧 = 𝑧0

2.1.1. Relación entre continuidad y derivadas parciales

Sea 𝐴 ⊆ ℝ abierto y sea 𝑔 : 𝐴 ⊆ ℝ −→ ℝ. Si 𝑔 es derivable en 𝑎 ∈ 𝐴, entonces 𝑔 es continua en
𝑎 ∈ 𝐴.

En funciones de varias variables no existe ninguna relación entre la existencia de derivadas
parciales o direccionales y la continuidad de la función.

Ejemplo 2.11. La función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


𝑥2 𝑦

𝑥4 + 𝑦2 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) ,

tiene todas las derivadas direccionales (y parciales) pero no es continua en el (0, 0).
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- 𝑓 no es continua en el (0, 0) ya que no existe lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦). Veamos que ese lı́mite no existe:

Para 𝑚 ∈ ℝ tomamos las curvas continuas 𝑔𝑚(𝑥) = 𝑚𝑥2 que cumplen 𝑔𝑚(0) = 0 y calculamos el
lı́mite direccional

lı́m
𝑥→0

𝑓 (𝑥, 𝑔𝑚(𝑥)) = lı́m
𝑥→0

𝑚𝑥4

𝑥4 +𝑚2𝑥4 = lı́m
𝑥→0

𝑚

1 +𝑚2 =
𝑚

1 +𝑚2 .

Como el valor del lı́mite direccional cambia según 𝑚 ∈ ℝ, por la unicidad del lı́mite deducimos que
no existe lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓 (𝑥, 𝑦).

- Derivadas direccionales de 𝑓 en (0, 0). Sea 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).

𝐷𝜃 𝑓 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (ℎ cos 𝜃, ℎ sin 𝜃) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

ℎ3 cos2 𝜃 sin 𝜃
ℎ(ℎ4 cos4 𝜃 + ℎ2 sin2 𝜃)

= lı́m
ℎ→0

cos2 𝜃 sin 𝜃
ℎ2 cos4 𝜃 + sin2 𝜃

=
cos2 𝜃 sin 𝜃

sin2 𝜃
=

cos2 𝜃

sin 𝜃
,

si sin 𝜃 ≠ 0, es decir, si 𝜃 ≠ 0, 𝜋. Calculamos por separado las derivadas direccionales con 𝜃 = 0 y
𝜃 = 𝜋.

𝐷0 𝑓 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (ℎ cos 0, ℎ sin 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

0
ℎ
= 0 ,

𝐷𝜋 𝑓 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (ℎ cos𝜋, ℎ sin𝜋) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (−ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

0
ℎ
= 0 .

Ejemplo 2.12. La función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
{

𝑦 sin
(

1
𝑥2+𝑦2

)
si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) ,

es continua pero no existen todas las derivadas direccionales en el (0, 0).

- 𝑓 es continua en el (0, 0) porque lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑦 = 0 y el seno es una función acotada, entonces, por

el criterio del sándwich, lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 = 𝑓 (0, 0).

- No existen las derivadas direccionales (para 𝜃 ≠ 0, 𝜋) en el (0, 0) (y, en particular, no existe la
derivada parcial de 𝑓 respecto de la variable 𝑥 en el (0, 0)):

𝐷𝜃 𝑓 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ cos 𝜃, 0 + ℎ sin 𝜃) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

sin 𝜃 sin
1
ℎ2

y ese lı́mite existe únicamente si sin 𝜃 = 0, es decir, si 𝜃 = 0, 𝜋.

2.1.2. Derivadas parciales de orden superior

Para 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 son de nuevo funciones en
varias variables y, por lo tanto, podrı́an calcularse sus respectivas derivadas respecto de 𝑥 e 𝑦. En este
sentido se dice que 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 son las derivadas parciales de 𝑓 de orden 1, mientras que las derivadas
de orden 1 de 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 se denominan derivadas parciales de 𝑓 de orden 2. Estas se definen en el punto
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(𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 como

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2

���
(𝑥0, 𝑦0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓𝑥 (𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

(2.4)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2

���
(𝑥0, 𝑦0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ) − 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

(2.5)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
| (𝑥0, 𝑦0 ) = lı́m

ℎ→0

𝑓𝑦 (𝑥0 + ℎ, 𝑦0) − 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

(2.6)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥

���
(𝑥0, 𝑦0 )

= lı́m
ℎ→0

𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0 + ℎ) − 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

(2.7)

Las derivadas parciales de orden 2 de funciones en 𝑛 ≥ 3 variables se definen de manera análo-
ga. Ası́, si 𝑓 es una función en tres variables las derivadas parciales de orden dos son nueve y se
denotarı́an como

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2 ,
𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2 ,
𝜕2 𝑓

𝜕𝑧2 ,
𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦
,
𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑧
,

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥
,

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑧
,
𝜕2 𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑥
,

𝜕2 𝑓

𝜕𝑧𝜕𝑦

Observación 2.13. Las definiciones de las derivadas parciales de órdenes superiores para funciones en
varias variables (𝑛 ≥ 2) son similares.

Observación 2.14. En general, las derivadas parciales que involucran dos variables diferentes reciben
el nombre de derivadas parciales mixtas o cruzadas.

Ejemplo 2.15. Cálculo de derivadas parciales de orden 2 de funciones en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦3 + 𝑥 cosh(𝑥 𝑦)

Calcular todas su derivadas parciales de orden 2.

𝜕 𝑓

𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

= 𝑦3 + cosh(𝑥 𝑦) + 𝑥 𝑦 sinh(𝑥 𝑦)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥2

���
(𝑥, 𝑦)

= 𝑦 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑦 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥 𝑦2 cosh(𝑥 𝑦) = 2𝑦 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥 𝑦2 cosh(𝑥 𝑦)

𝜕 𝑓

𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

= 3𝑥 𝑦2 + 𝑥2 sinh(𝑥 𝑦)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦2

���
(𝑥, 𝑦)

= 6𝑥 𝑦 + 𝑥3 cosh(𝑥 𝑦)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑥𝜕𝑦

���
(𝑥, 𝑦)

= 3𝑦2 + 𝑥 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥2 𝑦 cosh(𝑥 𝑦) = 3𝑦2 + 2𝑥 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥2 𝑦 cosh(𝑥 𝑦)

𝜕2 𝑓

𝜕𝑦𝜕𝑥

���
(𝑥, 𝑦)

= 3𝑦2 + 2𝑥 sinh(𝑥 𝑦) + 𝑥2 𝑦 cosh(𝑥 𝑦)

Como se puede observar en el ejemplo anterior, las derivadas parciales cruzadas son iguales.
Sin embargo, esto no ocurre siempre tal y como se ilustra en el siguiente ejemplo.

Ejemplo 2.16. Cálculo de derivadas parciales de orden 2 de funciones en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
{
𝑥 𝑦 (𝑥2− 𝑦2 )
𝑥2+𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)

0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

Calcular 𝑓𝑥 𝑦 (0, 0) y 𝑓𝑦𝑥 (0, 0).
Dado que se trata de una función definida a trozos, para evaluar las derivadas parciales mixtas en

(0, 0) se ha de hacer uso de su definición a través del lı́mite dada en (2.4).
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Cálculo de 𝑓𝑥 𝑦.
En primer lugar, para cualquier punto (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) calculamos 𝑓𝑥, i.e.,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
[(𝑥2 − 𝑦2) + 2𝑥3 𝑦] (𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥 𝑦(𝑥2 − 𝑦2)2𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
𝑦(𝑥4 + 4𝑥2 𝑦2 − 𝑦4)

(𝑥2 + 𝑦2)2 .

Ahora, procedemos al cálculo 𝑓𝑥 𝑦 (0, 0) a partir de su definición

𝑓𝑥 𝑦 (0, 0) lı́m
ℎ→0

𝑓𝑥 (0, 0 + ℎ) − 𝑓𝑥 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

(0+ℎ) · (04+4·02 (0+ℎ)2−(0+ℎ)4 )
(02+(0+ℎ)2 )2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

−ℎ5

ℎ4

ℎ
= lı́m

ℎ→0
−ℎ

5

ℎ5 = −1

Cálculo de 𝑓𝑦𝑥.
En primer lugar, para cualquier punto (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) calculamos 𝑓𝑦, i.e.,

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
[𝑥(𝑥2 − 𝑦2) − 2𝑥 𝑦2] (𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥 𝑦(𝑥2 + 𝑦2)2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
𝑥5 − 4𝑥3 𝑦2 − 𝑥 𝑦4

(𝑥2 + 𝑦2)2

Ahora, procedemos al cálculo 𝑓𝑦𝑥 (0, 0) a partir de su definición

𝑓𝑦𝑥 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓𝑦 (0 + ℎ, 0) − 𝑓𝑦 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

( (0+ℎ)5−4(0+ℎ)302−(0+ℎ) ·04

(02+(0+ℎ)2 )2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

ℎ5

ℎ5 = 1

Como se puede comprobar, 𝑓𝑥 𝑦 ≠ 𝑓𝑦𝑥

Las condiciones bajo las cuales las derivadas parciales mixtas coinciden (o en otras palabras, son
simétricas) se recogen en el siguiente teorema.

Teorema 2.17. Teorema de igualdad de las derivadas cruzadas (Teorema de Clairaut o Teorema
de Schwarz)
Sea 𝑓 una función en varias variables, x = (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), definida en la bola 𝐵(x0; 𝑟) ⊆ ℝ𝑛 y 𝑓𝑥𝑖 , 𝑓𝑥𝑖𝑥 𝑗 y
𝑓𝑥 𝑗𝑥𝑖 definidas en 𝐵. Suponemos 𝑓 , 𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑥𝑖𝑥 𝑗 y 𝑓𝑥 𝑗𝑥𝑖 (𝑖 ≠ 𝑗) continuas en 𝐵. Entonces,

𝑓𝑥𝑖𝑥 𝑗 (𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥 𝑗𝑥𝑖 (𝑥0, 𝑦0), 𝑖 ≠ 𝑗

Ejemplo 2.18. Igualdad de las derivadas parciales mixtas
Comprobar si para la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = log(𝑥3 + 𝑦2)

se cumple el Teorema de Clairaut.
Para comprobar que la función 𝑓 dada en el enunciado satisface el Teorema de Clairaut hemos de

calcular 𝑓𝑥 𝑦 y 𝑓𝑦𝑥 y verificar si son iguales.

𝑓𝑥 =
3𝑥2

𝑥3 + 𝑦2 ⇒ 𝑓𝑥 𝑦 = − 6𝑥2 𝑦

(𝑥3 + 𝑦2)2

𝑓𝑦 =
2𝑦

𝑥3 + 𝑦2 ⇒ 𝑓𝑦𝑥 = − 6𝑥2 𝑦

(𝑥3 + 𝑦2)2

Como ambas funciones son iguales, se verifica que 𝑓 satisface el Teorema de Clairaut. Esto ocurre dado
que 𝑓 , 𝑓𝑥, 𝑓𝑦, 𝑓𝑥 𝑦 y 𝑓𝑦𝑥 son continuas en el dominio de 𝑓 siendo este

𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥3 + 𝑦2 > 0}
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Figura 2.4: Dominio de 𝑓 (𝑥, 𝑦) =

log(𝑥3 + 𝑦2)
Figura 2.5: Gráfica de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = log(𝑥3 +
𝑦2)

2.2. Diferenciabilidad de funciones en dos variables

El hecho de que existan las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, en un punto (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 ⊆ ℝ2 de una
función 𝑓 en dos variables no implica que esta sea diferenciable en dicho punto.
Esto se debe a que las derivadas parciales 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 sólo dependen del comportamiento de la función
𝑓 a lo largo de las rectas 𝑦 = 𝑦0 e 𝑥 = 𝑥0, respectivamente, y por tanto cualquier punto fuera de
estas no juega ningún papel en el cálculo de las derivadas de 𝑓 . Sin embargo, estos puntos sı́ que
juegan un papel relevante en cuanto a la diferenciabilidad o no de 𝑓 en (𝑥0, 𝑦0).

Es por ello necesario introducir la noción de diferenciabilidad para funciones en dos variables.

Definición 2.19. Función diferenciable en dos variables
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2 y sea (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Se dice que 𝑓 es diferenciable
en (𝑥0, 𝑦0) si

1. 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 existen en (𝑥0, 𝑦0)

2. El lı́mite

lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

𝑓 (𝑥0 + ℎ1, 𝑦0 + ℎ2) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) − 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)ℎ1 − 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)ℎ2√︃
ℎ2

1 + ℎ2
2

= 0 (2.8)

existe.

En la definición de diferenciabilidad intervienen los siguientes elementos:

El vector ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦)i+ 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦)j recibe el nombre de gradiente de 𝑓 en el punto (𝑥, 𝑦).
Ası́, en forma vectorial, la definición de diferenciabilidad resulta

lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) − ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) · (ℎ1, ℎ2)
| | (ℎ1, ℎ2) | |

= 0

La superficie de ecuación

𝑧 = 𝑧0 + 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) ( 𝑦 − 𝑦0), 𝑧0 = 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) (2.9)

recibe el nombre de plano tangente a 𝑓 en el punto (𝑥0, 𝑦0)

Ejemplo 2.20. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Determinar si la función 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 es diferenciable en el punto (1, 1, 2).

Para determinar si 𝑓 es o no diferenciable en el punto (1, 1, 2) se han de seguir cada uno de los pasos
expuestos en la definición 3. Ası́:
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1. Existencia de 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 en el punto (1, 1, 2).

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥 y 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 2𝑦,

que evaluadas en el punto (1, 1) resultan

𝑓𝑥 (1, 1) = 2 y 𝑓𝑦 (1, 1) = 2.

2. Cálculo del lı́mite (2.8),

lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

𝑓 (𝑥0 + ℎ1, 𝑦0 + ℎ2) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) − 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)ℎ1 − 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)ℎ2√︃
ℎ2

1 + ℎ2
2

= lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

(1 + ℎ1)2 + (1 + ℎ2)2 − 2 − 2ℎ1 − 2ℎ2√︃
ℎ2

1 + ℎ2
2

= lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

ℎ2
1 + ℎ2

2√︃
ℎ2

1 + ℎ2
2

= lı́m
(ℎ1,ℎ2 )→(0,0)

√︃
ℎ2

1 + ℎ2
2 = 0

Por lo tanto, se concluye que 𝑓 es diferenciable en (1, 1, 2).

Figura 2.6: Plano tangente a 𝑓 en el punto (1, 1, 2)

En general, el cálculo del lı́mite (2.8) no es nada sencillo y por ende haremos uso de condiciones
adicionales que se requieren a una función 𝑓 en dos variables para que esta sea diferenciable en un
punto de su dominio.

Teorema 2.21. Sea 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 abierto y sea 𝑓 : 𝐴 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ. Si 𝑓 es diferenciable en a ∈ 𝐴, entonces

1. 𝑓 es continua en a;

2. existen todas las derivadas parciales de 𝑓 en a ∈ 𝐴;

3. existen todas las derivadas direccionales de 𝑓 en a ∈ 𝐴.

El recı́proco no es cierto.
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Ejemplo 2.22. La función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


𝑥3 + 𝑦3

𝑥2 + 𝑦2 si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) ,

es continua y existen todas las derivadas direccionales pero no es diferenciable en el (0, 0).

- 𝑓 es continua en el (0, 0). Veamos que lı́m
(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 0 = 𝑓 (0, 0) utilizando el criterio de la

función mayorante.��� 𝑓 (0 + 𝑟 cos 𝜃, 0 + 𝑟 sin 𝜃) − 0
��� = ����𝑟3(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)

𝑟2

���� ≤ 𝑟( | cos3 𝜃| + | sin3 𝜃|) ≤ 2𝑟 = 𝐹 (𝑟) ,

con lı́m
𝑟→0

𝐹 (𝑟) = 0.

- Existen todas las derivadas direccionales de 𝑓 en el (0, 0). Sea 𝜃 ∈ [0, 2𝜋), calculamos

𝐷𝜃 𝑓 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ cos 𝜃, 0 + ℎ sin 𝜃) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

ℎ3(cos3 𝜃 + sin3 𝜃)
ℎℎ2

= cos3 𝜃 + sin3 𝜃 .

- 𝑓 no es diferenciable en el (0, 0). Razonamos por reducción al absurdo. Suponemos que 𝑓 es diferen-
ciable en el (0, 0), por lo tanto, la derivada direccional de 𝑓 en (0, 0) se puede calcular con la
fórmula

𝐷𝜃 𝑓 (0, 0) = ∇ 𝑓 (0, 0) · (cos 𝜃, sin 𝜃) = (1, 1) · (cos 𝜃, sin 𝜃) = cos 𝜃 + sin 𝜃 .

Sin embargo, acabamos de calcular la derivada direccional para 𝜃 ∈ [0, 2𝜋) y que viene dada por

𝐷𝜃 𝑓 (𝑥, 𝑦) = cos3 𝜃 + sin3 𝜃 .

Por lo tanto, 𝑓 no puede ser diferenciable en el (0, 0).

Teorema 2.23. Condiciones de diferenciabilidad de una función en dos variables
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2. Suponemos 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 definidas en un disco
𝐵((𝑥0, 𝑦0); 𝑟). Entonces,

si 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 son continuas en (𝑥0, 𝑦0) entonces 𝑓 es diferenciable en (𝑥0, 𝑦0)

Ejemplo 2.24. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Estudiar la diferenciabilidad de la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥 − 𝑥 log 𝑦

El dominio de 𝑓 es
𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑦 > 0}

Las derivadas parciales de 𝑓 son

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝑦𝑒𝑥 − log 𝑦, 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 − 𝑥

𝑦

Ambas funciones son continuas en 𝐷. Por tanto, 𝑓 es diferenciable en todos los puntos de su dominio.
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Ejemplo 2.25. Diferenciabilidad de funciones en dos variables
Estudiar la diferenciabilidad de la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
{

𝑥2 𝑦2

𝑥2+𝑦2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

Procedemos al cálculo de 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 para posteriormente estudiar su continuidad.

Cálculo de 𝑓𝑥.

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
2𝑥 𝑦2(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥2 𝑦22𝑥

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
2𝑥 𝑦4

(𝑥2 + 𝑦2)2

𝑓𝑥 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0 + ℎ, 0) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

(0+ℎ)202

(0+ℎ)2+02 − 0

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0
ℎ2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0
ℎ3 = 0

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
{

2𝑥 𝑦4

(𝑥2+𝑦2 )2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

Cálculo de 𝑓𝑦.

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
2𝑥2 𝑦(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥2 𝑦22𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
2𝑥4 𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2

𝑓𝑦 (0, 0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (0, 0 + ℎ) − 𝑓 (0, 0)
ℎ

= lı́m
ℎ→0

02 (0+ℎ)2

02+(0+ℎ)2 − 0

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0
ℎ2

ℎ
= lı́m

ℎ→0

0
ℎ3 = 0

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
{

2𝑥4 𝑦
(𝑥2+𝑦2 )2 , (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0)
0, (𝑥, 𝑦) = (0, 0)

Vemos que 𝑓𝑥 (0, 0) = 𝑓𝑦 (0, 0) = 0, por tanto resta comprobar si existe los lı́mites correspondientes y en
caso de que exista cuál es su valor. De hecho, vamos a demostrar por el criterio de la función mayorante
que efectivamente lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 0 y lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 0. Ası́,

| 𝑓 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) − 0| =
���� 2(𝑟 cos 𝜃) (𝑟 sin 𝜃)4

((𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟 sin 𝜃)2)2

���� = 2𝑟5 | cos 𝜃 sin4 𝜃|
𝑟4

= 2𝑟 | cos 𝜃| | sin 𝜃|4 ≤ 2𝑟 = 𝐹 (𝑟)

como
lı́m
𝑟→0+

𝐹 (𝑟) = lı́m
𝑟→0+

2𝑟 = 0

se concluye que
lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 0,

y por tanto 𝑓𝑥 es continua en (0, 0).
Con 𝑓𝑦 seguimos el mismo procedimiento,

| 𝑓 (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) − 0| =
���� 2(𝑟 cos 𝜃)4(𝑟 sin 𝜃)
((𝑟 cos 𝜃)2 + (𝑟 sin 𝜃)2)2

���� = 2𝑟5 | cos4 𝜃 sin 𝜃|
𝑟4

= 2𝑟 | cos 𝜃|4 | sin 𝜃| ≤ 2𝑟 = 𝐹 (𝑟)

como
lı́m
𝑟→0+

𝐹 (𝑟) = lı́m
𝑟→0+

2𝑟 = 0
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se concluye que
lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 0,

y por tanto 𝑓𝑦 es continua en (0, 0).
Dado que 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 son continuas en (0, 0) se tiene finalmente que 𝑓 es diferenciable en (0, 0).

Observación 2.26. El recı́proco al teorema anterior no es cierto.

Ejemplo 2.27. La función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =


(𝑥2 + 𝑦2) sin

(
1√︁

𝑥2 + 𝑦2

)
si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) ,

es diferenciable pero las derivadas parciales de 𝑓 no son continuas en el (0, 0).

- 𝑓 es diferenciable en el (0, 0).
Calculamos el vector gradiente de 𝑓 en (0, 0) (ya que si 𝑓 es diferenciable, la diferencial es∇ 𝑓 (0, 0)).

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(0, 0) = lı́m

ℎ→0
ℎ sin

(
1
ℎ

)
= 0 , (Criterio del sándwich)

𝜕 𝑓

𝜕𝑦
(0, 0) = lı́m

ℎ→0
ℎ sin

(
1
ℎ

)
= 0 , (Criterio del sándwich)

entonces ∇ 𝑓 (0, 0) = (0, 0).
Comprobamos si 𝑓 es diferenciable en el (0, 0) calculando el lı́mite.

lı́m
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓 (0 + ℎ, 0 + 𝑘) − 𝑓 (0, 0) − ∇ 𝑓 (0, 0) · (ℎ, 𝑘)
√
ℎ2 + 𝑘2

= lı́m
(ℎ,𝑘)→(0,0)

𝑓 (ℎ, 𝑘) − 0 − 0
√
ℎ2 + 𝑘2

= lı́m
(ℎ,𝑘)→(0,0)

√
ℎ2 + 𝑘2 sin

(
1

√
ℎ2 + 𝑘2

)
= 0 . (Criterio del sándwich)

- Las derivadas parciales de 𝑓 no son continuas en el (0, 0). Vamos a comprobarlo con

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) =


2𝑥 sin

(
1√︁

𝑥2 + 𝑦2

)
− 𝑥√︁

(𝑥2 + 𝑦2)3
cos

(
1√︁

𝑥2 + 𝑦2

)
si (𝑥, 𝑦) ≠ (0, 0) ,

0 si (𝑥, 𝑦) = (0, 0) .

Si
𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) fuera continua en el (0, 0) entonces existirı́a lı́m

(𝑥, 𝑦)→(0,0)

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 0 =

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(0, 0).

Además, si existe dicho lı́mite, también deben existir todos los lı́mites direccionales. Sin embargo,
tomando la recta 𝑔(𝑥) = 𝑥 (que cumple 𝑔(0) = 0) llegamos a que el lı́mite direccional no existe:

lı́m
𝑥→0

𝜕 𝑓

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑔(𝑥)) = lı́m

𝑥→0

[
sin

(
1

√
2𝑥

)
− signo(𝑥) 1

√
2𝑥

cos
(

1
√

2𝑥2

)]
.

2.3. Regla de la cadena para funciones en varias variables

Observación 2.28. Regla de la cadena para funciones de una variable
Sea 𝑓 = 𝑓 (𝑥) tal que 𝑑𝑓

𝑑𝑥 existe y sea 𝑥 = 𝑥(𝑢) tal que 𝑑𝑥
𝑑𝑢 existe.

Entonces, 𝑓 = 𝑓 (𝑢), 𝑑𝑓
𝑑𝑢 existe y se calcula como

𝑑𝑓

𝑑𝑢
=
𝑑𝑓

𝑑𝑥
· 𝑑𝑥
𝑑𝑢
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2.3. REGLA DE LA CADENA PARA FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES

En esta sección se mostrará cómo se aplica la regla de la cadena para funciones en dos variables,
en las que cada variable depende, a su vez, de otras dos.

Teorema 2.29. Regla de la cadena (I)
Sea 𝑓 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) una función diferenciable con 𝑥 = 𝑥(𝑢, 𝑣) e 𝑦 = 𝑦(𝑢, 𝑣) tal que 𝜕𝑥

𝜕𝑢 , 𝜕𝑥
𝜕𝑣 , 𝜕𝑦

𝜕𝑢 y 𝜕𝑦
𝜕𝑣 existen.

Entonces 𝑓 = 𝑓 (𝑢, 𝑣), 𝜕 𝑓
𝜕𝑢 y 𝜕 𝑓

𝜕𝑣 existen y se calculan como

𝜕 𝑓

𝜕𝑢
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢
, y

𝜕 𝑓

𝜕𝑣
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
(2.10)

Figura 2.7: Diagrama de aplicación de la regla de la cadena (I)

Ejemplo 2.30. Aplicación de la regla de la cadena (I)
Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦2, 𝑥 = 𝑣𝑒−𝑢 e 𝑦 = 𝑣𝑒𝑢. Aplicar la regla de la cadena para calcular 𝜕 𝑓

𝜕𝑢 y 𝜕 𝑓
𝜕𝑣 .

𝜕 𝑓

𝜕𝑢
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑢
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑢
= 3𝑥2(−𝑣𝑒−𝑢) + 2𝑦(𝑣𝑒𝑢)

= 3(𝑣𝑒−𝑢)2(−𝑣𝑒−𝑢) + 2𝑣𝑒𝑢(𝑣𝑒𝑢) = −3𝑣3𝑒−3𝑢 + 2𝑣2𝑒2𝑢

𝜕 𝑓

𝜕𝑣
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑣
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑣
= 3𝑥2𝑒−𝑢 + 2𝑦𝑒𝑢

= 3(𝑣𝑒−𝑢)2𝑒−𝑢 + 2𝑣𝑒𝑢𝑒𝑢 = 3𝑣2𝑒−3𝑢 + 2𝑣𝑒2𝑢

Teorema 2.31. Regla de la cadena (II)
Sea 𝑓 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) una función diferenciable con 𝑥 = 𝑥(𝑡) e 𝑦 = 𝑦(𝑡) tal que 𝑑𝑥

𝑑𝑡 y 𝑑𝑦
𝑑𝑡 existen.

Entonces 𝑓 = 𝑓 (𝑡), 𝑑𝑓
𝑑𝑡 existe, se calcula como

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
(2.11)

y se denomina derivada total de 𝑓 respecto de 𝑡.

Ejemplo 2.32. Aplicación de la regla de la cadena (I)
Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦 + 2𝑦2, 𝑥 = 𝑒−𝑡 e 𝑦 = sin 𝑡. Aplicar la regla de la cadena para calcular 𝑑𝑓

𝑑𝑡 .

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
= 𝑦(−𝑒−𝑡) + (𝑥 + 4𝑦) cos 𝑡 =

= − sin 𝑡𝑒−𝑡 + (𝑒−𝑡 + 4 sin(𝑡)) cos 𝑡 = 𝑒−𝑡 (cos 𝑡 − sin 𝑡) + 4 sin 𝑡 cos 𝑡
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Figura 2.8: Diagrama de aplicación de la regla de la cadena (II)

La regla de la cadena se extiende de forma análoga para funciones en 𝑛 variables.

Teorema 2.33. Regla de la cadena para funciones en 𝑛 variables (I)
Sea 𝑓 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) una función diferenciable con 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖 ( 𝑦1, 𝑦2, . . . 𝑦𝑚), 𝑖 = 1, . . . , 𝑛 tal que 𝜕𝑥𝑖

𝜕𝑦𝑗
,

𝑖 = 1, . . . , 𝑛, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 existen. Entonces 𝑓 = 𝑓 ( 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚), 𝜕 𝑓
𝜕𝑦𝑗

, 𝑗 = 1, . . . , 𝑚 existen y vienen
dadas por

𝜕 𝑓

𝜕𝑦1
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑦1
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑥2

𝜕𝑥2

𝜕𝑦1
+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑦1

𝜕 𝑓

𝜕𝑦2
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑦2
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑥2

𝜕𝑥2

𝜕𝑦2
+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑦2

...

𝜕 𝑓

𝜕𝑦𝑚
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑥1

𝜕𝑥1

𝜕𝑦𝑚
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑥2

𝜕𝑥2

𝜕𝑦𝑚
+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑛

𝜕𝑥𝑛
𝜕𝑦𝑚

Teorema 2.34. Regla de la cadena para funciones en 𝑛 variables (II)
Sea 𝑓 = 𝑓 (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) una función diferenciable con 𝑥𝑖 = 𝑥(𝑡), 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 tal que 𝑑𝑥𝑖

𝑑𝑡 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛
existen.
Entonces 𝑓 = 𝑓 (𝑡), 𝑑𝑓

𝑑𝑡 existe, se calcula como

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=

𝜕 𝑓

𝜕𝑥1

𝑑𝑥1

𝑑𝑡
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑥2

𝑑𝑥2

𝑑𝑡
+ . . . + 𝜕 𝑓

𝜕𝑥𝑛

𝑑𝑥𝑛
𝑑𝑡

y se denomina derivada total de 𝑓 respecto de 𝑡.

Ejemplo 2.35. Aplicación de la regla de la cadena (I)
Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 𝑦2 con 𝑥 = 𝑟 cos(𝑠), 𝑦 = 𝑠 cos(𝑟), 𝑧 = 𝑟 sin(𝑠). Calcular 𝜕 𝑓

𝜕𝑟 y 𝜕 𝑓
𝜕𝑠 aplicando la regla

de la cadena.

𝜕 𝑓

𝜕𝑟
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑟
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑟
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑟
= 𝑧 cos(𝑠) + 2𝑦(−𝑠 sin(𝑟)) + 𝑥 sin(𝑠)

= 𝑟 sin(𝑠) cos(𝑠) − 2𝑠 cos(𝑟)𝑠 sin(𝑟) + 𝑟 cos(𝑠) sin(𝑠) = 2𝑟 sin(𝑠) cos(𝑠) − 2𝑠2 cos(𝑟) sin(𝑟)
𝜕 𝑓

𝜕𝑠
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝜕𝑥

𝜕𝑠
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝜕𝑦

𝜕𝑠
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑧

𝜕𝑧

𝜕𝑠
= 𝑧(−𝑟 sin(𝑠)) + 2𝑦 cos(𝑟) + 𝑥𝑟 cos(𝑠)

= −𝑟 sin(𝑠)𝑟 sin(𝑠) + 2𝑠 cos(𝑟) cos(𝑟) + 𝑟 cos(𝑠)𝑟 cos(𝑠)
= −𝑟2 sin2(𝑠) + 2𝑠 cos2(𝑟) + 𝑟2 cos2(𝑠) = 2𝑠 cos2(𝑟) + 𝑟2(cos2(𝑠) − sin2(𝑠))
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Ejemplo 2.36. Aplicación de la regla de la cadena (II)
Sea 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 con 𝑥 = 𝑡, 𝑦 = sinh(𝑡), 𝑧 = cosh(𝑡). Calcular 𝑑𝑓

𝑑𝑡 aplicando la regla de la
cadena.

𝑑𝑓

𝑑𝑡
=
𝜕 𝑓

𝜕𝑥

𝑑𝑥

𝑑𝑡
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑦

𝑑𝑦

𝑑𝑡
+ 𝜕 𝑓

𝜕𝑧

𝑑𝑧

𝑑𝑡
= 2𝑥 · 1 + 2𝑦 cosh(𝑡) + 2𝑧 sinh(𝑡)

= 2𝑡 + 2 sinh(𝑡) cosh(𝑡) + 2 cosh(𝑡) sinh(𝑡) = 2𝑡 + 4 sinh(𝑡) cosh(𝑡)

Por otro lado, el siguiente teorema permite calcular la derivada de funciones implı́citas, i.e.,
aquellas en las que no es posible expresar explı́citamente la variable dependiente en términos de
la variable independiente.

Teorema 2.37. Derivada de una función implı́cita en dos variables
Sea 𝑓 una función diferenciable en la variable 𝑥, 𝑦 = 𝑓 (𝑥), definida implı́citamente por la ecuación
𝐹 (𝑥, 𝑦) = 0. Si 𝐹 es diferenciable y 𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦) ≠ 0 se tiene que

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦)

𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦)
(2.12)

Ejemplo 2.38. Cálculo de derivadas implı́citas de funciones en dos variables
Calcular la derivada de la función implı́cita dada por

𝑦 sin(𝑥) − 𝑥 sin( 𝑦) + 1 = 0

En este caso, 𝐹 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 sin(𝑥) − 𝑥 sin( 𝑦) + 1, cuyas derivadas parciales son

𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝑦 cos(𝑥) − sin( 𝑦), 𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦) = sin(𝑥) − 𝑥 cos( 𝑦)

por tanto, la derivada resulta

𝑑𝑦

𝑑𝑥
= − 𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦)

𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦)
=

sin( 𝑦) − 𝑦 cos(𝑥)
sin(𝑥) − 𝑥 cos( 𝑦)

Para funciones en tres variables definidas de forma implı́cita el cálculo de las derivadas parciales
viene dado por el siguiente teorema.

Teorema 2.39. Derivadas parciales de una función implı́cita en tres variables
Sea 𝑓 una función diferenciable en dos variables, 𝑥 e 𝑦, 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦), tal que se encuentra definida implı́ci-
tamente por la ecuación 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0. Si 𝐹 es diferenciable y 𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ 0 se tiene que

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

(2.13)

Ejemplo 2.40. Cálculo de derivadas implı́citas de funciones en tres variables
Calcular la derivada de la función implı́cita dada por

4𝑥3 − 3𝑥2𝑧 + 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑦𝑧2 + 5 = 0

En este caso, 𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 4𝑥3 − 3𝑥2𝑧 + 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑦𝑧2 + 5, cuyas derivadas parciales son

𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 12𝑥2 − 6𝑥𝑧 + 𝑦𝑧, 𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 2𝑧2, 𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = −3𝑥2 + 𝑥 𝑦 + 4𝑦𝑧

por tanto, las derivadas parciales resultan

𝜕𝑧

𝜕𝑥
= −𝐹𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
=

12𝑥2 − 6𝑥𝑧 + 𝑦𝑧

−3𝑥2 + 𝑥 𝑦 + 4𝑦𝑧
,

𝜕𝑧

𝜕𝑦
= −

𝐹𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧)
𝐹𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧)

=
𝑥𝑧 + 2𝑧2

−3𝑥2 + 𝑥 𝑦 + 4𝑦𝑧
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2.4. Derivada direccional

Para una función 𝑓 en dos variables las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, representan la tasa de va-
riación de 𝑓 a lo largo del eje 𝑥 y el eje 𝑦, respectivamente.

Para poder determinar la tasa de variación de 𝑓 a lo largo de cualquier dirección se introduce la
noción de derivada direccional.

Definición 2.41. Derivada direccional de una función en dos variables
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2, el punto (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 y u = (𝑢𝑥 , 𝑢𝑦) = 𝑢𝑥i +𝑢𝑦j
un vector.
Se define la derivada direccional de 𝑓 en el punto (𝑥0, 𝑦0) a lo largo de la dirección marcada por u,
denotada 𝐷u( 𝑓 ) (𝑥0, 𝑦0), como

𝐷u( 𝑓 ) (𝑥0, 𝑦0) = lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥 + ℎ𝑢𝑥 , 𝑦 + ℎ𝑢𝑦) − 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)
ℎ

(2.14)

La interpretación geométrica de la derivada direccional es la siguiente (ver Fig. 2.8):
El plano paralelo al eje 𝑧 (azul claro) cuya orientación está determinada por el vector u intersecta a
la gráfica de 𝑓 (rojo) en una curva (azul oscuro). La derivada direccional de 𝑓 en el punto (𝑥0, 𝑦0),
𝐷u( 𝑓 ) (𝑥0, 𝑦0), representa la pendiente de la recta tangente a la curva intersección en el punto
(𝑥0, 𝑦0, 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)).
Esto se traduce en que la derivada direccional cuantifica la tasa de cambio de la función 𝑓 a lo largo
de una dirección dada, marcada por el vector u, a partir de un punto (𝑥0, 𝑦0).

Figura 2.9: Derivada direccional de una función en dos variables. Fuente: https://www.geogebra.
org/m/nkkZEucZ

Ejemplo 2.42. Cálculo de la derivada direccional de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 7 − 3𝑥2 − 𝑦2
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2.4. DERIVADA DIRECCIONAL

Calcular la derivada direccional de 𝑓 a lo largo de la dirección dada por el vector u = 1
2 i+

√
3

2 j en el punto
(1,−1).

𝐷u( 𝑓 ) (1,−1) = lı́m
ℎ→0

𝑓
(
1 + ℎ1

2 ,−1 + ℎ
√

3
2

)
− 𝑓 (1,−1)

ℎ
= lı́m

ℎ→0

7 − 3
(
1 + ℎ1

2
)2 −

(
−1 + ℎ

√
3

2

)2
− 3

ℎ

= lı́m
ℎ→0

−3
2ℎ

2 + (
√

3 − 3)ℎ + 3 − 3
ℎ

= lı́m
ℎ→0

−3
2ℎ

2 + (
√

3 − 3)ℎ
ℎ

= lı́m
ℎ→0

(
−3

2
ℎ + (

√
3 − 3)

)
=
√

3 − 3 ≈ −1.2679

El resultado obtenido significa que el valor de la pendiente (dado por la derivada direccional) en el punto
(1,−1) de la recta tangente a la curva intersección de la gráfica de 𝑓 y el plano, cuya orientación está
fijada por el vector u, es −1.2679

Ejemplo 2.43. Cálculo de la derivada direccional de una función en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 7 − 3𝑥2 − 𝑦2

y el vector u = 3√
13

i + 2√
13

j.
Calcular la derivada direccional de 𝑓 en el punto (0, 2).

𝐷u( 𝑓 ) (0, 2) = lı́m
ℎ→0

𝑓
(
0 + ℎ 3√

13
, 2 + ℎ 2√

13

)
− 𝑓 (0, 2)

ℎ
= lı́m

ℎ→0

7 − 3
(
ℎ 3√

13

)2
−

(
2 + ℎ 2√

13

)2
− 3

ℎ

= lı́m
ℎ→0

−31
13ℎ

2 − 8√
13
ℎ

ℎ
= lı́m

ℎ→0
−31

13
ℎ − 8

√
13

= − 8
√

13
≈ −2.2188

El resultado obtenido significa que el valor de la pendiente (dado por la derivada direccional) en el punto
(0, 2) de la recta tangente a la curva intersección de la gráfica de 𝑓 y el plano, cuya orientación está fijada
por el vector u, es −2.2188

Observación 2.44. Cabe hacer notar que las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, son casos particulares en los
que se cuantifica la tasa de variación de la función 𝑓 a lo largo de los ejes 𝑥 e 𝑦, respectivamente.

En el caso de funciones diferenciables, es posible calcular la derivada direccional de una forma
más sencilla.

Teorema 2.45. Derivada direccional de una función diferenciable
Sea 𝑓 una función diferenciable en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2, el punto (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷 y el vector
u = 𝑢𝑥i + 𝑢𝑦j. Entonces, la derivada direccional viene dada por

𝐷u 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) · u =
(
𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)i + 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0))j

)
·
(
𝑢𝑥i + 𝑢𝑦j

)
= 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0)𝑢𝑥 + 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)𝑢𝑦

(2.15)
donde ∇ 𝑓 es el vector gradiente de 𝑓 , cuyas componentes son las derivadas parciales, 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦, respecti-
vamente.

Ejemplo 2.46. Cálculo de la derivada direccional de funciones diferenciables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 𝑦

𝑥2 + 𝑦2
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CAPÍTULO 2. DIFERENCIABILIDAD: NOCIONES FUNDAMENTALES

Calcular la derivada direccional a lo largo de la dirección dada por el vector u = 1√
2

i − 1√
2

j en el punto
(3, 1).

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦)i + 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦)j = − 𝑦(𝑥2 − 𝑦2)
(𝑥2 + 𝑦2)2 i + 𝑥(𝑥2 − 𝑦2)

(𝑥2 + 𝑦2)2

∇ 𝑓 (3, 1) = − 2
25

i + 6
25

j

Finalmente, calculamos la derivada direccional de 𝑓 en el punto (3, 1),

𝐷u 𝑓 (3, 1) = ∇ 𝑓 (3, 1) · u =

(
− 2

25
i + 6

25
j
)
·
(

1
√

2
i + 1

√
2

j
)
= −

√
2

25
+ 3

√
2

25
=

√
2

25
(−1 + 3)

A partir de la definición de derivada direccional (2.15) y aplicando la definición de producto es-
calar se tiene que

𝐷u 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) · u = | |∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | | | |u| | cos(𝛼) = | |∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | | cos(𝛼) (2.16)

donde 𝛼 es el ángulo que forman entre sı́ los vectores ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) y u.
Esta última expresión de la derivada direccional permite determinar cuáles son los valores máxi-

mo y mı́nimo de la derivada direccional de 𝑓 y la dirección en la que estos tienen lugar.

Teorema 2.47. Sea 𝑓 una función en dos variables diferenciable y (𝑥0, 𝑦0) un punto de su dominio.
Suponemos ∇ 𝑓 ≠ 0 y u un vector. Entonces,

1. El valor máximo de 𝐷u 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) es | |∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | | y lo alcanza cuando u es paralelo y del mismo
sentido que ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ⇒ Tasa de máximo crecimiento de 𝑓 .

2. El valor mı́nimo de 𝐷u 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) es −||∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) | | y lo alcanza cuando u es paralelo y de sentido
opuesto a gradiente, ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ⇒ Tasa de máximo decrecimiento de 𝑓 .

Figura 2.10: Vector unitario de tasa máxima/mı́nima de variación de una función 𝑓 diferenciable

Ejemplo 2.48. Cálculo de la tasa de máxima variación de una función diferenciable
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒2𝑦 arctan
( 𝑦

3𝑥

)
Calcular el vector unitario a lo largo del cual la tasa de variación de 𝑓 es máxima/mı́nima y determinar
ambos valores en el punto (1, 0).

Para que la tasa de variación de la función 𝑓 sea máxima/mı́nima, la dirección del vector unitario, u,
debe de coincidir con la del vector gradiente, ∇ 𝑓 , i.e., ambos vectores han de ser paralelos y con el mismo
sentido o el opuesto.

Por lo tanto, el primer paso consiste en calcular el vector gradiente,

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦)i + 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦)j = − 3𝑒2𝑦 𝑦

9𝑥2 + 𝑦2 i + 𝑒2𝑦
(

3𝑥
9𝑥2 + 𝑦2 + 2 arctan

( 𝑦

3𝑥

))
j
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Una vez calculado el gradiente, lo evaluamos en el punto (1, 0),

∇ 𝑓 (1, 0) = 𝑓𝑥 (1, 0)i + 𝑓𝑦 (1, 0)j = 0i + 1
3

j

El vector a lo largo del cual la tasa de variación de 𝑓 es máxima viene dado por

u =
∇ 𝑓 (1, 0)

| |∇ 𝑓 (1, 0) | | =
0i + 1

3 j√︃
02 +

( 1
3
)2

= 3
(
0i + 1

3
j
)
= j

i.e., el eje 𝑦 con 𝑦 > 0.
La tasa de máximo crecimiento de 𝑓 viene dada por

| |∇ 𝑓 (1, 0) | | = 1
3

El vector a lo largo del cual la tasa de variación de 𝑓 es mı́nima viene dado por

u = − ∇ 𝑓 (1, 0)
| |∇ 𝑓 (1, 0) | | = −

0i + 1
3 j√︃

02 +
( 1

3
)2

= −3
(
0i + 1

3
j
)
= −j

i.e., el eje 𝑦 con 𝑦 < 0.
La tasa de máximo decrecimiento de 𝑓 viene dada por

−||∇ 𝑓 (1, 0) | | = −1
3

Ejemplo 2.49. Derivada direccional y gradiente de funciones diferenciables
En una placa cuadrada, 𝐷, la temperatura en cualquier punto (𝑥, 𝑦) viene dada por

𝑇 (𝑥, 𝑦) = 1√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 1

Se pide:

1. Calcular la tasa de variación de la temperatura en el punto (2, 3) a lo largo de la dirección que
forma un ángulo de 𝜋

6 con el eje 𝑥 positivo.

2. Determinar el ángulo en la que la tasa de variación de la temperatura en el punto (1, 1) es mı́nima.

1. Previamente al cálculo de la derivada direccional, se ha de obtener el vector u, cuya dirección forma
un ángulo de 𝜋

6 con el eje 𝑥 positivo, ası́ como el vector gradiente, ∇ 𝑓 (2, 3),

u = cos
(𝜋

6

)
i + sin

(𝜋
6

)
j =

√
3

2
i + 1

2
j

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦)i + 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦)j = − 𝑥√︁
𝑥2 + 𝑦2(1 +

√︁
𝑥2 + 𝑦2)2

i − 𝑦√︁
𝑥2 + 𝑦2(1 +

√︁
𝑥2 + 𝑦2)2

j

∇ 𝑓 (2, 3) =
(

1
36

− 7
√

13
468

)
i +

(
1

24
− 7

√
13

312

)
j

Una vez calculados ambos vectores, procedemos al cálculo de la derivada direccional de 𝑓 en el
punto (2, 3),

𝐷u 𝑓 (2, 3) = ∇ 𝑓 (2, 3) · u =

[(
1

36
− 7

√
13

468

)
i +

(
1

24
− 7

√
13

312

)
j

]
·
[√

3
2

i + 1
2

j

]
=

13 − 7
√

13
312

√
3

+
√

13 − 7
48

√
13

=
26

√
3 − 14

√
39 + 39 − 21

√
13

1872
≈ −0.04226
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Se concluye entonces que en el punto (2, 3) la temperatura disminuye a una razón de −0.04226
unidades por unidad de variación a lo largo de la dirección marcada por el vector u.

2. 𝐷u 𝑓 (1, 1) es mı́nima a lo largo de la dirección del vector ∇𝑇 (1, 1) y con sentido opuesto, i.e.,

−∇𝑇 (1, 1) = −
[(

2 − 3
√

2

)
i +

(
2 − 3

√
2

)
j
]
=

(
−2 + 3

√
2

)
i +

(
−2 + 3

√
2

)
j

El ángulo que forma este vector con respecto al eje 𝑥 positivo es entonces

𝜃 = arctan

(−2 + 3√
2

−2 + 3√
2

)
= arctan 1 =

𝜋

4

Por lo tanto, la tasa de variación de la temperatura en el punto (1, 1) es mı́nima a lo largo de vector
que forma un ángulo de 𝜋

4 con respecto al eje 𝑥 positivo.
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Capı́tulo 3

Diferenciabilidad: aplicaciones

En este tema se estudia una de las aplicaciones más importantes relacionadas con el cálculo de
derivadas de funciones en varias variables: determinación de los valores extremos tanto relativos
(regiones abiertas) como absolutos (regiones cerradas y acotadas).

3.1. Extremos relativos en regiones abiertas

Definición 3.1. Extremos relativos de funciones en dos variables
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2, sea (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Entonces:

1. 𝑓 tiene un valor máximo relativo en (𝑥0, 𝑦0) si existe un disco abierto 𝐵((𝑥0, 𝑦0), 𝑟) tal que

𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ≥ 𝑓 (𝑥, 𝑦), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵

2. 𝑓 tiene un valor mı́nimo relativo en (𝑥0, 𝑦0) si existe un disco abierto 𝐵((𝑥0, 𝑦0), 𝑟) tal que

𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ≤ 𝑓 (𝑥, 𝑦), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐵

De hecho, los extremos relativos de una función 𝑓 constituyen un tipo particular de lo que se
conoce como puntos crı́ticos de 𝑓 , cuya definición queda recogida en el siguiente teorema.

Teorema 3.2. Puntos crı́tico de una función en varias variables
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2, sea (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷.Se dice que (𝑥0, 𝑦0) es punto
crı́tico de 𝑓 si se cumple una de las dos condiciones siguientes:

1. ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = 0 ⇒ 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) = 0 y 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0) = 0

2. �∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) ⇒ � 𝑓𝑥 (𝑥0, 𝑦0) o � 𝑓𝑦 (𝑥0, 𝑦0)

Si en el punto (𝑥0, 𝑦0) se satisfaciese la condición 1., i.e., ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) = 0 ocurrirı́a que la ecuación
del plano tangente a la gráfica de 𝑓 en dicho punto resultarı́a

𝑧 = 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) + ∇ 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) · (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) = 𝑓 (𝑥0, 𝑦0) + 0 · (𝑥 − 𝑥0, 𝑦 − 𝑦0) = 𝑓 (𝑥0, 𝑦0)

esto es, se tratarı́a de un plano tangente horizontal en el punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑓 (𝑥0, 𝑦0))
Ası́, a la hora de estudiar los extremos relativos de una función 𝑓 se han de determinar en primer

lugar sus puntos crı́ticos y, posteriormente, hacer uso del siguiente criterio para su clasificación en
uno de los tres tipos:

1. Extremos relativos:

a) Máximo relativo
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Figura 3.1: Máximo relativo de 𝑓 en el
punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑓 (𝑥0, 𝑦0))

Figura 3.2: Mı́nimo relativo de 𝑓 en el
punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑓 (𝑥0, 𝑦0))

Figura 3.3: Punto de silla de 𝑓 en el punto (𝑥0, 𝑦0, 𝑓 (𝑥0, 𝑦0))

b) Mı́nimo relativo

2. Punto de silla

Teorema 3.3. Criterio de la matriz Hessiana
Sea 𝑓 una función en dos variables con dominio 𝐷 ⊆ ℝ2 y sea (𝑥0, 𝑦0) ∈ 𝐷. Suponemos que 𝑓 y sus
derivadas parciales hasta orden dos son continuas en el disco abierto 𝐵((𝑥0, 𝑦0), 𝑟) y que (𝑥0, 𝑦0) es un
punto crı́tico de 𝑓 . Se define la matriz hessiana1 de 𝑓 en el punto (𝑥0, 𝑦0) como

𝐻(𝑥0, 𝑦0) =
[
𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑥 𝑦 (𝑥0, 𝑦0)
𝑓𝑦𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥0, 𝑦0)

]
cuyo determinante, denominado hessiano, viene dado por

Δ(𝑥0, 𝑦0) = 𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥0, 𝑦0) − ( 𝑓𝑥 𝑦 (𝑥0, 𝑦0))2

Entonces:

1. Si 𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) > 0 y Δ(𝑥0, 𝑦0) > 0 entonces 𝑓 tiene un mı́nimo relativo en (𝑥0, 𝑦0)

2. Si 𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) < 0 y Δ(𝑥0, 𝑦0) > 0 entonces 𝑓 tiene un máximo relativo en (𝑥0, 𝑦0)

3. Si Δ(𝑥0, 𝑦0) < 0 entonces 𝑓 tiene un punto de silla en (𝑥0, 𝑦0)

4. Si Δ(𝑥0, 𝑦0) = 0 este criterio no puede decir nada acerca de la naturaleza del punto crı́tico (𝑥0, 𝑦0)

Cabe hacer notar que la matriz hessiana es simétrica como consecuencia de las hipótesis de
continuidad sobre las derivadas parciales de segundo orden (teorema de Clairaut).

1En analogı́a con la segundo derivada de funciones en una variable, la matriz hessiana describe la curvatura local
de función en varias variables, dado que sus elementos son las derivadas parciales de segundo orden. Esta matriz fue
desarrollada por el matemático Ludwig Otto Hesse (1811-1874).
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En general, si 𝑓 es una función en 𝑛 variables, i.e., 𝑓 : 𝐷 ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ y x0 =

(
𝑥
(0)
1 , 𝑥

(0)
2 , . . . , 𝑥

(0)
𝑛

)
∈

𝐷, su matriz hessiana viene dada por

𝐻(x0) =


𝑓𝑥1𝑥1 (x0) 𝑓𝑥1𝑥2 (x0) · · · 𝑓𝑥1𝑥𝑛 (x0)
𝑓𝑥2𝑥1 x0) 𝑓𝑥2𝑥2 (x0) · · · 𝑓𝑥2𝑥𝑛 (x0)

...
...

. . .
...

𝑓𝑥𝑛𝑥1 (x0) 𝑓𝑥𝑛𝑥2 (x0) · · · 𝑓𝑥𝑛𝑥𝑛 (x0)


Ejemplo 3.4. Determinar los puntos crı́ticos de funciones en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 16

Determinar sus puntos crı́ticos y clasificarlos.
Para hallar los puntos crı́ticos de 𝑓 se han de calcular las derivadas parciales 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 e igualarlas a 0,

i.e.,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥 − 4 = 0 → 𝑥 = 2
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 2𝑦 − 8 = 0 → 𝑦 = 4

Por lo tanto, el punto (2, 4) es un punto crı́tico de 𝑓 .
Para clasificarlo procedemos en primer lugar al cálculo de la matriz hessiana,

𝐻(𝑥, 𝑦) =
[
𝑓𝑥𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑥 𝑦 (𝑥0, 𝑦0)
𝑓𝑦𝑥 (𝑥0, 𝑦0) 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥0, 𝑦0)

]
=

[
2 0
0 2

]
cuyos elementos son en este caso constantes, y por ende

𝐻(2, 4) =
[
2 0
0 2

]
cuyo determinante, i.e., el hessiano resulta

Δ(2, 4) = 2 · 2 − 02 = 4 > 0

Como 𝑓𝑥𝑥 (2, 4) > 0 y Δ(2, 4) > 0 se concluye que la función 𝑓 presenta un mı́nimo relativo en el punto
(2, 4).

Figura 3.4: Mı́nimo relativo de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 − 4𝑥 − 8𝑦 + 16 en el punto (2, 4)

Ejemplo 3.5. Ejemplo 2: Determinar los puntos crı́ticos de funciones en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 4𝑥 𝑦2 − 2𝑥2 𝑦 − 𝑥
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Determinar sus puntos crı́ticos y clasificarlos.
Para hallar los puntos crı́ticos de 𝑓 se han de calcular las derivadas parciales 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 e igualarlas a 0,

i.e.,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 4𝑦2 − 4𝑥 𝑦 − 1 = 0
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 8𝑥 𝑦 − 2𝑥2 = 0

Para resolver el sistema de ecuaciones lo reescribimos de la siguiente forma{
4𝑦2 − 4𝑥 𝑦 − 1 = 0
8𝑥 𝑦 − 2𝑥2 = 0

→
{

4𝑦( 𝑦 − 𝑥) = 1
2𝑥(4𝑦 − 𝑥) = 0

→
{
(1) 𝑦( 𝑦 − 𝑥) = 1

4
(2) 𝑥(4𝑦 − 𝑥) = 0

Casos:

(2) 𝑥 = 0 ⇒ (1) 𝑦2 = 1
4 ↔ 𝑦 = ±1

2

(2) 4𝑦 − 𝑥 = 0 → 𝑥 = 4𝑦⇒ (1) 𝑦( 𝑦 − 4𝑦) = 1
4 →−3𝑦2 = 1

4 → 𝑦2 = − 1
12 ⇒ No existe solución

(1) 𝑦 = 1
4 → 𝑦 − 𝑥 = 1 → 𝑥 = 1 − 𝑦 = 1 − 1

4 = 3
4 ⇒ (2) 3

4 (4
1
4 − 3

4 ) = 0 → 3
4
(
−2

4
)
= 0 →− 6

16 = 0
⇒ No tiene solución

Por lo tanto, los puntos crı́ticos de 𝑓 son
(
0,−1

2
)

y
(
0, 1

2
)
.

A continuación procedemos a su clasificación. Para ello, en primer lugar calculamos la matriz hessiana
y la evaluamos en cada uno de los puntos crı́ticos.

𝐻(𝑥, 𝑦) =
[
𝑓𝑥𝑥 (𝑥, 𝑦) 𝑓𝑥 𝑦 (𝑥, 𝑦)
𝑓𝑦𝑥 (𝑥, 𝑦) 𝑓𝑦 𝑦 (𝑥, 𝑦)

]
=

[
−4𝑦 8𝑦 − 4𝑥

8𝑦 − 4𝑥 8𝑥

]
(
0,−1

2
)

𝐻

(
0,−1

2

)
=

[
2 −4
−4 0

]
cuyo determinante resulta

Δ

(
0,−1

2

)
= 2 · 0 − 16 = −16 < 0

Como Δ
(
0,−1

2
)
< 0 se concluye que

(
0,−1

2
)

es un punto de silla de 𝑓 .(
0, 1

2
)

𝐻

(
0,

1
2

)
=

[
−2 4
4 0

]
cuyo determinante resulta

Δ

(
0,−1

2

)
= 2 · 0 − 16 = −16 < 0

Como Δ
(
0,−1

2
)
< 0 se concluye que

(
0, 1

2
)

es un punto de silla de 𝑓 .

Ejemplo 3.6. Ejemplo 3: Determinar los puntos crı́ticos de funciones en dos variables
Sea la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 1

Determinar sus puntos crı́ticos y clasificarlos.
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Figura 3.5: Puntos de silla de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 4𝑥 𝑦2 − 2𝑥2 𝑦 − 𝑥 en
(
0,±1

2
)

Para hallar los puntos crı́ticos de 𝑓 se han de calcular las derivadas parciales 𝑓𝑥 y 𝑓𝑦 e igualarlas a 0,
i.e.,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) =
𝑥√︁

𝑥2 + 𝑦2
= 0

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) =
𝑦√︁

𝑥2 + 𝑦2
= 0

El único punto crı́tico de 𝑓 es el (0, 0) en el que las derivadas parciales (y por tanto, el vector gradiente) no
están definidas. En este caso, no puede aplicarse el criterio de la matriz hessiana para clasificar a dicho
punto y, por tanto, tendrı́amos que recurrir a otros métodos (por ejemplo: cortes transversales,...).

Figura 3.6: Punto crı́tico de 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 1 en (0, 0)

Hasta ahora se han considerado funciones en varias variables definidas en recintos abiertos.
Antes de centrarnos en la búsqueda de extremos de funciones en varias variables en recintos cerra-
dos y acotados, conviene definir cuáles son sus caracterı́sticas2.

Definición 3.7. Recinto cerrado y acotado
Sea 𝑅 ⊆ ℝ2. Entonces:

1. Se dice que 𝑅 es una región acotada si está contenida en un disco cerrado.

2. Se denomina frontera de la región 𝑅, y se denota como 𝜕𝑅, al conjunto de todos los puntos (𝑥, 𝑦)
tales que cualquier disco abierto con centro en dicho punto contiene al menos un punto de 𝑅 y un
punto fuera de 𝑅.

3. Se dice que 𝑅 es una región cerrada si contiene a su frontera, i.e.,

𝑅 = int(𝑅) ∪ 𝜕𝑅

donde int(𝑅) es el conjunto de puntos que están dentro de 𝑅, i.e., no se encuentran en la frontera.
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Figura 3.7: Región, 𝑅, cerrada y acotada del plano

Cuando una función en varias variables, 𝑓 , está definida en un recinto cerrado y acotado, se
busca hallar los valores máximo y mı́nimo absolutos que alcanza ya sea dentro del recinto (int(𝑅))
o en su contorno (𝜕 𝑅).

Teorema 3.8. Teorema 3: Teorema del valor extremo para funciones en dos variables
Sea 𝑓 una función en dos variables definida y continua en una región, 𝑅, cerrada y acotada de ℝ2, i.e.,
𝑅 = int(𝑅) ∪ 𝜕 𝑅.
Entonces, 𝑓 alcanza su valor máximo absoluto y mı́nimo absoluto en 𝑅.

El procedimiento para determinar las valores máximo y mı́nimo absolutos de una función 𝑓 en
varias variables, definida en una región cerrada y acotada 𝑅, es el siguiente:

1. int(𝑅) ⇒ calcular los puntos crı́ticos y evaluar la función en cada uno de ellos.

2. 𝜕 𝑅⇒ calcular los puntos crı́ticos y evaluar la función en cada uno de ellos.

3. Evaluar 𝑓 en los puntos extremos (endpoints) de 𝜕𝑅.

4. El mayor/menor de los valores obtenidos en los dos pasos anteriores, es el máximo/mı́nimo
absoluto de 𝑓 en 𝑅.

Ejemplo 3.9. Determinación de los valores máximo y mı́nimo absolutos de una función en dos
variables
Determinar las valores máximo y mı́nimo absolutos de la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥3 + 𝑦3 + 3𝑦2 − 3𝑥 − 9𝑦 + 2

sobre la región triangular 𝑅 con vértices en (0, 0), (4, 0) y (0, 8).
Procedemos calculando en primer lugar los puntos crı́ticos de 𝑓 en el interior de la región, 𝑅. Ası́,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 − 3, 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 + 6𝑦 − 9 ⇒
{

3𝑥2 − 3 = 0
3𝑦2 + 6𝑦 − 9 = 0

{
𝑥 = ±1
𝑦 = 1, 𝑦 = −3

Por lo tanto, los puntos crı́ticos son

(1, 1), (1,−3), (−1, 1), (−1,−3)
2Consideraremos exclusivamente recintos en ℝ2
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de los cuales sólo el punto (1, 1) se encuentra dentro de 𝑅. En este punto el valor de la función es 𝑓 (1, 1) =
−5.
A continuación, buscamos los puntos crı́ticos de 𝑓 en el contorno de 𝑅, compuesto por tres segmentos de
recta:

x = 0 ⇒ 𝑓 (0, 𝑦) = 𝑦3 + 3𝑦2 − 9𝑦 + 2

𝑓 ′(0, 𝑦) = 3𝑦2 + 6𝑦 − 9 3𝑦2 + 6𝑦 − 9 = 0 𝑦 = 1 o 𝑦 = −3

Luego los puntos crı́ticos sobre la recta 𝑦 = 0 son

(0, 1), (0,−3)

de los cuales sólo (0, 1) se pertenece al segmento de recta 𝑦 = 0 con extremos (0, 0) y (0, 4). En
este punto, el valor de la función 𝑓 es 𝑓 (0, 1) = −3.

y = 0 ⇒ 𝑓 (𝑥, 0) = 𝑥3 − 3𝑥

𝑓 ′(𝑥, 0) = 3𝑥2 − 3 3𝑥2 − 3 = 0 𝑥 = 1 o 𝑦 = −1

Luego los puntos crı́ticos sobre la recta 𝑥 = 0 son

(−1, 0), (1, 0)

de los cuales sólo (1, 0) se pertenece al segmento de recta 𝑥 = 0 con extremos (0, 0) y (8, 0). En
este punto, el valor de la función 𝑓 es 𝑓 (1, 0) = 0.

y = −x
2 + 4 ⇒ 𝑔(𝑥) = 𝑥3 +

(
− 𝑥

2 + 4
)3 + 3

(
− 𝑥

2 + 4
)2 − 3𝑥 − 9

(
− 𝑥

2 + 4
)
+ 2 = 7

8𝑥
3 + 15

4 𝑥
2 − 63

2 𝑥 + 57

𝑔′(𝑥) = 21
8
𝑥2 + 15

2
𝑥 − 63

2
⇒ 21

8
𝑥2 + 15

2
𝑥 − 63

2
= 0

⇒ 𝑥 = −10
7

− 4
7
√

43 ≈ −5.175679 ⇒ No pertenece al segmento de recta

𝑥 = −10
7

+ 4
7
√

43 ≈ 2.318536 ⇒ 𝑔

(
−10

7
+ 4

7

)
=

5248
49

− 688
49

√
43 ≈ 15.03025

⇒ No pertenece al segmento de recta

Luego ninguno de los puntos se encuentran en el segmento de recta de ecuación 𝑦 = − 𝑥
2 + 4 con

extremos (0, 4) y (8, 0).

Una vez determinados los puntos crı́ticos de 𝑓 dentro y en el contorno del recinto 𝑅, se consideran asi-
mismo los puntos extremos del contorno y/o de intersección con los ejes coordenados. En este caso, tales
puntos son

(0, 0), (8, 0), (0, 4)

en los que el valor de la función resulta

𝑓 (0, 0) = 2, 𝑓 (8, 0) = 490, 𝑓 (0, 4) = 78

A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:

El valor máximo absoluto de 𝑓 es 490 y lo alcanza en el punto (8, 0).

El valor mı́nimo absoluto de 𝑓 es −5 y lo alcanza en el punto (1, 1).
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Figura 3.8: Región triangular, 𝑅, del ejemplo 4

Ejemplo 3.10. Determinación de los valores máximo y mı́nimo absolutos de una función en
dos variables
Determinar las valores máximo y mı́nimo absolutos de la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 + 𝑥 𝑦

sobre la región 𝑅 acotada por la parábola 𝑦 = 4 − 𝑥2 y el eje 𝑥.
Procedemos calculando en primer lugar los puntos crı́ticos de 𝑓 en el interior de la región, 𝑅. Ası́,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 6𝑥 + 𝑦, 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑥 ⇒
{

6𝑥 + 𝑦 = 0
𝑥 = 0

{
𝑥 = 0
𝑦 = 0

Por lo tanto, el punto crı́tico es
(0, 0)

de los cuales sólo el punto (0, 0) se encuentra dentro de 𝑅. En este punto el valor de la función es 𝑓 (0, 0) =
0.
A continuación, buscamos los puntos crı́ticos de 𝑓 en el contorno de 𝑅, compuesto por tres segmentos de
recta:

y = 0 ⇒ 𝑓 (𝑥, 0) = 3𝑥2

𝑓 ′(𝑥, 0) = 6𝑥 6𝑥 = 0 𝑥 = 0

Luego el punto crı́ticos sobre la recta 𝑦 = 0 con extremos (−2, 0) y (2, 0) es

(0, 0)

En este punto, el valor de la función 𝑓 es 𝑓 (0, 0) = 0.

y = 4 − x2 ⇒ 𝑔(𝑥) = 3𝑥2 + 𝑥(4 − 𝑥2) = −𝑥3 + 3𝑥2 + 4𝑥

𝑔′(𝑥) = −3𝑥2 + 6𝑥 + 4 ⇒ −3𝑥2 + 6𝑥 + 4 = 0

⇒ 𝑥 = 1 −
√︂

7
3
≈ −0.52753 ⇒ 𝑔

(
1 −

√︂
7
3

)
= 6 − 14

9
√

21 ≈ −1.128451

⇒ No pertenece al segmento de recta

𝑥 = 1 −
√︂

7
3
≈ 2.5275 ⇒ No pertenece al segmento de recta

Luego ninguno de los puntos se encuentran sobre la parábola de ecuación 𝑦 = 4 − 𝑥2.
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Una vez determinados los puntos crı́ticos de 𝑓 dentro y en el contorno del recinto 𝑅, se consideran asimis-
mo los puntos extremos del contorno. En este caso, tales puntos son

(−2, 0), (2, 0)

en los que el valor de la función resulta

𝑓 (−2, 0) = 12, 𝑓 (2, 0) = 12

A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:

El valor máximo absoluto de 𝑓 es 12 y lo alcanza en los puntos (±2, 0).

El valor mı́nimo absoluto de 𝑓 es 0 y lo alcanza en los puntos (0, 0).

Figura 3.9: Región, 𝑅, cerrada y acotada del ejemplo 5

Ejemplo 3.11. Determinación de los valores máximo y mı́nimo absolutos de una función en
dos variables
Determinar las valores máximo y mı́nimo absolutos de la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦3 + 𝑥2 − 3𝑦

sobre la región 𝑅 limitada por la circunferencia 𝑥2 + ( 𝑦 − 1)2 = 1.
Procedemos calculando en primer lugar los puntos crı́ticos de 𝑓 en el interior de la región, 𝑅. Ası́,

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥, 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 3𝑦2 − 3 ⇒
{

2𝑥 = 0
3𝑦2 − 3 = 0

{
𝑥 = 0
𝑦 = −1, 𝑦 = 1

Por lo tanto, los puntos crı́ticos son
(0, 1), (0,−1)

de los cuales sólo el punto (0, 1) se encuentra dentro de 𝑅. En este punto el valor de la función es 𝑓 (0, 1) =
−2.
A continuación, buscamos los puntos crı́ticos de 𝑓 en el contorno de 𝑅, siendo este una circunferencia de
centro (0, 1) y radio 1:

x2 + (y − 1)2 = 1
Empleando coordenadas polares, i.e.,{

𝑥 = cos 𝜃
𝑦 = 1 + sin 𝜃, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)
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la función 𝑔 que resulta es

𝑔(𝜃) = (1 + sin 𝜃)3 + (cos 𝜃)2 − 3(1 + sin 𝜃) = sin3 𝜃 + 2 sin2 𝜃 − 1

a la que calculamos sus puntos crı́ticos

𝑔′(𝜃) = 3 sin2 𝜃 cos 𝜃 + 4 sin 𝜃 cos 𝜃 ⇒ 3 sin2 𝜃 cos 𝜃 + 4 sin 𝜃 cos 𝜃 = 0

⇒ sin 𝜃 cos 𝜃(3 sin 𝜃 + 4) = 0 ⇒


3 sin 𝜃 + 4 = 0 ⇒ No tiene solución

sin 𝜃 cos 𝜃 = 0 ⇔


𝜃 = 0 → (1, 1)
𝜃 = 𝜋

2 → (0, 2)
𝜃 = −𝜋

2 → (0, 0)

De forma que los puntos crı́ticos de 𝑔 son

(0, 0), (0, 2), (1, 1)

en los que el valor de 𝑓 es 𝑓 (0, 0) = 0, 𝑓 (0, 2) = 2 y 𝑓 (1, 1) = −1.

Una vez determinados los puntos crı́ticos de 𝑓 dentro y en el contorno del recinto 𝑅, se consideran asi-
mismo los puntos extremos del contorno. En este caso, tales se corresponden con los valores del ángulo,
𝜃 = 0 y 𝜃 = 2𝜋 resultando en ambos casos el punto

(1, 1)

que ya ha sido evaluado anteriormente.
A partir de estos resultados podemos concluir lo siguiente:

El valor máximo absoluto de 𝑓 es 2 y lo alcanza en el punto (0, 2).

El valor mı́nimo absoluto de 𝑓 es −2 y lo alcanza en el punto (0, 1).

Figura 3.10: Región, 𝑅, cerrada y acotada del ejemplo 6
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Integración múltiple

Antes de introducir la integración doble y triple, revisamos brevemente la integral definida unidi-
mensional (o integral simple). Si 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función acotada en el intervalo compacto
[𝑎, 𝑏], entonces 𝐼 =

∫ 𝑏
𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 representa el área entre 𝑓 y el eje de la abscisa, si asumimos que

𝑓 (𝑥) ≥ 0 para todo 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]. En el caso particular 𝐼 =
∫ 𝑏
𝑎

d𝑥 = [𝑥]𝑏𝑎 = 𝑏 − 𝑎 obtenemos la longitud
del intervalo [𝑎, 𝑏]. Por tanto, en muchos casos la integral definida simple puede ser interpretada
como longitud o área. De forma análoga, la integral doble puede ser interpretada como área o vo-
lumen y la integral triple como volumen o hipervolumen, junto con otras interpretaciones según el
contexto.

4.1. Integración doble

4.1.1. Integración en un rectángulo

Integrabilidad

Sean 𝑅 un rectángulo en el plano cartesiano dado por

𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑}

y
𝑓 : 𝑅 → ℝ

una función acotada. Podemos aproximar el volumen por debajo de la superficie creado por la fun-
ción (asumimos 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≥ 0 para simplificar) y encima del plano 𝑋𝑌 mediante sumas inferiores y
superiores, en analogı́a al caso unidimensional:

𝑃𝑛,𝑚 = {𝑄𝑖 𝑗}, donde 𝑄𝑖 𝑗 = [𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖] × [ 𝑦𝑗−1, 𝑦𝑗] con
{𝑎 = 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏} una partición de [𝑎, 𝑏]
{𝑐 = 𝑦0, 𝑦1, 𝑦2, . . . , 𝑦𝑚 = 𝑑} una partición de [𝑐, 𝑑]

y la suma inferior 𝑆inf y la suma superior 𝑆sup dadas por

𝑆inf (𝑃𝑛,𝑚, 𝑓 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑚𝑖 𝑗 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ( 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1), con 𝑚𝑖 𝑗 = mı́n
(𝑥, 𝑦) ∈𝑄𝑖 𝑗

𝑓 (𝑥, 𝑦),

𝑆sup(𝑃𝑛.𝑚, 𝑓 ) =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚∑︁
𝑗=1

𝑀𝑖 𝑗 (𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1) ( 𝑦𝑗 − 𝑦𝑗−1), con 𝑀𝑖 𝑗 = máx
(𝑥, 𝑦) ∈𝑄𝑖 𝑗

𝑓 (𝑥, 𝑦).
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El volumen por debajo de la función corresponde al supremo de 𝑆inf (volumen por defecto) y al ı́nfi-
mo de 𝑆sup (volumen por exceso) entre todas las particiones 𝑃 de 𝑅, tal como recoge la siguiente
definición.

Definición 4.1. (integrabilidad):
Una función acotada 𝑓 : 𝑅 → ℝ es integrable (en el sentido de) Riemann en 𝑅 y su integral definida es

𝐼 =

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦)

si y solo si
lı́m

𝑛,𝑚→∞
𝑆inf ( 𝑓 , 𝑃𝑛,𝑚) = lı́m

𝑛,𝑚→∞
𝑆sup( 𝑓 , 𝑃𝑛,𝑚) = 𝐼,

siendo 𝑆inf y 𝑆sup sumas inferiores y superiores y la partición cumple lı́m
𝑛,𝑚→∞

máx[𝑄𝑖 𝑗] = 0 ∀(𝑖, 𝑗).

Observación 4.2. 1. Como en otros contextos de cálculo, hemos definido un concepto nuevo a través
de la existencia de un lı́mite apropiado. Determinar una integral doble a través de lı́mites de sumas
es posible pero complicado y por tanto buscaremos formas más directas, en concreto la reducción
a integrales simples.

2. Una definición equivalente utiliza sumas de Riemann en vez de sumas inferiores y superiores (ver
literatura).

3. Se puede utilizar la notación 𝐼 =
∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦)𝑑𝐴 para enfatizar que en la integral doble el orden de

diferenciales no está especificado (𝑑𝐴 de ”área”).

4. Tanto integrales dobles como triples son integrales definidas, es decir, las calculamos sobre un con-
junto especificado en dos o tres dimensiones.

Propiedades fundamentales de la integral doble

(a) Linealidad:
Si 𝑓 , 𝑔 : 𝑅 → ℝ integrables en 𝑅 y 𝛼 ∈ ℝ, entonces 𝑓 + 𝑔 y 𝛼 𝑓 son integrables en 𝑅 con:∬

𝑅

[ 𝑓 (𝑥, 𝑦) + 𝑔(𝑥, 𝑦)] d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) +
∬
𝑅

𝑔(𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦),∬
𝑅

𝛼 𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) = 𝛼

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦)

(b) Monotonı́a:
Si 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑔(𝑥, 𝑦) ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, entonces∬

𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) ≤
∬
𝑅

𝑔(𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦),

y ������
∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦)

������ ≤
∬
𝑅

| 𝑓 (𝑥, 𝑦) | d(𝑥, 𝑦).
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(c) Acotación:
Si 𝑓 : 𝑅 → ℝ es integrable en 𝑅 y 𝑚 ≤ 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≤ 𝑀 ∀(𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅, entonces

𝑚(𝑏 − 𝑎) (𝑑− 𝑐) ≤ 𝐼 ≤ 𝑀(𝑏 − 𝑎) (𝑑− 𝑐).

(d) Aditividad respecto de rectángulos disjuntos:
Si 𝑅 = 𝑅1 ∪ 𝑅2 con 𝑅1 ∩ 𝑅2 = ∅, entonces∬

𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 =

∬
𝑅1

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦 +
∬
𝑅2

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦.

Teorema 4.3. (continuidad implica integrabilidad):
(a) Si 𝑓 : 𝑅 → ℝ es una función continua, entonces 𝑓 es integrable en 𝑅.

(b) Si 𝑓 : 𝑅 → ℝ es una función continua excepto posiblemente en un conjunto de medida cero, entonces
𝑓 es integrable en 𝑅.

Observación 4.4. 1. La parte (a) es un caso particular de la parte (b), pero por su relevancia la con-
sideramos aparte.

2. El conjunto de medida cero es una generalización de la condición correspondiente del caso unidi-
mensional: Si 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ es una función continua a trozos, entonces 𝑓 es integrable en 𝑅. Hay
que recordar que una función continua en 𝑅 toma sus valores extremos en 𝑅 y por tanto implica
acotación de 𝑓 .

Integrales iteradas y el teorema de Fubini

Sea 𝑓 : 𝑅 → ℝ integrable en 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Para cada 𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] podemos definir

𝑓𝑦 : [𝑎, 𝑏] → ℝ,

𝑥 → 𝑓𝑦 (𝑥),

donde se interpreta 𝑦 como un parámetro y 𝑥 como única variable independiente. La notación 𝑓𝑦 no
corresponde la derivada parcial. Si 𝑓𝑦 es integrable en [𝑎, 𝑏], entonces podemos definir una nueva
función 𝑔 como

𝑔 : [𝑐, 𝑑] → ℝ,

𝑦 →
∫ 𝑥=𝑏

𝑥=𝑎
𝑓𝑦 (𝑥) d𝑥,

es decir, la función 𝑔 depende solo de 𝑦, 𝑔 = 𝑔( 𝑦), y podemos calcular
∫ 𝑦=𝑑

𝑦=𝑐
𝑔( 𝑦) d𝑦. En total:∫ 𝑦=𝑑

𝑦=𝑐
𝑔( 𝑦) d𝑦 =

∫ 𝑦=𝑑

𝑦=𝑐

(∫ 𝑥=𝑏

𝑥=𝑎
𝑓𝑦 (𝑥) d𝑥

)
d𝑦.

Está permitido hacer el mismo razonamiento empezando por 𝑥. Para cada 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] podemos
definir

𝑓𝑥 : [𝑐, 𝑑] → ℝ,

𝑦 → 𝑓𝑥 ( 𝑦),

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 cba 65

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es


CAPÍTULO 4. INTEGRACIÓN MÚLTIPLE

donde se interpreta 𝑥 como un parámetro e 𝑦 como única variable independiente. Si 𝑓𝑥 es integrable
en [𝑐, 𝑑], entonces podemos definir una nueva función ℎ como

ℎ : [𝑎, 𝑏] → ℝ,

𝑥 →
∫ 𝑦=𝑑

𝑦=𝑐
𝑓𝑥 ( 𝑦) d𝑦,

es decir, la función ℎ depende solo de 𝑥, ℎ = ℎ(𝑥), y podemos calcular
∫ 𝑥=𝑏
𝑥=𝑎

ℎ(𝑥) d𝑥. En total:∫ 𝑥=𝑏

𝑥=𝑎
ℎ(𝑥) d𝑥 =

∫ 𝑥=𝑏

𝑥=𝑎

(∫ 𝑦=𝑑

𝑦=𝑐
𝑓𝑥 ( 𝑦) d𝑦

)
d𝑥.

Acabamos de descubrir las integrales iteradas∫ 𝑑

𝑐
𝑔( 𝑦) d𝑦 =

∫ 𝑑

𝑐

(∫ 𝑏

𝑎
𝑓𝑦 (𝑥) d𝑥

)
d𝑦,∫ 𝑏

𝑎
ℎ(𝑥) d𝑥 =

∫ 𝑏

𝑎

(∫ 𝑑

𝑐
𝑓𝑥 ( 𝑦) d𝑦

)
d𝑥,

donde hemos suprimido las referencias a 𝑥 e 𝑦, respectivamente, en los lı́mites de intervalo para
simplificar la notación (aunque se recomienda ponerla siempre y cuando sea útil para evitar confu-
siones). Las funciones auxiliares 𝑓𝑦 (𝑥) y 𝑓𝑥 ( 𝑦) solo son interpretaciones distintas de la misma 𝑓 (𝑥, 𝑦)
y obtenemos el siguiente teorema.

Teorema 4.5. (teorema de Fubini):
La integral doble de una función continua 𝑓 : 𝑅 → ℝ es igual a la integral iterada (en cualquier orden):∬

𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∫ 𝑏

𝑎

(∫ 𝑑

𝑐
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦

)
d𝑥

=

∫ 𝑑

𝑐

(∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

)
d𝑦.

Observación 4.6. 1. Según el teorema de Fubini se puede calcular una integral doble a través de dos
integraciones simples sucesivas (“iteradas”).

2. Los paréntesis en las integrales iteradas no son necesarios, pero el orden de integración es impor-
tante y bien definido: en la primera integral iterada se integra primero sobre 𝑦, luego sobre 𝑥 y
en la segunda integral al revés. Este hecho está reflejado por la posición de los diferenciales y los
lı́mites de integración: en la integral iterada el orden de integración no es arbitrario.

3. Una vez puestos los intervalos de integración de 𝑥 e 𝑦 en las integrales iteradas, el orden de los
diferenciales está definido. No cumplir con esta concordancia es un error.

Ejemplo 4.7. Calcular el volumen𝑉 comprendido entre la gráfica de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 16−𝑥2−3𝑦2 y el rectángu-
lo 𝑅 = [0, 3] × [0, 1] en el plano (𝑥, 𝑦).

Calculamos el volumen como integral doble que inmediatamente escribimos como integral iterada:

𝑉 =

∬
𝑅

(16 − 𝑥2 − 3𝑦2) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 𝑥=3

𝑥=0

(∫ 𝑦=1

𝑦=0
(16 − 𝑥2 − 3𝑦2) d𝑦

)
d𝑥 =

=

∫ 3

0

[
16𝑦 − 𝑥2 𝑦 − 𝑦3]1

0 d𝑥 =

∫ 3

0
[(16 − 𝑥2 − 1) − (0 − 0 − 0)] d𝑥 =

=

∫ 3

0
(15 − 𝑥2) d𝑥 =

[
15𝑥 − 𝑥3

3

]3

0
= (45 − 9) − (0 − 0) = 36,
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donde hemos utilizado las reglas de la integración unidimensional, en particular la regla de Barrow. Hay
que tener en cuenta que al integrar por primera vez, aquı́ sobre 𝑦, la otra variable, aquı́ 𝑥, se comporta
como si fuera una constante. Observamos que se resuelve una integral iterada “desde dentro hacia fuera”.
Según el teorema de Fubini, el resultado no depende del orden de las integrales iteradas. Para ilustrarlo,
calculamos el mismo volumen en el otro orden de integración.

𝑉 =

∬
𝑅

(16 − 𝑥2 − 3𝑦2) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 𝑦=1

𝑦=0

(∫ 𝑥=3

𝑥=0
(16 − 𝑥2 − 3𝑦2) d𝑥

)
d𝑦 =

=

∫ 1

0

[
16𝑥 − 𝑥3

3
− 3𝑥 𝑦2

]3

0
d𝑦 =

∫ 1

0
[(48 − 9 − 9𝑦2) − (0 − 0 − 0)] d𝑦 =

=

∫ 1

0
(39 − 9𝑦2) d𝑦 =

[
39𝑦 − 9

𝑦3

3

]1

0
= (39 − 3) − (0 − 0) = 36.

Ejemplo 4.8. Calcular la integral doble de 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 cos 𝑦 sobre 𝑅 = [0, 2] × [0, 𝜋2 ].

Calculamos (en cualquier orden de integración):

𝑉 =

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 2

0

∫ 𝜋/2

0
𝑒𝑥 cos 𝑦 d𝑦 d𝑥 =

∫ 2

0
𝑒𝑥

∫ 𝜋/2

0
cos 𝑦 d𝑦 d𝑥 =

=

∫ 2

0
𝑒𝑥 [sin 𝑦]𝜋/2

0 d𝑥 =

∫ 2

0
𝑒𝑥

(
sin

(𝜋
2

)
− sin(0)

)
d𝑥 =

∫ 2

0
𝑒𝑥 d𝑥 =

= [𝑒𝑥]2
0 = 𝑒2 − 1.

4.1.2. Integración sobre conjuntos generales

Teorema 4.9. (integral conjunto general): Sea 𝐷 ⊂ ℝ2 un conjunto cerrado cuya frontera es una
curva cerrada simple suave a trozos. Sea 𝑅 un rectángulo tal que 𝐷 ⊆ 𝑅. Sea 𝑓 : 𝐷 → ℝ continua.
Definimos 𝑓 : 𝑅 → ℝ tal que

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
{
𝑓 (𝑥, 𝑦) si (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷,

0 si (𝑥, 𝑦) ∈ 𝑅 \ 𝐷.

Entonces,
∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) existe y es igual a
∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦).

Observación 4.10. 1. Una curva cerrada simple es una curva cerrada que no se corta a sı́ misma.

2. Una curva suave a trozos es una curva que como mucho tiene un número finito de picos. Los picos
son puntos de no-diferenciabilidad.

Integración sobre conjuntos simples

Consideramos dos casos importantes de conjuntos simples, en las que los lı́mites del conjunto en 𝑦

son funciones de 𝑥, y los lı́mites en 𝑥 números, o al revés.

Caso 1, conjunto horizontalmente simple: Sea 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝜙1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝜙2(𝑥)},
con

𝜙1, 𝜙2 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, funciones continuas con
𝜙1(𝑥) ≤ 𝜙2(𝑥) ∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .
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Entonces, ∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 𝑏

𝑎

[∫ 𝑑

𝑐
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦

]
d𝑥 =

=

∫ 𝑏

𝑎


∫ 𝜙1 (𝑥)

𝑐
0 d𝑦 +

𝜙2 (𝑥)∫
𝜙1 (𝑥)

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 +
∫ 𝑑

𝜙2 (𝑥)
0 d𝑦

 d𝑥 =

=

∫ 𝑏

𝑎

𝜙2 (𝑥)∫
𝜙1 (𝑥)

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑦 d𝑥.

Como los lı́mites del intervalo en 𝑦 dependen de 𝑥, el orden de integración está fijo: tenemos que
integrar primero sobre 𝑦 y después sobre 𝑥. Si se intenta integrar en el orden inverso, el resultado
final vuelve a depender de 𝑥 y eso serı́a un error.

Ejemplo 4.11. Calcular
∬
𝐷

(𝑥2− 𝑦) d𝑥 d𝑦, siendo 𝐷 la región comprendida entre 𝑦 = 𝑥2, 𝑦 = −𝑥2, 𝑥 = −1,

𝑥 = 1.

Identificamos 𝜙1(𝑥) = −𝑥2, 𝜙2(𝑥) = 𝑥2. Entonces,∬
𝐷

(𝑥2 − 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∫ 1

−1

(∫ 𝑥2

−𝑥2
(𝑥2 − 𝑦) d𝑦

)
d𝑥 =

∫ 1

−1

[
𝑥2 𝑦 − 𝑦2

2

] 𝑦=𝑥2

𝑦=−𝑥2
d𝑥 =

=

∫ 1

−1

(
𝑥4 − 𝑥4

2
+ 𝑥4 + 𝑥4

2

)
d𝑥 =

∫ 1

−1
2𝑥4 d𝑥 =

[
2𝑥5

5

]1

−1
=

4
5
.

Caso 2, conjunto verticalmente simple: Sea 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝜙1( 𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝜙2( 𝑦), 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑},
con

𝜙1, 𝜙2 : [𝑐, 𝑑] → ℝ, funciones continuas con
𝜙1( 𝑦) ≤ 𝜙2( 𝑦) ∀𝑦 ∈ [𝑐, 𝑑] .

Entonces, ∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 𝑑

𝑐

[∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥

]
d𝑦 =

=

∫ 𝑑

𝑐

𝜙2 ( 𝑦)∫
𝜙1 ( 𝑦)

𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑥 d𝑦,

en completa analogı́a con el caso 1. Ahora, los lı́mites en 𝑥 son funciones de 𝑦.

Ejemplo 4.12. Hallar el volumen del tetraedro acotado por los planos 𝑥 = 0, 𝑦 = 0, 𝑧 = 0, 𝑥 + 𝑦 + 𝑧 = 1.

En este ejemplo calculamos el volumen por debajo de una función 𝑓 (𝑥, 𝑦) como la integral doble
∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦).

En el contexto de una integral doble, la variable 𝑧 corresponde a 𝑓 (𝑥, 𝑦), en analogı́a a la integral simple
donde 𝑦 = 𝑓 (𝑥). Por tanto, de la ecuación 𝑥+ 𝑦+𝑧 = 1 obtenemos la función 𝑧 = 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1−𝑥− 𝑦. Pero
aún no conocemos los lı́mites de dominio 𝐷 en el plano 𝑋𝑌. El plano 𝑋𝑌 está caracterizado por 𝑧 = 0 y el
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plano 𝑥+ 𝑦+𝑧 = 1 corta el plano 𝑋𝑌 en 𝑥+ 𝑦 = 1. Por lo tanto, 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ : 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥+ 𝑦 ≤ 1}.
Este ejemplo permite expresar los lı́mites en 𝑥 como función de 𝑦 o al revés. Como en el caso 2 los lı́mites de
𝐷 en 𝑦 son fijos y los lı́mites en 𝑥 funciones de 𝑦, ponemos 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ : 0 ≤ 𝑥 ≤ 1− 𝑦, 0 ≤ 𝑦 ≤ 1},
es decir 𝜙1( 𝑦) = 0, 𝜙2( 𝑦) = 1 − 𝑦. Ahora podemos calcular:

𝑉 =

∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =
∫ 1

0

𝜙2 ( 𝑦)∫
𝜙1 ( 𝑦)

(1 − 𝑥 − 𝑦) d𝑥 d𝑦 =

∫ 1

0

1− 𝑦∫
0

(1 − 𝑥 − 𝑦) d𝑥 d𝑦 =

=

∫ 1

0

[
𝑥 − 𝑥2

2
− 𝑥 𝑦

]𝑥=1− 𝑦

𝑥=0
d𝑦 =

∫ 1

0

(
1 − 𝑦 − (1 − 𝑦)2

2
− (1 − 𝑦) 𝑦

)
d𝑦 =

=

[
𝑦 − 𝑦2

2
+ (1 − 𝑦)3

6
− 𝑦2

2
+ 𝑦3

3

]1

0
=

=

(
1 − 1

2
+ 0 − 1

2
+ 1

3

)
−

(
0 − 0 + 1

6
− 0 + 0

)
=

1
6
.

4.1.3. Cambio de variables

Para calcular integrales unidimensionales, existe una fórmula de cambio de variables que repasa-
mos aquı́. Sea

𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ 𝑥 → 𝑓 (𝑥),

y 𝑥 = 𝑔(𝑡) un cambio de variable de 𝑥 a 𝑡, entonces∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

∫ 𝑔−1 (𝑏)

𝑔−1 (𝑎)
𝑓 (𝑔(𝑡))𝑔′(𝑡) d𝑡,

donde asumimos que el cambio de variable es invertible. Observamos que el cambio de variable
implica un cambio de diferencial:

d𝑥
𝑑𝑡

= 𝑔′(𝑡) → d𝑥 = 𝑔′(𝑡)𝑑𝑡.

Este cambio de variable se puede generalizar a la integral doble.

Teorema 4.13. (cambio de variable):
Sea un cambio de variable de (𝑥, 𝑦) a (𝑢, 𝑣) definido por

𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣), 𝑦 = ℎ(𝑢, 𝑣), con

𝐽 =

©­­­­«
𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣

𝜕ℎ

𝜕𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑣

ª®®®®¬
=

©­«
𝑔𝑢 𝑔𝑣

ℎ𝑢 ℎ𝑣

ª®¬ su matriz de Jacobi.

Entonces, ∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝐷∗

𝑓 (𝑔(𝑢, 𝑣), ℎ(𝑢, 𝑣)) | det 𝐽 | d(𝑢, 𝑣),

con 𝐷∗ representando el dominio expresado en variables 𝑢, 𝑣.
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Observación 4.14. Se puede interpretar el jacobiano (la determinante de la matrix de Jacobi) de forma
geométrica utilizando

d(𝑥, 𝑦) = | det 𝐽 | d(𝑢, 𝑣),
donde el factor d(𝑥, 𝑦) representa el área infinitesimal en las variables 𝑥, 𝑦, el factor d(𝑢, 𝑣) el área in-
finitesimal en las variables 𝑢, 𝑣, y | det 𝐽 | es el factor de dilatación de transformación de área al hacer el
cambio de variables.

Ejemplo 4.15. Calcular
∬
𝐷

𝑒
𝑦−𝑥
𝑦+𝑥 d(𝑥, 𝑦) con 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 0 ≤ 𝑥, 0 ≤ 𝑦, 𝑥 + 𝑦 ≤ 2}.

La idea principal es reemplazar 𝑒
𝑦−𝑥
𝑦+𝑥 por 𝑒

𝑢
𝑣 e integrar primero sobre 𝑢. El cambio de variable es:

𝑢 = 𝑦 − 𝑥

𝑣 = 𝑦 + 𝑥

}
⇔

{
𝑥 = 𝑣−𝑢

2 ≕ 𝑔(𝑢, 𝑣),
𝑦 = 𝑢+𝑣

2 ≕ ℎ(𝑢, 𝑣).

Con la definición de 𝑔, ℎ, podemos calcular la matrix de Jacobi y su determinante:

𝐽 =

©­­­­«
𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣

𝜕ℎ

𝜕𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑣

ª®®®®¬
=

©­­­­«
−1

2
1
2

1
2

1
2

ª®®®®¬
→ | det 𝐽 | =

����−1
4
− 1

4

���� = ����−1
2

���� = 1
2

Solo falta determinar el dominio en las nuevas variables. Partimos de las condiciones dadas en 𝑥, 𝑦:

𝑥 ≥ 0 → 𝑣 − 𝑢

2
≥ 0, 𝑢 ≤ 𝑣,

𝑦 ≥ 0 → 𝑣 + 𝑢
2

≥ 0, 𝑢 ≥ −𝑣,

𝑥 + 𝑦 ≤ 2 → 𝑣 + 𝑢
2

+ 𝑣 − 𝑢

2
≤ 2, 𝑣 + 𝑢 + 𝑣 − 𝑢 ≤ 4, 𝑣 ≤ 2.

Buscamos reemplazar los lı́mites de 𝑣 por números y los lı́mites de 𝑢 por funciones de 𝑣. Para eso, falta el
lı́mite inferior del intervalo de 𝑣. Como 𝑣 tiene que ser a la vez más grande (o igual) que 𝑢 y −𝑢, el mı́nimo
de 𝑣 es cero. Por lo tanto, 𝐷∗ = {(𝑢, 𝑣) ∈ ℝ2 : −𝑣 ≤ 𝑢 ≤ 𝑣, 0 ≤ 𝑣 ≤ 2}. Ahora, calculamos la integral
doble: ∬

𝐷

𝑒
𝑦−𝑥
𝑦+𝑥 d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝐷∗

𝑒
𝑢
𝑣

1
2

d(𝑢, 𝑣) = 1
2

∫ 2

0

∫ 𝑣

−𝑣
𝑒
𝑢
𝑣 𝑑𝑢d𝑣 =

1
2

∫ 2

0

[
𝑣𝑒

𝑢
𝑣

]𝑣
−𝑣
𝑑𝑣 =

=
1
2

∫ 2

0
(𝑣𝑒1 − 𝑣𝑒−1)𝑑𝑣 = 𝑒 − 𝑒−1

2

∫ 2

0
𝑣 d𝑣 =

𝑒 − 𝑒−1

2

[
𝑣2

2

]2

0
=

=
𝑒 − 𝑒−1

2
(2 − 0) = 𝑒 − 𝑒−1.

Este ejemplo demuestra que un cambio de variable puede adaptarse a cada función y dominio. No
obstante, hay algunos cambios de variables estándar, como el de cambio de coordenadas cartesia-
nas a coordenadas polares.

Ejemplo 4.16. Calcular
∬
𝐷

𝑒−(𝑥2+𝑦2 ) d(𝑥, 𝑦) con 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1}.

El cambio de variable es

𝑥 = 𝜌 cos 𝜃 ≕ 𝑔(𝜌, 𝜃)
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 ≕ ℎ(𝜌, 𝜃)
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que implica 𝑥2+ 𝑦2 = 𝜌2 y por tanto𝐷∗ = {(𝜌, 𝜃) ∈ ℝ2 : 0 ≤ 𝜌 ≤ 1, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋}. La condición que defina
𝐷, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1, representa el interior de un disco de radio 1 centrado en el origen y por consecuencia
no hay limitación en el ángulo 𝜃. Con la definición de 𝑔, ℎ, podemos calcular la matrix jacobiana y su
determinante:

𝐽 =

©­­­­«
𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣

𝜕ℎ

𝜕𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑣

ª®®®®¬
=

(
cos 𝜃 −𝜌 sin 𝜃
sin 𝜃 𝜌 cos 𝜃

)
→ | det 𝐽 | =

��𝜌 cos2 𝜃 + 𝜌 sin2 𝜃
�� = |𝜌| = 𝜌

Ahora, calculamos la integral doble:∬
𝐷

𝑒−(𝑥2+𝑦2 ) d(𝑥, 𝑦) =

∬
𝐷∗

𝑒−𝜌
2
𝜌 d(𝜌, 𝜃) =

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
𝜌𝑒−𝜌

2
d𝜌d𝜃.

Ni los lı́mites del intervalo de 𝜌, ni la función dependen de 𝜃 y la integral doble representa un caso trivial
de la factorización de funciones:∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
𝜌𝑒−𝜌

2
d𝜌d𝜃 =

∫ 2𝜋

0
d𝜃 ·

∫ 1

0
𝜌𝑒−𝜌

2
d𝜌 = 2𝜋

(
−1

2

) ∫ 1

0
(−2𝜌)𝑒−𝜌2

d𝜌 =

= −𝜋
∫ 1

0
(−2𝜌)𝑒−𝜌2

d𝜌 = −𝜋
[
𝑒−𝜌

2
]1

0
= (1 − 𝑒−1)𝜋.

Observamos que | det 𝐽 | = 𝜌 independiente del dominio y de la función y que solo depende del cambio
de variable.

4.1.4. Casos especı́ficos y aplicaciones

En este apartado consideramos integrales dobles 𝐼 =
∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) que son de interés particular,

p.ej. si la función 𝑓 es par o impar o si 𝑓 factoriza.

Empezamos con las funciones pares e impares:

1. Si 𝑓 es par en 𝑥, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (−𝑥, 𝑦), con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, siendo 𝐷 simétrico respecto del eje 𝑦,
entonces

𝐼 = 2
∬
𝐷1

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) con 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 𝑥 ≥ 0}.

2. Si 𝑓 es par en 𝑦, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (𝑥,−𝑦), con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, siendo 𝐷 simétrico respecto del eje 𝑥,
entonces

𝐼 = 2
∬
𝐷1

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) con 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 𝑦 ≥ 0}.

3. Si 𝑓 es impar en 𝑥, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 𝑓 (−𝑥, 𝑦), con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, siendo 𝐷 simétrico respecto del eje 𝑦,
entonces

𝐼 = 0.

4. Si 𝑓 es impar en 𝑦, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 𝑓 (𝑥,−𝑦), con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, siendo 𝐷 simétrico respecto del eje 𝑥,
entonces

𝐼 = 0.

Los casos (1) y (2) pueden darse simultáneamente. Entonces tenemos:
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5. Si 𝑓 es par en 𝑥 e 𝑦, 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑓 (−𝑥,−𝑦), con (𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷, siendo 𝐷 simétrico respecto de los
ejes 𝑥 e 𝑦, entonces

𝐼 = 4
∬
𝐷1

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) con 𝐷1 = {(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐷 : 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0}.

Ahora consideramos el caso cuando 𝑓 (𝑥, 𝑦) factoriza en dos funciones, cada una dependiente de
una sola variable.

Teorema 4.17. (integral de función factorizada):
Sea 𝑓 : 𝑅 → ℝ continua en 𝑅 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑]. Si 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑔(𝑥)ℎ( 𝑦), entonces∬

𝑅

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) =
(∫ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥

) (∫ 𝑑

𝑐
ℎ( 𝑦) d𝑦

)
.

La aplicación fundamental de integrales es calcular áreas y volúmenes. Para ilustrar la relación entre
integrales simples y dobles, consideramos el siguiente ejemplo. La integral simple

𝐼 =

∫ 𝑟

0

√
𝑟2 − 𝑥2 d𝑥

representa el área debajo de 𝑓 (𝑥) =
√
𝑟2 − 𝑥2 cuya gráfica es la parte de una circunferencia de radio

𝑟 limitada al primer cuadrante (nótese que 𝑥 va de 0 a 𝑟). Como tal, 𝐼 =
𝜋𝑟2

4
.

También se puede interpretar el área como dominio 𝐷 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ : 𝑥 ≥ 0, 𝑦 ≥ 0, 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 𝑟2}
en el plano (𝑥, 𝑦) y calcular el área como integral doble. Es más fácil calcularlo con coordenadas
polares y 𝐷∗ = {(𝜌, 𝜃) ∈ ℝ : 𝜌 ≤ 𝑟, 0 ≤ 𝜃 ≤ 𝜋

2 }. Calculamos

𝐼 =

∫ 𝜋
2

0

∫ 𝑟

0
𝜌d𝜌d𝜃 =

∫ 𝜋
2

0
d𝜃 ·

∫ 𝑟

0
𝜌d𝜌 =

𝜋

2

[
𝜌2

2

] 𝑟
0
=
𝜋

2
· 𝑟

2

2
=
𝜋𝑟2

4
.

Observamos las siguientes relaciones:∫ 𝑏

𝑎
d𝑥 = longitud del intervalo [𝑎, 𝑏],∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 = área debajo de 𝑓 (𝑥),∬

𝐷

d(𝑥, 𝑦) = área de 𝐷,∬
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦) d(𝑥, 𝑦) = volumen debajo de 𝑓 (𝑥, 𝑦),

donde para simplificar hemos asumido 𝑓 (𝑥) ≥ 0 en [𝑎, 𝑏] y 𝑓 (𝑥, 𝑦) ≥ 0 en 𝐷.

4.2. Integración triple

Aunque la integración triple es la generalización directa de la integración doble, con muchas pro-
piedades compartidas, hay algunos aspectos novedosos, p.ej. el cambio de variables a coordenadas
cilı́ndricas o esféricas.
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4.2.1. Comentarios generales

El rectángulo 𝑅 del plano cartesiano de dos dimensiones (𝑥, 𝑦) está generalizado en el espacio car-
tesiano de tres dimensiones (𝑥, 𝑦, 𝑧) al paralelepı́pedo

𝑃 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, 𝑓 ] = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏, 𝑐 ≤ 𝑦 ≤ 𝑑, 𝑒 ≤ 𝑧 ≤ 𝑓 }

Podemos calcular el volumen de 𝑃 como integral triple

𝑉 =

∭
𝑃

d(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑏 − 𝑎) (𝑑− 𝑐) ( 𝑓 − 𝑒).

Se puede utilizar también la notación d(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑑𝑉. Si el conjunto 𝐷 no es un paralelepı́pedo, el
volumen de 𝐷 es

𝑉 =

∭
𝐷

d(𝑥, 𝑦, 𝑧),

y veremos métodos para calcularlo más adelante. Utilizando 𝑃, se podrı́a definir la existencia de una
integral triple con el mismo razonamiento que para una integral doble, utilizando particiones en tres
dimensiones, lı́mites, etc. Por motivos de espacio y falta de complejidad conceptual, obviamos esta
definición y referimos a 4.1.1 y la literatura. Las propiedades fundamentales enumeradas en 4.1.1
también son válidas para integrales triples.

Ampliamos la lista de las relaciones (ver arriba) con:∭
𝐷

d(𝑥, 𝑦, 𝑧) = volumen de 𝐷,∭
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) = hipervolumen debajo de 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧),

donde asumimos (como antes) 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≥ 0 en 𝐷. Aplicaciones fı́sicas que utilizan una integral tri-
ple con 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) incluyen el cálculo de masas, de momentos de inercia, de centros de gravedad etc.

4.2.2. Integración en un paralelepı́pedo

El teorema de Fubini también es válido en 3 dimensiones.

Teorema 4.18. (teorema de Fubini en ℝ3):
La integral triple de una función continua 𝑓 : 𝑃 → ℝ es igual a la integral iterada (en cualquier orden):∭

𝑃

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝑑

𝑐

∫ 𝑓

𝑒
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧 d𝑦 d𝑥 =

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝑓

𝑒

∫ 𝑑

𝑐
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦 d𝑧 d𝑥

=

∫ 𝑑

𝑐

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝑓

𝑒
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑧 d𝑥 d𝑦 =

∫ 𝑑

𝑐

∫ 𝑓

𝑒

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑧 d𝑦

=

∫ 𝑓

𝑒

∫ 𝑏

𝑎

∫ 𝑑

𝑐
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑦 d𝑥 d𝑧 =

∫ 𝑓

𝑒

∫ 𝑑

𝑐

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d𝑥 d𝑦 d𝑧.

Observación 4.19. Los comentarios sobre el teorema de Fubini siguen vigentes. En particular, el orden
de diferenciales tiene que estar en concordancia con los lı́mites de los intervalos en cada dimensión.
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Ejemplo 4.20. Calcular
∭
𝑃

(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) con 𝑃 = [0, 1] × [0, 2] × [0, 1] integrando en el orden

𝑦, 𝑧, 𝑥.

Calculamos

𝐼 =

∫ 1

0

∫ 1

0

∫ 2

0
(𝑥 + 𝑦 + 𝑧) d𝑦 d𝑧 d𝑥 =

∫ 1

0

∫ 1

0

[
(𝑥 + 𝑧) 𝑦 + 𝑦2

2

] 𝑦=2

𝑦=0
d𝑧 d𝑥 =

=

∫ 1

0

∫ 1

0
(2(𝑥 + 𝑧) + 2) d𝑧 d𝑥 = 2

∫ 1

0

∫ 1

0
(𝑥 + 𝑧 + 1) d𝑧 d𝑥 =

= 2
∫ 1

0

[
(𝑥 + 1)𝑧 + 𝑧2

2

] 𝑧=1

𝑧=0
d𝑥 = 2

∫ 1

0

(
𝑥 + 3

2

)
d𝑥 = 2

[
𝑥2

2
+ 3

2
𝑥

]1

0
= 2

(
1
2
+ 3

2

)
= 4.

Presentamos el siguiente teorema, en generalización directa de la integral doble.

Teorema 4.21. (integral de función factorizada en ℝ3):
Sea 𝑓 : 𝑃 → ℝ continua en 𝑃 = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑] × [𝑒, 𝑓 ]. Si 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑔(𝑥)ℎ( 𝑦)𝑘(𝑧), entonces∭

𝑃

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

(∫ 𝑏

𝑎
𝑔(𝑥) d𝑥

) (∫ 𝑑

𝑐
ℎ( 𝑦) d𝑦

) (∫ 𝑓

𝑒
𝑘(𝑧) d𝑧

)
.

4.2.3. Integración sobre conjuntos simples en ℝ3

Consideramos los siguientes conjuntos en ℝ3:

𝐷1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏; 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓2(𝑥); 𝑔1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑔2(𝑥, 𝑦)},
𝐷2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑎 ≤ 𝑥 ≤ 𝑏; 𝑔1(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥, 𝑧); 𝑓1(𝑥) ≤ 𝑧 ≤ 𝑓2(𝑥)},
𝐷3 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑓1( 𝑦) ≤ 𝑥 ≤ 𝑓2( 𝑦); 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏; 𝑔1(𝑥, 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑔2(𝑥, 𝑦)},
𝐷4 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑔1( 𝑦, 𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝑔2( 𝑦, 𝑧); 𝑎 ≤ 𝑦 ≤ 𝑏; 𝑓1( 𝑦) ≤ 𝑧 ≤ 𝑓2( 𝑦)},
𝐷5 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑓1(𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝑓2(𝑧); 𝑔1(𝑥, 𝑧) ≤ 𝑦 ≤ 𝑔2(𝑥, 𝑧); 𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏},
𝐷6 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑔1( 𝑦, 𝑧) ≤ 𝑥 ≤ 𝑔2( 𝑦, 𝑧); 𝑓1(𝑧) ≤ 𝑦 ≤ 𝑓2(𝑧); 𝑎 ≤ 𝑧 ≤ 𝑏}.

Si quitamos la dependencia de 𝑧 a 𝑔(𝑥, 𝑦), los conjuntos 𝐷1 y 𝐷3 corresponden a los casos conside-
rados en 4.1.2.

Ejemplo 4.22. Sea 𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 0 ≤ 𝑥 ≤ 2; 0 ≤ 𝑦 ≤ 𝑥; 0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑥 + 𝑦}. Calcular
𝐼 =

∭
𝐷

(𝑥 𝑦 + 2𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧).

Vemos que 𝐷 es del tipo 𝐷1, con 𝑎 = 0, 𝑏 = 2, 𝑓1(𝑥) = 0, 𝑓2(𝑥) = 𝑥, 𝑔1(𝑥, 𝑦) = 0, 𝑔2(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦.
Calculamos:

𝐼 =

∭
𝐷

(𝑥 𝑦 + 2𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∫ 2

0

∫ 𝑥

0

∫ 𝑥+𝑦

0
(𝑥 𝑦 + 2𝑧) d𝑧 d𝑦 d𝑥 =

=

∫ 2

0

∫ 𝑥

0

[
𝑥 𝑦𝑧 + 𝑧2] 𝑧=𝑥+𝑦

𝑧=0 =

∫ 2

0

∫ 𝑥

0

(
𝑥 𝑦(𝑥 + 𝑦) + (𝑥 + 𝑦)2

)
d𝑦 d𝑥 =

=

∫ 2

0

∫ 𝑥

0

(
𝑥2 𝑦 + 𝑥 𝑦2 + 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 𝑦

)
d𝑦 d𝑥 =

=

∫ 2

0

[
𝑥2 𝑦2

2
+ 𝑥 𝑦3

3
+ 𝑥2 𝑦 + 𝑦3

3
+ 𝑥 𝑦2

] 𝑦=𝑥
𝑦=0

d𝑥 =

∫ 2

0

(
𝑥4

2
+ 𝑥4

3
+ 𝑥3 + 𝑥3

3
+ 𝑥3

)
d𝑥 =

=

∫ 2

0

(
5𝑥4

6
+ 7𝑥3

3

)
=

[
𝑥5

6
+ 7𝑥4

12

]2

0
=

25

6
+ 7 · 24

12
=

16
3

+ 28
3

=
44
3
.
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Es posible reformular 𝐷 como otro tipo de conjunto estándar.

4.2.4. Cambio de variables

Teorema 4.23. (cambio de variables en ℝ3):
Sea un cambio de variable de (𝑥, 𝑦, 𝑧) a (𝑢, 𝑣, 𝑤) definido por

𝑥 = 𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑦 = ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑧 = 𝑘(𝑢, 𝑣, 𝑤), con

𝐽 =

©­­­­­­­­­«

𝜕𝑔

𝜕𝑢

𝜕𝑔

𝜕𝑣

𝜕𝑔

𝜕𝑤

𝜕ℎ

𝜕𝑢

𝜕ℎ

𝜕𝑣

𝜕ℎ

𝜕𝑤

𝜕𝑘

𝜕𝑢

𝜕𝑘

𝜕𝑣

𝜕𝑘

𝜕𝑤

ª®®®®®®®®®¬
=

©­­­­­«
𝑔𝑢 𝑔𝑣 𝑔𝑤

ℎ𝑢 ℎ𝑣 ℎ𝑤

𝑘𝑢 𝑘𝑣 𝑘𝑤

ª®®®®®¬
su matriz de Jacobi.

Entonces,∭
𝐷

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

∬
𝐷∗

𝑓 (𝑔(𝑢, 𝑣, 𝑤), ℎ(𝑢, 𝑣, 𝑤), 𝑘(𝑢, 𝑣, 𝑤)) | det 𝐽 | d(𝑢, 𝑣, 𝑤),

con 𝐷∗ representando el dominio expresado en variables 𝑢, 𝑣, 𝑤.

El teorema es una generalización directa del teorema para dos dimensiones. Si el cambio de varia-
bles es especı́fico para el problema, hay que calcular | det 𝐽 |. Para los siguientes cambios de variables
estándar, es siempre el mismo. En concreto, veremos ejemplos para coordenadas cilı́ndricas y esféri-
cas.

Coordenadas cilı́ndricas:

El cambio a coordenadas cilı́ndricas está dado por:
𝑥 = 𝜌 cos 𝜃 ≕ 𝑔(𝜌, 𝜃, 𝑧),
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 ≕ ℎ(𝜌, 𝜃, 𝑧),
𝑧 = 𝑧 ≕ 𝑘(𝜌, 𝜃, 𝑧),

donde 𝜌 es la variable radial y 𝜃 la variable (el ángulo) azimutal, en analogı́a con las coordenadas
polares en dos dimensiones. Con la definición de 𝑔, ℎ, 𝑘, podemos calcular la matriz de Jacobi y su
determinante:

𝐽 =

©­­­­­­­­­­«

𝜕𝑔

𝜕𝜌

𝜕𝑔

𝜕𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝑧

𝜕ℎ

𝜕𝜌

𝜕ℎ

𝜕𝜃

𝜕ℎ

𝜕𝑧

𝜕𝑘

𝜕𝜌

𝜕𝑘

𝜕𝜃

𝜕𝑘

𝜕𝑧

ª®®®®®®®®®®¬
=

©­«
cos 𝜃 −𝜌 sin 𝜃 0
sin 𝜃 𝜌 cos 𝜃 0

0 0 1

ª®¬ → | det 𝐽 | =
��𝜌 cos2 𝜃 + 𝜌 sin2 𝜃

�� = |𝜌| = 𝜌,

y por lo tanto, d(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜌

𝑑𝑖 𝑓 𝑓 (𝜌, 𝜃, 𝑧) es la sustitución en la fórmula.

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 cba 75

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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Ejemplo 4.24. Calcular el volumen de un cono de altura 𝑎 > 0 (en el semieje 𝑧 ≥ 0) y punta en el origen
mediante una integral triple.

La ecuación de la superficie de un cono es 𝑧2 = 𝑥2 + 𝑦2. Los términos 𝑥2 + 𝑦2 sugieren el cambio a
coordenadas cilı́ndricas, para las cuales la ecuación es 𝑧2 = 𝜌2. Según el enunciado, el cono solo se
extiende a valores positivos de 𝑧, la superficie del cono está caracterizada por 𝑧 = 𝜌, admitiendo todos
los valores del ángulo 𝜃, y el cono se extiende de 𝑧 = 0 hasta 𝑥 = 𝑎. Por tanto tenemos como intervalos
para 𝜌, 𝜃, 𝑧: 

0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑧,

0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,
0 ≤ 𝑧 ≤ 𝑎.

Como el intervalo de 𝜌 depende de 𝑧, tenemos que integrar primero sobre 𝜌 y después sobre 𝑧 (como
veremos podemos integrar sobre 𝜃 cuando queramos).

𝑉 =

∫ 𝑎

0

∫ 2𝜋

0

∫ 𝑧

0
𝜌d𝜌d𝜃 d𝑧 =

∫ 2𝜋

0
d𝜃

∫ 𝑎

0

∫ 𝑧

0
𝜌d𝜌d𝑧 = 2𝜋

∫ 𝑎

0

∫ 𝑧

0
𝜌d𝜌d𝑧 =

= 2𝜋
∫ 𝑎

0

[
𝜌2

2

] 𝑧
0

d𝑧 = 2𝜋
∫ 𝑎

0

(
𝑧2

2

)
d𝑧 = 2𝜋

[
𝑧3

6

]𝑎
0

d𝑧 =
𝜋𝑎3

3
.

Coordenadas esféricas:

El cambio a coordenadas esféricas tiene dos posibilidades (la elección concreta depende m’as de la
disciplina en la que se utiliza que de la matemática en sı́), y presentamos las dos:

𝑥 = 𝜌 cos𝜙1 cos 𝜃 ≕ 𝑔(𝜌, 𝜃, 𝜙1)
𝑦 = 𝜌 cos𝜙1 sin 𝜃 ≕ ℎ(𝜌, 𝜃, 𝜙1)
𝑧 = 𝜌 sin𝜙1 ≕ 𝑘(𝜌, 𝜃, 𝜙1)

o


𝑥 = 𝜌 sin𝜙2 cos 𝜃 ≕ 𝑔(𝜌, 𝜃, 𝜙2)
𝑦 = 𝜌 sin𝜙2 sin 𝜃 ≕ ℎ(𝜌, 𝜃, 𝜙2)
𝑧 = 𝜌 cos𝜙2 ≕ 𝑘(𝜌, 𝜃, 𝜙2)

El ángulo 𝜙1 ∈ [−𝜋
2 ,

𝜋
2 ] se conoce como latitud, el ángulo 𝜙2 ∈ [0, 𝜋] se conoce como colatitud.

En principio, se puede utilizar cualquier definición pero la dificultad del cálculo puede depender
del dominio concreto y la función. El ángulo 𝜃 es el ángulo azimutal y puede variar entre 0 y 2𝜋.
Evidentemente, para cuerpos concretos, los ángulos pueden ser limitados. Se cumple 𝑥2+𝑦2+𝑧2 = 𝜌2

para las dos definiciones. Calculamos la matriz de Jacobi usando 𝜙1.

𝐽 =

©­­­­­­­­­­«

𝜕𝑔

𝜕𝜌

𝜕𝑔

𝜕𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜙1

𝜕ℎ

𝜕𝜌

𝜕ℎ

𝜕𝜃

𝜕ℎ

𝜕𝜙1

𝜕𝑘

𝜕𝜌

𝜕𝑘

𝜕𝜃

𝜕𝑘

𝜕𝜙1

ª®®®®®®®®®®¬
=

©­«
cos𝜙1 cos 𝜃 −𝜌 cos𝜙1 sin 𝜃 −𝜌 sin𝜙1 cos 𝜃
cos𝜙1 sin 𝜃 𝜌 cos𝜙1 cos 𝜃 −𝜌 sin𝜙1 sin 𝜃

sin𝜙1 0 𝜌 cos𝜙1

ª®¬ .

De ahı́ calculamos det 𝐽 = 𝜌2 cos𝜙1 y

| det 𝐽 | = |𝜌2 cos𝜙1 | =
{
+𝜌2 cos𝜙1 si cos𝜙1 ≥ 0,
−𝜌2 cos𝜙1 si cos𝜙1 < 0.

Pero como 𝜙1 ∈ [−𝜋
2 ,

𝜋
2 ], no se puede dar cos𝜙1 < 0 y obtenemos | det 𝐽 | = 𝜌2 cos𝜙1. En la fórmula

se sustituye d(𝑥, 𝑦, 𝑧) por 𝜌2 cos𝜙1
𝑑𝑖 𝑓 𝑓 (𝜌, 𝜃, 𝜙1).
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Calculamos ahora la matriz de Jacobi usando 𝜙2.

𝐽 =

©­­­­­­­­­­«

𝜕𝑔

𝜕𝜌

𝜕𝑔

𝜕𝜃

𝜕𝑔

𝜕𝜙2

𝜕ℎ

𝜕𝜌

𝜕ℎ

𝜕𝜃

𝜕ℎ

𝜕𝜙2

𝜕𝑘

𝜕𝜌

𝜕𝑘

𝜕𝜃

𝜕𝑘

𝜕𝜙2

ª®®®®®®®®®®¬
=

©­«
sin𝜙2 cos 𝜃 −𝜌 sin𝜙2 sin 𝜃 𝜌 cos𝜙2 cos 𝜃
sin𝜙2 sin 𝜃 𝜌 sin𝜙2 cos 𝜃 𝜌 cos𝜙2 sin 𝜃

cos𝜙2 0 −𝜌 sin𝜙2

ª®¬
De ahı́ calculamos det 𝐽 = 𝜌2 sin𝜙2 y

| det 𝐽 | = |𝜌2 sin𝜙2 | =
{
+𝜌2 sin𝜙2 si sin𝜙2 ≥ 0,
−𝜌2 sin𝜙2 si sin𝜙2 < 0.

Pero como 𝜙2 ∈ [0, 𝜋], no se puede dar sin𝜙2 < 0 y obtenemos | det 𝐽 | = 𝜌2 sin𝜙2. En la fórmula se
sustituye d(𝑥, 𝑦, 𝑧) por 𝜌2 sin𝜙2 d𝜌d𝜃 d𝜙2.

Ejemplo 4.25. Calcular mediante una integral triple el volumen de una esfera de radio 𝑟.

El dominio sobre el cual se integra está dado en coordenadas cartesianas y esféricas (lo calcularemos
usando tanto latitud como colatitud) por:

𝐷 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧3 ≤ 𝑟2},
𝐷∗

1 = {(𝜌, 𝜃, 𝜙1) ∈ ℝ3 : 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑟, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋,−𝜋
2
≤ 𝜙1 ≤ 𝜋

2
} (latitud),

𝐷∗
2 = {(𝜌, 𝜃, 𝜙2) ∈ ℝ3 : 0 ≤ 𝜌 ≤ 𝑟, 0 ≤ 𝜃 ≤ 2𝜋, 0 ≤ 𝜙2 ≤ 𝜋} (colatitud).

El volumen se calcula (usando 𝜙1)

𝑉 =

∭
𝐷

d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∭
𝐷∗

1

𝜌2 cos𝜙1 d(𝜌, 𝜃, 𝜙1) =
∫ 𝑟

0

∫ 𝜋/2

−𝜋/2

∫ 2𝜋

0
𝜌2 cos𝜙1 d𝜃 d𝜙1 d𝜌 =

=

∫ 𝑟

0
𝜌2 d𝜌 ·

∫ 𝜋/2

−𝜋/2
cos𝜙1 d𝜙1 ·

∫ 2𝜋

0
d𝜃 =

[
𝜌3

3

] 𝑟
0
· [sin𝜙1]𝜋/2

−𝜋/2 · [𝜃]
2𝜋
0 =

=
𝑟3

3
· 2 · 2𝜋 =

4
3
𝜋𝑟3,

la fórmula conocida del volumen de una esfera. Ahora lo calculamos usando 𝜙2:

𝑉 =

∭
𝐷

d(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∭
𝐷∗

2

𝜌2 sin𝜙2 d(𝜌, 𝜃, 𝜙2) =
∫ 𝑟

0

∫ 𝜋

0

∫ 2𝜋

0
𝜌2 sin𝜙2 d𝜃 d𝜙2 d𝜌 =

=

∫ 𝑟

0
𝜌2 d𝜌 ·

∫ 𝜋

0
sin𝜙2 d𝜙2 ·

∫ 2𝜋

0
d𝜃 =

[
𝜌3

3

] 𝑟
0
· [− cos𝜙2]𝜋0 · [𝜃]2𝜋

0 =

=
𝑟3

3
· 2 · 2𝜋 =

4
3
𝜋𝑟3,

demostrando que el volumen es independiente de la elección del sistema de coordenadas.
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Capı́tulo 5

Integrales de lı́nea

5.1. Parametrización de curvas

Definición 5.1.

Un camino en ℝ𝑛 es una función 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛. Diremos que el camino es C1 si 𝛾 ∈ C1( [𝑎, 𝑏]).
En general denotaremos 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), . . . , 𝛾𝑛(𝑡)).

Llamaremos vector velocidad, o vector derivada, al vector 𝛾 ′(𝑡) = (𝛾1
′(𝑡), 𝛾2

′(𝑡), . . . , 𝛾𝑛 ′(𝑡)) .

Definición 5.2. Diremos que un camino 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛, 𝛾 ∈ C1 es un camino simple y regular si 𝛾 es
inyectiva y 𝛾 ′(𝑡) ≠ 0, ∀𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏].

Es decir, una función vectorial 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛 es un camino simple si el camino no se corta
consigo mismo en ningún punto, y regular si para todo 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝛾′(𝑡) ≠ 0.

Definición 5.3. Un curva simple regular es un subconjunto 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 tal que 𝐶 = 𝐼𝑚(𝛾) para algún
camino simple regular 𝛾. Diremos que el camino 𝛾 es una parametrización de 𝐶.

Nótese que mientras que la curva C es un conjunto de puntos en ℝ𝑛, el camino 𝛾 es una función
vectorial cuya imagen son justamente los puntos de la curva C. Por tanto, el camino 𝛾 asocia a cada
valor del parámetro 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏], un punto de la curva C, recorriéndola entera; por tanto decimos que
la función vectorial 𝛾 es una parametrización de la curva C.

Definición 5.4. Diremos que una curva 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 parametrizada por un camino 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏) es una
curva cerrada si 𝛾(𝑎) = 𝛾(𝑏).

Esta definición corresponde con la idea intuitiva de curva cerrada: el último punto es el mismo
que el primero.

Ejemplo 5.5. Parametrización de la circunferencia. Dado 𝑟 > 0, podemos considerar el camino 𝛾 :
[0, 2𝜋) → ℝ2 dado por

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋),

de modo que
𝐼𝑚(𝛾) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥 = 𝑟 cos 𝑡, 𝑦 = 𝑟 sin 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 2𝜋)},

por lo que claramente 𝛾 es una parametrización de la circunferencia de radio 𝑟 centrada en el origen. En
efecto:

si (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) ∈ 𝐼𝑚( 𝑓 ) =⇒ 𝑥(𝑡)2 + 𝑦(𝑡)2 = 𝑟2, ∀𝑡 ∈ [0, 2𝜋).
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CAPÍTULO 5. INTEGRALES DE LÍNEA

Observación 5.6. Una misma curva puede ser parametrizada de infinitas formas diferentes. En el caso
anterior, por ejemplo, caminos como

𝛾1(𝑡) = (𝑟 sin(𝑡), 𝑟 cos(𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋]; 𝛾2(𝑡) = (𝑟 cos(2𝜋𝑡), 𝑟 cos(2𝜋𝑡)), 𝑡 ∈ [0, 1];

también parametrizan la misma curva.

Ejemplo 5.7. Parametrización de la gráfica de una función.
Consideremos una función real de una variable 𝑓 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ, entonces la gráfica de la función es

justamente una curva en ℝ2 dada por

𝐺𝑟( 𝑓 ) = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑦 = 𝑓 (𝑥), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]}.

Por tanto, podemos parametrizar la curva 𝐺𝑟( 𝑓 ) utilizando el camino 𝛾 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ2 dado por

𝛾 𝑓 (𝑥) = (𝑥, 𝑓 (𝑥)).

Ejemplo 5.8. Parametrización de una curva en el espacio. Para parametrizar una curva en el espacio
necesitamos un camino 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ3. Por ejemplo, el camino dado por

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡, 𝑡)

parametriza una espiral de radio constante 𝑟 que está orientada a lo largo del eje 𝑧.
Efectivamente, la proyección sobre el plano XY es una circunferencia de radio 𝑟 centrada en el origen

ya que 𝑥(𝑡)2 + 𝑦(𝑡)2 = 𝑟2, mientras que el valor de la componente z aumenta al aumentar el parámetro
t según 𝑧(𝑡) = 𝑡.

5.2. Integración a lo largo de curvas

5.2.1. Longitud de una curva

Sea𝐶 enℝ𝑛 parametrizada por cierto camino 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → ℝ𝑛. ¿Cómo podemos obtener la longi-
tud de 𝐶? Para responder de manera aproximada a esta pregunta en primer lugar consideraremos
una partición del intervalo [𝑎, 𝑏] en 𝑛 partes:

𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑏, (5.1)

donde por simplicidad supondremos que Δ𝑡 = 𝑡𝑖 − 𝑡𝑖−1 es constante. Ahora podemos escoger una
colección de 𝑛 + 1 puntos sobre la curva: {𝛾(𝑡𝑖)}𝑛𝑖=0. Por otra parte, es fácil ver que el vector

Δ𝛾(𝑡𝑖) = 𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1)

une los puntos 𝛾(𝑡𝑖−1) y 𝛾(𝑡𝑖). Además su norma |Δ𝛾(𝑡𝑖) | es justamente la distancia entre ambos
puntos. De modo que la cantidad

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1) | ≃ 𝐿(𝐶)

será una aproximación de la longitud de la curva, tanto mejor cuanto mayor sea 𝑛.
Si tomamos ahora un valor de 𝑛≫ 1 suficientemente grande, y además 𝛾 ∈ C1, entonces

𝛾(𝑡𝑖) ≃ 𝛾(𝑡𝑖−1) + 𝛾 ′(𝑡𝑖−1)Δ𝑡,

o lo que es lo mismo
Δ𝛾(𝑡𝑖) = 𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1) ≃ 𝛾 ′(𝑡𝑖−1)Δ𝑡.
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De esta forma, en el lı́mite Δ𝑡 → 0 (o equivalentemente 𝑛→ ∞), tendremos

𝑑𝛾 = 𝛾 ′(𝑡) d𝑡,

que también se denota habitualmente como dr = 𝑑𝛾 = 𝛾 ′(𝑡) d𝑡.
Por último, tomando la norma de cada uno de estos vectores diferenciales obtenemos el dife-

rencial de arco:
|𝑑𝛾 | = |𝛾 ′(𝑡) | d𝑡,

que en adelante denotaremos
d𝑙 = |𝑑𝛾 | = |𝛾 ′(𝑡) | d𝑡.

De esta manera podemos definir la longitud de la curva como:

𝐿(𝐶) = lı́m
Δ𝛾→0

𝑛∑︁
𝑖=1

|𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1) | =
∫
𝐶

d𝑙 =
∫ 𝑏

𝑎
|𝛾′(𝑡) | d𝑡.

Nótese que mientras que d𝑙 recorre los distintos diferenciales de arco de la curva C, d𝑡 recorre los
distintos valores reales del intervalo [𝑎, 𝑏] .

Definición 5.9. Dada una curva 𝐶 ⊂ ℝ𝑛 parametrizada por un camino 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛, 𝛾 ∈ C1

definimos el vector diferencial como
dr = 𝛾 ′(𝑡) d𝑡.

Ası́ mismo, se define el diferencial de arco o diferencial de longitud, d𝑙, como

d𝑙 = |𝛾 ′(𝑡) | d𝑡.

Por último se define el vector tangente a la curva como

T =
r ′(𝑡)
|r ′(𝑡) | .

Nótese que podemos escribir T d𝑙 = r ′ (𝑡)
|r ′ (𝑡) | |r

′(𝑡) | d𝑡 = r ′(𝑡) d𝑡 = dr, o simplemente

dr = T d𝑙.

Definición 5.10. Dada una curva 𝐶 en ℝ𝑛 parametrizada por 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛, 𝛾 ∈ C1 la longitud
de la curva viene dada por

𝐿(𝐶) =
∫
𝐶

d𝑙 =
∫ 𝑏

𝑎
|𝛾′(𝑡) | d𝑡,

donde |𝛾 ′(𝑡) | =
√︁
𝛾1 ′(𝑡)2 + 𝛾2 ′(𝑡)2 + . . . + 𝛾𝑛 ′(𝑡)2 es la norma del vector 𝛾′(𝑡).

Ejemplo 5.11. Como vimos en el Ejemplo (5.5), una circunferencia de radio 𝑟 centrada en el origen queda
parametrizada por

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡) = 𝑟 (cos 𝑡, sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋),

por tanto
𝛾′(𝑡) = 𝑟 (− sin 𝑡, cos 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋).

De modo que d𝑙 = |𝛾′(𝑡) | = 𝑟 | (− sin(𝑡), cos(𝑡)) | = 𝑟
√

sin2 𝑡 + cos2 𝑡 = 𝑟. Por último, tenemos

𝐿(C) =
∫
C

d𝑙 =
∫ 2𝜋

0
𝑟 d𝑡 = 2𝜋𝑟,

donde C = 𝐼𝑚(𝛾) es precisamente una circunferencia de radio 𝑟 centrada en el origen .
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Ejemplo 5.12. Longitud de la gráfica de una función. Volvamos al Ejemplo (5.7) en el que se consideraba
la curva formada por la gráfica de cierta función real 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, parametrizada por

𝛾 𝑓 (𝑥) = (𝑥, 𝑓 (𝑥)), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏] .

De esta forma el vector derivada es

𝛾′𝑓 (𝑥) = (1, 𝑓 ′(𝑥)), 𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏],

por lo que tenemos que

𝐿(𝐺𝑟( 𝑓 )) =
∫
𝐺𝑟 ( 𝑓 )

d𝑙 =
∫ 𝑏

𝑎

√︁
1 + 𝑓 ′(𝑥)2 d𝑥.

Ejemplo 5.13. Calculemos ahora la longitud de la espiral del Ejemplo 5.8,

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡, 𝑡),

con 𝑡 ∈ [0, 6𝜋] . Derivando obtenemos

𝛾′(𝑡) = (−𝑟 sin 𝑡, 𝑟 cos 𝑡, 1), 𝑡 ∈ [0, 6𝜋],

de modo que d𝑙 =
√
𝑟2 sin2 𝑡 + 𝑟2 cos2 𝑡 + 1 =

√
𝑟2 + 1, que en este caso no depende del parámetro 𝑡. De

donde podemos obtener su longitud fácilmente

𝐿(𝐶) =
∫ 6𝜋

0

√
𝑟2 + 1 d𝑡 = 6𝜋

√
𝑟2 + 1.

Ejemplo 5.14. Calculemos ahora la longitud de la siguiente curva:

𝐶 =

{
(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥 = sin3 𝑡, 𝑦 = cos3 𝑡, 𝑡 ∈

[
0,
𝜋

2

)}
.

Es claro que 𝐶 está parametrizada por el camino

𝛾(𝑡) = (sin3 𝑡, cos3 𝑡), 𝑡 ∈
[
0,
𝜋

2

)
.

Calculamos su vector derivada:

𝛾 ′(𝑡) = (3 sin2 𝑡 cos 𝑡,−3 cos2 𝑡 sin 𝑡) = 3 sin 𝑡 cos 𝑡(sin 𝑡,− cos 𝑡),

de donde fácilmente puede verse que |𝛾 ′(𝑡) | = |3 sin 𝑡 cos 𝑡 |, como además 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ] entonces

|𝛾 ′(𝑡) | = 3 sin 𝑡 cos 𝑡.

Por tanto ∫
𝐶

d𝑙 =
∫ 𝜋

2

0
3 sin 𝑡 cos 𝑡 d𝑡 =

3
2

sin2(𝑡)
�����
𝜋
2

𝑡=0

=
3
2
.

5.2.2. Integración de funciones reales a lo largo una curva

En la sección anterior hemos calculado la longitud de una curva C, ahora podemos pensar en
que la curva se corresponde con la forma de un alambre que tiene cierta masa, y que está distribuida
según una función densidad 𝑑 : C → ℝ+. En este caso, si consideramos una partición como en la
ecuación (5.1) la masa 𝑚𝑖 de cada segmento de la curva satisface

𝑚𝑖 ≃ 𝑑(𝛾𝑖) |Δ𝛾𝑖 |,
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y por tanto una buena aproximación para la masa total será

𝑚 ≃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑑(𝛾(𝑡𝑖)) |Δ(𝛾(𝑡𝑖)) |.

Por lo que en el lı́mite tendremos

𝑚 =

∫
C
𝑑(𝛾) d𝑙.

Como se ve a continuación esta definición es extensible a funciones reales.

Definición 5.15. Consideremos una curva 𝐶, y sea 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛, 𝛾 ∈ C1 un camino simple y
regular que parametriza 𝐶. Sea ahora una función 𝑓 : ℝ𝑛 −→ ℝ, entonces se define la integral de la
función 𝑓 a lo largo de la curva 𝐶 como∫

𝐶
𝑓 (r) d𝑙 =

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝛾(𝑡)) |𝛾 ′(𝑡) | d𝑡

Observación 5.16. Si 𝐶 es una curva simple regular y 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛 y 𝜎 : [𝑐, 𝑑] −→ ℝ𝑛 son dos
parametrizaciones simples regulares de 𝐶, entonces∫

𝛾
𝑓 (𝛾(𝑡)) |𝛾 ′(𝑡) | d𝑡 =

∫
𝜎
𝑓 (𝜎(𝑡)) |𝜎 ′(𝑡) | d𝑡.

Es decir, dada una curva C ⊂ ℝ𝑛 y una función 𝑓 : ℝ𝑛 → ℝ la integral
∫
C 𝑓 (r) d𝑙 no depende de la

parametrización que escojamos para C. Nótese que si fuese de otra forma, no tendrı́a sentido hablar
propiamente de la integral a lo largo de la curva,

∫
C 𝑓 (r) d𝑙.

Propiedades 5.17. Enunciemos algunas propiedades importantes:

1. La longitud de una curva C es la integral a lo largo de C de la función constantemente igual a uno

𝐿(𝐶) =
∫
𝐶

1 d𝑙 =
∫ 𝑏

𝑎
|𝛾 ′(𝑡) | d𝑡.

2. Si la curva es suave a trozos, C = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ C𝑛, entonces∫
C
𝑓 (r)𝑑𝑙 =

∫
C1

𝑓 (r)𝑑𝑙 +
∫
C2

𝑓 (r)𝑑𝑙 + . . . +
∫
C𝑛
𝑓 (r) d𝑙,

siempre que C𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 sean curvas disjuntas.

3. Linealidad ∫
C
(𝛼 𝑓 (r) + 𝛽𝑔(r))𝑑𝑙 = 𝛼

∫
C
𝑓 (r)𝑑𝑙 + 𝛽

∫
C
𝑔(r)𝑑𝑙.

Ejemplo 5.18. Consideremos de nuevo la circunferencia de radio 𝑟 estudiada en el Ejemplo 5.5 ası́ como
la función

𝑓 : ℝ2 → ℝ

dada por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 𝑦2. Calculemos
∫
𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙.

Como nuestra curva estaba parametrizada por

𝛾(𝑡) = (𝑟 cos(𝑡), 𝑟 sin(𝑡)),

obtendremos que
𝑓 (𝛾(𝑡)) = 𝑓 (𝑟 cos 𝑡, 𝑟 sin 𝑡) = 𝑟4 cos2 𝑡 sin2 𝑡,

además |𝛾 ′(𝑡) | = 𝑟, por lo que∫
𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙 =

∫ 2𝜋

0
𝑟4 cos2(𝑡) sin2(𝑡) · 𝑟 d𝑡 = 𝑟5

∫ 2𝜋

0

1 − cos(4𝑡)
8

d𝑡 =
𝜋

4
𝑟5.
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Ejemplo 5.19. Sea 𝐶 una circunferencia de radio unidad y 𝑓 (𝑥, 𝑦) = |𝑥4 𝑦 |. Calculemos
∫
𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙.

En primer lugar observamos que

𝑓 (𝑥, 𝑦) = |𝑥4 𝑦 | =
{

𝑥4 𝑦, 𝑦 ≥ 0,
−𝑥4 𝑦, 𝑦 ≤ 0.

Por otro lado 𝐶 puede ser parametrizada como 𝛾(𝑡) = (cos 𝑡, sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋). Por tanto tendremos
que

𝑓 (𝑥(𝑡), 𝑦(𝑡)) =
{

cos4(𝑡) sin(𝑡), 𝑡 ∈ [0, 𝜋],
− cos4(𝑡) sin(𝑡), 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋).

De esta forma, teniendo en cuenta que |𝛾 ′(𝑡) | = 1.

∫
𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙 =

∫ 𝜋

0
cos4(𝑡) sin(𝑡) · 1 d𝑡 +

∫ 2𝜋

𝜋
(− cos4(𝑡) sin(𝑡)) · 1 d𝑡 = − cos5 𝑡

5

����𝜋
0
+ cos5 𝑡

5

����2𝜋
𝜋

=
4
5
.

Ejemplo 5.20. Consideremos ahora la curva del Ejemplo 5.14 parametrizada por 𝛾(𝑡) = (cos3 𝑡, sin3 𝑡),
aunque ahora tomaremos 𝑡 ∈ [0, 2𝜋). Sea por otro lado 𝑓 : ℝ2 −→ ℝ dada por 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦3.

Calculemos
∫
𝐶
𝑓 (r) d𝑙.

Por una parte tenemos

𝑓 (𝛾(𝑡)) = 𝑓 (cos3 𝑡, sin3 𝑡) = cos6 𝑡 + sin9 𝑡,

y por otro lado, como se ha calculado anteriormente,

|𝛾 ′(𝑡) | = |3 cos 𝑡 sin 𝑡 | =
{

3 cos 𝑡 sin 𝑡, 𝑡 ∈ [0, 𝜋2 ) ∪ [𝜋, 3𝜋
2 ),

−3 cos 𝑡 sin 𝑡, 𝑡 ∈ [ 𝜋2 , 𝜋) ∪ [ 3𝜋
2 , 2𝜋).

Por tanto,∫
𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙 =

∫ 𝜋
2

0
(cos6 𝑡 + sin9 𝑡) · 3 cos 𝑡 sin 𝑡𝑑𝑡 −

∫ 𝜋

𝜋
2

+
∫ 3𝜋

2

𝜋
−

∫ 2𝜋

3𝜋
2

= . . . =
3
2
.

Otro procedimiento:
En primer lugar vemos que∫

𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙 =

∫
𝐶
(𝑥2 + 𝑦3) d𝑙 =

∫
𝐶
𝑥2 d𝑙 +

∫
𝐶
𝑦3 d𝑙.

Ahora bien, la curva 𝐶 es simétrica con respecto a los ejes 𝑥 e 𝑦 respectivamente.
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De este modo la integral
∫
𝐶
𝑥2 d𝑙 tomará el mismo valor en cada cuadrante, ya que 𝑥2 es una función

par. Por otro lado, como 𝑦3 es una función impar tendremos que
∫
𝐶
𝑦3 d𝑙 = 0 ya que cancelarán las

integrales a lo largo del primer y segundo cuadrante (con 𝑦 ≥ 0) con las del tercero y el cuarto (con
𝑦 ≤ 0). En definitiva podemos asegurar∫

𝐶
𝑓 (𝑥, 𝑦) d𝑙 = 4

∫ 𝜋
2

0
𝑥(𝑡)2 · 3 cos 𝑡 sin 𝑡 d𝑡 = 12

∫ 𝜋
2

0
cos7 𝑡 sin 𝑡 d𝑡 = −12

cos8 𝑡

8

�����
𝜋
2

0

=
12
8

=
3
2
.

5.3. Campos vectoriales

Definición 5.21. Llamaremos campo vectorial a una función F : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑛, que a cada punto (𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)
de ℝ𝑛 le hace corresponder un vector F(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) ∈ ℝ𝑛 dado por

F(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝐹1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝐹2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) . . . , 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)) .

Ejemplo 5.22. El campo gravitatorio en un punto del espacio (𝑥, 𝑦, 𝑧), generado por una masa𝑀 situada
en el origen de coordenadas, satisface la siguiente expresión

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = −𝐺𝑀 𝑟

𝑟2 = − 𝐺𝑀

𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2
(
𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧

)
, (𝑥, 𝑦, 𝑧) ≠ (0, 0, 0),

donde 𝑟 = |r| =
√︁
𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2, ası́ como (𝑢𝑥 , 𝑢𝑦 , 𝑢𝑧) = 𝑟 = r

𝑟 . De forma más abreviada,

F(r) = −𝐺𝑀 𝑟

𝑟2 , r ≠ 0,

o también
F(r) = −𝐺𝑀 r

𝑟3 .

Ejemplo 5.23. Sea F : ℝ2 −→ ℝ2 dado por

F(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 𝑥).
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5.3.1. Divergencia y rotacional de un campo

Definición 5.24. (Operador nabla)
Definiremos el operador nabla ∇ en ℝ𝑛 como

∇ =

(
𝜕

𝜕𝑥1
,
𝜕

𝜕𝑥2
, . . . ,

𝜕

𝜕𝑥𝑛

)
.

Notación: En general utilizaremos la siguiente notación abreviada

𝜕

𝜕𝑥1
≡ 𝜕𝑥1 ,

𝜕

𝜕𝑥2
≡ 𝜕𝑥2 , . . .

De forma que el operador nabla puede escribirse

∇ =
(
𝜕𝑥1 , 𝜕𝑥2 , . . . , 𝜕𝑥𝑛

)
.

Definición 5.25. (Divergencia de un campo vectorial) Sea un campo vectorial F : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑛 dado por

F(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛) = (𝐹1(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), 𝐹2(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛), . . . , 𝐹𝑛(𝑥1, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛)) ,

se define la divergencia del campo, 𝑑𝑖𝑣(F) como

𝑑𝑖𝑣F(r) = ∇F(r) = 𝜕𝑥1𝐹1(r) + 𝜕𝑥2𝐹2(r) + . . . + 𝜕𝑥𝑛𝐹𝑛(r).

Observación 5.26. No debe confundirse la divergencia de un campo vectorial F,∇F(r), con el gra-
diente de una función escalar 𝑓 : ℝ𝑛 −→ ℝ, estudiado en temas anteriores y que viene dado por

∇ 𝑓 (r) = (𝜕𝑥1 𝑓 , 𝜕𝑥2 𝑓 , . . . , 𝜕𝑥𝑛 𝑓 ).

Mientras que el primero es una cantidad escalar (producto escalar de dos vectores, ∇, y F), el segundo
es una cantidad vectorial (producto de un vector ∇ por un escalar 𝑓 ).

Ejemplo 5.27. Consideremos el campo vectorial F : ℝ2 −→ ℝ2 dado por

𝐹 (𝑥, 𝑦) = (𝑥2, 𝑦2),

entonces tenemos que la divergencia de F viene dada por

∇F(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 + 2𝑦.

Ejemplo 5.28. Consideremos el campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 dado por

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2𝑧, 𝑦𝑧2, 𝑧2𝑥).

En este caso la divergencia de F puede escribirse

∇F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑥𝑧 + 𝑧2 + 2𝑧𝑥 = 4𝑥𝑧 + 𝑧2.

Ejemplo 5.29. Dado el siguiente campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 tal que

𝐹 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (2𝑥 𝑦𝑒− 𝑦2
, 𝑒− 𝑦

2 − 2𝑦, 5𝑧),

la divergencia de F satisface

∇F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑦𝑒− 𝑦
2 − 2𝑦𝑒− 𝑦

2 − 2 + 5 = 3.
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Definición 5.30. Rotacional de un campo vectorial
Dado un campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 dado por

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧)) ,

se define el rotacional del campo como

𝑟𝑜𝑡 F(r) =
(
𝜕𝐹3

𝜕𝑦
− 𝜕𝐹2

𝜕𝑧

)
𝑖 +

(
𝜕𝐹1

𝜕𝑧
− 𝜕𝐹3

𝜕𝑥

)
𝑗 +

(
𝜕𝐹2

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1

𝜕𝑦

)
𝑘, (5.2)

donde 𝑖 = (1, 0, 0), 𝑗 = (0, 1, 0), 𝑘 = (0, 0, 1), es decir

𝑟𝑜𝑡 F(r) =
(
𝜕𝐹3

𝜕𝑦
− 𝜕𝐹2

𝜕𝑧
,
𝜕𝐹1

𝜕𝑧
− 𝜕𝐹3

𝜕𝑥
,
𝜕𝐹2

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1

𝜕𝑦

)
.

Una forma de recordar esta expresión es ver el rotacional como el producto vectorial del vector
nabla ∇ y el campo F, es decir

𝑟𝑜𝑡 F(r) = ∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) =

������
𝑖 𝑗 𝑘
𝜕
𝜕𝑥

𝜕
𝜕𝑦

𝜕
𝜕𝑧

𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧)

������ .
Es fácil ver que desarrollando este determinante se obtiene la expresión del rotacional (5.2).

Ejemplo 5.31. Sea F : ℝ3 −→ ℝ3 dado por F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦 + 2𝑧, 𝑦𝑧2 + 3𝑥, 𝑥𝑧2). En primer lugar
tenemos que

𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦 + 2𝑧, 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧2 + 3𝑥, 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧2.

Para obtener la primera componente del rotacional calculamos

𝜕𝑦𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝜕𝑧𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑧 𝑦.

Ası́ mismo, para obtener la segunda:

𝜕𝑧𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2, 𝜕𝑥𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧2,

y finalmente para obtener la tercera

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 3, 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1.

Por ende tendremos que

∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0 − 2𝑧 𝑦, 2 − 𝑧2, 3 − 1) = (−2𝑧 𝑦, 2 − 𝑧2, 2).

5.3.2. Campos vectoriales conservativos

Para introducir la siguiente definición necesitamos en primer lugar comentar algunas propieda-
des topológicas de un dominio Ω ⊆ ℝ𝑛, con 𝑛 = 2, 3. Decimos que un dominio Ω es simplemente
conexo si, dada cualquier pareja de curvas con el mismo punto inicial y el mismo punto final, una
de ellas puede ser deformada de manera continua en la otra. De forma más coloquial, entendemos
un dominio simplemente conexo como un dominio ’sin agujeros’. Para el contenido de este texto es
suficiente conocer que ℝ2−{r0} no es simplemente conexo para cualquier r0 ∈ ℝ2,mientras que en
el caso de ℝ3, si quitamos un punto o incluso una bola sólida, el dominio sigue siendo simplemente
conexo. Sirva de ejemplo el dominio ℝ2 − {0}, y las curvas dadas por la semicircunferencia superior
e inferior de radio 1. En este caso es imposible deformar una en la otra de manera continua sin
pasar por el origen. Sin embargo en el caso de ℝ3, tomando dos curvas contenidas en la superficie
de la esfera de radio unidad, éstas siempre pueden deformarse la una en la otra evitando pasar por
el origen, o incluso por una esfera de radio menor.
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Definición 5.32. Dado un campo vectorial F : Ω ⊆ ℝ3 −→ ℝ3, definido en un dominio Ω simplemente
conexo, diremos que es un campo conservativo si existe una función 𝑓 : Ω ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ tal que ∇ 𝑓 (r) =
F(r). En tal caso diremos que 𝑓 (r) es la función potencial del campo F(r).

Ejemplo 5.33. Consideremos el campo vectorial

F(𝑥, 𝑦) = (2𝑥 𝑦3, 3𝑦2𝑥2).

Podemos comprobar que es un campo conservativo, ya que tomando la función escalar

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 𝑦3

vemos que el gradiente de 𝑓 , ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦), satisface

∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = (2𝑥 𝑦3, 3𝑦2𝑥2).

Por lo que
∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = F(𝑥, 𝑦),

lo que implica que F es un campo conservativo (ya que además el dominio de Fes todo ℝ2, que es simple-
mente conexo) y que 𝑓 es una función potencial del campo F.

Aunque en el ejemplo anterior era sencillo encontrar la función potencial del campo, no siempre
ocurre ası́, y necesitamos un critierio para saber a priori si el campo es conservativo o no lo es. Los
siguientes teoremas establecen este criterio para campos vectoriales en ℝ2 y ℝ3 respectivamente.

Teorema 5.34. Sea un campo vectorial F : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ2, dado por F(𝑥, 𝑦) = (𝐹1(𝑥, 𝑦), 𝐹2(𝑥, 𝑦)), y
con Ω simplemente conexo. Supongamos que 𝐹1, 𝐹2 tienen primeras derivadas continuas, entonces

F es conservativo ⇐⇒ 𝜕𝐹1(𝑥, 𝑦)
𝜕𝑦

=
𝜕𝐹2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
, ∀(𝑥, 𝑦) ∈ Ω.

Observación 5.35. Nótese que, si un campo vectorial F es conservativo entonces existe una función
potencial 𝑓 , tal que ∇ 𝑓 = F en cada punto. En particular tendremos que

𝜕𝑥 𝑓 = 𝐹1, 𝜕𝑦 𝑓 = 𝐹2.

De este modo, podemos escribir que

𝜕2
𝑦𝑥 𝑓 = 𝜕𝑦𝐹1, 𝜕2

𝑥 𝑦 𝑓 = 𝜕𝑥𝐹2,

y, bajo la suposición de que las derivadas de 𝐹1 y 𝐹2 son continuas tenemos que, las segundas derivadas
de 𝑓 también lo son y por tanto 𝜕2

𝑥 𝑦 𝑓 = 𝜕2
𝑦𝑥 𝑓 , o lo que es lo mismo

𝜕𝑦𝐹1 = 𝜕𝑥𝐹2.

Lo que demuestra la implicación a la derecha del teorema anterior.

Ejemplo 5.36. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (𝑥 𝑦2, 𝑥 𝑦3). Podemos calcular

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦, 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 𝑦3.

En general tenemos que 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) ≠ 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦), por lo que F no es un campo conservativo, y por tanto
no tiene ninguna función potencial.
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Ejemplo 5.37. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (2𝑥𝑒𝑦 , 𝑥2𝑒𝑦). En este caso

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑒𝑦 , 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥𝑒𝑦 .

Como 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦),∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2, y además 𝐹1, 𝐹2 tienen primeras derivadas continuas po-
demos asegurar que F es un campo conservativo, y por tanto sabemos que existe una función potencial
𝑓 tal que ∇ 𝑓 = F.

Teorema 5.38. Sea un campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 dado por F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧), 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧)).
Supongamos que 𝐹1, 𝐹2, 𝐹3 tienen primeras derivadas continuas, entonces

F es un campo conservativo ⇐⇒ ∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0.

Observación 5.39. Nótese que la condición ∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 puede reescribirse como un conjunto de
tres ecuaciones:

𝜕𝑦𝐹3 = 𝜕𝑧𝐹2, 𝜕𝑥𝐹3 = 𝜕𝑧𝐹1, 𝜕𝑥𝐹2 = 𝜕𝑦𝐹1.

Ejemplo 5.40. Sea el campo vectorial F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦2, 𝑥2, 𝑧2). Podemos calcular

𝜕𝑦𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝜕𝑧𝐹2(𝑥, 𝑦) = 0;

de momento el campo podrı́a ser conservativo, por otro lado:

𝜕𝑧𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0, 𝜕𝑥𝐹3(𝑥, 𝑦) = 0;

ası́ pues este campo aún podrı́a ser conservativo, no obstante vemos que

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 2𝑦, 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥;

Por tanto, aunque 𝜕𝑦𝐹3(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑧𝐹2(𝑥, 𝑦), y 𝜕𝑧𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑥𝐹3(𝑥, 𝑦), tenemos que 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) ≠

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦), por lo que F no es un campo conservativo, y por tanto no tiene ninguna función potencial.

Ejemplo 5.41. Sea el campo vectorial F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦𝑧, 𝑥𝑧, 𝑥 𝑦). En este caso tenemos

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑧

𝜕𝑧𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦

𝜕𝑥𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦

𝜕𝑦𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥

𝜕𝑧𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥

Por tanto

𝜕𝑦𝐹3 = 𝜕𝑧𝐹2 𝜕𝑧𝐹1 = 𝜕𝑥𝐹3 𝜕𝑦𝐹1 = 𝜕𝑥𝐹2

por lo que F es un campo conservativo, y por tanto tiene una función potencial.

Determinación de la función potencial de un campo conservativo

En esta sección veremos cómo determinar la función potencial de un campo conservativo a
través de algunos ejemplos.

Ejemplo 5.42. Sea F(𝑥, 𝑦) =
(
2𝑥 𝑦 + 𝑒𝑥 , 𝑥2) . En primer lugar debemos asegurarnos de que F es un

campo vectorial conservativo, para lo que calculamos

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥, 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥.

Como 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦), ∀(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 sabemos que F es un campo conservativo, y que por
tanto existe una función potencial 𝑓 : ℝ2 −→ ℝ que satisface ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = F(𝑥, 𝑦), o lo que es lo mismo,
satisface el siguiente sistema de ecuaciones{

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦 + 𝑒𝑥 ,
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝐹2(𝑥, 𝑦) = 𝑥2.

(5.3)
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Ahora bien, como 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 tendremos que

𝑓 (𝑥, 𝑦) =
∫
𝑥2 d𝑦 = 𝑥2

∫
d𝑦 = 𝑥2 𝑦 + 𝐾(𝑥), (5.4)

donde 𝐾(𝑥) es una función de la variable 𝑥. (Nótese que derivando 𝑥2 𝑦 + 𝐾(𝑥) con respecto de 𝑦 se
obtiene justamente 𝑥2 independientemente de 𝐾(𝑥)).

Por otra parte podemos derivar la ecuación (5.4) con respecto a 𝑥, obteniendo

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦 + 𝐾′(𝑥), (5.5)

e introduciendo (5.5) en (5.3) tenemos que

2𝑥 𝑦 + 𝑒𝑥 = 2𝑥 𝑦 + 𝐾′(𝑥), (5.6)

de donde 𝐾′(𝑥) = 𝑒𝑥 y por tanto 𝐾(𝑥) =
∫
𝑒𝑥 d𝑥 = 𝑒𝑥 +𝐾, donde en este caso 𝐾 denota una constante

real. De esta forma, introduciendo este resultado en (5.4) tenemos que toda función 𝑓 con la forma

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 𝑦 + 𝑒𝑥 + 𝐾

es una función potencial del campo F.

Ejemplo 5.43. Sea F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦𝑒𝑥 𝑦 , 𝑥𝑒𝑥 𝑦 , 𝑒𝑧) un campo vectorial. Comprobemos que se trata de un
campo conservativo

𝜕𝑦𝐹3 = 0 = 𝜕𝑧𝐹2, 𝜕𝑧𝐹1 = 0 = 𝜕𝑥𝐹3, 𝜕𝑥𝐹2 = 𝑒𝑥 𝑦 (1 + 𝑥 𝑦) = 𝜕𝑦𝐹1.

De modo que efectivamente F es conservativo, y por tanto existirá una función potencial 𝑓 : ℝ3 −→ ℝ

tal que ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = F(𝑥, 𝑦, 𝑧), o lo que es lo mismo
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑒𝑥 𝑦 ,

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑒𝑥 𝑦 ,

𝑓𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑧 .

(5.7)

Para calcular 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) podemos empezar considerando la última ecuación 𝑓𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑧, de donde

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) =
∫
𝑒𝑧 d𝑧 = 𝑒𝑧 + 𝐾(𝑥, 𝑦). (5.8)

En este caso, 𝐾(𝑥, 𝑦) será alguna función de las variables 𝑥, e 𝑦. Ahora bien, derivando con respecto a la
variable 𝑦 en (5.8) obtenemos

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0 + 𝜕𝑦𝐾(𝑥, 𝑦) = 𝐾𝑦 (𝑥, 𝑦). (5.9)

Ahora necesitamos determinar qué función es 𝐾(𝑥, 𝑦). Para ello, introducimos la ecuación (5.9) en la
segunda ecuación de (5.7) y obtenemos

𝐾𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑥𝑒𝑥 𝑦 , (5.10)

de forma que

𝐾(𝑥, 𝑦) =
∫
𝑥𝑒𝑥 𝑦 d𝑦 = 𝑥

1
𝑥
𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾(𝑥) = 𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾(𝑥), (5.11)

donde 𝐾(𝑥) es alguna función de la variable 𝑥. Por tanto, podemos sustituir (5.11) en la ecuación (5.8)
obteniendo que

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑧 + 𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾(𝑥). (5.12)
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Por último, derivando la ecuación (5.12) con respecto a 𝑥 obtenemos

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾′(𝑥). (5.13)

de forma que, sustituyendo la ecuación (5.13) en la ecuación (5.7) obtenemos que

𝑦𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾′(𝑥) = 𝑦𝑒𝑥 𝑦 . (5.14)

de donde 𝐾′(𝑥) = 0 y por tanto 𝐾(𝑥) = 𝐾, donde 𝐾 es una constante real. Para terminar, introducimos la
ecuación (5.14) en la ecuación (5.12) obteniendo que toda función de la forma

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑧 + 𝑒𝑥 𝑦 + 𝐾. (5.15)

es una función potencial del campo vectorial F.

5.3.3. Integrales de lı́nea de un campo vectorial

Imaginemos que tenemos un campo vectorial en el plano F : ℝ2 −→ ℝ2 que representa la inten-
sidad y dirección de una fuerza que está siendo ejercida sobre nosotros, como por ejemplo la fuerza
que ejerce el viento. Evidentemente, si la dirección de la fuerza y del movimiento coinciden, enton-
ces la fuerza es favorable al movimiento, por lo que se requerirá un menor trabajo. Por el contrario,
si la dirección de la fuerza y del movimiento son contrapuestas, entonces la fuerza se opondrá al
movimiento por lo que realizarlo conllevará un mayor trabajo. Por otra parte, si la fuerza y el movi-
miento son perpendiculares, la fuerza ni favorece ni dificulta el desplazamiento en la dirección del
movimiento.

En particular, el trabajo que realiza una fuerza F constante, a lo largo de una trayectoria recta
viene dada por

𝑊 = F · r,

donde r es el vector que conecta el punto final e inicial de dicha trayectoria recta.
¿Pero cómo podemos calcular el trabajo total que ejerce la fuerza a lo largo de un camino arbi-

trario 𝛾 : [𝑎, 𝑏] → ℝ2?. Al igual que en ocasiones anteriores, lo primero es hacer una partición del
intervalo [𝑎, 𝑏], es decir tomar un conjunto de valores 𝑎 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑏, de forma
que identifiquemos 𝑛 intervalos de la curva 𝐶 comprendidos entre los puntos 𝛾(𝑡𝑖) y 𝛾(𝑡𝑖−1), con
𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛. A continuación tomamos el vector que une ambos puntos, a saber,

Δ𝛾(𝑡𝑖) ≡ 𝛾(𝑡𝑖) − 𝛾(𝑡𝑖−1).

Supongamos ahora, como aproximación, que en lugar de realizar la trayectoria a lo largo de
la curva, me muevo en lı́nea recta entre cada punto 𝛾(𝑡𝑖), esto es, siguiendo las direcciones de los
vectores Δ𝛾(𝑡𝑖). Si cada una de estas trayectorias es lo suficientemente corta (es decir, 𝑛 es lo sufi-
cientemente grande) podemos suponer (como aproximación) que el campo vectorial F es constante
a lo largo de cada trayectoria recta, en particular le asignaremos el valor F(𝛾(𝑡𝑖)). Por lo tanto, el
trabajo que realizará el campo en cada pequeño recorrido será

𝑊𝑖 = F(𝛾(𝑡𝑖)) · Δ𝛾(𝑡𝑖),
donde · denota el producto escalar. De esta forma, una aproximación al trabajo realizado por el
campo F a lo largo de la curva 𝐶 será

𝑊 ≃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑊𝑖 =

𝑛∑︁
𝑖=1

F(𝛾(𝑡𝑖)) · Δ𝛾(𝑡𝑖).

Tomando 𝑛→ ∞, y teniendo en cuenta que

Δ𝛾(𝑡𝑖) ≃ 𝛾 ′(𝑡𝑖)Δ𝑡
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tenemos
Δ𝛾(𝑡𝑖) → dr = 𝛾 ′(𝑡) d𝑡,

como vimos al principio del tema (OJO: no confundir dr con d𝑙, el diferencial de arco viene dado por
d𝑙 = | dr | y es una magnitud escalar, mientras que dr es una magnitud vectorial).

Por último, suponiendo que el lı́mite de la sumatoria está bien definido, podemos definir la
integral de lı́nea del campo F a lo largo de 𝐶 como∫

𝐶
F(r) dr =

∫ 𝑏

𝑎
F(𝛾(𝑡)) · 𝛾 ′(𝑡) d𝑡.

Definición 5.44. Dada una curva 𝐶 parametrizada por un camino 𝛾 : [𝑎, 𝑏] −→ ℝ𝑛, la integral de lı́nea
del campo F a lo largo de 𝐶 se define como∫

𝐶
F(r) dr =

∫ 𝑏

𝑎
F(𝛾(𝑡)) · 𝛾 ′(𝑡) d𝑡.

Propiedades 5.45. Enunciemos algunas propiedades importantes:

1. Si la curva es suave a trozos, C = C1 ∪ C2 ∪ . . . ∪ C𝑛, entonces∫
C

F(r) dr =
∫
C1

F(r) dr +
∫
C2

F(r) dr + . . . +
∫
C𝑛

F(r) dr,

siempre que C𝑖 , 𝑖 = 1, 2, . . . , 𝑛 sean curvas disjuntas.

2. Linealidad ∫
C
(𝛼F(r) + 𝛽G(r)) dr = 𝛼

∫
C

F(r) dr + 𝛽
∫
C

G(r) dr.

Ejemplo 5.46. Sea F(𝑥, 𝑦) = (𝑥3, 𝑥 𝑦2) y sea 𝐶 la circunferencia de radio 𝜌, recorrida en sentido antiho-
rario. Calculemos

∫
𝐶

F(r) dr.
En primer lugar, podemos parametrizar 𝐶 como

𝛾(𝑡) = (𝜌 cos 𝑡, 𝜌 sin 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 2𝜋) =⇒ 𝛾 ′(𝑡) = (−𝜌 sin 𝑡, 𝜌 cos 𝑡).

De este modo tenemos

∫
𝐶

F(r) dr =
∫ 2𝜋

0
(𝑥(𝑡)3, 𝑥(𝑡) 𝑦(𝑡)2) (−𝜌 sin 𝑡, 𝜌 cos 𝑡) d𝑡 =

∫ 2𝜋

0
(𝜌3 cos3 𝑡, 𝜌3 cos 𝑡 sin2 𝑡) (−𝜌 sin 𝑡, 𝜌 cos 𝑡) d𝑡.

En definitiva,∫
𝐶

F(r) dr = 𝜌4
∫ 2𝜋

0
(− cos3 𝑡 sin 𝑡 + cos2 𝑡 sin2 𝑡) d𝑡 = 𝜌4

[
cos4 𝑡

4
+ 1

8

(
𝑥 − sin(4𝑡)

4

)]2𝜋

0
=
𝜋𝜌4

4
.

Observación 5.47. Si parametrizamos la curva de forma que la recorremos en sentido opuesto, la inte-
gral de lı́nea del campo vectorial cambia de signo (contrariamente a lo que sucedı́a con funciones reales,
para las que la integral de lı́nea es totalmente independiente de la parametrización).

Ejemplo 5.48. Consideremos un campo vectorial en el espacio dado por

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦, 𝑧, 𝑥),

y sea 𝐶 una curva parametrizada por

𝛾(𝑡) = (cos(𝑡), sin(𝑡), 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 4𝜋] .
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Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr. En primer lugar, tenemos que 𝛾 ′(𝑡) = (− sin 𝑡, cos 𝑡, 1). De modo que∫
𝐶

F(r) dr =
∫ 4𝜋

0
F(𝛾(𝑡)) · 𝛾′(𝑡) d𝑡 =

∫ 4𝜋

0
(sin 𝑡, 𝑡, cos 𝑡) · (− sin 𝑡, cos 𝑡, 1) d𝑡.

Resolviendo las integrales se obtiene:∫
𝐶

F(r) dr =
∫ 4𝜋

0
(− sin2 𝑡 + 𝑡 cos 𝑡 + cos 𝑡) d𝑡 =

[
− 𝑡

2
+ sin(2𝑡)

4

]4𝜋

0
+ [cos 𝑡 + 𝑡 sin 𝑡]4𝜋

0 + sin 𝑡 |4𝜋0 = −2𝜋.

Integral de lı́nea en forma diferencial
Nótese dado una campo vectorial en ℝ𝑛, F = (𝐹1, 𝐹2, . . . , 𝐹𝑛), podemos escribir el diferencial dr

como dr = (d𝑥1, d𝑥2, . . . , d𝑥𝑛), de este modo la integral de lı́nea del campo a lo largo de una curva
𝐶 puede ser expresada como∫

𝐶
F(r) dr ≡

∫
𝐶
𝐹1(r) d𝑥1 + 𝐹2(r) d𝑥2 + . . . 𝐹𝑛(r) d𝑥𝑛.

A esta expresión se le llama integral de lı́nea en forma diferencial. Nótese ası́ mismo que si 𝐶
viene dada por un camino 𝛾(𝑡) = (𝛾1(𝑡), 𝛾2(𝑡), . . . , 𝛾𝑛(𝑡)) entonces tendremos que

d𝑥1 = 𝛾′1(𝑡) d𝑡, d𝑥2 = 𝛾′2(𝑡) d𝑡, . . . d𝑥𝑛 = 𝛾′𝑛(𝑡) d𝑡,

y por tanto, sustituyendo

∫
𝐶
𝐹1(r) d𝑥1 + 𝐹2(r) d𝑥2 + . . . 𝐹𝑛(r) d𝑥𝑛 =

∫ 𝑏

𝑎

[
𝐹1(𝛾(𝑡))𝛾′1(𝑡) + 𝐹2(𝛾(𝑡))𝛾′2(𝑡) + . . . 𝐹𝑛(𝛾(𝑡))𝛾′𝑛(𝑡)

]
d𝑡,

o lo que es lo mismo,∫
𝐶
𝐹1(r) d𝑥1 + 𝐹2(r) d𝑥2 + . . . + 𝐹𝑛(r) d𝑥𝑛 =

∫ 𝑏

𝑎
𝐹1(𝛾(𝑡)) 𝛾′1(𝑡) d𝑡 +

∫ 𝑏

𝑎
𝐹2(𝛾(𝑡)) 𝛾′2(𝑡) d𝑡 + . . .

+
∫ 𝑏

𝑎
𝐹𝑛(𝛾(𝑡)) 𝛾′𝑛(𝑡) d𝑡.

Ejemplo 5.49. Calculemos
∫
𝐶
𝑥2 𝑦 d𝑥 + 𝑦2𝑥 d𝑦, siendo 𝐶 es el segmento de la parábola

𝑦 = 2𝑥2, 𝑥 ∈ [0, 1] .

En este caso tenemos que 𝐶 puede ser parametrizada como 𝛾(𝑡) = (𝑡, 2𝑡2), 𝑡 ∈ [0, 1] . Es decir{
𝑥(𝑡) = 𝑡,

𝑦(𝑡) = 2𝑡2.
=⇒

{
d𝑥 = 𝑥′(𝑡) d𝑡 = d𝑡,

d𝑦 = 𝑦′(𝑡) d𝑡 = 4𝑡 d𝑡.

de donde∫
𝐶
𝑥2 𝑦 d𝑥 + 𝑦2𝑥 d𝑦 =

∫ 1

0
𝑡2 · (2𝑡2) · d𝑡 + (2𝑡2)2 · 𝑡 · 4𝑡 d𝑡 =

∫ 1

0
(2𝑡4 + 16𝑡6) d𝑡 =

94
35

.

Observación 5.50. Este ejemplo es equivalente a calcular
∫
𝐶

F(r) dr siendo F(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 𝑦, 𝑦2𝑥).

———————————–
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Ejemplo 5.51. Calculemos
∫
𝐶
𝑒𝑥

2+𝑦2 d𝑥 + 𝑦 d𝑦 a lo largo de la semicircunferencia

𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2 + 𝑦2 = 2, 𝑦 ≥ 0}

recorrida desde (−
√

2, 0) hasta (
√

2, 0). En primer lugar, vemos que podemos parametrizar 𝐶 como{
𝑥(𝜃) =

√
2 cos(𝜋 − 𝜃),

𝑦(𝜃) =
√

2 sin(𝜋 − 𝜃),

con 𝜃 ∈ [0, 𝜋], o equivalentemente {
𝑥(𝜃) = −

√
2 cos(𝜃),

𝑦(𝜃) =
√

2 sin(𝜃).

De aquı́ obtenemos que {
d𝑥 =

√
2 sin(𝜃) d𝜃,

d𝑦 =
√

2 cos(𝜃) d𝜃.

Por tanto ∫
𝐶
𝑒𝑥

2+𝑦2
d𝑥 + 𝑥 d𝑦 =

∫ 𝜋

0
𝑒2 cos2 𝜃+2 sin2 𝜃

√
2 sin 𝜃𝑑𝜃 +

∫ 𝜋

0
(
√

2 sin 𝜃)
√

2 cos 𝜃 d𝜃

=
√

2𝑒2 [− cos 𝜃|𝜋0 + sin2 𝜃|𝜋0 = 2
√

2𝑒2.

5.4. Teorema fundamental de las integrales de lı́nea

Teorema 5.52. Sea F : ℝ𝑛 −→ ℝ𝑛 un campo conservativo, y sea 𝐶 una curva parametrizada por un
camino 𝛾(𝑡), 𝑡 ∈ [𝑎, 𝑏]. Entonces ∫

𝐶
F(r) dr = 𝑓 (𝛾(𝑏)) − 𝑓 (𝛾(𝑎)),

donde 𝑓 : ℝ𝑛 −→ ℝ es una función potencial de F(r).

Demostración. (en ℝ2) En primer lugar tenemos que∫
𝐶

F(r) dr =

∫
𝐶
∇ 𝑓 (r) dr =

∫ 𝑏

𝑎
∇ 𝑓 (𝛾(𝑡))𝛾 ′(𝑡) d𝑡 =

∫ 𝑏

𝑎

[
𝑓𝑥 (𝛾(𝑡))𝛾′1(𝑡) + 𝑓𝑦 (𝛾(𝑡))𝛾′2(𝑡)

]
d𝑡.

Por la regla de la cadena vemos que el integrando es justamente la derivada de 𝑓 (𝛾(𝑡)) con respecto
de 𝑡: [

𝑓𝑥 (𝛾(𝑡))𝛾′1(𝑡) + 𝑓𝑦 (𝛾(𝑡))𝛾′2(𝑡)
]

d𝑡 =
𝑑

d𝑡
[ 𝑓 (𝛾(𝑡))] .

Por tanto ∫
𝐶

F(r) dr =

∫ 𝑏

𝑎

𝑑

d𝑡
[ 𝑓 (𝛾(𝑡))] d𝑡 = 𝑓 (𝛾(𝑏)) − 𝑓 (𝛾(𝑎)).

———————————–
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Observación 5.53. Si F es un campo conservativo podemos calcular la integral
∫
𝐶

F(r) dr sin más que
obtener una función potencial 𝑓 del campo F y evaluarla en los puntos inicial y final de la curva 𝐶. Sin
embargo debemos recordar que si para que el campo sea conservativo debe estar definido en un dominio
simplemente conexo. Véase en el siguiente ejemplo qué sucede en caso contrario.

Ejemplo 5.54. Consideremos el campo magnético en el plano F(r) definido en todo ℝ2 − {(0, 0)} dado
por F(r) = 1

𝑥2+𝑦2 (−𝑦, 𝑥). Puede comprobarse que se satisface 𝜕𝐹1
𝜕𝑦 =

𝜕𝐹2
𝜕𝑥 , efectivamente:

𝜕𝐹1

𝜕𝑦
=

𝜕

𝜕𝑦

(
−𝑦

𝑥2 + 𝑦2

)
=
−(𝑥2 + 𝑦2) + 𝑦 · 2𝑦

(𝑥2 + 𝑦2)2 =
𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2 ,

𝜕𝐹2

𝜕𝑥
=

𝜕

𝜕𝑥

(
𝑥

𝑥2 + 𝑦2

)
=

(𝑥2 + 𝑦2) − 𝑥 · 2𝑥
(𝑥2 + 𝑦2)2 =

𝑦2 − 𝑥2

(𝑥2 + 𝑦2)2 .

Sin embargo este campo no es conservativo ya que el dominio no es simplemente conexo ya que tiene
una singularidad en el origen (𝑥, 𝑦) = (0, 0). En efecto si por ejemplo calculamos la integral alrededor
de una circunferencia 𝐶 centrada en (0, 0) de radio 1 obtenemos∫

𝐶
F(r) dr =

∫ 2𝜋

0
(− sin 𝜃, cos 𝜃) · (− sin 𝜃, cos 𝜃) d𝜃 = 2𝜋.

———————————–

Observación 5.55. Nótese que si F es un campo conservativo la integral
∫
𝐶

F(r) dr depende únicamente
del punto inicial y final de 𝐶, y no de la trayectoria en los puntos intermedios de la curva. Esto permite una
segunda estrategia para el cálculo de la integral de lı́nea consistente en utilizar una curva con mismos
puntos iniciales y finales, pero que simplifique la realización de la integral.

———————————–

Teorema 5.56. Sea F : Ω ⊆ ℝ𝑛 −→ ℝ𝑛 un campo vectorial con primeras derivadas continuas en ℝ2.
Sea una curva suave a trozos 𝐶. Entonces, las siguientes condiciones son equivalentes:

a) F es un campo conservativo.

b)
∫
𝐶

F(r) dr depende únicamente de los puntos inicial y final de 𝐶, es independiente del camino.

c)
∫
𝐶

F(r) dr = 0, para toda curva cerrada 𝐶.

Ejemplo 5.57. Sea F(𝑥, 𝑦) = ( 𝑦𝑒𝑥 𝑦 , 𝑥𝑒𝑥 𝑦) y sea 𝐶 la curva dada por

𝛾(𝑡) = (𝑡3, 𝑡2 + 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] .

Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr. Es fácil comprobar que F es un campo conservativo, y que la función

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑒𝑥 𝑦

es una función potencial de F. En efecto ∇ 𝑓 (r) = F(r). En tal caso, aplicando el teorema fundamental
para las integrales de lı́nea tenemos∫

𝐶
F(r) dr = 𝑓 (r(1)) − 𝑓 (r(0)) = 𝑓 (1, 2) − 𝑓 (0, 0) = 𝑒2 − 1.

Observación 5.58. Nótese que el cálculo de esta integral por el método directo resulta más laborioso,
aunque en este caso puede realizarse:∫

𝐶
F(r) dr =

∫ 1

0

(
(𝑡2 + 𝑡)𝑒𝑡5+𝑡4

, 𝑡3𝑒𝑡
5+𝑡4

)
· (3𝑡2, 2𝑡 + 1) d𝑡 =

∫ 1

0
𝑒𝑡

5+𝑡4
(
3𝑡2(𝑡2 + 𝑡) + (2𝑡 + 1)𝑡3

)
d𝑡

=

∫ 1

0
𝑒𝑡

5+𝑡4
(
5𝑡4 + 4𝑡3

)
d𝑡 = 𝑒𝑡

5+𝑡4
���1
0
= 𝑒2 − 1.
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Ejemplo 5.59. Consideremos el campo vectorial

F(𝑥, 𝑦) =
(

2𝑥
𝑥2 + 1

+ 2𝑥 𝑦 + 3,
4𝑦3

𝑦4 + 2
+ 𝑥2 + 2

)
,

y sea C la curva parametrizada por C ≡ 𝛾(𝑡) =
(
𝑡𝑒sin(𝜋𝑡) , 𝑡(1 − 𝑡)𝑒cos(𝜋𝑡) ) , 𝑡 ∈ [0, 1] .

Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr. En primer lugar vemos que F es un campo conservativo, ya que

𝜕𝑦𝐹1 = 𝜕𝑥𝐹2 = 2𝑥.

Por tanto podemos calcular la función potencial 𝑓 (𝑥, 𝑦), ya que debe satisfacer:{
𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦) = 2𝑥

𝑥2+1 + 2𝑥 𝑦 + 3, (1)
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 4𝑦3

𝑦4+2 + 𝑥2 + 2. (2)

Integrando la primera ecuación respecto de 𝑥 se obtiene que

𝑓 (𝑥, 𝑦) = ln(𝑥2 + 1) + 𝑥2 𝑦 + 3𝑥 + 𝐾( 𝑦).

De aquı́, a su vez deducimos que 𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝐾′( 𝑦). Por tanto, teniendo en cuenta la ecuación (2) se
tiene que

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝐾′( 𝑦) = 4𝑦3

𝑦4 + 2
+ 𝑥2 + 2 =⇒ 𝐾′( 𝑦) = 4𝑦3

𝑦4 + 2
+ 2.

De donde tenemos que 𝐾( 𝑦) = 𝐾 + ln( 𝑦4 + 2), 𝐾 ∈ ℝ. En definitiva, tomando 𝐾 = 0, tenemos que

𝑓 (𝑥, 𝑦) = ln(𝑥2 + 1) + ln( 𝑦4 + 2) + 𝑥2 𝑦 + 3𝑥 + 2𝑦.

Una vez tenemos la función potencial, podemos aplicar el Teorema Fundamental del Cálculo para
Integrales de Lı́nea:

∫
𝐶

F(r) dr = 𝑓 (𝑥 𝑓 , 𝑦𝑓 ) − 𝑓 (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖), donde el punto final será (𝑥 𝑓 , 𝑦𝑓 ) = (1 ·𝑒sin(𝜋·1) , 1 ·
(1 − 1) · 𝑒cos(𝜋·1) ) = (1, 0) y el punto inicial (𝑥𝑖 , 𝑦𝑖) = (0 · 𝑒sin(𝜋·0) , 0 · (1 − 0) · 𝑒cos(𝜋·0) ) = (0, 0). Por
tanto ∫

𝐶
F(r) dr = 𝑓 (1, 0) − 𝑓 (0, 0) = ln 2 + ln 2 + 3 − (ln 1 − ln 2) = ln 2 + 3.

Ejemplo 5.60. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 𝑦3, 𝑥3 𝑦2) y sea 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 :
2𝑥2 + 3𝑦2 = 1}. Calculemos

∫
𝐶

F(r) dr. En primer lugar vemos que F es un campo conservativo, ya que

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 3𝑥2 𝑦2 = 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦).

Además 𝐶 es una elipse, por lo que es una curva cerrada. Por tanto∫
𝐶

F(r) dr = 0.
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Ejemplo 5.61. Consideremos el siguiente campo vectorial en el espacio F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒𝑥 , 3𝑦2, 𝜋 cos(𝜋𝑧))
y sea 𝐶 ≡ 𝛾(𝑡) = (𝑒𝑡 , 𝑒𝑡2

, 𝑒𝑡
3), 𝑡 ∈ [0, 2] . Calculemos

∫
𝐶

F(r) dr.
Es fácil ver que F es un campo conservativo, y que la función

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑒𝑥 + 𝑦3 + sin(𝜋𝑧)

es una función potencial de F. Además la curva 𝐶 tiene como punto inicial el punto (1, 1, 1) y como punto
final el punto (𝑒2, 𝑒4, 𝑒8). Por tanto∫

𝐶
F(r) dr = 𝑓 (𝑒2, 𝑒4, 𝑒8) − 𝑓 (0, 0, 0) = 𝑒𝑒

2 + 𝑒12 + sin(𝜋𝑒8) −
(
1 + 0 + 0

)
= 𝑒𝑒

2 + 𝑒12 + sin(𝜋𝑒8) − 1.

Ejemplo 5.62. Consideremos el siguiente campo vectorial en el espacio

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦𝑧 + 2𝑦 + 3𝑧 + 5, 𝑥𝑧 + 2𝑥 + 4𝑧 + 6, 𝑥 𝑦 + 3𝑥 + 4𝑦 + 7),

y sea 𝐶 ≡ 𝛾(𝑡) = (𝑡, 𝑡2 + 𝑡, 𝑡3 + 𝑡2 + 𝑡), 𝑡 ∈ [0, 1] . Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr.
En primer lugar comprobamos si se trata de un campo conservativo, para ello calculamos las siguien-

tes derivadas parciales
𝜕𝑦𝐹3 = 𝑥 + 4, 𝜕𝑧𝐹2 = 𝑥 + 4,

𝜕𝑧𝐹1 = 𝑦 + 3, 𝜕𝑥𝐹3 = 𝑦 + 3,

𝜕𝑥𝐹2 = 𝑧 + 2, 𝜕𝑦𝐹1 = 𝑧 + 2,

por tanto 𝑟𝑜𝑡 F(r) = ∇F(r) = 0, por lo que podemos asegurar que el campo es conservativo. De modo
que sabemos que existe una función 𝑓 = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) que satisface ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = F(𝑥, 𝑦, 𝑧) es decir

𝑓𝑥 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑦𝑧 + 2𝑦 + 3𝑧 + 5, (1)
𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 2𝑥 + 4𝑧 + 6, (2)
𝑓𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦 + 3𝑥 + 4𝑦 + 7. (3)

Integrando (1) respecto de 𝑥 se obtiene

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑥 𝑦 + 3𝑥𝑧 + 5𝑥 + 𝐾( 𝑦, 𝑧),

y derivando esta expresión respecto de 𝑦 tenemos que

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 2𝑥 + 𝐾𝑦 ( 𝑦, 𝑧).

Por tanto, teniendo en cuenta la ecuación (2) encontramos que

𝑓𝑦 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 2𝑥 + 𝐾𝑦 ( 𝑦, 𝑧) = 𝑥𝑧 + 2𝑥 + 4𝑧 + 6 =⇒ 𝐾𝑦 ( 𝑦, 𝑧) = 4𝑧 + 6,

e integrando respecto de 𝑦 la expresión de 𝐾𝑦 ( 𝑦, 𝑧) se obtiene

𝐾( 𝑦, 𝑧) = 4𝑦𝑧 + 6𝑦 + 𝐾(𝑧),

que incorporándola en la expresión de 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) nos da

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑥 𝑦 + 3𝑥𝑧 + 5𝑥 + 𝐾( 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑥 𝑦 + 3𝑥𝑧 + 5𝑥 + 4𝑦𝑧 + 6𝑦 + 𝐾(𝑧).

Ahora, derivamos esta última expresión respecto de 𝑧, de donde tenemos

𝑓𝑧 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦 + 3𝑥 + 4𝑦 + 𝐾′(𝑧),

y usando la ecuación (3) vemos que necesariamente 𝐾′(𝑧) = 7 de donde 𝐾(𝑧) = 7𝑧 + 𝐾, 𝐾 ∈ ℝ.

Podemos elegir 𝐾 = 0, de modo que la función

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 𝑦𝑧 + 2𝑥 𝑦 + 3𝑥𝑧 + 4𝑦𝑧 + 5𝑥 + 6𝑦 + 7𝑧
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es una función potencial de F.
Para terminar, vemos que la curva comienza en el punto (0, 0, 0) y termina en el punto (1, 2, 3) por

lo que ∫
𝐶

F(r) dr = 𝑓 (1, 2, 3) − 𝑓 (0, 0, 0) = 81.

Ejemplo 5.63. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑒𝑥 , 𝑦 𝑦 , 𝑧5) y sea C la curva dada por

𝐶 ≡ 𝛾(𝑡) = (𝑡(2 − 𝑡), 𝑡2(𝑡 − 2), 𝑡(2 − 𝑡)3), 𝑡 ∈ [0, 2] .

0.0 0.5 1.0

-1.0

- 0.5
0.0

0.0

0.5

1.0

1.5

Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr. En primer lugar, es fácil ver que F es un campo conservativo:

𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑧𝐹1(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑧𝐹2(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑥𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑦𝐹3(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 0,

y por tanto∇×F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 0, 0). Además, el punto inicial y el punto final de𝐶 son iguales, en particular
r𝑖 = r 𝑓 = (0, 0, 0), por lo que 𝐶 es una curva cerrada. Por tanto,∫

𝐶
F(r) dr = 0.

5.5. Teorema de Green

Dada una curva C cerrada y contenida en un plano, dicha curva siempre encierra una región, 𝑅,
del plano. El Teorema de Green relaciona la integral de un campo vectorial F : ℝ2 −→ ℝ2 a lo largo
de una curva 𝐶 ⊂ ℝ2 cerrada, con una integral de área sobre la región que encierra dicha curva.

Teorema 5.64. Sea 𝐶 una curva cerrada y simple en el plano, 𝐶 ⊂ ℝ2, orientada en sentido antihorario.
Sea F : ℝ2 −→ ℝ2 un campo vectorial con primeras derivadas continuas. Entonces∫

𝐶
F(r) dr =

∫
𝑅

∫ (
𝜕𝐹2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

)
d𝐴,

donde 𝑅 es la región del plano encerrada por la curva 𝐶.

Observación 5.65. Nótese que si el campo es conservativo, el integrando de la integral de área es cero,
y por tanto la integral de lı́nea vale cero, como era de esperar en virtud del Teorema Fundamental. Este
teorema es por tanto de utilidad cuando el campo no es conservativo.

Ejemplo 5.66. Sea F(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑒𝑦2 + 2𝑦, 𝑥2 𝑦𝑒𝑦
2) y sea al curva 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2 + 𝑦2 = 3},

recorrida en sentido antihorario. Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr.
En primer lugar calculamos

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦𝑒𝑦
2
, 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑦𝑥𝑒𝑦

2 + 2,
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de forma que 𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = −2. Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos que∫
𝐶

F(r) dr =
∫
𝑅

∫ (
𝜕𝐹2(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑥
− 𝜕𝐹1(𝑥, 𝑦)

𝜕𝑦

)
d𝐴,

donde 𝑅 es el recinto encerrado por la curva 𝐶, una circunferencia de radio
√

3. Por tanto tenemos que∫
𝐶

F(r) dr =
∫
𝑅

∫
(−2) d𝐴 = (−2)

∫
𝑅

∫
d𝐴 = −2𝐴(𝑅) = −2 · 3𝜋 = −6𝜋.

Ejemplo 5.67. Consideremos de nuevo la curva 𝐶 = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2 + 𝑦2 = 3}, recorrida en sentido
antihorario, y en este caso, el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (𝑥𝑒𝑦2 − 𝑦3, 𝑥2 𝑦𝑒𝑦

2 + 𝑥3). Calculemos
∫
𝐶

F(r) dr.
En primer lugar tenemos que

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦𝑒𝑦
2 + 3𝑥2, 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑦𝑥𝑒𝑦

2 − 3𝑦2,

es decir:
𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = 3𝑥2 + 3𝑦2 = 3(𝑥2 + 𝑦2).

Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos que∫
𝐶

F(r) dr =
∫
𝑅

∫
3(𝑥2 + 𝑦2) d𝐴,

donde 𝑅 es el recinto encerrado por la curva 𝐶: una circunferencia de radio
√

3, centrada en el origen.
Para calcular esta integral pasamos a coordenadas polares:∫

𝑅

∫
3(𝑥2 + 𝑦2) d𝐴 = 3

∫ 2𝜋

0

∫ √
3

0
𝑟2 · 𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 = 6𝜋

𝑟4

4

���√3

0
=

27𝜋
2

,

es decir ∫
𝐶

F(r) dr =
27𝜋

2
.

Ejemplo 5.68. Consideremos la curva 𝐶 dada por los laterales del triángulo con vértices (0, 0), (1, 0) y
(1, 1) recorrida en sentido antihorario, y el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (𝑥2 + 𝑦2, 𝑥2 + 2𝑦2) . Calculemos∫
𝐶

F(r) dr.
En primer lugar calculamos

𝜕𝑥𝐹2(𝑥, 𝑦) = 2𝑥, 𝜕𝑦𝐹1(𝑥, 𝑦) = 2𝑦,

de forma que 𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = 2𝑥 − 2𝑦 = 2(𝑥 − 𝑦). Ahora bien, aplicando el Teorema de Green tenemos
que ∫

𝐶
F(r) dr =

∫
𝑅

∫
2(𝑥 − 𝑦) d𝐴,

donde 𝑅 es el recinto encerrado por la curva𝐶: el interior del triángulo. Para calcular esta integral tenemos
en cuenta que:∫

𝑅

∫
2(𝑥 − 𝑦) d𝐴 = 2

∫ 1

0

∫ 𝑥

0
(𝑥 − 𝑦) d𝑦 d𝑥 = 2

∫ 1

0

[
𝑥 𝑦 − 𝑦2

2

]𝑥
0

d𝑥 = 2
∫ 1

0

𝑥2

2
d𝑥 =

1
3
,

es decir ∫
𝐶

F(r) dr =
1
3
.
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Procedimiento directo:
Una manera de calcular esta integral sin utilizar el teorema de Green es considerar el camino

𝛾(𝑡) =


(𝑡, 0), 𝑡 ∈ [0, 1],
(1, 𝑡 − 1), 𝑡 ∈ (1, 2],

(3 − 𝑡, 3 − 𝑡), 𝑡 ∈ (2, 3).

que tiene un vector derivada

𝛾(𝑡) =


(1, 0), 𝑡 ∈ [0, 1],
(0, 1), 𝑡 ∈ (1, 2],

(−1,−1), 𝑡 ∈ (2, 3).
Por otro lado, la integral tomarı́a la expresión:∫

𝐶
F(r) dr =

∫ 1

0
(𝑡2, 𝑡2) (1, 0) d𝑡 +

∫ 2

1

(
1 + (𝑡 − 1)2, 1 + 2(𝑡 − 1)2

)
(0, 1) d𝑡 +

∫ 3

2

(
2(3 − 𝑡)2, 3(3 − 𝑡)2

)
(−1,−1) d𝑡

=

∫ 1

0
𝑡2 d𝑡 +

∫ 2

1
(1 + 2(𝑡 − 1)2) d𝑡 +

∫ 3

2
−5(3 − 𝑡)2 d𝑡

=

[
𝑡3

3

]1

0
+

[
𝑡 + 2

(𝑡 − 1)3

3

]2

1
+

[
5
(3 − 𝑡)3

3

]3

2

=
1
3
+ 5

3
− 5

3
=

1
3
.

Observación 5.69. Nótese que si en el ejemplo anterior se toma cualquier campo de la forma F(𝑥, 𝑦) =
(𝑔1(𝑥) + 𝑦2, 𝑥2 + 𝑔2( 𝑦)) el resultado de la integral serı́a idénticamente el mismo independientemente
de las funciones 𝑔1(𝑥), 𝑔2( 𝑦), como puede verse aplicando el Teorema de Green. Esto puede entenderse
fácilmente ya que en tal caso podemos escribir

F(𝑥, 𝑦) = ( 𝑦2, 𝑥2) + (𝑔1(𝑥), 𝑔2( 𝑦)) ≡ G(𝑥, 𝑦) + H(𝑥, 𝑦),

de forma que ∫
𝐶

F(r) dr =
∫
𝐶

G(r) dr +
∫
𝐶

H(r) dr.

Por otro lado, como H es un campo conservativo, y 𝐶 una curva cerrada entonces
∫
𝐶

H(r) dr = 0, por lo
que ∫

𝐶
F(r) dr =

∫
𝐶

G(r) dr.

5.5.1. Aplicación del Teorema de Green para cálculo de áreas

Como hemos visto en esta sección el Teorema de Green es muy útil para calcular integrales de
lı́nea a lo largo de una curva cerrada, sustituyendo dicha integral por la correspondiente integral
de área. Por otro lado, en ocasiones el Teorema de Green puede utilizarse para calcular con mayor
facilidad el área de una región encerrada por una curva sustituyendo la correspondiente integral de
área por una integral de lı́nea.

Supongamos que tenemos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦), que satisface

𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = 1,

(por ejemplo F(𝑥, 𝑦) = (0, 𝑥), entre otros muchos) ası́ como una curva cerrada 𝐶 que encierra una
región del plano 𝑅. En tal caso, aplicando el Teorema de Green tenemos que∫

𝐶
F(r) dr =

∫
𝑅

∫
1 · d𝐴 = 𝐴(𝑅).
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Ejemplo 5.70. Consideremos la curva del Ejemplo 5.14 dada por 𝐶 ≡ 𝛾(𝑡) = (cos3 𝑡, sin3 𝑡), 𝑡 ∈
[0, 2𝜋). Calculemos el área del recinto encerrado por 𝐶.

Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (0, 𝑥). Como 𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = 1, aplicando el Teorema de
Green tenemos que ∫

𝑅

∫
1 · d𝐴 = 𝐴(𝑅) =

∫
𝐶

F(r) dr =
∫ 2𝜋

0
F(𝛾(𝑡))𝛾 ′(𝑡) d𝑡.

En particular

𝐴(𝑅) =
∫ 2𝜋

0
(0, cos3 𝑡) · (−3 cos2 𝑡 sin2 𝑡, 3 sin2 𝑡 cos 𝑡) d𝑡 = 3

∫ 2𝜋

0
sin2 𝑡 cos4 𝑡 d𝑡.

Aunque la integral que resulta no es inmediata, el calculo de este área serı́a bastante más complicado.
Veamos un camino para resolver esta integral: en primer lugar tenemos en cuenta que

sin2 𝜃 cos2 𝜃 =
1
4

sin2(2𝜃), cos2(𝜃) = 1
2
(1 + cos(2𝜃)),

de modo que

sin2 𝜃 cos4 𝜃 =
1
8

sin2(2𝜃) (1 + cos(2𝜃)).

De esta forma podemos escribir

𝐴(𝑅) = 3
8

∫ 2𝜋

0
(sin2(2𝑡) + sin2(2𝑡) cos(2𝑡)) d𝑡 =

3
8

∫ 2𝜋

0
sin2(2𝑡) d𝑡 +

�
���

���*
0

3
8

sin3(2𝑡)
6

���2𝜋
0

=
3𝜋
8
.

Ejemplo 5.71. Consideremos el ”trébol de 4 hojas” que en coordenadas polares viene dado por 𝑟 =

cos(2𝜃), donde 𝑟 es la distancia al origen y 𝜃 el ángulo con el eje 𝑥. De esta forma podemos parametrizar
la curva como

𝛾(𝜃) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃) = (cos(2𝜃) cos 𝜃, cos(2𝜃) sin(𝜃)), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).

El vector derivada viene dado por

𝛾′(𝜃) = (−2 sin(2𝜃) cos 𝜃 − cos(2𝜃) sin 𝜃,−2 sin(2𝜃) sin(𝜃) + cos(2𝜃) cos(𝜃)).

Para calcular el área encerrada en dicha curva utilizaremos dos procedimientos distintos:
1) Usando el Teorema de Green:
Consideramos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (0, 𝑥) de forma que, aplicando el Teorema de Green, y

llamando 𝑅 a la región encerrada por la curva 𝐶 tenemos que

𝐴(𝑅) =
∫
𝐶
(0, 𝑥) dr =

∫ 2𝜋

0
(0, 𝑥(𝑡)) · 𝛾′(𝑡) d𝑡 =

∫ 2𝜋

0
𝑥(𝑡)𝛾′2(𝑡) d𝑡,

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 cba 101

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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y sustituyendo tenemos:

𝐴(𝑅) =

∫ 2𝜋

0
cos(2𝜃) cos 𝜃 · (−2 sin(2𝜃) sin 𝜃 + cos(2𝜃) cos 𝜃) d𝜃

= −
������������:0∫ 2𝜋

0
cos(2𝜃) sin2(2𝜃) d𝜃 + 1

2

∫ 2𝜋

0
cos2(2𝜃) (1 + cos(2𝜃)) d𝜃

=
1
2

∫ 2𝜋

0
cos2(2𝜃) d𝜃 +

��������:01
2

∫ 2𝜋

0
cos3(2𝜃) d𝜃 =

𝜋

2
.

2) Cálculo directo: coordenadas polares
En este caso el cálculo directo del área puede realizarse fácilmente mediante el uso de coordenadas

polares. Teniendo en cuenta que, para cada ángulo 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], el radio satisface 𝑟 ∈ [0, cos(2𝜃)],
tenemos que

𝐴(𝑅) =
∫
𝑅

∫
d𝐴 =

∫ 2𝜋

0

∫ cos(2𝜃)

0
𝑟𝑑𝑟𝑑𝜃 =

∫ 2𝜋

0

𝑟2

2

���cos(2𝜃)

0
d𝜃 =

1
2

∫ 2𝜋

0
cos2(2𝜃) d𝜃 =

𝜋

2
.

Ejemplo 5.72. Consideremos la curva dada por

𝛾(𝑡) = (− sin3 𝑡, cos 𝑡 sin3 𝑡), 𝑡 ∈ [𝜋, 2𝜋] .

Calculemos el área de la región 𝑅 encerrada por la curva.
Usando el Teorema de Green Consideremos en este caso el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = (−𝑦, 0), que

satisface 𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1 = 1. Aplicando el Teorema de Green tenemos que

𝐴(𝑅) =

∫
𝐶
(−𝑦, 0) dr =

∫ 𝜋

0
(− cos 𝑡 sin3 𝑡, 0) · (−3 sin2 𝑡 cos 𝑡,− sin4 𝑡 + 3 sin2 𝑡 cos2 𝑡) d𝑡

=

∫ 𝜋

0
3 cos2 𝑡 sin5 𝑡 d𝑡 = 3

∫ 𝜋

0
cos2 𝑡(1 − cos2 𝑡)2 sin 𝑡 d𝑡 = 3

∫ 𝜋

0
(cos2 𝑡 + cos6 𝑡 − 2 cos4 𝑡) sin 𝑡 d𝑡

= −3
[

cos3 𝑡

3
+ cos7 𝑡

7
− 2

cos5 𝑡

5

]𝜋
0
=

16
35

.

Observación 5.73. Nótese que en este caso el uso del campo (0, 𝑥) harı́a el problema más laborioso.

2) Cálculo directo:
Para calcular el área de forma directa, deberı́amos en primer lugar establecer el rango de valores que

toma la coordenada 𝑦 fijada la coordenada 𝑥. En particular{
𝑥 = − sin3 𝑡,

𝑦 = cos 𝑡 sin3 𝑡.
=⇒

{
−𝑥 1

3 = sin 𝑡,
𝑦 = ±

√
1 − sin2 𝑡 sin3 𝑡.

=⇒ 𝑦 = ±
√︃

1 − (−𝑥) 2
3 · (−𝑥) = ±𝑥

√︃
1 − 𝑥

2
3 .
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Por otro lado, como 𝑡 ∈ [0, 𝜋] entonces 𝑥 ∈ [0, 1]. Ası́ pues

𝐴(𝑅) =
∫ 1

0

∫ 𝑥

√︃
1−𝑥

2
3

−𝑥
√︃

1−𝑥
2
3

d𝑦 d𝑥 = 2
∫ 1

0
𝑥

√︃
1 − 𝑥

2
3 d𝑥.

El cálculo de esta integral no es sencillo, (y no corresponde con los objetivos del curso) en efecto, la primi-
tiva viene dada por ∫

𝑥

√︃
1 − 𝑥

2
3 d𝑥 =

1
35

√︃
1 − 𝑥

2
3

(
−8 − 4𝑥

2
3 − 3𝑥

4
3 + 15𝑥2

)
.

de donde finalmente se obtendrı́a

𝐴(𝑅) = 16
35

.
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Capı́tulo 6

Integrales de superficie

En temas anteriores hemos trabajado con la superficie formada por la gráfica de una función
𝑔 : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ

S = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω}.

En efecto, vimos que S tiene un vector normal, N, en cada punto (𝑥, 𝑦) dado por

N(𝑥, 𝑦) =
(
−𝑔𝑥 (𝑥, 𝑦), −𝑔𝑦 (𝑥, 𝑦), 1

)
.

Para parametrizar S necesitaremos en este caso una función vectorial del tipo 𝜑 : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ3

de tal forma que
S ≡ 𝜑(𝑥, 𝑦) =

(
𝑥, 𝑦, 𝑔(𝑥, 𝑦)

)
, (𝑥, 𝑦) ∈ Ω.

Aunque esta forma de parametrizar una superficie es válida, como veremos a continuación pode-
mos utilizar dos parámetros arbitrarios, que no tienen por qué coincidir con las variables 𝑥 e 𝑦.

6.1. Parametrización de una superficie

Consideremos una función que asigna a una pareja de parámetros (𝑠, 𝑡) un punto en el espacio
𝜑 : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ3, donde en general tomaremos la notación

𝜑(𝑠, 𝑡) = (𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝜑3(𝑠, 𝑡)),

y donde supondremos que 𝜑1, 𝜑2, 𝜑3 tienen derivadas continuas en Ω. De esta forma podemos
definir una superficie S en ℝ3 como

S =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥 = 𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝑦 = 𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝑧 = 𝜑3(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω

}
(6.1)

y decimos que está parametrizada por la función vectorial 𝜑.

6.1.1. Vector normal a la superficie

En este apartado veremos cómo calcular un vector normal a una superficie que esté parametri-
zada por una función vectorial 𝜑(𝑠, 𝑡).

Observemos en primer lugar la función vectorial 𝜑 tendrá dos vectores derivada parcial con res-
pecto a cada una de las variables (𝑠, 𝑡), a saber:

𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) = (𝜕𝑠𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝜕𝑠𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝜕𝑠𝜑3(𝑠, 𝑡)),

𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡) = (𝜕𝑡𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝜕𝑡𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝜕𝑡𝜑3(𝑠, 𝑡)).
(6.2)
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Fijado una pareja de parámetros (𝑠, 𝑡) ∈ Ω, cada uno de estos vectores será tangente a la su-
perficie S en el punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑠, 𝑡), es decir, ambos vectores pertenecerán al plano tangente a
S en dicho punto. Por tanto, el vector producto vectorial de ambos vectores derivada es perpendi-
cular al plano tangente (recordemos que el producto vectorial de dos vectores resulta en un vector
perpendicular a los dos primeros, siempre y cuando los dos vectores no sean paralelos). De esta
forma tenemos que

N(𝑠, 𝑡) = 𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

𝜕𝑠𝜑1(𝑠, 𝑡) 𝜕𝑠𝜑2(𝑠, 𝑡) 𝜕𝑠𝜑3(𝑠, 𝑡)
𝜕𝑡𝜑1(𝑠, 𝑡) 𝜕𝑡𝜑2(𝑠, 𝑡) 𝜕𝑡𝜑3(𝑠, 𝑡)

������ , (6.3)

y por tanto

N(𝑠, 𝑡) = (𝜕𝑠𝜑2 · 𝜕𝑡𝜑3 − 𝜕𝑠𝜑3 · 𝜕𝑡𝜑2) · 𝑖 + (𝜕𝑠𝜑3 · 𝜕𝑡𝜑1 − 𝜕𝑠𝜑1 · 𝜕𝑡𝜑3) · 𝑗
+ (𝜕𝑠𝜑1 · 𝜕𝑡𝜑2 − 𝜕𝑠𝜑2 · 𝜕𝑡𝜑1) · 𝑘
=

(
𝜕𝑠𝜑2 · 𝜕𝑡𝜑3 − 𝜕𝑠𝜑3 · 𝜕𝑡𝜑2, 𝜕𝑠𝜑3 · 𝜕𝑡𝜑1 − 𝜕𝑠𝜑1 · 𝜕𝑡𝜑3, 𝜕𝑠𝜑1 · 𝜕𝑡𝜑2 − 𝜕𝑠𝜑2 · 𝜕𝑡𝜑1

)
.

Por último, denotaremos por 𝑁̂ al vector unitario y normal a S dado por

𝑁̂ =
N
|N| . (6.4)

Ejemplo 6.1. Consideremos la función vectorial 𝜑 : [0, 1] × [0, 2] −→ ℝ3 dada por

𝜑(𝑠, 𝑡) =
(
𝑡𝑒𝑠, 𝑠3 + 𝑡2, 𝑠2 + 𝑡

)
.

Consideremos asimismo la superficie S parametrizada por

𝑆 ≡ r = 𝜑(𝑠, 𝑡).

a) Obtengamos un vector normal en un punto arbitrario. Para ello en primer lugar calculamos los
vectores derivada

𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) =
(
𝑡𝑒𝑠, 3𝑠2, 2𝑠

)
, 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡) =

(
𝑒𝑠, 2𝑡, 1

)
.

Ahora podemos realizar el siguiente producto vectorial

N(𝑠, 𝑡) = 𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

𝑡𝑒𝑠 3𝑠2 2𝑠
𝑒𝑠 2𝑡 1

������ = (
3𝑠2 − 4𝑠𝑡, 2𝑠𝑒𝑠 − 𝑡𝑒𝑠, 2𝑡2𝑒𝑠 − 3𝑠2𝑒𝑠

)
.

b) Obtengamos un vector normal y unitario a la superficie S en el punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 1, 1).
En primer lugar, debemos identificar para qué valores de los parámetros (𝑠, 𝑡) la superficie pasa
por el punto (0, 1, 1). Para ello resolvemos el sistema

0 = 𝑡𝑒𝑠,

1 = 𝑠3 + 𝑡2,

1 = 𝑠2 + 𝑡.

que tiene como solución (𝑠, 𝑡) = (1, 0). Por tanto el vector N(𝑠 = 1, 𝑡 = 0) será normal a S en el
punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (0, 1, 1). En particular

N(1, 0) = (3, 2𝑒, −3𝑒).

Por último, como queremos que sea unitario dividimos entre su norma:

𝑁̂(1, 0) = (3, 2𝑒, −3𝑒)
√

9 + 13𝑒2
.
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Ejemplo 6.2. Dado cierto punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ S y utilizando coordenadas esféricas (𝑟, 𝜃, 𝜙) tenemos que
𝑥 = 𝑟 sin 𝜃 cos𝜙,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃 sin𝜙,
𝑧 = 𝑟 cos 𝜃,

𝑟 ≥ 0, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙 ∈ [0, 𝜋] . (6.5)

Por otro lado, sea 𝜌 > 0, y sea S la esfera de radio 𝜌 centrada en el origen. Visto en coordenadas
esféricas tenemos

r ∈ S ⇐⇒ 𝑟 = 𝜌.

Es decir, dado (𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ S tenemos que necesariamente, para alguna pareja de parámetros𝜃 ∈ [0, 2𝜋), 𝜙 ∈
[0, 𝜋] 

𝑥 = 𝜌 sin 𝜃 cos𝜙,
𝑦 = 𝜌 sin 𝜃 sin𝜙,
𝑧 = 𝜌 cos 𝜃.

(6.6)

por lo que la superficie S queda parametrizada como

S ≡ 𝜑(𝜙, 𝜃) =
(
𝜌 cos 𝜃 sin𝜙, 𝜌 sin 𝜃 sin𝜙, 𝜌 cos𝜙

)
, 𝜙 ∈ [0, 𝜋), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).

De esta forma podemos obtener fácilmente los vectores derivadas

𝜑𝜙(𝜙, 𝜃) =
(
𝜌 cos 𝜃 cos𝜙, 𝜌 sin 𝜃 cos𝜙, −𝜌 sin𝜙

)
, 𝜑𝜃(𝜙, 𝜃) =

(
− 𝜌 sin 𝜃 sin𝜙, 𝜌 cos 𝜃 sin𝜙, 0

)
.

Por lo que el vector normal a la superficie S queda

N(𝜙, 𝜃) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

𝜌 cos 𝜃 cos𝜙 𝜌 sin 𝜃 cos𝜙 −𝜌 sin𝜙
−𝜌 sin 𝜃 sin𝜙 𝜌 cos 𝜃 sin𝜙 0

������ = (
𝜌2 cos 𝜃 sin2 𝜙, 𝜌2 sin 𝜃 sin2 𝜙, 𝜌2 cos𝜙 sin𝜙

)
,

o equivalentemente

N(𝜙, 𝜃) = 𝜌2 sin𝜙
(

cos 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos𝜙
)
. (6.7)

Por otra parte, el módulo del vector normal viene dado por

|N(𝜙, 𝜃) | = 𝜌2 | sin𝜙|
√︃

cos2 𝜃 sin2 𝜙 + sin2 𝜃 sin2 𝜙 + cos2 𝜙 = 𝜌2 sin𝜙, (6.8)

ya que √︃
cos2 𝜃 sin2 𝜙 + sin2 𝜃 sin2 𝜙 + cos2 𝜙 =

√︃
sin2 𝜙 + cos2 𝜙 = 1,

y por otro lado 𝜙 ∈ [0, 𝜋] por lo que | sin𝜙| = sin𝜙.

Observación 6.3. Nótese que la ecuación (6.7) puede escribirse como

N(𝜙, 𝜃) = 𝜌 sin𝜙𝜑(𝜙, 𝜃), (6.9)

o bien
N(𝜙, 𝜃) = 𝜌2 sin𝜙 𝜑̂(𝜙, 𝜃), (6.10)

siendo 𝜑̂ el vector dirección normalizado expresado en coordenadas polares

𝜑̂(𝜙, 𝜃) =
(

cos 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos𝜙
)
. (6.11)

Nótese que las esferas centradas en el origen son las únicas superficies que satisfacen que el vector
normal a la superficie en cierto punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) es proporcional (y por tanto paralelo) al propio vector
(𝑥, 𝑦, 𝑧).
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Ejemplo 6.4. Parametricemos la superficie de un cono invertido con el vértice en el origen

S =

{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 =

𝜌2

ℎ2 𝑧
2, 𝑧 ∈ [0, ℎ]

}
.

Nótese que pasando a coordenadas cilı́ndricas


𝑥 = 𝑟 cos 𝜃,
𝑦 = 𝑟 sin 𝜃,
𝑧 = 𝑧,

𝑟 ≥ 0, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋), 𝑧 ∈ ℝ, (6.12)

tenemos
𝑆 = {r ∈ ℝ3 : 𝑟 =

𝜌

ℎ
𝑧, 𝑧 ∈ [0, ℎ], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋)},

es decir 
𝑥 =

𝜌
ℎ𝑧 cos 𝜃,

𝑦 =
𝜌
ℎ𝑧 sin 𝜃,

𝑧 = 𝑧,

𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝑧 ∈ [0, ℎ],

por lo que podemos parametrizar la superficie S usando como parámetros el par (𝑧, 𝜃) :

𝜑(𝜃, 𝑧) =
(𝜌
ℎ
𝑧 cos 𝜃,

𝜌

ℎ
𝑧 sin 𝜃, 𝑧

)
, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝑧 ∈ [0, ℎ] .

Ya podemos calcular los vectores derivada:

𝜑𝜃(𝜃, 𝑧) =
(
− 𝜌

ℎ
𝑧 sin 𝜃,

𝜌

ℎ
𝑧 cos 𝜃, 0

)
, 𝜑𝑧 (𝜃, 𝑧) =

(𝜌
ℎ

cos 𝜃,
𝜌

ℎ
sin 𝜃, 1

)
.

De esta forma el vector perpendicular a la superficie puede ser expresado como

N(𝜃, 𝑧) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

−𝜌
ℎ𝑧 sin 𝜃 𝜌

ℎ𝑧 cos 𝜃 0
𝜌
ℎ cos 𝜃 𝜌

ℎ sin 𝜃 1

������ = (𝜌
ℎ
𝑧 cos 𝜃,

𝜌

ℎ
𝑧 sin 𝜃,

𝜌2

ℎ2 𝑧
)
.

Por tanto, la norma de N(𝜃, 𝑧) vendrá dada por

|N(𝜃, 𝑧) | =
√︂
𝜌2

ℎ2 𝑧
2 + 𝜌4

ℎ4 𝑧
2 =

𝜌

ℎ

√︂
1 + 𝜌2

ℎ2 𝑧.

6.2. Área de una superficie

Consideremos una superficie S parametrizada por 𝜑 : Ω ⊂ ℝ2 −→ ℝ3, y supongamos por
simplicidad que Ω = [𝑎, 𝑏] × [𝑐, 𝑑], es decir que los parámetros (𝑠, 𝑡) satisfacen 𝑠 ∈ [𝑎, 𝑏], 𝑡 ∈
[𝑐, 𝑑] . El procedimiento para calcular el área de S es similar al realizado para calcular la longitud de
una curva. En primer lugar, realizamos una partición de los intervalos [𝑎, 𝑏], [𝑐, 𝑑] . Tomaremos

𝑎 = 𝑠0 < 𝑠1 < 𝑠2 < . . . < 𝑠𝑛 = 𝑏; 𝑐 = 𝑡0 < 𝑡1 < 𝑡2 < . . . < 𝑡𝑛 = 𝑑.

De esta forma, la superficie S queda dividida en 𝑛2 partes, 𝑆𝑖 𝑗 , donde

𝑆𝑖 𝑗 =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖] × [𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗]

}
.
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𝑥

𝑦

𝑧

N𝑖 𝑗

𝑃𝑖 𝑗

S𝑖 𝑗SS

Si 𝑛 es suficientemente grande, y por tanto S𝑖 𝑗 suficientemente pequeña, podemos aproximar
el área de S𝑖 𝑗 por el área del plano tangente S en el punto 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) restringido a (𝑠, 𝑡) ∈ [𝑠𝑖−1, 𝑠𝑖] ×
[𝑡 𝑗−1, 𝑡 𝑗], el cual llamaremos P𝑖 𝑗 . Para ello, consideremos los siguientes vectores

Δ𝜑𝑖 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) ≡ 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) − 𝜑(𝑠𝑖−1, 𝑡 𝑗), Δ𝜑 𝑗 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) ≡ 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) − 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗−1),

que conectarán los puntos 𝜑(𝑠𝑖−1, 𝑡 𝑗) y 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗−1) con el punto 𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) respectivamente (es decir,
los puntos que delimitan el plano P𝑖 𝑗).

•
~ϕ(si−1, tj)

•
~ϕ(si−1, tj−1)

•
~ϕ(si, tj)

•
~ϕ(si, tj−1)

S ij

∆i~ϕ(si, tj)

∆j ~ϕ(si, tj)

•

•

•

•
S ij

P ij

~N(si, tj)

Figura 6.1: Izqda: Superficie S𝑖 𝑗 y vectores posición 𝜑. Dcha: Superficie S𝑖 𝑗 , plano P𝑖 𝑗 y el vector
normal a ambas.

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 cba 109

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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Nótese ahora que el área del plano P𝑖 𝑗 viene justamente dada por

𝐴(P𝑖 𝑗) =
���Δ𝜑𝑖 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) × Δ𝜑 𝑗 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)

���, (6.13)

donde |v | denota la norma del vector v. (Recuérdese que la norma de a×b es justamente |a|·|b| sin(𝜃)
siendo 𝜃 el ángulo que forman a y b, y por tanto, el área del paralelepı́pedo con lados a y b es
justamente |a × b|).

𝑎

𝑏
𝛼

Área = 𝑎 · 𝑏 · sin 𝛼

De este modo podemos aproximar el área de S por

𝐴(𝑆) ≃
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

𝐴(P𝑖 𝑗) =
𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

���Δ𝜑𝑖 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) × Δ𝜑 𝑗 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)
���. (6.14)

Por otro lado, si 𝑛 es suficientemente grande podemos realizar la siguiente aproximación:

Δ𝜑𝑖 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) ≃ 𝜑𝑠(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)Δ𝑠, Δ𝜑 𝑗 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) ≃ 𝜑𝑡 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)Δ𝑡, (6.15)

donde Δ𝑠 ≡ 𝑠𝑖 − 𝑠𝑖−1, Δ𝑡 ≡ 𝑡 𝑗 − 𝑡 𝑗−1, y por tanto

𝐴(P𝑖 𝑗) =
���Δ𝜑𝑖 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) × Δ𝜑 𝑗 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)

��� ≃ ���𝜑𝑠(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)Δ𝑠 × 𝜑𝑡 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)Δ𝑡
��� = ���𝜑𝑠(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗) × 𝜑𝑡 (𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)

��� Δ𝑠Δ𝑡.
Si tomamos el lı́mite cuando 𝑛→ ∞ obtenemos que Δ𝑠Δ𝑡 → d𝐴 y que (por definición) 𝐴(P𝑖 𝑗) →

𝑑S, donde 𝑑S denota el diferencial de superficie. De esta forma obtenemos que

𝑑S =

���𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)
��� d𝐴 = |N| d𝐴, (6.16)

ası́ como
𝐴(S) =

∬
S
𝑑𝑆 =

∬
S

���𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)
��� d𝐴 =

∬
S
|N| d𝐴. (6.17)

Teorema 6.5. Sea S una superficie parametrizada por 𝜑 : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ3, donde 𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3.
tienen derivadas parciales continuas. Entonces el área de S viene dada por

𝐴(S) =
∬

S
𝑑𝑆 =

∬
Ω

���N(𝑠, 𝑡)
��� d𝐴 =

∬
Ω

���𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)
��� d𝐴, (6.18)

donde d𝐴 = d𝑠 d𝑡, o bien, d𝐴 = d𝑡 d𝑠.

Observación 6.6. Si S viene dada por 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), (𝑥, 𝑦) ∈ Ω. En este caso,

N(𝑥, 𝑦) = (−𝑔𝑥 (𝑥, 𝑦), −𝑔𝑦 (𝑥, 𝑦), 1)

es el vector normal a S, y por tanto

𝐴(S) =
∬

Ω

√︃
𝑔𝑥 (𝑥, 𝑦)2 + 𝑔𝑦 (𝑥, 𝑦)2 + 1 d𝐴.
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6.2. ÁREA DE UNA SUPERFICIE

Ejemplo 6.7. Sea 𝑔 : ℝ2 −→ ℝ dada por 𝑔(𝑥, 𝑦) = 4 − 𝑥2 − 𝑦2, y sea S la superficie dada por

S ≡ 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), 𝑧 ≥ 0.

Para obtener el área de S, vemos en primer lugar que S es una superficie de nivel de la función 𝑔, y
por tanto, dado r ∈ S el vector normal a S en el punto r viene dado por

N = (−𝑔𝑥 ,−𝑔𝑦 , 1) = (2𝑥, 2𝑦, 1).

Además como 𝑧 ≥ 0 entonces 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4.

𝑧 = 4 − 𝑥2 − 𝑦2 ≥ 0 ⇐⇒ 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 4.

Por tanto, aplicando el Teorema (6.5) tendremos que

𝐴(S) =
∬

S
𝑑𝑆 =

∬
Ω

���N��� d𝐴 =

∬
Ω

√︁
4𝑥2 + 4𝑦2 + 1 d𝐴,

donde Ω = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2+ 𝑦2 ≤ 4}. La integral puede ser resuelta fácilmente pasando a coordenadas
polares ya que tanto el integrando como el recinto de integración tienen simetrı́a polar:

𝐴(S) =
∫ 2𝜋

0

∫ 2

0

√
4𝑟2 + 1 𝑟 d𝑟 d𝜃 = 2𝜋 · 2

3
1
8
(4𝑟2 + 1) 3

2

���2
0
=
𝜋

6
(
17

√
17 − 1

)
.

Ejemplo 6.8. Sea
Ω = {(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2 : 𝑠2 + 𝑡2 ≤ 1, 𝑠 ≥ 0, 𝑡 ≥ 0}.

Consideremos la superficie S parametrizada por

S ≡ 𝜑(𝑠, 𝑡) = (𝑠𝑡, 𝑡 + 1, 𝑠 + 2), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω.

Para calcular el área de S, primero calculamos su vector normal en cada punto, de cara a realizar la
integral de la ecuación (6.18). Para ello hallamos las derivadas parciales de 𝜑:

𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) = (𝑡, 0, 1), 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡) = (𝑠, 1, 0),

y por tanto

N(𝑠, 𝑡) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

𝑡 0 1
𝑠 1 0

������ = (
− 1, 𝑠, 𝑡

)
=⇒ |N| =

√
1 + 𝑠2 + 𝑡2.

De esta forma

𝐴(S) =
∬

S
𝑑𝑆 =

∬
Ω
|N| d𝐴 =

∬
Ω

√
1 + 𝑠2 + 𝑡2 d𝐴.

Al igual que en el ejemplo anterior pasando a coordenadas polares resolvemos la integral con facilidad

𝐴(S) =
∫ 𝜋

2

0

∫ 1

0

√
1 + 𝑟2 𝑟 d𝑟 d𝜃 =

𝜋

2
· 2

3
1
2
(1 + 𝑟2) 3

2

���1
0
=
𝜋

6
(2
√

2 − 1).

Ejemplo 6.9. Veamos ahora cómo calcular el área de la superficie de una esfera de radio 𝜌.
Como ya vimos en el ejemplo 6.2, utilizando la parametrización en coordenadas esféricas, el vector

normal a la esfera satisface (Ec. (6.8) ó (6.10))

|N| = 𝜌2 sin𝜙, 𝜙 ∈ [0, 𝜋), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).
Por tanto tendremos que

𝐴(S) =
∬

S
𝑑𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ 𝜋

0
𝜌2 | sin𝜙|𝑑𝜙𝑑𝜃 = 2𝜋𝜌2

∫ 𝜋

0
sin𝜙d𝜙 = 2𝜋𝜌2 cos𝜙

�����0
𝜋

= 4𝜋𝜌2.
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6.3. Integrales de superficie

Supongamos que tenemos una superficie

S = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜑(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω}

fabricada de cierto material, el cual tiene densidad 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) en cada punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) de la superficie.
¿Cómo podemos evaluar la masa total de este objeto?. De forma análoga a la construcción de la inte-
gral de una función escalar a lo largo de una curva, podemos evaluar la densidad 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) en cada
diferencial de superficie 𝑑𝑆, de esta forma, tendrı́amos un diferencial de masa 𝑑𝑚 = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆. La
masa total vendrı́a dada entonces por

𝑚 =

∬
S
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧)𝑑𝑆 =

∬
Ω
𝑓
(
𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝜑3(𝑠, 𝑡)

)���𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)
��� d𝐴,

donde en este caso d𝐴 = d𝑠 d𝑡 = d𝑡 d𝑠. El cálculo de la masa de una superficie es solamente una de
las innumerables aplicaciones de las integrales de superficie.

Definición 6.10. Sea S una superficie parametrizada por 𝜑 : Ω ⊆ ℝ2 −→ ℝ3, donde 𝜑𝑖 , 𝑖 = 1, 2, 3.
tienen derivadas parciales continuas. Sea 𝑓 : ℝ3 −→ ℝ. Entonces se define la integral de la función 𝑓

sobre la superficie S como ∬
S
𝑓 (r) d𝑆 =

∬
Ω
𝑓 (𝜑(𝑠, 𝑡))

���N(𝑠, 𝑡)
��� d𝐴,

donde d𝐴 = d𝑠 d𝑡 o bien d𝐴 = d𝑡 d𝑠. Equivalentemente podemos escribir∬
S
𝑓 (r) d𝑆 =

∬
Ω
𝑓
(
𝜑1(𝑠, 𝑡), 𝜑2(𝑠, 𝑡), 𝜑3(𝑠, 𝑡)

)���𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)
��� d𝐴.

Observación 6.11. El área de la superficie S viene dada por la integral de la función 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 1 sobre
dicha superficie.

Ejemplo 6.12. Consideremos la superficie S dada por 𝑧 = 𝑔(𝑥, 𝑦), con

𝑔(𝑥, 𝑦) = 4 − 𝑥2 − 𝑦2, (𝑥, 𝑦) ∈ [0, 1] × [0, 1],

y sea
𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝑥 + 𝑦

(5𝑥2 + 5𝑦2 + 𝑧 − 3) 1
2
.

Calculemos
∬

S 𝑓 (r) d𝑆. En primer lugar,tenemos que

N(𝑥, 𝑦) = (2𝑥, 2𝑥, 1) =⇒ |N(𝑥, 𝑦) | =
√︁

4𝑥2 + 4𝑦2 + 1.

Por otra parte, como en este caso las variables 𝑥, 𝑦 son a la vez los parámetros de la superficie tene-
mos:

𝑓 (𝜙(𝑥, 𝑦)) = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 4 − 𝑥2 − 𝑦2) = 𝑥 + 𝑦

(4𝑥2 + 4𝑦2 + 1) 1
2
.

Por último:∬
S
𝑓 (r) d𝑆 =

∫ 1

0

∫ 1

0

𝑥 + 𝑦

(4𝑥2 + 4𝑦2 + 1) 1
2
·
√︁

4𝑥2 + 4𝑦2 + 1 d𝑦 d𝑥 =

∫ 1

0

∫ 1

0
(𝑥+𝑦) d𝑦 d𝑥 =

∫ 1

0

(
𝑥 + 1

2

)
d𝑥 = 1.

Ejemplo 6.13. Sea
Ω = {(𝑠, 𝑡) ∈ ℝ2 : 𝑠2 + 𝑡2 ≤ 1, 𝑠 ≥ 𝑡 ≥ 0},
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y sea S la superficie parametrizada por

S ≡ 𝜑(𝑠, 𝑡) = (𝑠 + 𝑡, 𝑠 − 𝑡, 𝑠𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω.

Calculemos
∬

S 𝑓 (r)𝑑𝑆 donde

𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥 + 𝑦) (𝑥 − 𝑦)5

𝑧3 .

En primer lugar vemos que el vector normal a S viene dado por

N(𝑠, 𝑡) =

������ 𝑖 𝑗 𝑘

1 1 𝑡

1 −1 𝑠

������ = (𝑠 + 𝑡, 𝑡 − 𝑠, −2),

y por tanto
|N(𝑠, 𝑡) | =

√︁
(𝑠 + 𝑡)2 + (𝑠 − 𝑡)2 + 4 =

√
2𝑠2 + 2𝑡2 + 4.

Por otro lado

𝑓 (𝜑(𝑠, 𝑡)) = (2𝑠) (2𝑡)5

(𝑠𝑡)3 = 64
𝑡2

𝑠2 .

En consecuencia obtenemos ∬
S
𝑓 (r)𝑑𝑆 = 64

∬
Ω

𝑡2

𝑠2

√
2𝑠2 + 2𝑡2 + 4 d𝐴.

Ahora bien, tomando las coordenadas polares 𝑠 = 𝑟 cos 𝜃, 𝑡 = 𝑟 sin 𝜃, con 𝑟 ∈ [0, 1], 𝜃 ∈
[
0, 𝜋4

)
obtenemos∬

S
𝑓 (r)𝑑𝑆 = 64

∬
Ω

𝑡2

𝑠2

√
2𝑠2 + 2𝑡2 + 4 d𝐴 = 64

∫ 𝜋
4

0

∫ 1

0
tan2 𝜃

√
2𝑟2 + 4𝑟 d𝑟 d𝜃

= 64
∫ 𝜋

4

0
tan2 𝜃𝑑𝜃

∫ 1

0

√
2𝑟2 + 4𝑟 d𝑟

= 64
(
(tan 𝜃 − 𝜃)

��� 𝜋4
𝜃=0

· 1
4

2
3
(4 + 2𝑟2) 3

2

���1
𝑟=0

)
=

32
3

((
1 − 𝜋

4

) (
6
√

6 − 8
))
.

6.4. Integrales de flujo

Imaginemos que cierto campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 indica en cada punto (𝑥, 𝑦, 𝑧) la velocidad
(módulo y dirección) a la que un fluido se mueve en el espacio. ¿Cómo podemos averiguar el volumen
de fluido que atraviesa cierta superficie S (por unidad de tiempo)?

En primer lugar, supongamos que dicha superficie S es plana, con un vector normal N cuya
norma es el área de la superficie, y que el campo vectorial F es constante para todo r ∈ ℝ3 (es decir
el fluido se mueve uniformemente en el espacio). En tal caso, si F y N son paralelos, tendremos que
la cantidad de fluido que atraviesa S por unidad de tiempo vendrá dada por |F | |N|.

Si son antiparalelos, el flujo tendrá el mismo módulo, pero será de signo contrario −|F | |N| (el
fluido atravesará la superficie en sentido opuesto). Por otra parte, si F y N son perpendiculares,
entonces la superficie no será atravesada por el fluido. Por último, en el caso más general, si F y N
forman un ángulo 𝜃 entonces la cantidad de fluido que atraviesaS será proporcional a la proyección
del vector F sobre N. En concreto la cantidad de fluido que atraviesa la superficie es justamente
|F | |N| cos 𝜃, o equivalentemente

F · N.

Si tomamos ahora una superficie S no necesariamente plana parametrizada por cierta función
vectorial 𝜑(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω, y queremos calcular el volumen que atravesará dicha superficie, pode-
mos proceder de forma similar a cómo se hizo para el cálculo de su superficie al principio del tema.
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Es decir, dividir S en superficies S𝑖 𝑗 , suficientemente pequeñas, que pueden aproximarse por un
plano tangente P𝑖 𝑗 . En tal caso, además podremos suponer que el campo vectorial F es constante
en toda la superficie S𝑖 𝑗 . De esta forma, el volumen de fluido que atravesará cada superficie S𝑖 𝑗
será aproximadamente igual a

F(𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)) · N(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗),

y por tanto sumando todas estas contribuciones

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑛∑︁
𝑗=1

F(𝜑(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)) · N(𝑠𝑖 , 𝑡 𝑗)

obtendremos una aproximación del volumen total de fluido que atraviesa S.
Por tanto, tomando el lı́mite 𝑛→ ∞, tendremos que la cantidad de fluido que atraviesa S viene

dada por ∬
Ω

F(𝜑(𝑠, 𝑡)) · N(𝑠, 𝑡) d𝑠 d𝑡.

Por último observemos que el diferencial de superficie𝑑𝑆puede escribirse como𝑑𝑆 = |N(𝑠, 𝑡) | d𝐴,
y por otra parte, el vector normal y unitario 𝑁̂(𝑠, 𝑡) satisface 𝑁̂(𝑠, 𝑡) = N(𝑠,𝑡)

|N(𝑠,𝑡) | ; por tanto tenemos que
N(𝑠, 𝑡) d𝐴 = 𝑁̂(𝑠, 𝑡) |N(𝑠, 𝑡) | d𝐴 = 𝑁̂(𝑠, 𝑡) d𝑆. De esta forma podemos escribir que la cantidad de flui-
do que atraviesa S viene dada por∬

S
F(r) · 𝑁̂ d𝑆 =

∬
Ω

F(𝜑(𝑠, 𝑡)) · N(𝑠, 𝑡) d𝐴.

Definición 6.14. Sea un campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3 cuyas componentes tienen primeras derivadas
continuas. SeaS una superficie parametrizada por 𝑆 ≡ 𝜑(𝑠, 𝑡), (𝑠, 𝑡) ∈ Ω. Entonces se define la integral
de flujo del campo F a través de la superficie S como∬

S
F(r) · 𝑁̂ d𝑆 =

∬
Ω

F(𝜑(𝑠, 𝑡)) · N(𝑠, 𝑡) d𝐴 =

∬
Ω

F(𝜑(𝑠, 𝑡)) · (𝜑𝑠(𝑠, 𝑡) × 𝜑𝑡 (𝑠, 𝑡)) d𝐴,

donde el vector normal 𝑁̂ está dirigido hacia el exterior de la superficie.

Ejemplo 6.15. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥2 𝑦, 𝑥 𝑦𝑧, 𝑦3) y la superficie plana dada
por

S = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 2𝑥 − 𝑦 + 𝑧 = 0, 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑦 ∈ [0, 2]}.

Para calcular
∬

S F𝑁̂𝑑𝑆, escribimos una función vectorial que parametrice a S, por ejemplo

𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 𝑦 − 2𝑥), 𝑥 ∈ [−1, 1], 𝑦 ∈ [0, 2] .

Además, puede verse con facilidad que el vector normal es constante, en concreto

N(𝑥, 𝑦) = (2,−1, 1).

Por otro lado, tomando 𝑧 = 𝑦 − 2𝑥 en el campo vectorial tenemos

F(𝜑(𝑥, 𝑦)) = (𝑥2 𝑦, 𝑥 𝑦( 𝑦 − 2𝑥), 𝑦3) = (𝑥2 𝑦, 𝑥 𝑦2 − 2𝑥2 𝑦, 𝑦3).

Y realizando el producto escalar se obtiene

F(𝜑(𝑥, 𝑦)) · N(𝑥, 𝑦) = 2𝑥2 𝑦 − 𝑥 𝑦2 + 2𝑥2 𝑦 + 𝑦3 = 𝑦3 + 4𝑥2 𝑦 − 𝑥 𝑦2.
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Por tanto tenemos que∬
S

F𝑁̂𝑑𝑆 =

∫ 1

−1

∫ 2

0
F(𝜑(𝑥, 𝑦)) · N(𝑥, 𝑦) d𝑦 d𝑥 =

∫ 1

−1

∫ 2

0
( 𝑦3 + 4𝑥2 𝑦 − 𝑥 𝑦2) d𝑦 d𝑥

=

∫ 1

−1

(
𝑦4

4
+ 2𝑥2 𝑦2 − 𝑥 𝑦3

3

) �����2
0

d𝑥 =

∫ 1

−1

(
4 + 8𝑥2 − 8

3
𝑥

)
d𝑥

=

(
4𝑥 + 8

3
𝑥3 − 4

3
𝑥2

) �����1
−1

=
40
3
.

Ejemplo 6.16. Consideremos la superficie S =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑧 = 1 − 𝑥2 − 𝑦2, 𝑧 ≥ 0

}
, ası́ como el

campo vectorial
F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ( 𝑦𝑧,−𝑥𝑧, 𝑥 𝑦).

Para obtener
∬

S F𝑁̂𝑑𝑆 parametrizamos S, lo cual podemos hacer teniendo en cuenta que S es la gráfica
de la función 𝑧(𝑥, 𝑦) = 1 − 𝑥2 − 𝑦2, por lo que

S ≡ 𝜑(𝑥, 𝑦) = (𝑥, 𝑦, 1 − 𝑥2 − 𝑦2), 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1.

Además el vector normal a S en el punto (𝑥, 𝑦) viene dado por

N(𝑥, 𝑦) = (−𝑧𝑥 (𝑥, 𝑦), −𝑧𝑦 (𝑥, 𝑦), 1) = (2𝑥, 2𝑦, 1).

Por otro lado
F(𝜑(𝑥, 𝑦)) = ( 𝑦(1 − 𝑥2 − 𝑦2),−𝑥(1 − 𝑥2 − 𝑦2), 𝑥 𝑦),

y por tanto
F(𝜑(𝑥, 𝑦)) · N(𝑥, 𝑦) = 2𝑥 𝑦(1 − 𝑥2 − 𝑦2) − 2𝑦𝑥(1 − 𝑥2 − 𝑦2) + 𝑥 𝑦 = 𝑥 𝑦.

En definitiva, definiendo Ω = {(𝑥, 𝑦) ∈ ℝ2 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 1} podemos escribir que∬
S

F𝑁̂𝑑𝑆 =

∬
Ω
𝑥 𝑦 d𝐴 =

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
𝑟2 cos 𝜃 sin 𝜃𝑟 dr d𝜃 = 0. (6.19)

Ejemplo 6.17. Consideremos el campo vectorial F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥, 𝑦, 𝑧) y sea S la superficie de una esfera
de radio unidad centrada en el origen. Calculemos

∬
S F𝑁̂𝑑𝑆. Para empezar recordamos que la superficie

de la esfera (de radio unidad) puede parametrizarse con la función vectorial

𝜑(𝜙, 𝜃) = (sin𝜙 cos 𝜃, sin𝜙 sin 𝜃, cos𝜙), 𝜙 ∈ [0, 𝜋), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋).

Además como ya se calculó en el ejemplo 6.2, tenemos que el vector normal vendrá dado por

N(𝜙, 𝜃) = sin𝜙
(

cos 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos𝜙
)
.

donde simplemente hemos tomado 𝜌 = 1 en la ecuación (6.7). Por otro lado

F(𝜑(𝜙, 𝜃)) = (sin𝜙 cos 𝜃, sin𝜙 sin 𝜃, cos𝜙),

por lo que realizando el producto escalar con el vector normal se tiene:

F(𝜑(𝜙, 𝜃)) · N(𝜙, 𝜃) = sin𝜙
(
sin2 𝜙 cos2 𝜃 + sin2 𝜙 sin2 𝜃 + cos2 𝜙

)
= sin𝜙.

Por último realizamos la integral:∬
S

F𝑁̂𝑑𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ 𝜋

0
sin𝜙𝑑𝜙𝑑𝜃 = 2𝜋(− cos𝜙)

�����𝜋
0

= 4𝜋.
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6.4.1. Teorema de la divergencia

El Teorema de la divergencia permite relacionar la integral de flujo de un campo vectorial F :
ℝ3 −→ ℝ3 a través de una superficie cerrada S, con la integral de volumen de la divergencia del
campo ∇F evaluada sobre el volumen que encierra la superficie S.

Teorema 6.18. (Teorema de la divergencia) Consideremos una región sólida en el espacio 𝑄 ⊂ ℝ3, y
sea S la superficie que conforma la frontera de dicha región sólida 𝑄, de forma que su vector normal N
está orientado hacia el exterior de 𝑄. Consideremos un campo vectorial F : ℝ3 −→ ℝ3, tal que todas las
derivadas de sus componentes son continuas. Entonces∬

S
F(r) 𝑁̂ d𝑆 =

∭
𝑄
∇ F(r) d𝑉.

Este teorema permite, en algunos casos, calcular con gran facilidad la integral de flujo de un
campo vectorial sobre una superficie cerrada.

————————————————

Observación 6.19. Para interpretar este teorema podemos considerar un elemento infinitesimal de vo-
lumen en𝑄, 𝛿𝑄, el cuál estará rodeado por una superficie cerrada también infinitesimal, 𝛿S. En tal caso,
la divergencia del campo 𝑑𝑖𝑣F puede ser considerada constante y por tanto tendrı́amos∭

𝛿𝑄
∇ F(r) d𝑉 = ∇ F(r) 𝑉(𝛿𝑄).

de modo que aplicando el Teorema de la divergencia obtendrı́amos∬
𝛿S

F(r) 𝑁̂ d𝑆 = ∇ F(r) 𝑉(𝛿(𝑄)),

es decir, que el flujo a través de cada superficie 𝛿S es justamente proporcional a la divergencia del campo.
Además, nótese que el flujo saliente de cierta superficie 𝛿S (supongamos cúbica por sencillez), compensa
con el flujo entrante de las superficies adyacentes, y viceversa. De esta forma, el flujo total a través del
volumen es justamente el flujo a través de la superficie, que coincide con la integral de la divergencia
sobre todo el volumen.

Ejemplo 6.20. Consideremos la superficie de una esfera de radio 𝜌 centrada en el punto (1, 2, 3), a la
que llamaremos S, y sea F un campo vectorial dado por

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (3𝑥 + 𝑒sin 𝑦 , 2𝑦 + 𝑒cos 𝑧, 𝑧 + 𝑒sin 𝑥).

Calculemos la integral de flujo
∬

S F(r) 𝑁̂ d𝑆.
Como S es una superficie cerrada, y F tiene todas sus derivadas continuas, podemos utilizar el Teo-

rema de la divergencia. Para ello, calculamos la divergencia de F:

𝑑𝑖𝑣 F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑥𝐹1 + 𝜕𝑦𝐹2 + 𝜕𝑧𝐹3 = 2 + 3 + 1 = 6.

Por tanto, ∬
S

F(r) 𝑁̂ d𝑆 =

∭
𝑄
𝑑𝑖𝑣F(r) d𝑉 =

∭
𝑄

6 d𝑉,

donde 𝑄 es el interior de la esfera de radio 𝜌 y centrada en el punto (1, 2, 3).
En este caso particular, tenemos que la divergencia es una constante, por tanto podemos sacarla fuera

de la integral obteniendo que∬
S

F(r) 𝑁̂ d𝑆 = 6
∭

𝑄
d𝑉 = 6𝑉(𝑄) = 6

4𝜋
3
𝜌3 = 8𝜋𝜌3.
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Ejemplo 6.21. Consideremos de nuevo la superficie de la esfera de radio 𝜌 centrada esta vez en el origen.
Sea por otra parte el campo vectorial dado por:

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥3𝑧2 + 𝑦, 𝑦3𝑧2 + 𝑥, 𝑥3 𝑦3).

Calculemos
∬

S F(r) 𝑁̂ d𝑆 utilizando el Teorema de la divergencia ya que S es una superficie cerrada, y F
tiene todas sus derivadas continuas. La divergencia de F viene dada por:

𝑑𝑖𝑣 F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = ∇F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = 𝜕𝑥𝐹1 + 𝜕𝑦𝐹2 + 𝜕𝑧𝐹3 = 3𝑥2𝑧2 + 3𝑦2𝑧2 + 0 = 3 𝑧2(𝑥2 + 𝑦2).

Por tanto, aplicando el Teorema de la divergencia tenemos que∬
S

F(r) 𝑁̂ d𝑆 =

∭
𝑄
𝑑𝑖𝑣F(r) d𝑉 =

∭
𝑄

3 𝑧2(𝑥2 + 𝑦2) d𝑉,

donde 𝑄 es el interior de la esfera de radio 𝜌 y centrada en el origen. Para resolver la integral resultante
podemos pasar a coordenadas esféricas, obteniendo∭

𝑄
3 𝑧2(𝑥2 + 𝑦2) d𝑉 =

∫ 2𝜋

0

∫ 𝜋

0

∫ 𝜌

0
3𝑟2 cos2 𝜙 (𝑟2 sin2 𝜙) · 𝑟2 sin𝜙d𝑟 d𝜙d𝜃

= 6𝜋
∫ 𝜋

0
cos2 𝜙 sin3 𝜙d𝜙

∫ 𝜌

0
𝑟6 d𝑟 =

6𝜋𝜌7

7

∫ 𝜋

0
cos2 𝜙(1 − cos2 𝜙) sin𝜙d𝜙

=
6𝜋𝜌7

7

[
−cos3 𝜙

3
+ cos5 𝜙

5

]𝜋
0
=

8𝜋𝜌7

35
.

Ejemplo 6.22. Sea S la siguiente superficie cilı́ndrica, incluyendo la base inferior y superior, es decir
S = S (𝑙) ∪ S (𝑏) ∪ S (𝑡) donde

S (𝑙) =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 = 2, 𝑧 ∈ [0, 1]

}
,

S (𝑏) =
{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2, 𝑧 = 0

}
, S (𝑡) =

{
(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 ≤ 2, 𝑧 = 1

}
.

y sea F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑥3, 𝑦3, 𝑧3). Para calcular
∬

S F(r) d𝑆 seguiremos dos procedimientos diferentes:
Procedimiento 1:
Como S es una superficie cerrada podemos usar el Teorema de la divergencia. Por tanto, como

𝑑𝑖𝑣(F) = 3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2 obtenemos∬
S

F(r) d𝑆 =

∭
𝑄
∇F(r)𝑑𝑉 =

∭
𝑄
(3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2)𝑑𝑉.

Pasando a coordenadas cilı́ndricas tenemos que

∭
𝑄
(3𝑥2 + 3𝑦2 + 3𝑧2)𝑑𝑉 = 3

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0

∫ √
2

0
(𝑟2 + 𝑧2) 𝑟 dr d𝜃 d𝑧

= 6𝜋
∫ 1

0

[
𝑟4

4
+ 𝑧2 𝑟

2

2

]√2

0
d𝑧 = 6𝜋

∫ 1

0
(1 + 𝑧2) d𝑧 = 8𝜋.

Procedimiento 2:
Calculemos

∬
S (𝑙) F(r)𝑁̂ d𝑆,

∬
S (𝑏) F(r)𝑁̂ d𝑆

∬
S (𝑡) F(r)𝑁̂ d𝑆 por el método directo.

En primer lugar, calculamos el vector normal a S (𝑙) :
Como S (𝑙) ≡ 𝜑(𝑙) (𝜃, 𝑧) = (

√
2 cos 𝜃,

√
2 sin 𝜃, 𝑧), derivando obtenemos

𝜑𝜃(𝜃, 𝑧) = (−
√

2 sin 𝜃,
√

2 cos 𝜃, 0), ası́ como 𝜑𝑧 (𝜃, 𝑧) = (0, 0, 1).
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Realizando el producto vectorial de ambos vectores se obtiene

N(𝑙) (𝜃, 𝑧) = (
√

2 cos 𝜃,
√

2 sin 𝜃, 0).

Por otra parte, evaluando el campo en la superficie tenemos

F(𝜑(𝜃, 𝑧)) = (2
√

2 cos3 𝜃, 2
√

2 sin3 𝜃, 𝑧3),

y por tanto, realizando el producto escalar con el vector normal se tiene

F(𝜑(𝜃, 𝑧)) · N(𝜃, 𝑧) = 4(cos4 𝜃 + sin4 𝜃).

Por último realizamos la integral∬
S (𝑙)

F(r)𝑁̂ d𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
4(cos4 𝜃 + sin4 𝜃) d𝑧 d𝜃 = 4

∫ 2𝜋

0
(cos4 𝜃 + sin4 𝜃) d𝜃

= 8
∫ 2𝜋

0
sin4 𝜃 d𝜃 = 8

3𝜋
4

= 6𝜋.

A continuación calculamos
∬

S (𝑏) F(r)𝑁̂ d𝑆, y para ello parametrizamos S (𝑏) ,

S (𝑏) ≡ 𝜑(𝑏) (𝜃, 𝑟) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 0), 𝑟 ∈ [0,
√

2], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋],

de donde podemos obtener que el vector normal es

N(𝑏) (𝜃, 𝑟) = (0, 0,−𝑟).

(Nota: El vector normal se elige de forma que de nuevo quede orientado hacia el exterior del volumen)
Por otro lado tenemos que F(𝜑(𝑏) (𝜃, 𝑟)) = (𝑟3 cos3 𝜃, 𝑟3 sin3 𝜃, 0), y en este caso

F(𝜑(𝑏) (𝜃, 𝑟)) · N(𝑏) (𝜃, 𝑟) = 0,

por lo que ∬
S (𝑏)

F(r) 𝑁̂ d𝑆 = 0.

Por último calculamos
∬

S (𝑡) F(r)𝑁̂ d𝑆, para lo que parametrizamos la base superior del cilindro S (𝑡) ,

S (𝑡) ≡ 𝜑(𝑡) (𝜃, 𝑟) = (𝑟 cos 𝜃, 𝑟 sin 𝜃, 1), 𝑟 ∈ [0,
√

2], 𝜃 ∈ [0, 2𝜋],

de donde tenemos que el vector normal orientado hacia el exterior del volumen es

N(𝑡) (𝜃, 𝑟) = (0, 0, 𝑟).

Por otro lado, el campo vectorial aplicado en S (𝑡) satisface

F(𝜑(𝑡) (𝜃, 𝑟)) = (𝑟3 cos3 𝜃, 𝑟3 sin3 𝜃, 1),

y realizando el producto escalar correspondiente tenemos

F(𝜑(𝑡) (𝜃, 𝑟)) · N(𝑡) (𝜃, 𝑟) = 𝑟.

Por último, podemos realizar la integral de flujo sobre S (𝑡)∬
S (𝑡)

F(r) 𝑁̂ d𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ √
2

0
𝑟 d𝑟 d𝜃 = 2𝜋

𝑟2

2

���√2

0
= 2𝜋.

Por último, podemos calcular la integral de flujo total (es decir a través de S) sumando cada una de
las integrales de flujo de la superficie laterales y de las bases:∬

S
F(r)𝑁̂ d𝑆 =

∬
S (𝑙)

F(r)𝑁̂ d𝑆 +
∬

S (𝑏)
F(r)𝑁̂ d𝑆 +

∬
S (𝑡)

F(r)𝑁̂ d𝑆 = 6𝜋 + 0 + 2𝜋 = 8𝜋.
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6.4.2. Teorema de Stokes

El Teorema de Stokes relaciona la integral de lı́nea de un campo vectorial F a lo largo de una curva
𝐶 con la integral de flujo del rotacional del campo a través de una superficie S que está apoyada
sobre la curva 𝐶.

Teorema 6.23. (Teorema de Stokes) SeaS una superficie que está acotada por una curva simple y cerrada
𝐶 orientada en sentido antihorario. Sea F un campo vectorial cuyas componentes tienen sus primeras
derivadas parciales continuas. Entonces∫

𝐶
F(r) dr =

∬
S
(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆,

donde 𝑁̂ es el vector unitario y normal a la superficie S orientado según la regla de la mano derecha.

Observación 6.24. Nótese que si dos superficies S1,S2 están acotadas por la misma curva 𝐶, entonces
dado un campo vectorial tenemos∫

𝐶
F(r) dr =

∬
S1

(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆 =

∬
S2

(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆,

Ejemplo 6.25. En este ejemplo comprobaremos el Teorema de Stokes. Consideremos el campo vectorial

F(𝑥, 𝑦, 𝑧) = (𝑧, 𝑥, 𝑦),

ası́ como las dos siguientes superficies

S1 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 + 𝑧2 = 1, 𝑧 ≥ 0},

S2 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 = (𝑧 − 1)2, 𝑧 ∈ [0, 1]}.
Nótese que ambas superficies están acotadas por la curva

𝐶 = {(𝑥, 𝑦, 𝑧) ∈ ℝ3 : 𝑥2 + 𝑦2 = 1, 𝑧 = 0}.

Calculemos por separado las siguientes integrales:
∬

S1
(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆,

∬
S2
(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆 y

∫
𝐶

F(r) dr.

————————————————∬
S1
(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆,

En primer lugar calculamos ∇ × F que queda

∇ × F(𝑥, 𝑦, 𝑧) =
(
𝜕𝑦𝐹3 − 𝜕𝑧𝐹2, 𝜕𝑧𝐹1 − 𝜕𝑥𝐹3, 𝜕𝑥𝐹2 − 𝜕𝑦𝐹1

)
= (1, 1, 1).

Por otro lado, como S1 es una semiesfera el vector normal viene dado por (Ec (6.7))

N(1) (𝜙, 𝜃) = sin𝜙(cos 𝜃 sin𝜙, sin 𝜃 sin𝜙, cos𝜙), 𝜙 ∈
[
0,
𝜋

2

]
, 𝜃 ∈ [0, 2𝜋] .

Realizamos el producto escalar con N(1) :

(∇ × F) · N(1) = cos 𝜃 sin2 𝜙 + sin 𝜃 sin2 𝜙 + cos𝜙 sin𝜙,

y por último la integral queda∬
S1

(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ 𝜋
2

0
(cos 𝜃 sin2 𝜙 + sin 𝜃 sin2 𝜙 + cos𝜙 sin𝜙) d𝜙d𝜃

=
𝜋

4�����������:0∫ 2𝜋

0
(cos 𝜃 + sin 𝜃) d𝜃 + 2𝜋

sin2 𝜙

2

��� 𝜋2
0
= 𝜋.
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S2
(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆,

Calculemos ahora el vector normal a S2, para lo cual parametrizamos la superficie:

𝜑(2) (𝜃, 𝑧) = ((𝑧 − 1) cos 𝜃, (𝑧 − 1) sin 𝜃, 𝑧), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋], 𝑧 ∈ [0, 1],

de donde podemos obtener que

N(2) (𝜃, 𝑧) = 𝜑𝜃(𝜃, 𝑧) × 𝜑𝑧 (𝜃, 𝑧) =
(
(𝑧 − 1) cos 𝜃, (𝑧 − 1) sin 𝜃, 1 − 𝑧

)
,

y tras realizar el producto escalar con el vector normal obtenemos

(∇ × F) · N(2) = (𝑧 − 1) (cos 𝜃 + sin 𝜃 − 1).

Finalmente la integral de flujo a través de S2 puede calcularse como sigue∬
S2

(∇ × F) 𝑁̂ d𝑆 =

∫ 2𝜋

0

∫ 1

0
(𝑧 − 1) (cos 𝜃 + sin 𝜃 − 1) d𝑧 d𝜃

=

∫ 2𝜋

0
(cos 𝜃 + sin 𝜃 − 1) d𝜃

∫ 1

0
(𝑧 − 1) d𝑧 = 𝜋.

∫
𝐶

F(r) dr

En este caso la integral ya no es una integral de flujo sino simplemente una integral de linea del
campo vectorial. Por tanto parametrizamos la curva 𝐶

𝐶 ≡ 𝛾(𝜃) = (cos 𝜃, sin 𝜃, 0), 𝜃 ∈ [0, 2𝜋],

y evaluamos el campo en la curva

F(𝛾(𝜃)) = (0, cos 𝜃, sin 𝜃).

Realizamos el producto escalar con el vector derivada obteniendo

F(𝛾(𝜃)) · 𝛾′(𝑡) = (0, cos 𝜃, sin 𝜃) · (− sin 𝜃, cos 𝜃, 0) = cos2 𝜃.

Por lo que la integral de linea es
∫
𝐶

F(r) dr =
∫ 2𝜋

0 cos2 𝜃 d𝜃 = 𝜋.

Como puede verse, el resultado de las tres integrales es idéntico tal y como pronosticaba el Teorema
de Stokes.
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Capı́tulo 7

Ecuaciones diferenciales ordinarias

El objetivo de este capı́tulo es aprender a resolver los tipos más comunes de ecuaciones dife-
renciales de primer y segundo orden.

7.1. Definiciones básicas.

Se llama ecuación diferencial (ordinaria) a una expresión de la forma

𝐹 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), ..., 𝑦𝑛(𝑥)) = 0, 𝑥 ≥ 0, (7.1)

donde la notación 𝑦 (𝑘) (𝑥) significa la derivada de orden 𝑘. La función 𝑦(𝑥) es la incógnita que se
quiere hallar, y la variable 𝑥 se llama variable independiente. Decimos que la ecuación diferencial
(7.1) es de orden 𝑛 si la derivada de orden máximo involucrada es la derivada de orden 𝑛. La for-
ma general (7.1) de una ecuación diferencial se conoce también como forma implı́cita. Cuando la
función (conocida) 𝐹 que aparece en el lado derecho de la ecuación diferencial (7.1) no depende de
forma explı́cita de la variable independiente 𝑥, la ecuación diferencial se llama autónoma. Decimos
que una ecuación diferencial está en forma normal o también forma explı́cita si se puede despejar
la derivada de orden máximo, es decir, si se puede escribir como

𝑦 (𝑛) (𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑦(𝑥), 𝑦′(𝑥), ..., 𝑦 (𝑛−1) (𝑥)), 𝑥 ≥ 0. (7.2)

A partir de ahora, en este capı́tulo vamos a considerar ecuaciones diferenciales escritas en forma
normal. En general, ya sabiendo que 𝑦 es una función de la variable 𝑥, se obvia en la notación la
dependencia explı́cita de 𝑥, ası́ que vamos a escribir desde ahora en adelante

𝑦 (𝑛) = 𝑓 (𝑥, 𝑦, 𝑦′, ..., 𝑦 (𝑛−1) ), (7.3)

sabiendo que 𝑦 = 𝑦(𝑥) es la incógnita de la ecuación (también se suele llamar variable dependien-
te). Un tipo particular muy importante de ecuaciones diferenciales es el de las ecuaciones lineales.
Una ecuación diferencial se llama ecuación lineal si la función 𝐹 en la forma implı́cita (7.1) o la fun-
ción 𝑓 en la forma normal (7.2) se puede escribir como una combinación lineal de las derivadas de
la incógnita 𝑦, por ejemplo

𝑦 (𝑛) = 𝑎𝑛−1(𝑥) 𝑦 (𝑛−1) + ... + 𝑎1(𝑥) 𝑦′ + 𝑎0(𝑥) 𝑦 + 𝑏(𝑥),

donde 𝑎𝑘 (𝑥) son funciones que se conocen como los coeficientes de la ecuación lineal, y 𝑏(𝑥) es
una función que se conoce como término fuente o también término libre de la ecuación diferencial
lineal. Una ecuación diferencial lineal se llama homogénea si 𝑏(𝑥) = 0 y no homogénea en el caso
contrario. Finalmente, es frecuente encontrar las ecuaciones diferenciales de primer orden escritas
en la forma

𝑃(𝑥, 𝑦)𝑑𝑥 +𝑄(𝑥, 𝑦)𝑑𝑦 = 0, (7.4)
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donde 𝑃 y 𝑄 son funciones de dos variables. La forma (7.4) se conoce como forma diferencial de
una ecuación de primer orden. Pasar de la forma diferencial a la forma normal o explı́cita en este
caso es muy fácil, teniendo en cuenta que 𝑦′ = 𝑑𝑦/𝑑𝑥, y se obtiene

𝑦′ = −𝑃(𝑥, 𝑦)
𝑄(𝑥, 𝑦) .

En general, la solución de una ecuación diferencial es una función 𝑦(𝑥) que cumple la igualdad
(7.1). Si esa función se puede hallar de forma explı́cita como función de una variable, decimos que
tenemos una solución en forma explı́cita. Pero a veces (como se verá en los ejemplos), obtenemos
expresiones de forma 𝑔(𝑥, 𝑦) = 0, donde 𝑔 es una función conocida, donde no podemos despejar
la solución 𝑦 en función de la variable independiente 𝑥. En este caso, decimos que hemos obtenido
la solución de la ecuación diferencial en forma implı́cita.
Ejemplos inmediatos:

𝑦′ = 𝑓 (𝑥), sol. 𝑦(𝑥) =
∫
𝑓 (𝑥) d𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ

(solución por integración indefinida), o

𝑦′ = 𝑦, sol. 𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒𝑥 , 𝐶 ∈ ℝ.

Observación muy importante. La solución general de una ecuación diferencial (como vemos en los
ejemplos) depende de unas cuantas constantes llamadas constantes de integración. Hay tantas
constantes de integración como el orden de la ecuación. Para fijar las constantes de integración
tenemos que establecer condiciones iniciales, es decir, prescribir el valor de la función incógnita
𝑦 y de sus derivadas sucesivas habitualmente en 𝑥 = 0. Llegamos de esta manera al siguiente
problema: resolver la ecuación diferencial (7.3) en presencia de las condiciones iniciales

𝑦(0) = 𝑦0, 𝑦
′(0) = 𝑦1, ... 𝑦

(𝑛−1) (0) = 𝑦𝑛−1.

donde 𝑦0, 𝑦1,...,𝑦𝑛−1 son valores conocidos. El problema de resolver la ecuación diferencial con las
condiciones dadas se llama problema de valor inicial o también problema de Cauchy.
Ejemplo inmediato: Problema de valor inicial

𝑦′ = 𝑦, con 𝑦(0) = 5.

Sabemos (por el ejemplo precedente) que la solución general es 𝑦(𝑥) = 𝐶𝑒𝑥 para cualquier cons-
tante 𝐶 ∈ ℝ. Luego identificamos la constante exacta 𝐶 para que se cumpla la condición inicial:
𝑦(0) = 5, es decir 𝐶 = 5. Por tanto, la solución del problema de valor inicial es 𝑦(𝑥) = 5𝑒𝑥.

Como una cuestión general de teorı́a de las ecuaciones diferenciales, vamos a mencionar en
este punto los teoremas de existencia y unicidad de soluciones para el problema de valor inicial
para ecuaciones diferenciales de primer orden. Sea un problema de valor inicial de la forma

𝑦′ = 𝑓 (𝑥, 𝑦), 𝑦(𝑥0) = 𝑦0 (7.5)

donde 𝑓 : [𝑥0, 𝑥1] ×ℝ ↦→ ℝ.

Teorema 7.1 (existencia de soluciones). . Si la función 𝑓 es continua y acotada en [𝑥0, 𝑥1] ×ℝ, entonces
el problema de valor inicial (7.5) tiene al menos una solución 𝑦(𝑥) definida en el intervalo [𝑥0, 𝑥1].

Teorema 7.2 (unicidad de soluciones, forma simplificada). . Si la función 𝑓 es continua en [𝑥0, 𝑥1] ×ℝ

y su derivada parcial respecto a la variable 𝑦, 𝜕 𝑓 (𝑥, 𝑦)/𝜕𝑦, existe y es continua en [𝑥0, 𝑥1] ×ℝ, entonces
el problema de valor inicial (7.5) tiene una única solución.
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Los teoremas anteriores se pueden extender a sistemas acoplados de ecuaciones diferenciales.
Para ser preciso, un sistema de ecuaciones diferenciales de primer orden, que tiene una sola varia-
ble independiente 𝑥 y 𝑁 funciones incógnitas 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑁) se puede ver como una sola ecuación
diferencial escrita en la forma (7.5) pero donde la incógnita es ahora un vector y = ( 𝑦1, 𝑦2, ..., 𝑦𝑁 y el
lado derecho de la ecuación diferencial 𝑓 : [𝑥0, 𝑥1] ×ℝ𝑁 ↦→ ℝ𝑁 se denomina en este caso el campo
vectorial de la ecuación diferencial. Con esta notación, un sistema de ecuaciones diferenciales en
forma normal se escribe como

y′ = 𝑓 (𝑥, y), y(𝑥0) = y0, (7.6)

donde y0 es también un vector. Como ya hemos comentado, la teorı́a anterior se aplica también
en este caso, pero la resolución de sistemas de ecuaciones diferenciales supera el contenido y los
objetivos de este libro.

Objetivos de la teorı́a de las ecuaciones diferenciales:
(a) Resolver de forma explı́cita (o al menos implı́cita) aquellas ecuaciones diferenciales con ciertas

formas particulares que permiten su resolución.
(b) Estudiar, en aquellos casos cuando el punto (a) es imposible, las propiedades generales de la

ecuación: existencia de una solución, unicidad (una o más soluciones con la misma condición inicial),
comportamiento de la función 𝑦(𝑥) cuando 𝑥 → ∞ (conocido como comportamiento asintótico),
dependencia continua y diferenciable de la solución respecto a las condiciones iniciales etc. Todo
este estudio se agrupa bajo el nombre de teorı́a cualitativa de las ecuaciones diferenciales

(c) Estudiar métodos para aproximar numéricamente las soluciones cuando no se pueden obte-
ner de forma exacta (ejemplos: métodos de Euler, Runge-Kutta etc.).

7.2. Ecuaciones diferenciales de primer orden

Empezamos ahora a presentar algunos tipos de ecuaciones diferenciales que se pueden resol-
ver mediante métodos directos. En esta larga sección nos ocupamos de los tipos más comunes de
ecuaciones diferenciales de primer orden y sus métodos de resolución. En todo lo que sigue, ha-
cemos la convención de que la constante de integración se denotará por la misma letra 𝐶 incluso
si durante la resolución de la ecuación diferencial se efectúan operaciones sobre ella. Para ejempli-
ficar este comentario, supongamos que empezamos con una solución de una ecuación diferencial
de primer orden que tenga una constante de integración 𝐶0 ∈ ℝ. En este caso, si efectuamos varias
operaciones sobre la solución, tales operaciones actúan también sobre la constante de integración:
por ejemplo podemos obtener 𝐶1 = 3𝐶0 ∈ ℝ o después 𝐶2 = exp 𝐶1 > 0. Para simplificar la no-
tación y no tener que escribir siempre una nueva constante de integración distinta a lo largo de la
resolución (que podrı́a tener varios pasos) de una ecuación diferencial, convenimos que todas las
constantes se denotarán por la misma letra 𝐶 en vez de 𝐶1, 𝐶2 etc. También recordamos que, de for-
ma coherente con el problema de Cauchy comentado anteriormente, convenimos que la variable
independiente 𝑥 empieza desde cero, es decir, 𝑥 ≥ 0.

1. Ecuaciones de variables separables. Se trata de la forma más sencilla de una ecuación diferen-
cial y que sirve como base para los métodos para resolver casi todas las demás ecuaciones. Son
ecuaciones diferenciales que en forma normal se pueden escribir como

𝑦′ = 𝑓 (𝑥)𝑔( 𝑦),

donde 𝑓 , 𝑔 funciones dependiendo de sólo una variable. Se siguen los pasos:

Paso 1. Soluciones constantes. Los ceros de la función 𝑔 son soluciones constantes de la ecuación:
𝑔( 𝑦0) = 0 implica 𝑦(𝑥) = 𝑦0 solución.
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Paso 2. Separación de variables. En forma diferencial (poniendo 𝑦′ = d𝑦/d𝑥) se pueden escribir
como

d𝑦
d𝑥

= 𝑓 (𝑥)𝑔( 𝑦), o equivalente
d𝑦
𝑔( 𝑦) = 𝑓 (𝑥) d𝑥. (7.7)

Paso 3. Integración indefinida. El algoritmo acaba con la integración indefinida (cálculo de primi-
tivas) en los dos lados de (7.7), su solución general siendo (en forma implı́cita)∫

d𝑦
𝑔( 𝑦) =

∫
𝑓 (𝑥) d𝑥,

recordando en este punto que una integral indefinida nos introduce una constante arbitraria de
integración 𝐶 ∈ ℝ.

Ejemplos resueltos. 1) Resolver la ecuación diferencial 𝑦′(1 + 𝑥2) = −(1 + 𝑦2).
Solución. La ecuación se escribe como

d𝑦
d𝑥

= −1 + 𝑦2

1 + 𝑥2 .

Paso 1. Soluciones constantes. Serı́an las soluciones de 1 + 𝑦2 = 0 y no hay ninguna solución
real.

Paso 2. Separación de variables. Dividimos por 1 + 𝑦2 y obtenemos

d𝑦
1 + 𝑦2 = − d𝑥

1 + 𝑥2 .

Paso 3. Integración indefinida. Se calculan las integrales indefinidas∫
1

1 + 𝑦2 d𝑦 = −
∫

1
1 + 𝑥2 d𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ,

es decir,
arctan 𝑦 = 𝐶 − arctan 𝑥, o bien 𝑦 = tan(𝐶 − arctan 𝑥) = 𝐾 − 𝑥

1 + 𝐾𝑥 ,

que es la solución general, donde 𝐾 = tan𝐶. Observamos que hay una solución más que se obtiene
cuando 𝐾 = +∞, que es 𝑦(𝑥) = 1/𝑥, ya que 𝐾 = tan𝐶 = +∞ es un valor aceptado (para 𝐶 = 𝜋/2).

2) Resolver la ecuación diferencial 𝑒3𝑦 sin2 𝑥 d𝑥 + cos2 𝑥 d𝑦 = 0.
Solución. La ecuación se escribe como

d𝑦
d𝑥

= − sin2 𝑥

cos2 𝑥
𝑒3𝑦 .

Paso 1. Soluciones constantes. Se obtienen igualando 𝑒3𝑦 = 0, por tanto no hay ninguna.

Paso 2. Separación de variables. Separando de nuevo la parte que depende de 𝑦 en el lado
izquierdo y la parte que depende de 𝑥 en el lado derecho, obtenemos

1
𝑒3𝑦 d𝑦 = − sin2 𝑥

cos2 𝑥
d𝑥 = − tan2 𝑥 d𝑥.

Paso 3. Integración indefinida. Integrando en ambos lados obtenemos∫
𝑒−3𝑦 d𝑦 = −

∫
tan2 𝑥 d𝑥, o bien − 1

3
𝑒−3𝑦 = 𝑥 − tan 𝑥 + 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ.
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Despejando la variable 𝑦 a través del logaritmo obtenemos la solución general en forma explı́cita

𝑦(𝑥) = −1
3

log(3 tan 𝑥 − 3𝑥 + 𝐶), 𝐶 ∈ ℝ.

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
(a) 𝑦 log 𝑦 d𝑥 − 𝑥 d𝑦 = 0
(b) 𝑥 𝑦 𝑦′ = 𝑦 − 1.

2. Ecuaciones diferenciales exactas. Una ecuación de primer orden escrita en la forma diferencial
(7.4) se llama ecuación diferencial exacta si se cumple la condición de igualdad de las derivadas
cruzadas, es decir

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 𝜕𝑄

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦). (7.8)

En este caso, por la teorı́a general de los campos vectoriales sabemos que el campo vectorial F =

(𝑃,𝑄) admite una función potencial 𝑓 (𝑥, 𝑦) tal que ∇ 𝑓 (𝑥, 𝑦) = F(𝑥, 𝑦). Una vez obtenida la función
potencial 𝑓 , la solución general de la ecuación tiene forma implı́cita

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ.

Tales soluciones se suelen a veces llamar las curvas integrales de la ecuación, y también en termi-
nologı́a fı́sica las curvas equipotenciales del campo vectorial F.

Ejercicio resuelto: resolver la ecuación diferencial

𝑦 − 𝑥3 + (𝑥 + 𝑦3) 𝑦′(𝑥) = 0.

Solución. La ecuación se puede escribir en la forma (7.4) como

( 𝑦 − 𝑥3) d𝑥 + (𝑥 + 𝑦3) d𝑦 = 0, 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦 − 𝑥3, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑥 + 𝑦3

y observamos que el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = ( 𝑦 − 𝑥3, 𝑥 + 𝑦3) es conservativo, por tanto tenemos
una ecuación diferencial exacta. Usando el algoritmo para determinar funciones potencial (ver Tema
5), se llega a la función potencial del campo

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
4
( 𝑦4 − 𝑥4) + 𝑥 𝑦.

En conclusión, la solución general de la ecuación diferencial exacta se escribe en forma implı́cita
como

1
4
( 𝑦4 − 𝑥4) + 𝑥 𝑦 = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ. (7.9)

Observamos que al no poder despejar 𝑦 como función de 𝑥 en la fórmula anterior, no podemos
escribir la solución 𝑦(𝑥) en forma explı́cita. Por tanto, se puede decir que resolver una ecuación
diferencial exacta se reduce simplemente a determinar una función potencial.

Observación 7.3. . Si queremos resolver un problema de valor inicial partiendo de una solución en
forma implı́cita, basta con sustituir 𝑥 e 𝑦 en la fórmula implı́cita de la solución y hallar la constante de
integración 𝐶 correspondiente. Por ejemplo, si en el ejercicio anterior queremos hallar la solución de la
ecuación diferencial con valor inicial 𝑦(0) = 3, basta con sustituir 𝑥 = 0, 𝑦 = 3 en (7.9) y obtener
𝐶 = 81/4.

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
(a) (2𝑥 𝑦3 + 𝑦 cos 𝑥) d𝑥 + (3𝑥2 𝑦2 + sin 𝑥) d𝑦 = 0.
(b) (sin 𝑥 sin 𝑦 − 𝑥𝑒𝑦) d𝑦 = (𝑒𝑦 + cos 𝑥 cos 𝑦) d𝑥.
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3. Factores integrantes. Vamos a considerar ecuaciones en la forma diferencial (7.4) pero que no
son exactas, es decir, no se cumple la igualdad (7.8). Se llama factor integrante una función escalar
𝜇(𝑥, 𝑦) tal que la ecuación equivalente obtenida por la multiplicación de la ecuación dada por la
función 𝜇, es decir

(𝜇(𝑥, 𝑦)𝑃(𝑥, 𝑦)) d𝑥 + (𝜇(𝑥, 𝑦)𝑄(𝑥, 𝑦)) d𝑦 = 0 (7.10)

sea una ecuación exacta. Observamos que la condición de que la ecuación (7.10) sea exacta se tra-
duce en la igualdad de las derivadas cruzadas

𝜕(𝜇𝑃)
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦) = 𝜕(𝜇𝑄)
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦),

y tras efectuar los cálculos se obtiene la ecuación del factor integrante

𝑃(𝑥, 𝑦) 𝜕𝜇
𝜕𝑦

(𝑥, 𝑦) −𝑄(𝑥, 𝑦) 𝜕𝜇
𝜕𝑥

(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥, 𝑦)
[
𝜕𝑄

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) − 𝜕𝑃

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦)

]
. (7.11)

En la práctica, determinar un factor integrante no es un problema muy fácil, ya que supone resolver
la ecuación del factor integrante (7.11) que es una ecuación en derivadas parciales. Sin embargo, a
veces hay formas de simplificar la búsqueda del factor integrante probando con factores inte-
grantes con formas particulares, como por ejemplo

Simplificación no. 1 : 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇( 𝑦), o 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥),

es decir, buscar factor integrante que solo dependa de una de las variables, o bien

Simplifiación no. 2 : 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥 + 𝑦), o 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥 𝑦),

es decir, buscar factor integrante que solo dependa de la suma 𝑥 + 𝑦 o del producto 𝑥 𝑦 de las va-
riables. En la segunda simplificación hemos cometido un abuso de lenguaje en el sentido de que, la
función 𝑚𝑢 es en realidad una función de una sola variable 𝑡 = 𝑥 + 𝑦 o 𝑡 = 𝑥 𝑦, según el caso. Menos
frecuente, y superando el ámbito de este texto, se encuentra una tercera posible simplificación

Simplificación no. 3 : 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥2 + 𝑦2).

En general, si se dispone de la forma correcta del factor integrante, la ecuación (7.11) se convierte
en una ecuación diferencial de variables separables fácil de resolver para hallar el valor preciso de
la función 𝜇(𝑥, 𝑦).
Observación 7.4. El factor integrante no es único, pero nos basta con determinar un solo factor inte-
grante para resolver la ecuación.

Como ya hemos visto que buscar un factor integrante puede ser una tarea tediosa, hay un crite-
rio para decidir si se tiene un factor integrante de una sola variable 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇(𝑥) o 𝜇(𝑥, 𝑦) = 𝜇( 𝑦).
Es un resultado muy útil en la práctica.

Proposición 7.5 (Factor integrante de una variable). . Consideramos una ecuación diferencial de primer
orden escrita en la forma (7.4). Entonces:

(a) Existe un factor integrante dependiendo solo de la variable 𝑥, es decir, de la forma 𝜇(𝑥), si y solo
si el siguiente cociente

𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑄
(7.12)

es una función que depende sólo de la variable 𝑥.
(b) Existe un factor integrante dependiendo solo de la variable 𝑦, es decir, de la forma 𝜇( 𝑦), si y solo

si el siguiente cociente
𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑃
(7.13)

es una función que depende sólo de la variable 𝑦.
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En cuanto a la segunda simplificación, se puede deducir un criterio similar para la existencia de
factores integrantes dependiendo solo de 𝑥 + 𝑦, respectivamente 𝑥 𝑦.

Proposición 7.6 (Factor integrante de suma o producto). Consideramos una ecuación diferencial de
primer orden escrita en la forma (7.4). Entonces:

(a) Existe un factor integrante de la forma 𝜇(𝑡), 𝑡 = 𝑥 + 𝑦, si y solo si el siguiente cociente

𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑃 −𝑄
(7.14)

es una función que depende sólo de 𝑡 = 𝑥 + 𝑦 (es decir, se puede escribir como una función ℎ(𝑥 + 𝑦)).
(b) Existe un factor integrante de la forma 𝜇(𝑡), 𝑡 = 𝑥 𝑦, si y solo si el siguiente cociente

𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑥𝑃 − 𝑦𝑄
(7.15)

es una función que depende sólo de 𝑡 = 𝑥 𝑦 (es decir, se puede escribir como una función ℎ(𝑥 𝑦)).

No vamos a exponer aquı́ la demostración de estas proposiciones, pero resulta de forma fácil al
sustituir la forma particular del factor integrante buscado en la ecuación del factor integrante (7.11).

Ejercicios resueltos. 1. Resolver la ecuación diferencial (𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 1) d𝑥 + 𝑦(𝑥 + 1) d𝑦 = 0.
Solución. Paso 1. Identificar 𝑃(𝑥, 𝑦),𝑄(𝑥, 𝑦) y verificar si se cumplen los criterios anteriores.

Con la notación conocida, observamos que 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑥2 + 𝑦2 + 2𝑥 + 1, 𝑄(𝑥, 𝑦) = 𝑦(𝑥 + 1) y que se
tiene

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 2𝑦,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 𝑦,

por tanto la ecuación no es exacta. Observamos también que se satisface el apartado (a) del criterio
para factores integrante de una variable, ya que el cociente (7.12) es en este caso

𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑄
=

𝑦 − 2𝑦
𝑦(𝑥 + 1) = − 1

𝑥 + 1
,

por tanto, buscamos un factor integrante de la forma 𝜇 = 𝜇(𝑥) (que dependa solo de 𝑥).

Paso 2. Hallar el factor integrante mediante una ecuación de variables separables. En nuestro
caso tenemos

𝜕𝜇

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 0,

𝜕𝜇

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 𝜇′(𝑥),

ya que 𝜇 es una función de tan solo una variable. Sustituyendo en la ecuación del factor integrante
(7.11) obtenemos que

−𝑦(𝑥 + 1)𝜇′(𝑥) = −𝑦𝜇(𝑥), o bien (𝑥 + 1)𝜇′(𝑥) = 𝜇(𝑥),

que tiene como solución muy evidente 𝜇(𝑥) = 𝑥 + 1. Es importante recordar aquı́ que basta con
encontrar un solo factor integrante.

Paso 3. Multiplicar la ecuación con el factor integrante ya hallado. Con este factor integrante,
deducimos que la ecuación diferencial multiplicada por 𝑥 + 1 es exacta, es decir

(𝑥 + 1) [(𝑥 + 1)2 + 𝑦2] d𝑥 + 𝑦(𝑥 + 1)2 d𝑦 = 0.

Paso 4. Integrar la ecuación exacta obtenida mediante el cálculo de una función potencial.
La ecuación exacta obtenida se resuelve como hemos aprendido en el apartado de las ecuaciones
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exactas: hallando una función potencial para el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = ((𝑥 + 1)3 + (𝑥 + 1) 𝑦2, (𝑥 +
1)2 𝑦), por ejemplo poniendo (ejercicio: aplicar paso a paso el algoritmo para ello)

𝑓 (𝑥, 𝑦) = 1
4
(𝑥 + 1)4 + 1

2
(𝑥 + 1)2 𝑦2.

Por tanto, la solución general de la ecuación se obtiene en forma implı́cita (curvas integrales) como

1
4
(𝑥 + 1)4 + 1

2
(𝑥 + 1)2 𝑦2 = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ.

2. Resolver la ecuación diferencial 𝑦 d𝑥 + (𝑥 − 2𝑥2 𝑦3) d𝑦 = 0.
Solución. Paso 1. Identificar 𝑃(𝑥, 𝑦) y𝑄(𝑥, 𝑦) y verificar si se cumplen los criterios anteriores.

Observamos, con las notaciones ya usuales para nosotros, que en este caso 𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑦 y 𝑄(𝑥, 𝑦) =
𝑥 − 2𝑥2 𝑦3, es decir

𝜕𝑃

𝜕𝑦
(𝑥, 𝑦) = 1,

𝜕𝑄

𝜕𝑥
(𝑥, 𝑦) = 1 − 4𝑥 𝑦3.

Observamos por tanto que
𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑥𝑃 − 𝑦𝑄
=

1 − 4𝑥 𝑦3 − 1
𝑥 𝑦 − 𝑥 𝑦 + 2𝑥2 𝑦4 = − 2

𝑥 𝑦

depende solo de 𝑥 𝑦. En conclusión, se cumple el criterio (7.15) y resulta que tenemos que buscar
un factor integrante de la forma 𝜇(𝑡) con 𝑡 = 𝑥 𝑦.

Paso 2. Poner 𝑥 𝑦 = 𝑡 y hallar el factor integrante. Poniendo 𝑥 𝑦 = 𝑡, la ecuación (7.11) del factor
integrante se convierte en (tratar de sustituir término con término como ejercicio)

𝑡ℎ′(𝑡) = −2ℎ(𝑡),

que es una ecuación sencilla de variables separables (ver el apartado 1) con solución, por ejemplo,
ℎ(𝑡) = 1/𝑡2. Se obtiene pues

𝜇(𝑥 𝑦) = 1
(𝑥 𝑦)2 .

Paso 3. Multiplicar la ecuación con el factor integrante ya hallado. Con este factor integrante,
la ecuación multiplicada por 𝜇 = 1/(𝑥 𝑦)2 se vuelve exacta, es decir

𝑦

(𝑥 𝑦)2 d𝑥 + 𝑥 − 2𝑥2 𝑦3

(𝑥 𝑦)2 d𝑦 = 0.

Paso 4. Integrar la ecuación exacta obtenida mediante el cálculo de una función potencial.
Buscando una función potencial para el campo vectorial F(𝑥, 𝑦) = ( 1

𝑥2 𝑦
,

1−2𝑥 𝑦3

𝑥 𝑦2 ) con el algoritmo
visto en los capı́tulos precedentes, obtenemos

𝑓 (𝑥, 𝑦) = − 1
𝑥 𝑦

− 𝑦2.

Por tanto, la solución general en forma implı́cita de la ecuación diferencial es

1
𝑥 𝑦

+ 𝑦2 = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ,

(donde hemos cambiado el signo ya que 𝐶 es cualquier número real, de forma genérica, es decir,
poniendo 𝐶 o −𝐶 es lo mismo).

Ejercicios propuestos para practicar sobre el modelo: Resolver las ecuaciones diferenciales
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(a) (3𝑥2 − 𝑦2) d𝑦 − 2𝑥 𝑦 d𝑥 = 0.
(b) ( 𝑦2 + 𝑥 𝑦 + 1) d𝑥 + (𝑥2 + 𝑥 𝑦 + 1) d𝑦 = 0, buscar 𝜇 = 𝜇(𝑥 𝑦).
(c) (𝑥 + 2) sin 𝑦 d𝑥 + 𝑥 cos 𝑦 d𝑦 = 0.
(d) ( 𝑦 log 𝑦 − 2𝑥 𝑦) d𝑥 + (𝑥 + 𝑦) d𝑦 = 0.

4. Ecuaciones homogéneas. Se trata de ecuaciones que se pueden escribir en la forma

𝑦′ = 𝑓 (𝑥, 𝑦), o
d𝑦
d𝑥

= 𝑓 (𝑥, 𝑦), (7.16)

donde la función 𝑓 tiene la propiedad especial de ser una función homogénea de orden cero, es
decir, se cumple 𝑓 (𝑡𝑥, 𝑡 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) para todo 𝑥, 𝑦 y 𝑡. Para resolver ecuaciones de este tipo, se
siguen tres pasos sencillos.

Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuación homogénea. Esta propiedad se verifica muy fácilmente:
se calcula 𝑓 (𝑡𝑥, 𝑡 𝑦) para 𝑡 ∈ ℝ. Si el parámetro 𝑡 introducido se simplifica del todo en el resultado
del cálculo, entonces tenemos una ecuación homogénea.

Paso 2. Cambio de variable 𝑦 = 𝑥𝑧. Para resolver ecuaciones homogéneas se utiliza un cambio de
variable poniendo 𝑦 = 𝑥𝑧, donde 𝑧 = 𝑧(𝑥) es la nueva función incógnita. Sustituyendo en la ecuación
(7.16) 𝑦(𝑥) por 𝑥𝑧(𝑥) obtenemos

𝑧(𝑥) + 𝑥𝑧′(𝑥) = 𝑦′(𝑥) = 𝑓 (𝑥, 𝑥𝑧(𝑥)) = 𝑓 (1, 𝑧(𝑥))

donde en el último paso hemos usado la homogeneidad para simplificar la 𝑥 (que juega ahora el
papel del multiplicador 𝑡 de antes). Por tanto, se reduce la ecuación a una ecuación de variables
separables con la nueva función incógnita 𝑧(𝑥):

𝑧′ =
𝑓 (1, 𝑧) − 𝑧

𝑥
, (7.17)

Paso 3. Integrar la ecuación de variables separables y volver a la variable inicial. La ecuación
(7.17) se integra por el procedimiento que ya conocemos para ecuaciones de variables separables
y, una vez hallado 𝑧(𝑥), tenemos que volver a la incógnita 𝑦 = 𝑥𝑧 como resultado final. A veces, la
solución se obtendrá solo en forma implı́cita.

Ejemplos resueltos. 1. 𝑦′ = 𝑦
𝑥+𝑦 .

Solución. Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuación homogénea. Observamos que 𝑓 (𝑥, 𝑦) = 𝑦
𝑥+𝑦

es homogénea de orden cero: en efecto, tenemos que

𝑓 (𝑡𝑥, 𝑡 𝑦) = 𝑡𝑥

𝑡𝑥 + 𝑡 𝑦 =
𝑦

𝑥 + 𝑦
= 𝑓 (𝑥, 𝑦).

Paso 2. Cambio de variable 𝑦 = 𝑥𝑧. Aplicando el algoritmo descrito antes, ponemos 𝑦 = 𝑥𝑧. Obte-
nemos

𝑧 + 𝑥𝑧′ = (𝑥𝑧)′ = 𝑥𝑧

𝑥 + 𝑥𝑧 =
𝑥𝑧

𝑥(1 + 𝑧) =
𝑧

1 + 𝑧 ,

o de forma equivalente

𝑥𝑧′ =
𝑧

1 + 𝑧 − 𝑧 = − 𝑧2

1 + 𝑧 .

Hemos obtenido ası́ una ecuación de variables separables, que se resuelve según el procedimiento
de separar la parte con 𝑧 en el lado izquierdo, la parte con 𝑥 en el lado derecho e integrar.

Paso 3. Integrar la ecuación de variables separables y volver a la variable inicial. Primero ob-
servamos que 𝑧 = 0 es una solución constante. Separando variables si 𝑧 ≠ 0 obtenemos

1 + 𝑧
𝑧2 d𝑧 = −1

𝑥
d𝑥 ⇒

∫
1 + 𝑧
𝑧2 d𝑧 = −

∫
1
𝑥

d𝑥 ⇒ −1
𝑧
+ log |𝑧| = − log 𝑥 + 𝐾.
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Recordando que 𝑧 =
𝑦
𝑥 y sustituyendo en la última igualdad, obtenemos la solución general de la

ecuación diferencial en forma implı́cita:

log | 𝑦 | − 𝑥

𝑦
= 𝐾, 𝐾 ∈ ℝ.

2. ( 𝑦 − 2𝑥) d𝑥 − (2𝑦 + 𝑥) d𝑦 = 0.
Solución. Paso 1. Averiguar si se tiene una ecuación homogénea. Observamos que esta ecuación
se puede escribir en la forma

d𝑦
d𝑥

=
𝑦 − 2𝑥
2𝑦 + 𝑥

y la función 𝑓 (𝑥, 𝑦) =
𝑦−2𝑥
2𝑦+𝑥 es homogénea de grado cero: 𝑓 (𝑡𝑥, 𝑡 𝑦) = 𝑓 (𝑥, 𝑦) ya que 𝑡 sale factor

común en el numerador y denominador y se simplifica.

Paso 2. Cambio de variable 𝑦 = 𝑥𝑧. Aplicando el algoritmo descrito antes, ponemos 𝑦 = 𝑥𝑧. Obte-
nemos

𝑧 + 𝑥𝑧′ = 𝑦′ =
𝑦 − 2𝑥
2𝑦 + 𝑥 =

𝑥𝑧 − 2𝑥
2𝑥𝑧 + 𝑥 =

𝑧 − 2
2𝑧 + 1

⇒ 𝑥𝑧′ =
𝑧 − 2

2𝑧 + 1
− 𝑧 = −2(𝑧2 + 1)

2𝑧 + 1
.

La última expresión es una ecuación de variables separables en (𝑥, 𝑧).

Paso 3. Integrar la ecuación de variables separables y volver a la variable inicial. Resolvemos la
ecuación obtenida separando las variables como hemos aprendido (tras observar primero que no
hay soluciones constantes, ya que 𝑧2 + 1 > 0):

2𝑧 + 1
2(1 + 𝑧2) d𝑧 = −1

𝑥
d𝑥 ⇒

∫
2𝑧 + 1

2(1 + 𝑧2) d𝑧 = −
∫

1
𝑥

d𝑥 ⇒ 1
2

log(1 + 𝑧2) + 1
2

arctan 𝑧 = − log 𝑥 + 𝐾,

y recordando que nuestra variable 𝑧 proviene del cambio de variable 𝑦 = 𝑥𝑧, es decir 𝑧 = 𝑦
𝑥 , después

de cálculos fáciles con las propiedades de la función logaritmo obtenemos la solución general de la
ecuación diferencial en forma implı́cita:

arctan
𝑦

𝑥
+ log(𝑥2 + 𝑦2) = 𝐶, 𝐶 ∈ ℝ.

Ejemplos para practicar sobre el modelo:
1. 𝑥2 𝑦′ − 3𝑥 𝑦 − 2𝑦2 = 0
2. 𝑥 sin 𝑦

𝑥
d𝑦
d𝑥 = 𝑦 sin 𝑦

𝑥 + 𝑥.

5. Ecuaciones lineales de primer orden. Este es un tema muy importante, ya que saber resolver
estas ecuaciones sirve como base para resolver otras que se pueden reducir a una lineal (como
veremos más adelante). Se trata de ecuaciones que se pueden escribir en la forma

𝑦′ = 𝑎(𝑥) 𝑦 + 𝑏(𝑥), o
d𝑦
d𝑥

= 𝑎(𝑥) 𝑦 + 𝑏(𝑥), (7.18)

donde 𝑎, 𝑏 funciones dadas (que podrı́an tener formas muy complicadas) pero que solo dependen
de 𝑥. Estas ecuaciones se resuelven en tres pasos:

Paso 1. Se halla la solución general de la ecuación lineal homogénea (a no confundirse este
nombre con las ecuaciones homogéneas que acabamos de ver antes), es decir

𝑦′ = 𝑎(𝑥) 𝑦
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que es una ecuación de variables separables. Aplicando el algoritmo para las ecuaciones de variables
separables, encontramos rápidamente que su solución general es

𝑦ℎ(𝑥) = 𝐾 exp
(∫

𝑎(𝑥) d𝑥
)
, 𝐾 ∈ ℝ,

donde 𝐾 es una constante de integración.

Paso 2. Se busca una solución particular de la ecuación completa. Para ello, se usa el método
conocido como ”la variación de las constantes” introducido por Lagrange. Este método se llama
ası́ porque la solución particular se busca en la misma forma de antes para 𝑦(𝑥), pero en lugar de la
constante de integración 𝐾, se pone una función 𝐾(𝑥) que se ha de determinar. Más precisamente,
buscamos una solución particular de la ecuación (7.18) de la forma

𝑦𝑝(𝑥) = 𝐾(𝑥) exp
(∫

𝑎(𝑥) d𝑥
)
,

y derivando y sustituyendo esta fórmula de 𝑦𝑝(𝑥) en (7.18) (completa, con el término 𝑏(𝑥) puesto)
obtenemos

𝐾′(𝑥) exp
(∫

𝑎(𝑥) d𝑥
)
= 𝑏(𝑥),

de donde se despeja 𝐾′(𝑥) y después se calcula una integral indefinida (primitiva) para obtener 𝐾(𝑥).
Paso 3. Se escribe la solución general de la ecuación completa como la suma entre la solución
general obtenida en el Paso 1 y la solución particular 𝑦𝑝(𝑥) (con 𝐾(𝑥) obtenido y sustituido) obtenida
en el Paso 2:

𝑦(𝑥) = 𝑦ℎ(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐾 exp
(∫

𝑎(𝑥) d𝑥
)
+ 𝑦𝑝(𝑥), 𝐾 ∈ ℝ.

Esta es la solución final.

Observación 7.7. Una ecuación lineal de primer orden también se puede resolver por el método del fac-
tor integrante. En efecto, observamos que la ecuación lineal (7.18) se puede escribir en la forma diferencial
(7.4) con

𝑃(𝑥, 𝑦) = 𝑎(𝑥) 𝑦 + 𝑏(𝑥), 𝑄(𝑥, 𝑦) = 1,

por tanto, se cumple el criterio (7.12) ya que
𝜕𝑄
𝜕𝑥 − 𝜕𝑃

𝜕𝑦

𝑄
= −𝑎(𝑥),

y en consecuencia la ecuación lineal (7.18) admite un factor integrante de la forma 𝜇(𝑥). No vamos a
usar este método en los ejemplos, pero es una forma alternativa de integrar esta clase de ecuaciones.

Ejemplos resueltos. 1. d𝑦
d𝑥 + 𝑦

𝑥 = 3𝑥.
Solución. La ecuación se escribe en la forma estándar

d𝑦
d𝑥

= −1
𝑥
𝑦 + 3𝑥,

por tanto reconocemos que se trata de una ecuación lineal de primer orden con las funciones 𝑎(𝑥) =
−1
𝑥 y 𝑏(𝑥) = 3𝑥 en las notaciones anteriores.

Paso 1. Resolvemos la ecuación lineal homogénea, es decir, borrando por un instante el término
fuente 3𝑥. Tenemos

d𝑦
d𝑥

= −1
𝑥
𝑦 ⇒ 1

𝑦
d𝑦 = −1

𝑥
d𝑥 ⇒

∫
1
𝑦

d𝑦 = −
∫

1
𝑥

d𝑥

⇒ log | 𝑦 | = − log 𝑥 + 𝐾,

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 cba 131

https://creativecommons.org/licenses/by-sa/4.0/deed.es
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y por integración y la eliminación del valor absoluto (que se puede hacer poniendo 𝐾 ∈ ℝ, es decir,
tanto negativa como positiva), obtenemos

𝑦ℎ(𝑥) =
𝐾

𝑥
, 𝐾 ∈ ℝ.

Paso 2. Usamos el método de variación de las constantes para hallar una solución particular
de la ecuación completa. Buscamos la solución particular en la forma

𝑦𝑝(𝑥) =
𝐾(𝑥)
𝑥

⇒ 𝑦′𝑝(𝑥) = −𝐾(𝑥)
𝑥2 + 𝐾′(𝑥)

𝑥
.

Sustituyendo en la ecuación inicial (completa) 𝑦 por 𝑦𝑝(𝑥) obtenemos

−𝐾(𝑥)
𝑥2 + 𝐾′(𝑥)

𝑥
= −𝐾(𝑥)

𝑥2 + 3𝑥 ⇒ 𝐾′(𝑥) = 3𝑥2 ⇒ 𝐾(𝑥) = 𝑥3.

Por tanto, la solución particular es 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑥3

𝑥 = 𝑥2.

Paso 3. Escribimos la solución general como la suma de las dos soluciones obtenidas en los
Pasos 1 y 2:

𝑦(𝑥) = 𝐾

𝑥
+ 𝑥2, 𝐾 ∈ ℝ.

2. (2𝑦 − 𝑥3) d𝑥 = 𝑥 d𝑦.
Solución. La ecuación se escribe en la forma estándar

d𝑦
d𝑥

=
2𝑦 − 𝑥3

𝑥
=

2
𝑥
𝑦 − 𝑥2,

por tanto reconocemos que se trata de una ecuación lineal de primer orden con las funciones 𝑎(𝑥) =
2
𝑥 y 𝑏(𝑥) = 𝑥2 en las notaciones anteriores.

Paso 1. Resolvemos la ecuación lineal homogénea, es decir, borrando por un instante el término
fuente 𝑥2. Tenemos

d𝑦
d𝑥

=
2
𝑥
𝑦 ⇒ 1

𝑦
d𝑦 =

2
𝑥

d𝑥 ⇒
∫

1
𝑦

d𝑦 =

∫
2
𝑥

d𝑥

⇒ log | 𝑦 | = 2 log 𝑥 + 𝐾,

por tanto obtenemos
𝑦ℎ(𝑥) = 𝐾𝑥2, 𝐾 ∈ ℝ.

Paso 2. Usamos el método de variación de las constantes para hallar una solución particular
de la ecuación completa. Ponemos

𝑦𝑝(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑥2 ⇒ 𝑦′𝑝(𝑥) = 2𝐾(𝑥)𝑥 + 𝐾′(𝑥)𝑥2

Sustituyendo en la ecuación inicial (completa) 𝑦 por 𝑦𝑝(𝑥) obtenemos

2𝐾(𝑥)𝑥 + 𝐾′(𝑥)𝑥2 = 2𝐾(𝑥)𝑥 − 𝑥2 ⇒ 𝐾′(𝑥) = −1 ⇒ 𝐾(𝑥) = −𝑥

Por tanto, la solución particular es 𝑦𝑝(𝑥) = −𝑥3.

Paso 3. Escribimos la solución general como la suma de las dos soluciones obtenidas en los
Pasos 1 y 2:

𝑦(𝑥) = 𝐾𝑥2 − 𝑥3, 𝐾 ∈ ℝ.
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Ejemplos para practicar sobre el modelo:
1. 𝑦′ + 𝑦 = 2𝑥𝑒−𝑥 + 𝑥2

2. (1 + 𝑥2) d𝑦 + 2𝑥 𝑦 d𝑥 = cot 𝑥 d𝑥 (cot 𝑥 es la función cotangente).

6. Ecuaciones de tipo Bernoulli. Se trata de ecuaciones de la forma siguiente:

𝑦′ = 𝑎(𝑥) 𝑦 + 𝑏(𝑥) 𝑦𝑟 , 𝑟 ∈ ℝ \ {0, 1}. (7.19)

Para resolverlas, se hace el cambio de variable 𝑧 = 𝑦1−𝑟 . Calculamos con la regla de la cadena y
sustituyendo 𝑦′ de la ecuación (7.19):

𝑧′ = (1−𝑟) 𝑦−𝑟 𝑦′ = (1−𝑟) 𝑦−𝑟 (𝑎(𝑥) 𝑦+𝑏(𝑥) 𝑦𝑟) = (1−𝑟) (𝑎(𝑥) 𝑦1−𝑟+𝑏(𝑥)) = (1−𝑟)𝑎(𝑥)𝑧+ (1−𝑟)𝑏(𝑥),

reduciendo ası́ (7.19) a una ecuación lineal de orden 1 que hemos aprendido a resolver. Es impor-
tante al final no olvidar volver a la variable 𝑦 deshaciendo el cambio de variable efectuado.

Ejemplos resueltos. 1. 𝑦′ = 𝑦 − 4𝑦2 cos2(𝑥/2).
Solución. Paso 1. Identificar una ecuación Bernoulli y efectuar el cambio de variable 𝑧 = 𝑦1−𝑟 .
Observamos que 𝑟 = 2, por tanto se hace el cambio de variable 𝑧 = 𝑦1−2 = 𝑦−1, es decir 𝑧 = 1/𝑦.
Calculamos

𝑧′ = − 𝑦′

𝑦2 = − 1
𝑦2 ( 𝑦 − 4𝑦2 cos2(𝑥/2)) = − 1

𝑦
+ 4 cos2 𝑥

2
= −𝑧 + 4 cos2 𝑥

2
,

que es una ecuación lineal en 𝑧(𝑥).

Paso 2. Resolver la ecuación lineal de primer orden con el método estudiado en el apartado
anterior. Resolviendo primero la ecuación lineal homogénea 𝑧′ = −𝑧 obtenemos 𝑧(𝑥) = 𝐾𝑒−𝑥.
Usamos ahora el método de la variación de las constantes para hallar una solución particular de la
ecuación completa para 𝑧(𝑥), de la forma 𝑧𝑝(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑒−𝑥. Como ya hemos visto, se obtiene

𝐾′(𝑥)𝑒−𝑥 = 4 cos2 𝑥

2
⇒ 𝐾′(𝑥) = 4𝑒𝑥 cos2 𝑥

2
= 2𝑒𝑥 (1 + cos 𝑥),

donde hemos usado la fórmula trigonométrica del ángulo doble cos2(𝑥/2) = (1+cos 𝑥)/2. Integran-
do por partes obtenemos 𝐾(𝑥) = (2+ sin 𝑥 + cos 𝑥)𝑒𝑥 y la solución particular y después completa de
la ecuación para 𝑧 y la solución final 𝑦 = 1/𝑧 son

𝑧𝑝(𝑥) = 2 + sin 𝑥 + cos 𝑥, 𝑧(𝑥) = 𝐾𝑒−𝑥 + 2 + sin 𝑥 + cos 𝑥, 𝑦(𝑥) = 1
𝐾𝑒−𝑥 + 2 + sin 𝑥 + cos 𝑥

.

2. 𝑥 𝑦2 𝑦′ + 𝑦3 = 𝑥 cos 𝑥
Solución. Paso 1. Identificar una ecuación Bernoulli y efectuar el cambio de variable 𝑧 = 𝑦1−𝑟 .
Podemos escribir esta ecuación en forma normal (es decir, con 𝑦′ despejado) como

𝑦′ =
𝑥 cos 𝑥 − 𝑦3

𝑥 𝑦2 = −1
𝑥
𝑦 + cos 𝑥 𝑦−2

y ası́ la reconocemos como una ecuación tipo Bernoulli con 𝑟 = −2. Por tanto, el cambio de variable
que se tiene que hacer es 𝑧 = 𝑦1−(−2) = 𝑦3, y derivando

𝑧′ = 3𝑦2 𝑦′ = 3𝑦2
(
−1
𝑥
𝑦 + cos 𝑥 𝑦−2

)
= −3

𝑥
𝑦3 + 3 cos 𝑥 = −3

𝑥
𝑧 + 3 cos 𝑥.

Paso 2. Resolver la ecuación lineal de primer orden con el método estudiado en el apartado
anterior. La ecuación lineal homogénea 𝑧′ = −3𝑧/𝑥 tiene como solución general 𝑧(𝑥) = 𝐾𝑥−3. Con
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el método de variación de las constantes buscamos una solución particular de la ecuación para 𝑧 de
la forma 𝑧𝑝(𝑥) = 𝐾(𝑥)𝑥−3 y obtenemos

𝐾′(𝑥)
𝑥3 = 3 cos 𝑥 ⇒ 𝐾′(𝑥) = 3𝑥3 cos 𝑥 ⇒ 𝐾(𝑥) = 3𝑥(𝑥2 − 6) sin 𝑥 + 9(𝑥2 − 2) cos 𝑥.

Obtenemos al final

𝑧(𝑥) = 𝐾

𝑥3 + 𝑧𝑝(𝑥) =
𝐾

𝑥3 + 3(𝑥2 − 6) sin 𝑥
𝑥2 + 9(𝑥2 − 2) cos 𝑥

𝑥3

y la solución final es 𝑦(𝑥) = 𝑧(𝑥)1/3.

Ejercicios para practicar sobre el modelo:
1. 𝑥 𝑦′ + 𝑦 = 𝑥4 𝑦3

2. 𝑥 d𝑦 + 𝑦 d𝑥 = 𝑥 𝑦2 d𝑥.

7.3. Ecuaciones lineales de orden superior

Pasamos ahora a estudiar ecuaciones lineales de orden superior (es decir, involucrando deriva-
das de al menos orden dos). Se trata de ecuaciones de la forma general

𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1(𝑥) 𝑦 (𝑛−1) + ... + 𝑎1(𝑥) 𝑦′ + 𝑎0(𝑥) 𝑦 = 𝑏(𝑥), (7.20)

donde la notación 𝑦 (𝑘) significa la derivada de orden 𝑘 de la función 𝑦(𝑥) y 𝑎𝑖 (𝑥), 𝑏(𝑥) funciones
conocidas. Como ya hemos visto en el caso de las ecuaciones lineales de orden 1, resolver una
ecuación ası́ se hace en dos etapas: primero se resuelve la ecuación lineal homogénea (sin término
libre, es decir, poniendo 𝑏 = 0) y después se resuelve por varios métodos (vamos a ver dos) la
ecuación completa buscando una solución particular. Por tanto, vamos paso por paso

1. Resolviendo la ecuación lineal homogénea. Se tiene el siguiente resultado.

Proposición 7.8. . El conjunto de soluciones de una ecuación lineal homogénea de orden 𝑛 (es decir, la
ecuación (7.20) con 𝑏 = 0) es un espacio vectorial de dimensión 𝑛. Si tenemos una base formada por unas
soluciones { 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), ..., 𝑦𝑛(𝑥)}, entonces la solución general de la ecuación lineal homogénea es

𝑦(𝑥) = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + 𝑐2 𝑦2(𝑥) + ... + 𝑐𝑛𝑦𝑛(𝑥), 𝑐1, 𝑐2, ..., 𝑐𝑛 ∈ ℝ.

Observamos que al ser una ecuación de orden 𝑛, su solución general depende de exactamente
𝑛 constantes de integración.

Por tanto, el paso necesario (y en el caso general difı́cil) es encontrar una base de soluciones
{ 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥), ..., 𝑦𝑛(𝑥)}. Esto no se puede hacer en el caso general, por tanto vamos a considerar a
partir de ahora solo el caso particular de la ecuación de orden 𝑛 con coeficientes constantes, es
decir, 𝑎𝑖 (𝑥) = 𝑎𝑖 ∈ ℝ son números reales fijos. Para este caso, definimos el polinomio caracterı́stico
de la ecuación, que es

𝑃(𝜆) = 𝜆𝑛 + 𝑎𝑛−1𝜆
𝑛−1 + ... + 𝑎1𝜆 + 𝑎0,

es decir, para recordarlo más fácilmente, el polinomio obtenido sustituyendo la derivada 𝑦 (𝑘) por 𝜆𝑘.
En este caso de los coeficientes constantes se tiene una receta para hallar la base de soluciones
a partir de las raı́ces del polinomio caracterı́stico, que vamos a agrupar en el siguiente Teorema.

Teorema 7.9.
𝐵𝑎𝑠𝑒𝑑𝑒𝑠𝑜𝑙𝑢𝑐𝑖𝑜𝑛𝑒𝑠

. (a) Sea 𝜆 ∈ ℝ una raı́z del polinomio caracterı́stico. Entonces 𝑦(𝑥) = 𝑒𝜆𝑥 es una solución de la ecuación
lineal homogénea que pertenece a la base que buscamos.
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(b) Si el polinomio caracterı́stico tiene 𝑛 raı́ces distintas entre si, 𝜆1, 𝜆2,...,𝜆𝑛, entonces una base de
soluciones es

{𝑒𝜆1𝑥 , 𝑒𝜆2𝑥 , ..., 𝑒𝜆𝑛𝑥}.

(c) Si 𝜆 es una raı́z compleja del polinomio caracterı́stico, entonces su conjugado complejo 𝜆 es tam-
bién una raı́z. Escribiendo estas raı́ces en forma binómica como

𝜆 = 𝑎 + 𝑏𝑖, 𝜆 = 𝑎 − 𝑏𝑖, 𝑎, 𝑏 ∈ ℝ,

entonces dos soluciones linealmente independientes de la ecuación diferencial son

{𝑒𝑎𝑥 cos(𝑏𝑥), 𝑒𝑎𝑥 sin(𝑏𝑥)}.

(d) Si el polinomio caracterı́stico tiene una raı́z real 𝜆 ∈ ℝ pero con multiplicidad 𝑘 (es decir, el polino-
mio se descompone como 𝑃(𝑋) = (𝑋−𝜆)𝑘𝑄(𝑋) con𝑄(𝜆) ≠ 0, entonces tenemos 𝑘 soluciones linealmente
independientes de la ecuación diferencial:

{𝑒𝜆𝑥 , 𝑥𝑒𝜆𝑥 , 𝑥2𝑒𝜆𝑥 , ..., 𝑥𝑘−1𝑒𝜆𝑥}.

Descomponiendo en factores el polinomio caracterı́stico y después asociando a sus raı́ces solu-
ciones linealmente independientes siguiendo el Teorema 7.9, podemos hallar una base de solucio-
nes de la ecuación lineal homogénea y luego resolverla.

Ejemplos. 1. 𝑦′′ + 4𝑦 = 0. Observamos que en este caso el polinomio caracterı́stico es 𝑃(𝜆) =

𝜆2 + 4 que tiene dos raı́ces complejas conjugadas (y puramente imaginarias) 𝜆1,2 = ±2𝑖. Usando el
apartado (c) del Teorema 7.9 tenemos que una base de soluciones la conforman {cos(2𝑥), sin(2𝑥)},
y la solución general es

𝑦(𝑥) = 𝑐1 cos(2𝑥) + 𝑐2 sin(2𝑥), 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.

2. 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 0. En este caso el polinomio caracterı́stico es 𝑃(𝜆) = 𝜆2 + 2𝜆 + 1 = (𝜆 + 1)2

que tiene una raı́z doble 𝜆 = −1. Usamos el apartado (d) del Teorema 7.9 para obtener una base de
soluciones {𝑒−𝑥 , 𝑥𝑒−𝑥}, y la solución general es

𝑦(𝑥) = 𝑐1𝑒
−𝑥 + 𝑐2𝑥𝑒

−𝑥 , 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.

3. 𝑦′′′ − 2𝑦′′ + 10𝑦′ = 0. En este caso el polinomio caracterı́stico es

𝑃(𝜆) = 𝜆3 − 2𝜆2 + 10𝜆 = 𝜆(𝜆2 − 2𝜆 + 10),

que tiene una raı́z real 𝜆 = 0 y dos raı́ces complejas conjugadas 𝜆2,3 = 1 ± 3𝑖. Usando el apartado
(a) del Teorema 7.9 para la raı́z real y el apartado (c) del Teorema 7.9 para las raı́ces complejas con-
jugadas, obtenemos una base de soluciones {1, 𝑒𝑥 cos(3𝑥), 𝑒𝑥 sin(3𝑥)} y la solución general de la
ecuación diferencial es

𝑦(𝑥) = 𝑐1 + 𝑐2𝑒
𝑥 cos(3𝑥) + 𝑐3𝑒

𝑥 sin(3𝑥), 𝑐1, 𝑐2, 𝑐3 ∈ ℝ.

2. Método de los coeficientes indeterminados. Una vez resuelta la ecuación lineal homogénea,
nos ponemos el problema de cómo hallar una solución particular de la ecuación completa (es decir,
incorporando ahora el término libre 𝑏(𝑥) que podemos pedir que NO sea una constante). Este pri-
mer método (llamado de los coeficientes indeterminados) se puede aplicar cuando 𝑏(𝑥) tiene una
forma particular cuya derivada ”no dista mucho” de su forma sin derivar. Estos casos son:

(a) 𝑏(𝑥) es una exponencial 𝑏(𝑥) = 𝑒𝑘𝑥, 𝑘 ∈ ℝ. En este caso, se busca una solución particular
de la siguiente forma: 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴𝑒𝑘𝑥, si 𝑘 no es una raı́z del polinomio caracterı́stico, o 𝑦𝑝 = 𝐴𝑥𝑒𝑘𝑥, si
𝑘 es una raı́z del polinomio caracterı́stico, donde 𝐴 es el coeficiente que se tiene que determinar.
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(b) 𝑏(𝑥) es una combinación de senos y cosenos con el mismo argumento: 𝑏(𝑥) = 𝑐1 cos(𝑘𝑥)+
𝑐2 sin(𝑘𝑥). En este caso se busca una solución particular de la forma 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴 cos(𝑘𝑥) + 𝐵 sin(𝑘𝑥),
donde 𝐴 y 𝐵 se tienen que determinar (haciendo derivadas sucesivas, sustituyendo en la ecuación
e identificando los coeficientes con el término libre dado).

(c) 𝑏(𝑥) es un polinomio de grado k, 𝑏(𝑥) = 𝑏0 + 𝑏1𝑥 + ...𝑏𝑘𝑥
𝑘, se busca también la solución

como un polinomio del mismo grado 𝑘, 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴0+𝐴1𝑥+ ...+𝐴𝑘𝑥𝑘, y se identifican grado con grado
los coeficientes después de sustituir 𝑦𝑝(𝑥) en la ecuación y calcular.

(d) El método también funciona para combinaciones del tipo 𝑏(𝑥) = 𝑒𝑘𝑥 sin(𝑙𝑥). En este caso, se
busca la solución particular de la forma 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴𝑒𝑘𝑥 sin(𝑙𝑥) + 𝐵𝑒𝑘𝑥 cos(𝑙𝑥).

Ejemplos. Buscar una solución particular en los siguientes casos:
1. 𝑦′′ + 𝑦 = sin(2𝑥). En este caso buscamos la solución particular de la forma 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴 sin(2𝑥) +

𝐵 cos(2𝑥). Resulta

𝑦′′𝑝 + 𝑦𝑝 = −4𝐴 sin(2𝑥) − 4𝐵 cos(2𝑥) + 𝐴 sin(2𝑥) + 𝐵 cos(2𝑥) = −3𝐴 sin(2𝑥) − 3𝐵 cos(2𝑥),

por tanto tenemos que poner 𝐵 = 0 y 𝐴 = −1/3, es decir, 𝑦𝑝(𝑥) = − sin(2𝑥)/3.
2. 𝑦′′ + 𝑦 = sin 𝑥. En este caso, sabemos que la base de la ecuación homogénea es {sin 𝑥, cos 𝑥},

por tanto no podemos aplicar el método de forma tan directa ya que cualquier intento de poner una
combinación 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 nos da cero en el lado izquierdo. Estamos pues en el caso cuando el
término libre es solución de la ecuación homogénea, y en este caso hay que cambiar la combina-
ción buscando siempre la misma idea: multiplicar la fórmula ”natural”de 𝑦𝑝(𝑥) por 𝑥. Es decir, como
no podemos usar la fórmula estándar 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥, vamos a poner 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥).
Obtenemos

𝑦′𝑝(𝑥) = 𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥 + 𝑥(−𝐴 sin 𝑥 + 𝐵 cos 𝑥),
𝑦′′𝑝 (𝑥) = −2𝐴 sin 𝑥 + 2𝐵 cos 𝑥 − 𝑥(𝐴 cos 𝑥 + 𝐵 sin 𝑥).

Por tanto
𝑦′′𝑝 (𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥) = 2𝐵 cos 𝑥 − 2𝐴 sin 𝑥

y tenemos que poner 𝐵 = 0 y 𝐴 = −1/2. Obtenemos la solución particular 𝑦𝑝(𝑥) = −𝑥 cos 𝑥/2.
3. 𝑦′′ − 𝑦′ − 2𝑦 = 4𝑥2. En este caso buscamos la solución particular en forma de polinomio de

grado dos: 𝑦𝑝(𝑥) = 𝐴 + 𝐵𝑥 + 𝐶𝑥2. Obtenemos

𝑦′𝑝 = 2𝐶𝑥 + 𝐵, 𝑦′′𝑝 = 2𝐶, 𝑦′′𝑝 − 𝑦′𝑝 − 2𝑦𝑝 = −2𝐶𝑥2 − (2𝐵 + 2𝐶)𝑥 + 2𝐶 − 𝐵 − 2𝐴 = 4𝑥2.

Identificando los coeficientes de los mismos grados obtenemos fácilmente 𝐶 = −2, 𝐵 = 2, 𝐴 = −3,
por tanto la solución particular es 𝑦𝑝(𝑥) = −3 + 2𝑥 − 2𝑥2.

3. Método de la variación de las constantes. Esta es una generalización del método de la variación
de las constantes que ya hemos visto para las ecuaciones lineales de primer orden. Solo que en este
caso tenemos tantas constantes de integración para ”variar”, como el orden de la ecuación. Este
método funciona cualquiera que sea el término libre (a diferencia del método precedente que
requerı́a que el término libre 𝑏(𝑥) tenga algunas formas particulares), pero su dificultad consiste
en que a veces en la práctica los cálculos resultantes pueden ser muy tediosos. Por ello, vamos a
restringir nuestra exposición a las ecuaciones de orden dos. Sea en este caso { 𝑦1(𝑥), 𝑦2(𝑥)} una
base de soluciones de la ecuación lineal homogénea que hemos aprendido como resolver en el
paso 1 de esta exposición. Por tanto, la solución general de la ecuación homogénea sera

𝑦(𝑥) = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + 𝑐2 𝑦2(𝑥), 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ,

y el método de la variación de las constantes consiste en buscar la solución particular en la forma

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑐1(𝑥) 𝑦1(𝑥) + 𝑐2(𝑥) 𝑦2(𝑥),
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donde ahora 𝑐1(𝑥), 𝑐2(𝑥) son funciones desconocidas que queremos determinar. Derivando una
vez, obtenemos

𝑦′𝑝(𝑥) = 𝑐′1(𝑥) 𝑦1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦2(𝑥) + 𝑐1(𝑥) 𝑦′1(𝑥) + 𝑐2(𝑥) 𝑦′2(𝑥)

y vamos a imponer de forma forzada la condición 𝑐′1(𝑥) 𝑦1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦2(𝑥) = 0, que consiste en
la primera ecuación del futuro sistema de ecuaciones para hallar 𝑐′1(𝑥) y 𝑐′2(𝑥). Obtenemos

𝑦′𝑝(𝑥) = 𝑐1(𝑥) 𝑦′1(𝑥) + 𝑐2(𝑥) 𝑦′2(𝑥), 𝑦′′𝑝 (𝑥) = 𝑐1(𝑥) 𝑦′′1 (𝑥) + 𝑐2(𝑥) 𝑦′′2 (𝑥) + 𝑐′1(𝑥) 𝑦′1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦′2(𝑥)

y sustituyendo en la ecuación diferencial se nos van a cancelar los términos con 𝑦′′1 (𝑥), 𝑦′′2 (𝑥) (ya
que 𝑦1, 𝑦2 eran soluciones de la ecuación homogénea), por tanto obtenemos la segunda ecuación
𝑐′1(𝑥) 𝑦′1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦′2(𝑥) = 𝑏(𝑥). En el final, se obtiene el sistema (algebraico) de ecuaciones{

𝑐′1(𝑥) 𝑦1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦2(𝑥) = 0,
𝑐′1(𝑥) 𝑦′1(𝑥) + 𝑐′2(𝑥) 𝑦′2(𝑥) = 𝑏(𝑥), (7.21)

que se resuelve (usando por ejemplo álgebra lineal) para hallar 𝑐′1, 𝑐′2 y después integrar para obte-
ner 𝑐1, 𝑐2. Observamos que el determinante del sistema anteriormente obtenido es���� 𝑦1(𝑥) 𝑦2(𝑥)

𝑦′1(𝑥) 𝑦′2(𝑥)

����
es decir el determinante formado por las soluciones de la base (en la primera fila) y sus derivadas
(en la segunda fila). Este determinante se llama el Wronskiano de la base { 𝑦1, 𝑦2}.

Ejemplos. 1. 𝑦′′ + 4𝑦 = cos(2𝑥). Por supuesto, podemos resolver esta ecuación usando el método
de los coeficientes indeterminados como antes, pero a modo de ejemplo vamos a usar el método
de la variación de las constantes. Sabemos (de un ejemplo precedente) que la solución general de
la ecuación lineal homogénea 𝑦′′ + 4𝑦 = 0 es {cos(2𝑥), sin(2𝑥)}, por tanto con la teorı́a de arriba
buscamos una solución particular en la forma

𝑦𝑝(𝑥) = 𝑐1(𝑥) cos(2𝑥) + 𝑐2(𝑥) sin(2𝑥).

Entonces, también con la teorı́a precedente, el sistema (7.21) se convierte en{
𝑐′1(𝑥) cos(2𝑥) + 𝑐′2(𝑥) sin(2𝑥) = 0,
−2𝑐′1(𝑥) sin(2𝑥) + 2𝑐′2(𝑥) cos(2𝑥) = cos(2𝑥),

Resolvemos este sistema por la regla de Cramer. El determinante del sistema (el Wronskiano de las
soluciones { 𝑦1, 𝑦2}) y los dos determinantes obtenidos sustituyendo cada columna del Wronskiano
por la columna del término libre son���� cos(2𝑥) sin(2𝑥)

−2 sin(2𝑥) 2 cos(2𝑥)

���� = 2,���� 0 sin(2𝑥)
cos(2𝑥) 2 cos(2𝑥)

���� = − sin(2𝑥) cos(2𝑥),���� cos(2𝑥) 0
−2 sin(2𝑥) cos(2𝑥)

���� = cos2(2𝑥),

por tanto, usando la regla de Cramer obtenemos

𝑐′1(𝑥) = −cos(2𝑥) sin(2𝑥)
2

= −1
4

sin(4𝑥), 𝑐′2(𝑥) =
cos(2𝑥)2

2
=

1 + cos(4𝑥)
4

y por integración
𝑐1(𝑥) =

1
16

cos(4𝑥), 𝑐2(𝑥) =
1
4
𝑥 + 1

16
sin(4𝑥)
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y la solución particular de la ecuación completa se puede escribir como

𝑦𝑝(𝑥) =
1

16
cos(4𝑥) cos(2𝑥) + 1

16
sin(4𝑥) sin(2𝑥) + 1

4
𝑥 sin(2𝑥) = 1

16
cos(2𝑥) + 1

4
𝑥 sin(2𝑥).

La solución general de la ecuación es

𝑦(𝑥) = 𝑐1 cos(2𝑥) + 𝑐2 sin(2𝑥) + 1
16

cos(2𝑥) + 1
4
𝑥 sin(2𝑥), 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.

2. 𝑦′′ + 𝑦 = 1/sin 𝑥. Es fácil ver que la base de soluciones de la ecuación lineal homogénea
𝑦′′+ 𝑦 = 0 es {cos 𝑥, sin 𝑥}, por tanto se busca la solución particular en la forma 𝑦𝑝(𝑥) = 𝑐1(𝑥) cos 𝑥+
𝑐2(𝑥) sin 𝑥. Por la teorı́a anterior obtenemos el sistema (7.21) en este caso{

𝑐′1(𝑥) cos 𝑥 + 𝑐′2(𝑥) sin 𝑥 = 0,
−𝑐′1(𝑥) sin 𝑥 + 𝑐′2(𝑥) cos 𝑥 = 1

sin 𝑥 ,

y el Wronskiano de la base (el determinante del sistema) es cos2 𝑥+sin2 𝑥 = 1. Por tanto, obtenemos
por la regla de Cramer que

𝑐′1(𝑥) = − sin 𝑥
1

sin 𝑥
= −1, 𝑐′2(𝑥) =

cos 𝑥
sin 𝑥

y por integración 𝑐1(𝑥) = −𝑥, 𝑐2(𝑥) = log(sin 𝑥), por tanto

𝑦𝑝(𝑥) = −𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 log(sin 𝑥).

Solución general de la ecuación:

𝑦(𝑥) = 𝑐1 sin 𝑥 + 𝑐2 cos 𝑥 − 𝑥 cos 𝑥 + sin 𝑥 log(sin 𝑥), 𝑐1, 𝑐2 ∈ ℝ.

4. La solución general de la ecuación diferencial es la suma entre la solución general de la ecua-
ción lineal homogénea (obtenida en el paso 1) y la solución particular 𝑦𝑝(𝑥) (obtenida en los pasos
2 o 3 en función del método utilizado).

Ejercicios para practicar sobre el modelo (con cualquiera de los dos métodos).
1. 𝑦′′ + 10𝑦 + 25𝑦 = 14𝑒−5𝑥.
2. 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 14 sin(2𝑥) − 18 cos(2𝑥).
3. 𝑦′′ − 2𝑦′ + 2𝑦 = 𝑒𝑥 sin 𝑥.
4. 𝑦′′ − 2𝑦′ + 5𝑦 = 25𝑥2 + 12.
5. 𝑦′′ + 2𝑦′ + 𝑦 = 𝑒−𝑥 log 𝑥.
6. 𝑦′′ − 3𝑦′ + 2𝑦 = 1

1+𝑒−𝑥 .

4. Ecuaciones de tipo Euler. Cerramos este tema con una clase de ecuaciones diferenciales lineales
que no son con coeficientes constantes, pero se pueden reducir a coeficientes constantes mediante
un cambio de variable. Se trata de las ecuaciones de tipo Euler, es decir, ecuaciones diferenciales de
la forma

𝑥𝑛𝑦 (𝑛) + 𝑎𝑛−1𝑥
𝑛−1 𝑦 (𝑛−1) + ... + 𝑎1𝑥 𝑦

′ + 𝑎0 𝑦 = 𝑏(𝑥), (7.22)

donde 𝑦 (𝑘) significa la derivada de orden 𝑘 de la función 𝑦. Para resolverlas, se efectúa el cambio de
variable 𝑥 = 𝑒𝑡 (o 𝑡 = log 𝑥) que transforma la ecuación (7.22) en una ecuación lineal con coeficien-
tes constantes de la forma (7.20), cuyo método de resolución ya conocemos. Vamos a ejemplificar
como funciona el cambio de variable para una ecuación de tipo Euler y de orden dos, por tanto,
empecemos con la ecuación

𝑥2 𝑦′′ + 𝑎1𝑥 𝑦
′ + 𝑎0 𝑦 = 0. (7.23)
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Haciendo 𝑥 = 𝑒𝑡 , queremos deducir la ecuación diferencial de la función 𝑦 pero ahora como función
de la nueva variable independiente 𝑡. Usando la regla de la cadena, tenemos

𝑦′(𝑡) = d𝑦
d𝑡

=
d𝑦
d𝑥

d𝑥
d𝑡

= 𝑦′(𝑥)𝑒𝑡 = 𝑥 𝑦′(𝑥)

y también

𝑦′′(𝑡) = 𝑑

d𝑡
( 𝑦′(𝑡)) = 𝑑

d𝑥
( 𝑦′(𝑡))d𝑥

d𝑡
=

𝑑

d𝑥
(𝑥 𝑦′(𝑥))𝑒𝑡

= ( 𝑦′(𝑥) + 𝑥 𝑦′′(𝑥))𝑥 = 𝑥 𝑦′(𝑥) + 𝑥2 𝑦′′(𝑥) = 𝑦′(𝑡) + 𝑥2 𝑦′′(𝑥).

Sustituyendo las expresiones de 𝑥 𝑦′(𝑥) y 𝑥2 𝑦′′(𝑥) en (7.23), obtenemos que la ecuación diferencial
(7.23) se transforma en la ecuación lineal homogénea

𝑦′′(𝑡) + (𝑎1 − 1) 𝑦′(𝑡) + 𝑎0 𝑦(𝑡) = 0, (7.24)

es decir, con los mismos coeficientes salvo restar una unidad al coeficiente 𝑎1.

Ejemplo resuelto. 𝑥2 𝑦′′ − 3𝑥 𝑦′ + 13𝑦 = 0. Haciendo el cambio de variable indicado anteriormente,
la ecuación diferencial se transforma en

𝑦′′(𝑡) − 4𝑦′(𝑡) + 13𝑦(𝑡) = 0,

cuyo polinomio caracterı́stico es 𝜆2 − 4𝜆 + 13, con raı́ces complejas conjugadas 2 ± 3𝑖. Por tanto, la
solución de la ecuación lineal homogénea obtenida es

𝑦(𝑡) = 𝐶1𝑒
2𝑡 cos(3𝑡) + 𝐶2𝑒

2𝑡 sin(3𝑡),

con 𝐶1, 𝐶2 constantes de integración. Deshaciendo el cambio de variable 𝑥 = 𝑒𝑡 obtenemos la solu-
ción de la ecuación Euler

𝑦(𝑥) = 𝐶1𝑥
2 cos(3 log 𝑥) + 𝐶2𝑥

2 sin(3 log 𝑥).

Ejercicios para practicar sobre el modelo:
1. 𝑥2 𝑦′′ + 2𝑥 𝑦′ − 2𝑦 = 0.
2. 𝑥2 𝑦′′ − 3𝑥 𝑦′ + 3𝑦 = 2 log 𝑥, con condición inicial 𝑦(1) = 1, 𝑦′(1) = 0.

7.4. Problema de valor inicial y problema de valor frontera

En este apartado corto vamos a ejemplificar el problema de valor inicial (cuya definición general
ya conocemos desde el comienzo de este tema) en el caso especı́fico de las ecuaciones lineales de
segundo orden. También vamos a definir otro problema especı́fico llamado problema de valor fron-
tera. Consideremos una ecuación diferencial lineal de segundo orden con coeficientes constantes

𝑦′′ + 𝑎1 𝑦
′ + 𝑎0 𝑦 = 𝑏(𝑥). (7.25)

El problema de valor inicial consiste en resolver la ecuación (7.25) sujeta a prescribir el valor de la
función 𝑦 y de su derivada 𝑦′ en un mismo punto 𝑥0 ∈ ℝ considerado como punto inicial, es decir,
se dan por conocidos los valores iniciales 𝑦(𝑥0) = 𝑦0, 𝑦′(𝑥0) = 𝑦1. El problema de valor frontera
consiste en resolver la ecuación (7.25) conociendo los valores de la función 𝑦 en dos puntos 𝑥0 y 𝑥1
tales que 𝑥0 < 𝑥1, que representan la frontera del intervalo acotado [𝑥0, 𝑥1] donde nos interesa que
nuestra solución esté definida. El método de resolución es similar:
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• resolver en un primer paso la ecuación (7.25) con cualquier método que hemos estudiado,
obteniendo la solución en forma general

𝑦(𝑥) = 𝑐1 𝑦1(𝑥) + 𝑐2 𝑦2(𝑥) + 𝑦𝑝(𝑥).

• en la fórmula general de la solución, se sustituyen las condiciones iniciales o de frontera y
se obtiene un sistema de dos ecuaciones con las incógnitas 𝑐1 y 𝑐2, que nos lleva a las constantes
precisas.

Sin embargo, como veremos en el siguiente ejemplo, los dos problemas son muy diferentes en
cuanto a propiedades generales.

Ejemplo resuelto. Se considera la ecuación diferencial 𝑦′′ + 4𝑦 = cos(2𝑥). Se pide
(a) Resolver el problema de valor inicial con las condiciones 𝑦(0) = 2, 𝑦′(0) = 4.
(b) Resolver el problema de valor frontera con las condiciones 𝑦(0) = 2, 𝑦(𝜋/2) = 3.
(c) Resolver el problema de valor frontera con las condiciones 𝑦(0) = 2, 𝑦(𝜋/2) = −2.

Solución. La ecuación diferencial ya ha sido resuelta en el apartado anterior de esta sección, ası́ que
partiremos directamente con la expresión general de sus soluciones

𝑦(𝑥) = 𝑐1 cos(2𝑥) + 𝑐2 sin(2𝑥) + 1
4
𝑥 sin(2𝑥). (7.26)

(a) Al sustituir 𝑥 = 0 en (7.26) obtenemos 𝑐1 = 𝑦(0) = 2. Por otra parte, derivamos la expresión
de 𝑦(𝑥) y tenemos

𝑦′(𝑥) = −2𝑐1 sin(2𝑥) + 2𝑐2 cos(2𝑥) + 1
4

sin(2𝑥) + 1
2
𝑥 cos(2𝑥),

por tanto 4 = 𝑦′(0) = 2𝑐2, es decir, 𝑐2 = 2. Obtenemos la solución del problema de valor inicial

𝑦(𝑥) = 2 cos(2𝑥) + 2 sin(2𝑥) + 1
4
𝑥 sin(2𝑥).

(b) Al sustituir 𝑥 = 0 en (7.26) obtenemos de nuevo 𝑐1 = 2, siendo la misma condición que en el
apartado (a). Pero al sustituir también 𝑥 = 𝜋/2 en (7.26), obtenemos

3 = 𝑦(𝜋/2) = 𝑐1 cos(𝜋) = −𝑐1,

es decir, 𝑐1 = −3. Las dos condiciones son contradictorias y concluimos que este problema de valor
frontera no tiene solución.

(c) En este caso, obtenemos
−2 = 𝑦(𝜋/2) = −𝑐1,

es decir 𝑐1 = 2 y ninguna condición sobre la constante 𝑐2. Por tanto este problema de valor frontera
tiene una infinidad de soluciones con la forma general

𝑦(𝑥) = 2 cos(2𝑥) + 𝑐2 sin(2𝑥) + 1
4

sin(2𝑥),

para cualquier constante 𝑐2 ∈ ℝ.

Podemos de esta forma concluir que, en el caso de las ecuaciones lineales de segundo orden con
coeficientes constantes, el problema de valor inicial tiene siempre una única solución, cosa que resulta
de forma inmediata por los Teoremas 1 y 2 de existencia y unicidad. Lo mismo no es necesariamente
verdad en el caso del problema de valor frontera, que como hemos visto puede tener una infinidad
de soluciones, ninguna solución o una solución única.
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Capı́tulo 8

Cálculo numérico

El cálculo numérico es el diseño de algoritmos que utilizan aproximaciones numéricas para la
resolución de problemas de no sólo el análisis matemático sino también de otras áreas como la geo-
metrı́a o la estadı́stica. El análisis numérico es quizá el área de las matemáticas con mayor influencia
directa en otros campos de la ciencia y la ingenierı́a. Sus resultados tienen aplicación, además de en
ingenierı́a o fı́sica (como es aparente), también en quı́mica, biologı́a, medicina, economı́a, ciencias
sociales e incluso en arte.

En la base del cálculo numérico se encuentra el análisis de datos en sus aspectos más fundamen-
tales: la estructura de los datos (interpolación), el estudio de su variación (derivación) y el cálculo de
medidas asociadas (integración).

8.1. Interpolación polinómica

Cuando se nos ofrece una colección de datos, un ejercicio de particular interés es buscar una
estructura asociada a dichos datos. Por ejemplo, dada una nube de puntos en el plano, la regresión
lineal trata (en su versión más simple) de determinar la recta que mejor se ajusta a estos. Depen-
diendo de la naturaleza de los datos, de cómo se han obtenido, la estructura a determinar varı́a.
En lo que sigue, centraremos nuestro interés en determinar el polinomio que ((se ajusta)) a una
colección de puntos dados.

La interpolación es la aproximación o reconstrucción de una función en principio desconocida
o difı́cil de calcular, pero de la que sin embargo se conocen algunos valores obtenidos a partir de
experimentos o muestreo. Por ejemplo, gracias al censo, se conoce el tamaño de una determinada
población a 31 de diciembre de cada año, pero se desconoce el tamaño de dicha población en otras
fechas. La interpolación permite diseñar técnicas que sirvan para conocer este dato de forma apro-
ximada, esto es, con cierto margen de error, haciéndolo siempre en interior del rango dado por la
variable independiente de valores conocidos (intervalo de observación), siguiendo con el ejemplo,
desde el año de inicio del censo hasta la actualidad. La predicción a futuro (o pasado) se circunscri-
birı́a al ámbito de la extrapolación.

Para reconstruir la función original, la interpolación se sirve de ((bloques elementales)), familias
de determinadas funciones, en el caso que nos ocupa, polinomios. En esta sección se describen tres
formas de interpolación, con sus ventajas y desventajas, entre las que destaca la forma de Newton.
Cada una de ellas ofrece una receta para aproximar la función original con la notable propiedad de
coincidir en ingredientes y resultado pese a diferenciarse en la elaboración.

Ejemplo 8.1. Como anticipo, supongamos que de la función 𝑓 (𝑥) = 1 − 3
4 sin2 𝜋𝑥 sólo conociéramos

su imagen sobre {0, 1/4, 1/2, 1}, esto es, {1, 5/8, 1/4, 1}. A partir de estos datos, se pueden construir tres
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polinomios que en realidad son el mismo y que interpola a 𝑓 en el intervalo [0, 1].

1 − 3
4 sin2 𝜋𝑥 ≈


1 − 𝑥 − 3𝑥2 + 4𝑥3 (forma monomial)
−8(𝑥 − 1

4 ) (𝑥 −
1
2 ) (𝑥 − 1) + 40

3 𝑥(𝑥 −
1
2 ) (𝑥 − 1)

−4𝑥(𝑥 − 1
4 ) (𝑥 − 1) + 8

3𝑥(𝑥 −
1
4 ) (𝑥 −

1
2 )

(forma de Lagrange)

1 − 3
2𝑥 + 4𝑥(𝑥 − 1

4 ) (𝑥 −
1
2 ) (forma de Newton)

8.1.1. El polinomio interpolador

El polinomio interpolador es una estructura que se ajusta exactamente a un conjunto de pun-
tos dados. Es por ello que, de ahora en adelante, consideraremos un conjunto finito (usualmente
pequeño) de valores de la recta real, {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ, con la particularidad de ser distintos dos a dos,
𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗 .

Observación 8.2. Al considerar un conjunto finito de valores distintos dos a dos, puede y suele asu-
mirse que estos están ordenados de menor a mayor, 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛. Esto facilita la exposición y
simplifica ciertas expresiones como, por ejemplo, el intervalo en el cual se encuentran, que pasa de ser
[mı́n0≤ 𝑖≤𝑛 𝑥𝑖 ,máx0≤ 𝑖≤𝑛 𝑥𝑖], cuando no están ordenados, a ser [𝑥0, 𝑥𝑛], cuando sı́ lo están.

{𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛 ∈ ℝ : 𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗} ⇝ suponer 𝑥0 < 𝑥1 < . . . < 𝑥𝑛

A lo largo de esta sección denotaremos

𝑎 = mı́n
0≤ 𝑖≤𝑛

𝑥𝑖 y 𝑏 = máx
0≤ 𝑖≤𝑛

𝑥𝑖 .

Definición 8.3. Dados una función 𝑓 : ℝ → ℝ y valores {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ, llamados nodos, se dice que
𝑝 : ℝ → ℝ interpola a la función 𝑓 en el intervalo [𝑎, 𝑏] en los nodos dados si satisface

𝑝(𝑥𝑖) = 𝑓 (𝑥𝑖) , ∀0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛 . (8.1)

La condición anterior establece que las gráficas de 𝑓 y 𝑝deben coincidir o cruzarse en los nodos,
de manera que, bajo ciertas condiciones de regularidad, los valores de 𝑝 deban estar cerca de los
de 𝑓 a lo largo del intervalo [𝑎, 𝑏].

𝑝(𝑥) ≈ 𝑓 (𝑥) ,∀𝑥 ∈ [𝑎, 𝑏]

Las ((condiciones de regularidad)) recién mencionadas son, como vamos a ver, cierto grado de de-
rivabilidad para 𝑓 y ser un polinomio para 𝑝. La primera permite establecer cotas de error sobre la
((cercanı́a)) (el parecido) entre 𝑓 y 𝑝, mientras que la segunda facilita la determinación de 𝑝.

Teorema 8.4 (Propiedad de unisolvencia). Dados 𝑛 + 1 puntos del plano, {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ2, tales que
sus abscisas son distintas dos a dos, existe un único polinomio de grado menor o igual a 𝑛, 𝑝 ∈ P𝑛, tal
que 𝑝 pasa por los 𝑛 + 1 puntos, i.e. 𝑝(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 , para todo 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛.

{(𝑥0, 𝑦0), (𝑥1, 𝑦1), . . . , (𝑥𝑛, 𝑦𝑛) ∈ ℝ2 : 𝑖 ≠ 𝑗 ⇒ 𝑥𝑖 ≠ 𝑥 𝑗} =⇒ ∃!𝑝 ∈ P𝑛 : 𝑝(𝑥𝑖) = 𝑦𝑖 , ∀0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛

Definición 8.5. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos y una función 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, se llama polinomio
interpolador de 𝑓 al único polinomio 𝑝 (de grado menor o igual a 𝑛) que interpola a 𝑓 en [𝑎, 𝑏].

{𝑥0, 𝑥1, . . . , 𝑥𝑛}︸             ︷︷             ︸
nodos

𝑓
−→ { 𝑓0, 𝑓1, . . . , 𝑓𝑛}︸             ︷︷             ︸

datos
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Observación 8.6. La imagen de 𝑓 fuera de los nodos no es de relevancia para determinar 𝑝. De hecho,
𝑝 sólo depende de los valores de 𝑓 en los nodos, con diferente notación, {(𝑥𝑖 , 𝑓 (𝑥𝑖))}𝑛𝑖=0, {(𝑥𝑖 , 𝑦𝑖)}𝑛𝑖=0 ó
{(𝑥𝑖 , 𝑓𝑖)}𝑛𝑖=0.

Si el valor de 𝑓 en uno de los nodos ((cambia)) ( 𝑓 es en principio desconocida o sus mediciones
pueden ser inexactas), entonces 𝑝 también lo hace.

Sin embargo, si se añade un nodo, 𝑥𝑛+1, y un dato asociado, 𝑦𝑛+1 = 𝑓 (𝑥𝑛+1), 𝑝 no necesariamente
cambia.

Recordemos que, dado 𝑛 ≥ 0, el conjunto de polinomios de grado igual o menor a 𝑛 es un
espacio vectorial de dimensión 𝑛 + 1 para el cual el conjunto de monomios {𝑥𝑘}𝑛

𝑘=0 es una base. Es
decir, todo polinomio de grado menor o igual a 𝑛 es de la forma (combinación lineal)

𝑝(𝑥) = 𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 , (8.2)

donde los coeficientes 𝑎0, 𝑎1, . . . , 𝑎𝑛 son las coordenadas del polinomio en la base de monomios.

P𝑛 = ⟨{1, 𝑥, 𝑥2, . . . , 𝑥𝑛}⟩ = {𝑎0 + 𝑎1𝑥 + 𝑎2𝑥
2 + . . . + 𝑎𝑛𝑥𝑛 ∈ C0 | (𝑎0, . . . , 𝑎𝑛) ∈ ℝ𝑛+1} � ℝ𝑛+1

Definición 8.7. Se dice que el polinomio interpolador está expresado en forma monomial cuando este
viene escrito como combinación lineal de monomios, esto es, como en (8.2).

Llegados aquı́, es ahora ((fácil)) determinar el polinomio interpolador de una función sobre unos
nodos dados. Retomemos el ejemplo de la cabecera de esta sección y consideremos la tabla de
datos siguiente.

𝑖 0 1 2 3

𝑥𝑖 0 1/4 1/2 1

𝑦𝑖 1 5/8 1/4 1

Basta exigir la condición de interpolación (8.1) para un polinomio 𝑝 de grado 3 con coeficientes
indeterminados y de la forma (8.2), lo que define un sistema lineal de ecuaciones con los coeficientes
del polinomio como incógnitas.

𝑝(𝑥0) = 𝑎0 + 𝑎10 + 𝑎202 + 𝑎303 = 1 = 𝑦0

𝑝(𝑥1) = 𝑎0 + 𝑎1
1
4 + 𝑎2

( 1
4
)2 + 𝑎3

( 1
4
)3

= 5
8 = 𝑦1

𝑝(𝑥2) = 𝑎0 + 𝑎1
1
2 + 𝑎2

( 1
2
)2 + 𝑎3

( 1
2
)3

= 1
4 = 𝑦2

𝑝(𝑥3) = 𝑎0 + 𝑎11 + 𝑎212 + 𝑎313 = 1 = 𝑦3

⇝

©­­­­«
1 0 02 03

1 1
4

( 1
4
)2 ( 1

4
)3

1 1
2

( 1
2
)2 ( 1

2
)3

1 1 12 13

ª®®®®¬
©­­­«
𝑎0
𝑎1
𝑎2
𝑎3

ª®®®¬ =

©­­­«
1
5
8
1
4
1

ª®®®¬
Al resolver el sistema, se determina el polinomio interpolador en su forma monomial.

𝑝(𝑥) = 1 − 𝑥 − 3𝑥2 + 4𝑥3

Observación 8.8. Las matrices que aparecen de manera natural al determinar el polinomio interpolador
en forma monomial se conocen bajo el nombre de matrices de Vandermonde.

©­­­­­­«

1 𝑥0 𝑥2
0 . . . 𝑥𝑛0

1 𝑥1 𝑥2
1 . . . 𝑥𝑛1

1 𝑥2 𝑥2
2 . . . 𝑥𝑛2

...
...

...
. . .

...

1 𝑥𝑛 𝑥2
𝑛 . . . 𝑥𝑛𝑛

ª®®®®®®¬
Este tipo de matrices adolecen de una problemática severa en computación, son altamente mal condi-
cionadas. La matriz inversa es extremadamente sensible a pequeñas variaciones de los nodos, lo que
produce resultados dispares en el cálculo de los coeficientes del polinomio, siendo por tanto un método
computacionalmente ineficiente a pesar su simplicidad.
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8.1.2. Polinomios de Lagrange

Al igual que los monomios, los polinomios de Lagrange forman una base de polinomios. Sin
embargo, a diferencia de aquellos, estos dependen de los nodos dados, es más, se construyen a
partir de ellos.

Definición 8.9. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos, el 𝑖-ésimo polinomio de Lagrange, denotado 𝐿𝑛𝑖 ,
es el polinomio de grado 𝑛 dado por la expresión

𝐿𝑛𝑖 (𝑥) =
∏
𝑘≠𝑖

𝑥 − 𝑥𝑘
𝑥𝑖 − 𝑥𝑘

=
𝑥 − 𝑥0

𝑥𝑖 − 𝑥0
· 𝑥 − 𝑥1

𝑥𝑖 − 𝑥1
· . . .︷ ︸︸ ︷
�

�
��Z

Z
ZZ

𝑥 − 𝑥𝑖
𝑥𝑖 − 𝑥𝑖

· 𝑥 − 𝑥𝑛
𝑥𝑖 − 𝑥𝑛

en la que el factor para 𝑘 = 𝑖 no aparece.

Ejemplo 8.10.

𝐿3
0(𝑥) =

�
�
�@

@
@

𝑥 − 0
0 − 0

·
𝑥 − 1

4

0 − 1
4
·
𝑥 − 1

2

0 − 1
2
· 𝑥 − 1

0 − 1
= −8(𝑥 − 1

4 ) (𝑥 −
1
2 ) (𝑥 − 1)

𝐿3
1(𝑥) =

𝑥 − 0
1
4 − 0

·
�
�
��@

@
@@

𝑥 − 1
4

1
4 − 1

4
·
𝑥 − 1

2
1
4 − 1

2
· 𝑥 − 1

1
4 − 1

= 64
3 (𝑥 − 0) (𝑥 − 1

2 ) (𝑥 − 1)

𝐿3
2(𝑥) =

𝑥 − 0
1
2 − 0

·
𝑥 − 1

4
1
2 − 1

4
·
�
�
��@

@
@@

𝑥 − 1
2

1
2 − 1

2
· 𝑥 − 1

1
2 − 1

= −16(𝑥 − 0) (𝑥 − 1
4 ) (𝑥 − 1)

𝐿3
3(𝑥) =

𝑥 − 0
1 − 0

·
𝑥 − 1

4

1 − 1
4
·
𝑥 − 1

2

1 − 1
2
·
�

�
�@

@
@

𝑥 − 1
1 − 1

= 8
3 (𝑥 − 0) (𝑥 − 1

4 ) (𝑥 −
1
2 )

Es fácil ver a partir de la definición que los polinomios de Lagrange tienen la siguiente propiedad:
el 𝑖-ésimo polinomio de Lagrange vale 1 en el 𝑖-ésimo nodo y se anula en los demás. Dicho de otro
modo,

𝐿𝑛𝑖 (𝑥 𝑗) = 𝛿𝑖 𝑗 =

{
0, 𝑖 ≠ 𝑗

1, 𝑖 = 𝑗

donde 𝛿𝑖 𝑗 es la delta de Kronecker (cuya definición es la dada).

Ejemplo 8.11. 𝐿3
2(𝑥0=0) = 0 𝐿3

2(𝑥1=
1
4 ) = 0 𝐿3

2(𝑥2=
1
2 ) = 1 𝐿3

2(𝑥3=1) = 0

Esta propiedad permite demostrar dos hechos de forma independiente e inmediata. Uno, los po-
linomios de Lagrange forman una base de P𝑛, algo que no sorprende si se observa que recuerdan
a la base canónica de ℝ𝑛+1. Los valores que toma el primer polinomio de Lagrange en los conse-
cutivos nodos es (1, 0, 0, 0); el segundo, (0, 1, 0, 0); etc. Dos, objeto de nuestro interés, expresar el
polinomio interpolador en términos de los polinomios de Lagrange no sólo es factible (por ser base)
sino que es trivial: los coeficientes del polinomio no son más que los datos o imágenes de la función
interpolada.

Teorema 8.12. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos, el conjunto de polinomios de Lagrange asociados
a estos es base de los polinomios de grado menor o igual a 𝑛.

P𝑛 = ⟨{𝐿𝑛𝑖 (𝑥) : 𝑖 = 0, 1, . . . , 𝑛}⟩

Teorema 8.13. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos y una función 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, el polinomio
interpolador de 𝑓 es el polinomio dado por la expresión

𝑝𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑦𝑖𝐿
𝑛
𝑖 (𝑥) = 𝑦0𝐿

𝑛
0 (𝑥) + 𝑦1𝐿

𝑛
1 (𝑥) + · · · + 𝑦𝑛𝐿

𝑛
𝑛(𝑥)

donde 𝑦𝑖 = 𝑓 (𝑥𝑖), 𝑖 = 0, . . . , 𝑛. Esta expresión se llama forma de Lagrange del polinomio interpolador.
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Ejemplo 8.14. Retomando el ejemplo inicial e hilo conductor de esta sección, al haber determinado los
polinomios de Lagrange en el ejemplo 8.10, tenemos que determinar el polinomio interpolador en su
forma de Lagrange es inmediato.

𝑝(𝑥) = 1 · 𝐿3
0(𝑥) + 5

8 · 𝐿3
1(𝑥) + 1

4 · 𝐿3
2(𝑥) + 1 · 𝐿3

3(𝑥)
= − 8(𝑥 − 1

4 ) (𝑥 −
1
2 ) (𝑥 − 1) + 40

3 𝑥(𝑥 −
1
2 ) (𝑥 − 1) − 4𝑥(𝑥 − 1

4 ) (𝑥 − 1) + 8
3𝑥(𝑥 −

1
4 ) (𝑥 −

1
2 )

Puede comprobarse que, al expandir la fórmula anterior, se obtiene la expresión del Ejemplo 8.1, con lo
que ahora tenemos dos expresiones diferentes para un mismo polinomio.

El resultado anterior también nos indica cómo determinar las coordenadas de un polinomio
cualquiera en la base dada por los polinomios de Lagrange: basta evaluar el polinomio en los nodos.

Ejemplo 8.15. ∃!𝑐𝑖 : 3 − 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥3 = 𝑐0𝐿
3
0(𝑥) + 𝑐1𝐿

3
1(𝑥) + 𝑐2𝐿

3
2(𝑥) + 𝑐3𝐿

3
3(𝑥)

𝑞(𝑥) ≔ 3 − 2𝑥 − 𝑥2 + 2𝑥3 ⇒ 𝑐0 = 𝑞(0) = 0, 𝑐1 = 𝑞( 1
4 ) =

19
8 , 𝑐2 = 𝑞( 1

4 ) = 2, 𝑐3 = 𝑞(1) = 2

Observación 8.16. Como ya vimos, pese a que determinar el polinomio interpolador en forma mono-
mial puede parecer inmediato dada la sencillez de su expresión, no es computacionalmente viable debido
al mal condicionamiento del problema, Observación 8.8. En el caso de la forma de Lagrange, acabamos
de ver que no es necesario determinar los coeficientes del polinomio interpolador en la base de Lagran-
ge puesto que ya se conocen a priori, son las imágenes de la función interpolada en los nodos dados.
Sin embargo y pese a que la propia expresión de los polinomios de Lagrange es relativamente simple, la
evaluación de estos es computacionalmente costosa. Al tener todos los polinomios de Lagrange los mis-
mos factores excepto uno, no permite una factorización del polinomio interpolador de tipo Horner lo que
obliga a expresarlo en forma monomial, algo sencillo pero ineficiente, o buscar otras soluciones.

8.1.3. Diferencias divididas

El método de las diferencias divididas es un algoritmo basado en el cálculo de unos elementos,
las llamadas diferencias divididas, de las que el método toma el nombre, y que sirve para determinar
de forma eficiente el polinomio interpolador. Las diferencias divididas se calculan recursivamente
de menor a mayor orden según la siguiente definición.

Definición 8.17. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos y 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, las diferencias divididas de
orden cero son los propios valores de la función en los nodos

𝑓 [𝑥𝑖] = 𝑓 (𝑥𝑖), 0 ≤ 𝑖 ≤ 𝑛,

y las diferencias divididas de orden superior (uno, dos, etc.) vienen definidas por la relación de recursi-
vidad

𝑓 [𝑥𝑖 , . . . , 𝑥 𝑗] =
𝑓 [𝑥𝑖+1, . . . , 𝑥 𝑗] − 𝑓 [𝑥𝑖 , . . . , 𝑥 𝑗−1]

𝑥 𝑗 − 𝑥𝑖
, 0 ≤ 𝑖 < 𝑗 ≤ 𝑛.

Ejemplo 8.18.

𝑓 [𝑥1, 𝑥2] =
𝑓 [𝑥2] − 𝑓 [𝑥1]

𝑥2 − 𝑥1
𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =

𝑓 [𝑥1, 𝑥2] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1]
𝑥2 − 𝑥0

Para calcular todas las diferencias divididas, es práctico realizar el cálculo rellenando una matriz
triangular inferior en las que las columnas indican el orden de las diferencias: la primera columna
de diferencias divididas son de orden cero; la segunda columna, de orden dos; la tercera, de orden
cuatro, etc. Puesto que las diferencias divididas vienen definidas de forma recursiva, su cálculo es
progresivo de menor a mayor orden, de izquierda a derecha, teniendo en cuenta que las de orden
cero ya están dadas.
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𝑥0 𝑓 [𝑥0]
𝑥1 𝑓 [𝑥1] 𝑓 [𝑥0, 𝑥1]
𝑥2 𝑓 [𝑥2] 𝑓 [𝑥1, 𝑥2] 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2]
𝑥3 𝑓 [𝑥3] 𝑓 [𝑥2, 𝑥3] 𝑓 [𝑥1, 𝑥2, 𝑥3] 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2, 𝑥3]

De esta tabla nos interesará, sin embargo, sólo la diagonal, cuyos elementos son precisamente
los coeficientes del polinomio interpolador en su forma de Newton.

Teorema 8.19. Dados {𝑥𝑖}𝑛𝑖=0 ⊆ ℝ distintos dos a dos y una función 𝑓 : [𝑎, 𝑏] → ℝ, el polinomio
interpolador de 𝑓 es el polinomio dado por la expresión

𝑝𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑖=0

𝑓 [𝑥0, . . . , 𝑥𝑖]
𝑖−1∏
𝑗=0

(𝑥 − 𝑥 𝑗)

= 𝑓 [𝑥0] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (𝑥 − 𝑥0) (𝑥 − 𝑥1) + . . . + 𝑓 [𝑥0, . . . , 𝑥𝑛] (𝑥 − 𝑥0) · · · (𝑥 − 𝑥𝑛−1)

donde
∏−1

𝑗=0(𝑥 − 𝑥 𝑗) = 1. Esta expresión se llama forma de Newton del polinomio interpolador.

Ejemplo 8.20.

Observación 8.21. A nivel computacional, expresar el polinomio interpolador en la forma de Newton
ofrece grandes ventajas.

Este método no adolece de inestabilidad numérica como lo hacı́a la forma de Vandermonde.

El coste computacional proviene en mayor medida del cálculo de las diferencias divididas, menor
que el de Vandermonde, ya que, al poder factorizar ahora el polinomio, puede evaluarse económi-
camente con un algoritmo tipo Horner, a diferencia de la forma de Lagrange.

El método es reutilizable. Sin rehacer cálculos, al añadir un nuevo nodo (recordar que no necesa-
riamente deben estar ordenados, Observación 8.2), basta añadir una nueva fila a la tabla anterior
con la que obtendrı́amos una nueva diferencia dividida de orden 𝑛 como coeficiente de un nuevo
término de orden 𝑛 + 1 en el polinomio.

Expresar el polinomio interpolador en la forma de Newton permite demostrar un resultado si-
milar al teorema de Taylor.

Teorema 8.22. Si 𝑓 ∈ C𝑛+1( [𝑎, 𝑏]), entonces el error cometido al interpolar la función 𝑓 es

𝑓 (𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥) =
𝑓 (𝑛+1) (𝜉)
(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑗=0

(𝑥 − 𝑥 𝑗)

donde 𝜉 ∈ [𝑎, 𝑏].

La diferencia entre este resultado y el de Taylor estriba en que este último es un resultado local,
en torno al punto de desarrollo, mientras que el primero es global, entendiendo como global el
intervalo [𝑎, 𝑏]. Esta resultado permite además acotar el error cometido.

| 𝑓 (𝑥) − 𝑝𝑛(𝑥) | ≤
máx[𝑎,𝑏] | 𝑓 (𝑛+1) (𝜉) |

(𝑛 + 1)!

𝑛∏
𝑗=0

|𝑥 − 𝑥 𝑗 |
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8.2. Derivación numérica

Tras recuperar (aproximar) los valores de la función 𝑓 a lo largo del intervalo [𝑎, 𝑏] a partir de
unos datos, proseguimos con la trinidad del Análisis (continuidad, derivabilidad e integrabilidad) a
nivel numérico. La derivación numérica trata a su vez de recuperar los valores de la derivada de 𝑓 a
partir de esos mismos datos, interesándonos particularmente en hacerlo en los nodos y no tanto a
lo largo de todo el intervalo [𝑎, 𝑏], lo que dará lugar a unas fórmulas (recetas) sencillas del tipo

𝑓 ′(𝑥𝑖) ≈
1
ℎ

𝑛∑︁
𝑗=0

𝑐 𝑗 𝑓 (𝑥 𝑗) ,

donde los coeficientes 𝑐 𝑗 satisfacen
∑𝑛

𝑗=0 𝑐 𝑗 = 0. Estas fórmulas se obtienen de forma genérica
aplicando la siguiente idea: si un polinomio interpolador, 𝑝𝑛, aproxima moderadamente bien a la
función 𝑓 , es razonable conjeturar que lo mismo ocurrirá con las derivadas. Es decir, que la primera
derivada de 𝑝𝑛 aproxime adecuadamente a la primera derivada de 𝑓 y ası́ con las derivadas de orden
superior.

∀𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥𝑛] 𝑝𝑛(𝑥) ≈ 𝑓 (𝑥) ⇝ 𝑝′𝑛(𝑥) ≈ 𝑓 ′(𝑥), 𝑝′′𝑛 (𝑥) ≈ 𝑓 ′′(𝑥), 𝑝′′′𝑛 (𝑥) ≈ 𝑓 ′′′(𝑥), . . .

De ahora en adelante, supondremos que los nodos son equidistantes, más concretamente, que
la distancia entre cualquier par de nodos consecutivos es ℎ > 0.

ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛
, ℎ = 𝑥𝑖 − 𝑥𝑖−1, 𝑥𝑖 = 𝑥𝑖−1 + ℎ, 𝑥𝑖 = 𝑥0 + 𝑖ℎ, ∀𝑖 = 1, . . . , 𝑛

8.2.1. Diferencias finitas de primer orden

Como ya hemos visto, dados dos nodos ordenados {𝑥0, 𝑥1}, sea ℎ = 𝑥1 − 𝑥0 la distancia entre
ellos. El polinomio interpolador de primer orden que interpola a 𝑓 en los nodos dados viene dado
en su forma de Newton por la expresión

𝑝1(𝑥) = 𝑓 [𝑥0] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) .

La derivada de 𝑝1 es entonces la diferencia dividida o cociente de diferencias

𝑝′1(𝑥) = 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] =
𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
.

En general, tenemos que esta expresión aproxima a 𝑓 ′(𝑥) para todo 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1], tanto más cuanto
más cerca estén los nodos entre sı́. El error que comete al aproximar a 𝑓 ′(𝑥) define un error que
depende de la propia función 𝑓 , del punto 𝑥 para el cual se aproxima la derivada y la distancia ℎ

entre los nodos. El error además tiende a cero cuando ℎ también lo hace.

∀𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥1]
𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)

𝑥1 − 𝑥0
= 𝑓 ′(𝑥) + 𝐸der.( 𝑓 , 𝑥, ℎ)︸         ︷︷         ︸

pequeño

De hecho, para 𝑥 = 𝑥0, 𝑥 = 𝑥1 y 𝑥 = 𝑥1/2 ≔
𝑥0+𝑥1

2 (punto medio) tenemos que

𝑓 ′(𝑥0) = lı́m
𝑥1→𝑥0

𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)
𝑥1 − 𝑥0

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥0 + ℎ) − 𝑓 (𝑥0)
ℎ

,

𝑓 ′(𝑥1) = lı́m
𝑥0→𝑥1

𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)
𝑥1 − 𝑥0

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥1 − ℎ)
ℎ

,

𝑓 ′(𝑥1/2) = lı́m
𝑥0,𝑥1→𝑥1/2

𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0)
𝑥1 − 𝑥0

= lı́m
ℎ→0

𝑓 (𝑥1/2 + ℎ
2 ) − 𝑓 (𝑥1/2 − ℎ

2 )
ℎ

.

Los numeradores que aparecen en las expresiones anteriores reciben un nombre particular.
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Definición 8.23. Dada una función 𝑓 y un punto 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ), se llaman diferencias finitas de primer
orden progresiva, regresiva y central a las expresiones

Δℎ[ 𝑓 ] (𝑥) ≔ 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥) , ∇ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) ≔ 𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − ℎ) , y 𝛿ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) ≔ 𝑓 (𝑥 + ℎ
2 ) − 𝑓 (𝑥 − ℎ

2 ) ,

respectivamente, donde ℎ > 0 es un valor tal que 𝑥 ± ℎ, 𝑥 ± ℎ
2 ∈ Dom( 𝑓 ), según el caso.

Las diferencias finitas progresiva y regresiva permiten aproximar la derivada de una función en
un punto 𝑥 utilizando, además de la información ((presente)) en 𝑥, la información a ((futuro)), 𝑥 + ℎ,
y ((pasado)), 𝑥 − ℎ, respectivamente. Cuando se consideran puntos indexados (con subı́ndice), se
utilizan también las expresiones

Δ 𝑓 (𝑥0) = 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0) = ∇ 𝑓 (𝑥1) .

En este caso, la diferencia 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0) es progresiva vista desde 𝑥0 y regresiva vista desde 𝑥1. La
diferencia finita central a su vez permite aproximar la derivada utilizando información a ((futuro)) y
((pasado)). No es posible expresarla únicamente en términos de nodos sin introducir puntos medios.
Con nodos 𝑥0, 𝑥1, 𝑥2 y puntos medios 𝑥1/2, 𝑥3/2,

𝛿𝑓 (𝑥1/2) = 𝑓 (𝑥1) − 𝑓 (𝑥0) , 𝛿 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥3/2) − 𝑓 (𝑥1/2) y 𝛿𝑓 (𝑥3/2) = 𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥1) .

Teorema 8.24. Sea 𝑓 dos (o tres) veces derivable en 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ), entonces se tiene que, dado ℎ > 0
suficientemente pequeño,

Δℎ 𝑓 (𝑥)
ℎ

=
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥)

ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) + 1

2 𝑓
′′(𝜉+)ℎ ,

∇ℎ 𝑓 (𝑥)
ℎ

=
𝑓 (𝑥) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)

ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) − 1

2 𝑓
′′(𝜉−)ℎ ,

𝛿2ℎ 𝑓 (𝑥)
2ℎ

=
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)

2ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) + 1

6 𝑓
′′′(𝜉0)ℎ2 ,

donde 𝜉+ ∈ [𝑥, 𝑥 + ℎ], 𝜉− ∈ [𝑥 − ℎ, 𝑥] o 𝜉0 ∈ [𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ], según el caso.

El segundo término que aparece en el miembro derecho de cada una de estas expresiones co-
rresponde al error cometido al aproximar la derivada de una función en un punto por medio de
diferencias finitas de primer orden. Cabe destacar que, mientras que las dos primeras fórmulas,
correspondientes a las diferencias progresiva y regresiva, tienen un error lineal, de orden uno, la
última, correspondiente a la diferencia central, lo tiene cuadrático, de orden dos. Por ello, es prefe-
rible, cuando se pueda, utilizar la fórmula central. Mencionar también que la diferencia central está
escrita para un paso 2ℎ, lo que simplifica ligeramente la expresión.

Con la notación abreviada vista anteriormente,

𝑓 ′(𝑥1) ≈
Δ 𝑓 (𝑥1)
Δ𝑥1

≈ ∇ 𝑓 (𝑥1)
∇𝑥1

≈ 𝛿𝑓 (𝑥1)
𝛿𝑥1

,

notando que

Δ𝑥1 = 𝑥2 − 𝑥1 = ℎ , ∇𝑥1 = 𝑥1 − 𝑥0 = ℎ y 𝛿𝑥1 = 𝑥3/2 − 𝑥1/2 = ℎ .

8.2.2. Diferencias finitas de segundo orden

Pongamos que queramos aproximar la segunda derivada de 𝑓 en un punto 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ). En-
tonces, 𝑝1 no es de utilidad ya que su segunda derivada es idénticamente nula, 𝑝′′1 ≡ 0. Por ello, es
necesario considerar el polinomio interpolador de segundo orden, 𝑝2, asociado a tres nodos equi-
distantes {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2} cuya expresión en forma de Newton es

𝑝2(𝑥) = 𝑓 [𝑥0] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (𝑥 − 𝑥0) (𝑥 − 𝑥1) .
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Derivando dos veces con respecto a 𝑥, obtenemos que la segunda derivada de 𝑝2 es (salvo factor)
una diferencia dividida de segundo orden,

𝑝′′2 (𝑥) = 2 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] =
𝑓 [𝑥1, 𝑥2] − 𝑓 [𝑥0, 𝑥1]

ℎ
=
𝑓 (𝑥0) − 2 𝑓 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥2)

ℎ2 .

De forma similar a lo que ocurrı́a con 𝑝′1, en general, tenemos que esta expresión aproxima a 𝑓 ′′(𝑥)
para todo 𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥2] de forma que el error cometido tenderá a cero cuando ℎ lo haga.

∀𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥2]
𝑓 (𝑥2) − 2 𝑓 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥0)

ℎ
= 𝑓 ′′(𝑥) + 𝐸der.( 𝑓 , 𝑥, ℎ)︸         ︷︷         ︸

pequeño

De igual forma, el término de error tiene una expresión determinada y en cierto modo familiar
para nodos particulares: inicial, final y central. Antes de verlo, observemos que el numerador en
𝑝′′2 (𝑥) puede interpretarse nuevamente de tres formas diferentes como una diferencia finita, en
esta ocasión de segundo orden.

Definición 8.25. Dada una función 𝑓 y un punto 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ), se llaman diferencias finitas de segundo
orden progresiva, regresiva y central a la doble iteración de las respectivas diferencias de primer orden,
esto es

Δ2
ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) = Δℎ[Δℎ 𝑓 ] (𝑥) ≔ Δℎ[ 𝑓 ] (𝑥 + ℎ) − Δℎ[ 𝑓 ] (𝑥) = 𝑓 (𝑥 + 2ℎ) − 2 𝑓 (𝑥 + ℎ) + 𝑓 (𝑥) ,

∇2
ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) = ∇ℎ[∇ℎ 𝑓 ] (𝑥) ≔ ∇ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) − ∇ℎ[ 𝑓 ] (𝑥 − ℎ) = 𝑓 (𝑥) − 2 𝑓 (𝑥 − ℎ) + 𝑓 (𝑥 − 2ℎ) , y

𝛿2
ℎ[ 𝑓 ] (𝑥) = 𝛿ℎ[𝛿ℎ 𝑓 ] (𝑥) ≔ 𝛿ℎ[ 𝑓 ] (𝑥 + ℎ

2 ) − 𝛿ℎ[ 𝑓 ] (𝑥 − ℎ
2 ) = 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 2 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥 − ℎ) ,

donde ℎ > 0 es un valor tal que 𝑥 ± 2ℎ, 𝑥 ± ℎ ∈ Dom( 𝑓 ), según el caso.

Para puntos indexados, tenemos las expresiones

Δ2 𝑓 (𝑥0) = ∇2 𝑓 (𝑥2) = 𝛿2 𝑓 (𝑥1) = 𝑓 (𝑥2) − 2 𝑓 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥0) .

Teorema 8.26. Sea 𝑓 tres (o cuatro) veces derivable en 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ), entonces se tiene que, dado ℎ > 0
suficientemente pequeño,

Δ2
ℎ 𝑓 (𝑥)
ℎ2 =

𝑓 (𝑥 + 2ℎ) − 2 𝑓 (𝑥 + ℎ) + 𝑓 (𝑥)
ℎ2 = 𝑓 ′′(𝑥) + 1

2 𝑓
′′′(𝜉+)ℎ ,

∇2
ℎ 𝑓 (𝑥)
ℎ2 =

𝑓 (𝑥) − 2 𝑓 (𝑥 − ℎ) + 𝑓 (𝑥 − 2ℎ)
ℎ2 = 𝑓 ′′(𝑥) − 1

2 𝑓
′′′(𝜉−)ℎ ,

𝛿2
ℎ 𝑓 (𝑥)
ℎ2 =

𝑓 (𝑥 + ℎ) − 2 𝑓 (𝑥) + 𝑓 (𝑥 − ℎ)
ℎ2 = 𝑓 ′′(𝑥) + 1

24 𝑓
𝑖𝑣 (𝜉0)ℎ2 ,

donde 𝜉+ ∈ [𝑥, 𝑥 + 2ℎ], 𝜉− ∈ [𝑥 − 2ℎ, 𝑥] o 𝜉0 ∈ [𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ], según el caso.

8.2.3. Diferencias combinadas

Para poder mejorar las aproximaciones a 𝑓 ′ y 𝑓 ′′ o, dicho de otro modo, disminuir los errores
cometidos, tenemos que mejorar la aproximación que inicialmente se hace para la propia función
𝑓 . Para ello, es necesario considerar polinomios interpoladores de mayor orden. En el caso de 𝑓 ′,
consideraremos por simplicidad el polinomio interpolador de segundo orden, 𝑝2, asociado a tres
nodos equidistantes {𝑥0, 𝑥1, 𝑥2}. Recordemos que su expresión en forma de Newton es

𝑝2(𝑥) = 𝑓 [𝑥0] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] (𝑥 − 𝑥0) + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (𝑥 − 𝑥0) (𝑥 − 𝑥1) .
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Derivando con respecto a 𝑥, obtenemos

𝑝′2(𝑥) = 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (2𝑥 − 𝑥0 − 𝑥1) .

Esta última expresión aproxima a 𝑓 ′(𝑥) en todo el intervalo [𝑥0, 𝑥2] y, dependiendo del punto con-
siderado, se cometerá un error u otro.

∀𝑥 ∈ [𝑥0, 𝑥2] 𝑓 [𝑥0, 𝑥1] + 𝑓 [𝑥0, 𝑥1, 𝑥2] (2𝑥 − 𝑥0 − 𝑥1) = 𝑓 ′(𝑥) + 𝐸der.( 𝑓 , 𝑥, ℎ)

Observar que, de hecho y a diferencia de lo que ocurrı́a para la derivada del polinomio de primer
orden, 𝑝′1, 𝑝′2 depende explı́citamente de 𝑥, pero al igual que hicimos entonces, vamos a centrar
ahora el estudio de 𝑝′2 en los puntos de interés: los nodos laterales, 𝑥0 y 𝑥2, y el nodo central o punto
medio, que en este caso es 𝑥1.

𝑝′2(𝑥0) =
− 𝑓 (𝑥2) + 4 𝑓 (𝑥1) − 3 𝑓 (𝑥0)

2ℎ
𝑝′2(𝑥1) =

𝑓 (𝑥2) − 𝑓 (𝑥0)
2ℎ

𝑝′2(𝑥2) =
3 𝑓 (𝑥2) − 4 𝑓 (𝑥1) + 𝑓 (𝑥0)

2ℎ

Las expresiones de la primera derivada de 𝑝2 en los diferentes nodos puede reescribirse fácil-
mente en términos de diferencias de primer y segundo orden.

Teorema 8.27. Sea 𝑓 tres veces derivable en 𝑥 ∈ Dom( 𝑓 ), entonces se tiene que, dado ℎ > 0 suficiente-
mente pequeño,

Δℎ 𝑓 (𝑥) − 1
2Δ

2
ℎ 𝑓 (𝑥)

ℎ
=

3Δℎ 𝑓 (𝑥) − Δℎ 𝑓 (𝑥 + ℎ)
2ℎ

=
− 𝑓 (𝑥 + 2ℎ) + 4 𝑓 (𝑥 + ℎ) − 3 𝑓 (𝑥)

2ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) − 1

3 𝑓
′′′(𝜉+)ℎ2 ,

∇ℎ 𝑓 (𝑥) − 1
2∇

2
ℎ 𝑓 (𝑥)

ℎ
=

3∇ℎ 𝑓 (𝑥) − ∇ℎ 𝑓 (𝑥 − ℎ)
2ℎ

=
3 𝑓 (𝑥) − 4 𝑓 (𝑥 − ℎ) + 𝑓 (𝑥 − 2ℎ)

2ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) − 1

3 𝑓
′′′(𝜉−)ℎ2 ,

𝛿2ℎ 𝑓 (𝑥)
2ℎ

=
𝑓 (𝑥 + ℎ) − 𝑓 (𝑥 − ℎ)

2ℎ
= 𝑓 ′(𝑥) + 1

6 𝑓
′′′(𝜉0)ℎ2 ,

donde 𝜉+ ∈ [𝑥, 𝑥 + 2ℎ], 𝜉− ∈ [𝑥 − 2ℎ, 𝑥] o 𝜉0 ∈ [𝑥 − ℎ, 𝑥 + ℎ], según el caso.

Una observación de interés es que hemos recuperado la fórmula central, pero en esta ocasión
directamente tras evaluar la derivada del polinomio interpolador de segundo orden en un nodo
entendido como central.

8.3. Integración Numérica

En esta sección completamos las bases del cálculo numérico con los principios elementales de
la integración numérica. Si en la sección anterior obtenı́amos fórmulas, reglas, recetas, que nos per-
mitı́an estimar la variación de una función a partir de un número pequeño de evaluaciones cercanos
a un punto dado, aquı́ estimaremos la integral de una función a partir de evaluaciones distribuidas
por un intervalo. El número de evaluaciones será motivo de discusión y origen de diferentes clases
de reglas, simples y compuestas. Las primeras son una aproximación ((macroscópica)) de la integral
que repetiremos a nivel ((microscópico)) en las segundas con el fin de pulir los resultados.

8.3.1. Reglas simples

Las reglas simples de integración numérica pueden interpretarse como procedimientos ma-
croscópicos para aproximar una integral con un número relativamente pequeño de evaluaciones
de una función 𝑓 a lo largo de un intervalo [𝑎, 𝑏]. Estas reglas son fórmulas del tipo∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑓 (𝑥𝑘)
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donde los coeficientes 𝑐𝑘 satisfacen
∑𝑛
𝑘=0 𝑐𝑘 = 1, las cuales tienen un lectura sencilla: aproximan la

integral por el área de un rectángulo de anchura 𝑏− 𝑎 y de altura dada por la media ponderada de
los valores de 𝑓 en los nodos. Esta relación se reescribe en ocasiones y por comodidad de la forma∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ 𝑏 − 𝑎

𝐷

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘 𝑓 (𝑥𝑘) ,

donde los coeficientes 𝑑𝑘 satisfacen
∑𝑛
𝑘=0 𝑑𝑘 = 𝐷.

Aplicando el mismo principio que en el caso de la derivación numérica, si el polinomio que in-
terpola una función la aproxima adecuadamente, cabe esperar que el área encerrada por la función
y por el polinomio serán aproximadamente iguales. Las reglas simples de integración se obtienen
por simple integración del polinomio interpolador en su forma de Lagrange. Siendo que los polino-
mios de Lagrange 𝐿𝑛

𝑘
son polinomios independientes del la función interpolada, su integral puede

calcularse fácilmente para ası́ determinar reglas de integración que, por construcción, cometerán
un error que se espera pequeño. Este error dependerá la propia función interpolada y de los nodos
elegidos.

𝑓 (𝑥) ≈ 𝑝𝑛(𝑥) =
𝑛∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑥𝑘)𝐿𝑛𝑘 (𝑥) ⇝
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

𝑛∑︁
𝑘=0

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥𝑘)𝐿𝑛𝑘 (𝑥) d𝑥 − 𝐸int.( 𝑓 , {𝑥𝑘}𝑛𝑘=0)

Reglas rectangulares simples

El polinomio interpolador más simple que puede definirse es el polinomio constante dado por el
valor de una función en un nodo. Al integrar este polinomio, obtenemos la regla más rudimentaria
de todas: la regla rectangular. Dependiendo de qué punto es el nodo en relación al intervalo, la regla
se interpreta de forma diferente, dando lugar a diferentes errores.

𝑥0 ∈ [𝑎, 𝑏] ⇝ 𝑝0(𝑥) = 𝑓 (𝑥0) ⇒
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ 𝑓 (𝑥0) · (𝑏 − 𝑎)

En la siguiente tabla, se muestran las reglas rectangulares simples según si se considera 𝑥0 como el
extremo izquierdo del intervalo, el punto medio o el extremo derecho. Cada caso produce un error
diferente.

Soporte 𝑥0 = 𝑎 𝑥0 = 𝑎+𝑏
2 𝑥0 = 𝑏 𝑥0 = 𝑎, 𝑏

Regla 𝑓 (𝑎) (𝑏 − 𝑎) 𝑓 ( 𝑎+𝑏2 ) (𝑏 − 𝑎) 𝑓 (𝑏) (𝑏 − 𝑎) 1
2 ( 𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)) (𝑏 − 𝑎)

Error 1
2 𝑓

′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)2 − 1
24 𝑓

′′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)3 −1
2 𝑓

′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)2 − 1
12 𝑓

′′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)3

Ejemplo 8.28. En la siguiente tabla, se muestran los errores cometidos al aproximar polinomios de orden
bajo cuya integral entre 0 y 1 es 1. Para el último caso, se muestra además el error cometido al calcular
la integral entre 0 y 1/2 con las mismas reglas.∫ 1

0
𝑓 (𝑥) d𝑥 = 1

Función 1 2𝑥 3𝑥2 2 − 6𝑥 + 6𝑥2

𝑏 = 1 𝑏 = 1/2

Izqda. 0.0 1.0 1.0 1.0 -0.5
Dcha. 0.0 -1.0 -2.0 -1.0 0.25
Pto. medio 0.0 0.0 0.25 0.5 0.0625
Trapecio 0.0 0.0 -0.5 -1.0 -0.125
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Es interesante observar que, las reglas rectangulares a izquierda y derecha son exactos para integrar
constantes (i.e. polinomios de orden 0) y las reglas de punto medio y trapecio son exactos para integrar,
no sólo constantes, sino también rectas.

Utilizando la regla de Barrow, la relación entre 𝑓 y su primitiva 𝐹, 𝐹′ = 𝑓 , y un desarrollo de Taylor
de segundo o tercer orden (en el extremo izquierdo, derecho o punto medio, según corresponda),
pueden demostrar de forma sencilla las fórmulas de los errores anteriores.∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 = 𝐹 (𝑏) − 𝐹 (𝑎)

= 𝐹 (𝑎 + (𝑏 − 𝑎)) − 𝐹 (𝑎)
= 𝐹′(𝑎) (𝑏 − 𝑎) + 1

2𝐹
′′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)2

= 𝑓 (𝑎) (𝑏 − 𝑎) + 1
2 𝑓

′(𝜉) (𝑏 − 𝑎)2

Para obtener reglas de integración más precisas, dados 𝑛 + 1 nodos distribuidos en el intervalo
[𝑎, 𝑏], se determinan los polinomios de Lagrange asociados a estos. Para cada polinomio 𝐿𝑛

𝑘
, se

calcula un coeficiente asociado 𝑐𝑘, la contribución media de área del polinomio. Puesto que la suma
de los polinomios de Lagrange es idénticamente 1, la suma de los 𝑐𝑘 es 1. Es decir, son efectivamente
pesos o porcentajes que permiten calcular una media ponderada. Finalmente, dada una función 𝑓 ,
se calcula la media ponderada de los valores de 𝑓 sobre los nodos según la regla dada por los 𝑐𝑘 y
se multiplica por la anchura del intervalo.

[𝑎, 𝑏]

{𝑥0,...,𝑥𝑛}
↓
⇝ (𝑏−𝑎)𝑐𝑘 =

∫ 𝑏

𝑎
𝐿𝑛𝑘 (𝑥) d𝑥

{ 𝑓 (𝑥0 ) ,..., 𝑓 (𝑥𝑛) }
↓
⇝

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 = (𝑏−𝑎)

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑐𝑘 𝑓 (𝑥𝑘) − 𝐸int.( 𝑓 , {𝑥𝑘}𝑛𝑘=0)

El error cometido al aproximar la integral depende, obviamente, de la función, pero también de la
elección de los nodos. De hecho, la elección de los nodos determina la regla de interpolación, pues
determina los coeficientes de la regla.

Según la elección de los nodos, se definen dos grandes familias de reglas de integración. En
ambas, se consideran 𝑛 + 1 nodos.

Reglas de Newton-Cotes. Se caracterizan por la simplicidad de la elección de sus nodos, dis-
tribuidos uniformemente a lo largo del intervalo: la distancia entre nodos consecutivos es
constante, ℎ = 𝑥𝑘+1 − 𝑥𝑘, 𝑘 = 0, . . . , 𝑛. Estas se dividen a su vez en dos subfamilias.

• Cerradas. Los extremos del intervalo se incluyen entre los nodos.

𝑥0 = 𝑎, 𝑥𝑛 = 𝑏, ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛

• Abiertas. Los extremos del intervalo no se cuentan entre los nodos pero mantienen la
distancia uniforme entre el primero y el último de los nodos.

𝑥0 = 𝑎 + ℎ, 𝑥𝑛 = 𝑏 − ℎ, ℎ =
𝑏 − 𝑎

𝑛 + 2

Reglas de cuadratura gaussiana. Se caracterizan por la optimalidad de la elección de los nodos.
Están distribuidos para minimizar el error de cuadratura. Determinar los nodos es de hecho
una tarea ardua que escapa de los objetivos de estas notas.

Las dos o tres familias, según se mire, tienen una caracterı́stica común: la distribución de los nodos
es simétrica respecto al centro del intervalo y, por lo tanto, también lo son los coeficientes que
definen.

𝑎 + 𝑏 = 𝑥𝑘 + 𝑥𝑛−𝑘 𝑐𝑘 = 𝑐𝑛−𝑘 (𝑑𝑘 = 𝑑𝑛−𝑘)
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Esto puede deducirse fácilmente del hecho de que una regla deberı́a aproximar de igual manera la
integral de una función y de su simétrica (respecto del centro del intervalo).

En las siguientes tablas, se dan los nodos, pesos y errores cometidos para diferentes reglas
conocidas con nombre propio. Para las reglas de Newton-Cotes, es suficiente indicar el número de
nodos, ya que están distribuidos uniformemente, y el carácter de las reglas, cerradas o abiertas.

Reglas de Newton-Cotes cerradas

𝑥0 = 𝑎, . . . , 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘ℎ, . . . , 𝑥𝑛 = 𝑏

ℎ = 𝑏−𝑎
𝑛

⇝
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎)

𝐷

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘 𝑓𝑘

# nodos pesos masa error nombre
𝑛 + 1 𝑑𝑘 𝐷 𝐸int.

2 1, 1 2 − 1
12 𝑓

(2) (𝜉)ℎ3 Trapecio
3 1, 4, 1 6 − 1

90 𝑓
(4) (𝜉)ℎ5 Simpson

4 1, 3, 3, 1 8 − 3
80 𝑓

(4) (𝜉)ℎ5 3/8 de Simpson
5 7, 32, 12, 32, 7 90 − 8

945 𝑓
(6) (𝜉)ℎ7 Boole

2𝑚 (−1) . . . . . . ∝ 𝑓 (2𝑚) (𝜉)ℎ2𝑚+1

Reglas de Newton-Cotes abiertas

𝑥0 = 𝑎 + ℎ, 𝑥𝑘 = 𝑥0 + 𝑘ℎ, 𝑥𝑛 = 𝑏 − ℎ

ℎ = 𝑏−𝑎
𝑛+2

⇝
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎)

𝐷

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘 𝑓𝑘

# nodos pesos masa error nombre
𝑛 + 1 𝑑𝑘 𝐷 𝐸int.

1 1 1 1
3 𝑓

(2) (𝜉)ℎ3 Rect. o pto. medio
2 1, 1 2 3

4 𝑓
(2) (𝜉)ℎ3 Trapecio

3 2,−1, 2 3 14
45 𝑓

(4) (𝜉)ℎ5 Milne
4 11, 1, 1, 11 24 95

144 𝑓
(4) (𝜉)ℎ5

2𝑚 (−1) . . . . . . ∝ 𝑓 (2𝑚) (𝜉)ℎ2𝑚+1

Reglas de cuadratura gaussiana

𝑥𝑘 =
𝑎 + 𝑏

2
+ 𝜆𝑘ℎ

ℎ = 𝑏−𝑎
2 , 𝐷 = 2

⇝
∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ (𝑏 − 𝑎)

𝐷

𝑛∑︁
𝑘=0

𝑑𝑘 𝑓𝑘
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# nodos puntos pesos masa error
𝑛 + 1 𝜆𝑘 𝑑𝑘 𝐷 𝐸int.

1 0 1 1 1
24 𝑓

(2) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)3

2 ± 1√
3

1 2 1
4320 𝑓

(4) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)5

3 0,±
√︃

3
5 8, 9 18 1

126000 𝑓
(6) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)7

4 ±
√︂

3
7 ± 2

7

√︃
5
6 18 ∓

√
30 72 ∝ 𝑓 (8) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)9

𝑁 . . . . . . . . . ∝ 𝑓 (2𝑁) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)2𝑁+1

Pese a los buenos resultados que ofrecen las reglas simples, éstas adolecen de ciertas desven-
tajas.

Determinación de las reglas. Las reglas dependen primordialmente de los nodos o de su distri-
bución. Aun cuando ésta es uniforme, debemos calcular los pesos asociados por integración
de los polinomios de Lagrange. Sin embargo, para un número alto de nodos, determinarlos
es laborioso.

Error ((arbitrario)). El control que tenemos sobre el error cometido es limitado. El error tiene
generalmente la forma

𝐾 𝑓 (𝑛) (𝜉) (𝑏 − 𝑎)𝑚

La constante 𝐾, si bien pequeña, es difı́cil de determinar para órdenes altos. El valor de la
derivada enésima, 𝑓 (𝑛) (𝜉), es desconocido ya que el valor del propio argumento, 𝜉, lo es. Y
aun asumiendo que el producto 𝐾 𝑓 (𝑛) (𝜉) fuese pequeño, el factor (𝑏 − 𝑎)𝑚 es una potencia
que crece rápidamente con la anchura del intervalo. Por ejemplo, si 𝑚 es 7, regla de Boole,
o 9, cuadratura gaussiana de 4 nodos, doblar la anchura del intervalo de integración puede
suponer multiplicar el error por 27 = 128 o 29 = 512.

Efecto Runge. El efecto Runge nos indica que aumentar el número de nodos para interpolar
mejor una función en un intervalo fijado no es necesariamente una buena idea ya que, de
hecho, el error puede explotar.

𝐸 −−−−→
𝑛→∞

∞

Por tanto, para controlar el error, necesitaremos restringirnos a intervalos pequeños y utilizar
un número de nodos relativamente bajo.

8.3.2. Reglas compuestas

Las reglas compuestas se basan en un principio simple: divide y vencerás. Puesto que el error
cometido por las reglas simples se multiplica por una potencia de 2 al doblar la anchura del intervalo,
ası́ mismo el error se divide por la misma potencia al dividir por 2 la anchura del intervalo, o por
potencias de 10 si lo diezmamos. Es decir, el error cometido puede llegar a ser varios órdenes de
magnitud más pequeño que el tamaño del propio intervalo si este es lo suficientemente pequeño.
Por ejemplo, para un intervalo de anchura 0.1, podrı́amos tener un error del orden de 0.0001. Por lo
tanto, la integración en muchos pequeños subintervalos de un intervalo mayor producirı́a errores
ı́nfimos cuya acumulación no se verı́a afectada por el gran número de éstos.

Más concretamente, las reglas compuestas se construyen de forma general aplicando los si-
guientes pasos y principios.

1. Se divide el intervalo original [𝑎, 𝑏] en 𝑁 subintervalos siguiendo una partición usualmente,
pero no necesariamente, uniforme: 𝑎 = 𝑥0 < 𝑥1 < · · · < 𝑥𝑁 = 𝑏de modo que 𝑥𝑘−𝑥𝑘−1 = ℎ > 0
para todo 𝑘 = 1, . . . , 𝑁.
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2. Se utiliza la propiedad de aditividad de la integral para descomponer la integral en 𝑁 suman-
dos. ∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 =

𝑁∑︁
𝑘=1

∫ 𝑥𝑘

𝑥𝑘−1

𝑓 (𝑥) d𝑥

3. Se aplica un regla simple por sumando, usualmente la misma regla para cada uno de ellos,
aunque en en principios podrı́an utilizarse reglas diferentes.

4. Por último, el error global (o acumulado) será igual a la suma de errores locales y su orden
será, en general, en una unidad menor que el orden de la regla simple utilizada. Por ejemplo,
si la regla (o reglas) simple utilizada tiene orden 4, la regla compuesta tendrá orden 3, por lo
que al doblar el tamaño de la partición, se divide por 2 su diámetro y por 23 = 8 el error.

Este proceso convierte las desventajas antes mencionadas de las reglas simples en ventajas.
Seguidamente se muestran expresiones simplificada para algunas reglas compuestas. Estas

simplificaciones se obtienen gracias a la sencillez de las reglas simples asociadas y del hecho de
que el extremo final de un subintervalo es el inicial del siguiente. En ellas se emplea notación ya
común.

ℎ = 𝑏−𝑎
𝑁 𝑥𝑘 = 𝑎 + 𝑘ℎ 𝑥𝑘+1/2 =

1
2 (𝑥𝑘 + 𝑥𝑘+1) = 𝑎 + (𝑘 + 1/2)ℎ

Regla del punto medio compuesta

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ ℎ

𝑁−1∑︁
𝑘=0

𝑓 (𝑥𝑘+1/2)

Regla del trapecio compuesta

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ ℎ

2

𝑁∑︁
𝑘=1

(
𝑓 (𝑥𝑘−1) + 𝑓 (𝑥𝑘)

)
=
ℎ

2
(
𝑓 (𝑎) + 𝑓 (𝑏)

)
+ ℎ

𝑁−1∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑥𝑘)

Regla de Simpson compuesta

∫ 𝑏

𝑎
𝑓 (𝑥) d𝑥 ≈ ℎ

6

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(
𝑓 (𝑥𝑘) + 4 𝑓 (𝑥𝑘+1/2) + 𝑓 (𝑥𝑘+1)

)
=
ℎ

6
(
𝑓 (𝑏) − 𝑓 (𝑎)

)
+ ℎ

3

𝑁−1∑︁
𝑘=0

(
𝑓 (𝑥𝑘) + 2 𝑓 (𝑥𝑘+1/2)

)
Cotas de error

Teorema 8.29 (Orden de error). Si un regla compuesta se construye a partir de reglas simples de orden
𝑞 + 1, entonces la regla compuesta tiene al menos orden 𝑞.

Probar este resultado es sencillo, basta utilizar la definición de los errores y acotar las derivadas
(en valor absoluto) por el máximo de ellas o, más groseramente, por el máximo alcanzado en el
intervalo. Por simplicidad, en la demostración se realiza con la misma regla simple para todo el
intervalo.
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CAPÍTULO 8. CÁLCULO NUMÉRICO

Demostración.

|𝐸 | =
����� 𝑁∑︁
𝑘=1

𝐸𝑘

����� =
����� 𝑁∑︁
𝑘=1

±𝐾 𝑓 (𝑝) (𝜉𝑘)ℎ𝑞+1

����� = 𝐾ℎ𝑞+1

����� 𝑁∑︁
𝑘=1

𝑓 (𝑝) (𝜉𝑘)
����� 𝜉𝑘 ∈ [𝑥𝑘−1, 𝑥𝑘]

≤ 𝐾ℎ𝑞+1
𝑁∑︁
𝑘=1

��� 𝑓 (𝑝) (𝜉𝑘)��� ≤ 𝐾ℎ𝑞+1
𝑁∑︁
𝑘=1

𝑀𝑝 = 𝐾ℎ𝑞+1𝑁𝑀𝑝 𝑀𝑝 = máx
𝜉∈[𝑎,𝑏]

| 𝑓 (𝑝) (𝜉) |

= 𝐾ℎ𝑞(𝑏 − 𝑎)𝑀𝑝

Sirvan como ejemplo del resultado obtenido en la demostración las cotas para las reglas com-
puestas descritas anteriormente.

Cotas de error global

regla pto. medio trapecio Simpson
familia abierta cerrada cerrada

error 𝑏−𝑎
24 𝑀2ℎ

2 𝑏−𝑎
12 𝑀2ℎ

2 𝑏−𝑎
2880𝑀4ℎ

4
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