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0. Conjuntosy funciones en varias variables

Ejercicio 1. Escribe las coordenadas polares o cartesianas de los siguientes puntos de R2.

Solucion.

Ejercicio 2. Representa graficamente en el plano cartesiano los siguientes subconjuntos de R2.

Coordenadas cartesianas

Coordenadas polares

(V2,V2)
(-1,V3)
(2,7/e)
(3,7"/a)
(0,5)
(=1,1)

Coordenadas cartesianas \ Coordenadas polares \

(V2,V2) (2,7/a)
(-1,V3) (2,27/3)
(V3,1) (2,7/s)
(32)2, - 3\2]2) (3,7/a)
(0,5) (5.7/2)
(-1,1) (V2,31/a)

a) A={(x,y) eR?||x| =1,y >0}

b) B={(x,y) €R?| (x - y)(x+y) >0}

0 C={(x,y) eR*|1 <x*+y? <4}

d) D={(x,y) e R? |1 <x?—6x+y? <4}

e) E={(x,y) € R?|x? —5x + y? +4y < 4}

) F={(xy) eR2| S+ L <1}

Solucion.

a) -1

0
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0 CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES
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Ejercicio 3. Representa graficamente en el plano cartesiano y en el plano polar los siguientes sub-

conjuntos de R2.
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a) A={(r,0) € [0,00) x [0, 2rT) |1 <r<20=m}
b) B ={(r,6) € [0,00) x [0,2m) | "/s < 6 < m/3}

¢) C={(r,0) € [0,00) x [0,21) | r =4, 0 < 6 < 3/}

Solucioén.
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Ejercicio 4. Representa graficamente en el plano cartesiano los siguientes subconjuntos de R3.
a) A={(x,y,2) eR3| x| <1, |yl <1, |z <1}
b) B={(x,y,2) e R® | x® +4x +y? + 2% -2z > 1}
0 C={(x,y,2) eR3 |1 <x2+y? <4}
d) D={(x,y,2) eR3|1<x?+22<4,-2<y <5}
Solucion.
a) Cubo (laterales e interior) centrado en el (0,0, 0) y de lado 2.
b) Parte exterior de la esfera centrada en el (2,0, 1) y de radio V6.

¢) Zona comprendida entre dos cilindros verticales centrados en el (0,0,0) y con radios 1y 2.
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0 CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES

d) Zona comprendida entre dos cilindros horizontales (entre y = -2 e y = 5) centrados en el
(0,0,0) y de radios 1y 2.

Ejercicio 5. Representa graficamente en el plano cartesiano los siguientes subconjuntos de R3.

a) A={(r,0,2) € [0,00) X [0,211) xR | z = 2}
b) B={(r,6,2) € [0,00) x [0,2m) xR | § = L}
0 C={(r,0,2) € [0,00) X [0,2m) xR | 1 < r? + 22 < 4}

d) D={(r,6,2) € [0,00) x [0,2m) xR | r <1, |z] < 1}

Solucion.
a) Plano horizontal a la altura z = 2.
b) Semiplano vertical que corta al plano XY en la bisectriz del primer cuadrante.
¢) Zona comprendida entre dos esferas centradas en el (0,0,0) y de radios 1y 2.

d) Cilindro vertical (entre z = -1y z = 1) centrados en el (0,0, 0) y radio 1.

Ejercicio 6. Representa graficamente en el plano cartesiano los siguientes subconjuntos de R3.

a) A={(p,0,¢) € [0,00) x [0,2m) x [0,7] | 1 < p < 2}

b) B = {(p. 8, ¢) € [0,0) x [0,2m) x [0, ] | & = 5}

o) C={(p,0,9) € [0,00)x [0,2m) x [0,71] | p <4,0<6<m <o <m}
Solucion.

a) Zona comprendida entre dos esferas centradas en el (0,0,0) y con radios 1y 2.

b) Semiplano vertical que corta al plano XY en la bisectriz del cuarto cuadrante.

¢) Parte de la esfera esfera centrada en el (0,0,0) y de radio 4 de la parte positiva del eje OY y
negativa del eje OZ.

<

Ejercicio 7. Estudia el dominio y la imagen de las siguientes funciones.

a) f(x,y) =log(x +y—1)

b) f(x,y) =2 —+/sin(x% + y?)

o) f(x,y) = arcsin (¥/2) + \xy

d) f(x,y) =xy+m, para R > 0.

e) flx.y)=e

f) f(x,y) =tan ((x + y)m)
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X+Yy

g) f(Xy J/) =
Ix + y|
h fO,y,2) = VK24 y2+ 221
Solucion.

a) bom(f) ={(x,y) e R?|x+y > 1}

Im(f) =R
b) Dom(f) = Ukenu(oy {(x, ) € R*|kmr < x* + y* < (k + 1)}
Im(f) =1[1,2]

) Dom(f) ={(x,y) e R?| =2 <x <2, xy >0}
Im(f) = [-5, +o)

d) Dom(f) = {(x,y) € R?|x?+ y? > R?}
Im(f) =R

&) Dom(f) = {(x,y) € R?| y # 0}
Im(f) = (0, +0)

f) Dom(f) = {(x,y) € R?|x +y # & conk € Z}
Im(f) =R
g) Dom(f) = {(x,y) € R?|x +y # 0}
Im(f) ={-1, 1}
h) Dom(f) = {(x,y,2) € R3|x?+ y? + 2% > 1}
Im(f) = [0, +c0)
<
Ejercicio 8. Calculay representa en el plano cartesiano y polar el dominio de la siguiente funcién.
fiR> — R3
£, y) = (V¥ +y2 =4, 10g(16 - x* = y?), log(x) + log(y)|

o
N4
N ANANRRRARNRAR

Solucién. ° <
Ejercicio 9. Calculay representa en el plano cartesiano y polar el dominio de la siguiente funcién.
fiR? >R
4

fx,y) = m
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0 CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES
Solucion. Dom(f) = {(x, y) € R?|x* + y? # 2}

2Mt - === =~ === = =-..

Ejercicio 10. Calcula f o g en los siguientes casos.

a) flx,y)=x*~y b) fx,y) =x*+y?
g(t) = (t,t%) g(r,8) = (rcos(6), rsin(6))
Solucién.
a) 0
b) r?

Ejercicio 11. Dibuja las curvas de nivel de las siguientes funciones.

a) fx,y)=x+y A F(x,y) :é
b) f(x,y)=x*+y? d) f(x,y) =x?
Solucién.
y
mm K=0
a) - K =1
X
e K =-1
y

b)

)
-/
1
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y
mm K=0
mm K =1

)

X mm K =1
mm K =2

y
mm K=0
d) X mm K =1

|

Ejercicio 12. Para los siguientes conjuntos, indica si son abiertos, cerrados, acotados y determina
el interior, la clausura y la frontera.

a) A={(x,y)eR?| —2<x, -1 <y <0}
b) B={(x,y) eR?|x=2, y >0}

0 C={(x,y) eR?| y >x?}

d) D={(x,y) e R? | x?+y? =4}

e) E={(x,y) e R?|x?+y? < 4}

) F={(.y) eR*[x =y}

Solucion.
a) A={(x,y) eR?| —2<x, -1 <y <0}

= No abierto

Cerrado

No acotado

Int(A) = {(x,y) eR?| —2<x, -1 <y <0}
" A=A

Fr(A) = [-2,—o0) X {-1,0} U {-2} x [-1,0]

b) B={(x,y) eR?|x=2, y >0}

No abierto

No cerrado

No acotado
Int(B) =0
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0 CONJUNTOS Y FUNCIONES EN VARIAS VARIABLES
» B=BU{(2,0)}
= Fr(B)=BU{(2,0)}
0 C={(x,y) e R?| y >x?}

= Abierto

No cerrado

No acotado

Int(C) = C

C={(x,y) e R?| y > x?}
Fr(C) ={(x,y) € R?| y = x?}
d) D={(x,y) e R? | x?+y? =4}

No abierto

Cerrado

Acotado D < B3((0,0))
Int(D) =0

= D=D

Fr(D) =D

e) E={(x,y) e R?| x? +y? < 4}

= Abierto

= No cerrado

Acotado E C B3((0,0))

Int(E) = £

E={(xy) eR*|+y> <4}

= Fr(£) = {(x,y) € R? | x? + y? = 4}

f) F={(x,y) eR?|x =y}

= No abierto

» Cerrado
= No acotado
w Int(F) =0
" F=F
» Fr(F)=F
<
Ejercicio 13. Determina si las siguientes funciones son acotadas y, en su caso, da una cota.
a) f:RZ—R fx,y,2) =" +z
f(x,y) =sin®(x + y) cos(x — eY)
o f:R?—R
b) f: R3 — R fix )_x2+y2
P ex2ey?
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d) f:[0,1]x[-2,2] — R f(0,y)=0
fy)=x+y?
e) f:[-55]x[2,8] —R f) f:[0,4] x[0,4] — R
_Y __J
f(X,J/)—X six #0 f(X,y) X+3
Solucion.
a) Acotada por 1 ¢) Acotada por 1 e) No acotada
b) No acotada d) Acotada por 5 f) Acotada por %
<
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1 LIMITES Y CONTINUIDAD EN VARIAS VARIABLES
1. Limites y continuidad en varias variables

Ejercicio 1. Calcula, si existe, el limite de las siguientes funciones en el punto (0, 0).

__ Xy XY
a) f(x,y) = Nreww 9) f(x,y) 2yt
2xy X2y
b) f(X,J/)=m h) f(X,}’)Zm
0 f(X,}/)—m i) f(X,Y)—m
2x y? . Xy -Xx+y
A f067) =37y D foy) ==
x?y? (1 1
e ————— k 5 = — |+ -
e) f(x,y) P S P—r ) f(x,y) =xsin (xy) ycos(x3)
X2+ )2 X2y
f Y) = | Y) =
Ay D= e
Solucion.
a0 d) No existe g) No existe j) No existe
b) No existe e) No existe h) 0 k) 0
o0 fyo i) 0 I) No existe
<
Ejercicio 2. Calcula, si existen, los siguientes limites.
) log(x) +log(y) ;
[ A s\ C) im ——
a) (x,y)|—>rn(1,1) X+2y -3 (xy)—©01) y =1
3-x-— -1)2 1
by lim XV g fim XD
6y)—(1,2) X =2y + 3 xy)=(1,=1) (X =12+ (y +1)2
Solucién.
a) No existe b) No existe c) No existe d) 0
<
Ejercicio 3. Estudia la continuidad de las siguientes funciones.
2sin(x)sin(y) .
2 foey) = i S kn#00
0 si (x,y)=1(0,0)
X+ (y-2) _
— ) -1,2
b) Fx,y) = | wanzry—2)z o XN*FEL2)
0 si (X’Y):(_LZ)
12 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



x4+ y4 )
_ , 0,0
9 fy) =1 e Y2 si (x,y)# (0,0)
0 si (x,y)=1(0,0)
(x-1y .
——=— si (x,y)# (1,0
@ oy =1 x-nreyr o 0P FOO
0 si (x,¥)=(1,0)
x> +y>
si (x,y) # (0,0
-1 si. (x,y)=1(0,0)
1 si x#0ey+#0
f) f(x,y) = en el (0,0).
0 si x=00y=0
Solucioén.
a) Es continua en R?\ {(0,0)} d) Es continuaen R?\ {(1,0)}
b) Es continua en R2 e) Es continuaen R?\ {(0,0)}
) Es continua en R?\ {(0,0)} f) No es continua
<
Ejercicio 4. Dada la funcion
Y (x,y) £ (0,0)
fix,y)= X6 + y2 Y A
0 si (x,y) =(0,0),
a) Calcula el limite direccional en el punto (0, 0) tomando las rectas y = Ax parad € R\ {0}.
b) Calcula el limite direccional en el punto (0, 0) tomando la curva y = x3.
c) Determinasi f es continua en el origen.
Solucioén.
a) 0 b) 3 ¢) No es continua
<

Ejercicio 5. Dada la funcién

fxy) = para (x, y) # (0,0), (1,1),

indica, si es posible, los valores que debe tomar la funcién en (0,0) y (1, 1) para que sea continua
en dichos puntos.

Soluciéon. Con ningln valor la funcién es continua <
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Ejercicio 6. Determina, si es posible, el valor de K € R para que la funcion

Xy—-3y—-x+3 .
si (x,y) #(3,1),
fooy) =1 x=32+(y-1)
K si (x,y)=(3,1),
sea continua en R?,
Solucién. Con ningln valor de K la funcién es continua <

Ejercicio 7. Seaf: R" — R™ tal que

IfFx) —fW)Il < Klix =yl paratodox, y € R”,

con K > 0. Prueba que f es continua en a € R".
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2. Diferenciabilidad: nociones fundamentales

Ejercicio 1. Calcula las derivadas parciales de las siguientes funciones.

a) f(x,y) =3x?>cos?(x — y) f) f(s,t) = (252 +1)?
b) f(x,y) =log (x?e%) g) f(a,b) = gearcan(®)
1 in (y? -
9 f(X,J/)Zm h) f(x,y,z):sm;—zz)
d) f(x,y) = sin (e¥*¥) cos (log(x — y)) i) f(u,v) =uvlog(u+v)
e) f(x,y) = eXsiny)+ysinx) j) f(r,s) =log (e" +s2) +(r +s)?

Ejercicio 2. Calcula las siguientes derivadas direccionales.
a) Dyf(-1,1,7) siendo f(x,y,z)=xy+yz+xzy v=(11,1).
b) Dvf (log(3),%,-3) siendo f(x,y,z) =z —e*sin(y) y v=(-1,0,1).
c) Dyf(x,y,z) siendo f(x,y,z)=x>—-2xy+2z>y v=(1-1,2).
d) Dgf(x,y) siendo f(x,y)=x>—-2xy y 6 =23

Solucion.
14 1 5
a) Dﬁf(_1’1’7)zﬁ 0) Duizlf(x,y,z)z%(4x—2y+6z)
b) Dy f (109(3), 3, -3) = % d) Dof(x,y) = 2x
<
Ejercicio 3. Calcula el vector gradiente de las siguientes funciones.
a) f(x,y) = e~ enlos puntos (0,0) y (-1, 0).
b) f(x,y,z) =log (m) en el punto (1,1, 1).
Q) f(X1,X2,...,Xp) = X2+ X3+ -+ X5 paratodo x = (X1,X2,...,X,) € R".
Solucion.
a) Vf(0,0)=(0,0)y Vf(-1,0) = (2,0
b) VF(1,1,1) = (%%, 3)
Q) Vf(x1,x2,...,Xn) = (2X1,2X2, ..., 2Xp)
<

Ejercicio 4. Estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y la diferenciabilidad en el pun-
to (0, 0) de las siguientes funciones, y calcula, en su caso, la aplicacién diferencial.

(x* + y?)sin (ﬁ) si. (x,y) #(0,0),

0 si (x,y) =(0,0).

a) f(x,y) =

Obra bajo licencia CC BY-SA 4.0 @ ®® 15
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2 DIFERENCIABILIDAD: NOCIONES FUNDAMENTALES

xsin(4arctan(§)) si x#0,
b) f(x,y) = ,
si x=0.
xylog(x +y?) si (xy) #(0,0),
0 flx.y)= si (x,y) =(0,0).
d) F(x,y) = {(x +y2)cos(x+y) si x+y#0,
si x+y=0.
X-y)\
e) Fx,y) = {xysm 2(x+y)) si x+y+#0,
si x+y=0.
f) fx,y) = [x4+y i (6y)#(0,0),
si (x,y)=1(0,0).

9 f(x,y)= m si. (x,y) #(0,0),
0 si (x,y) = (0,0).

h) f(x,y) = e+

Solucion.
a) f es continua, existen las parciales y es diferenciable en el (0,0) con Df(0,0) = (0, 0)
b) f es continua, existen las parciales pero no es diferenciable en el (0, 0)
¢) f escontinua, existen las parciales y es diferenciable en el (0,0) con Df(0,0) = (0, 0)
d) f es continua, existen las parciales y es diferenciable en el (0,0) con Df(0,0) = (0, 0)
e) f escontinua, existen las parciales y es diferenciable en el (0,0) con Df(0,0) = (0,0)
f) f no es continua, existen las parciales pero no es diferenciable en el (0, 0)
g) f es continua, existen las parciales pero no es diferenciable en el (0, 0)

h) f es continua, existen las parciales y es diferenciable en (0,0) yen el (0,0) y Df(0,0) = (1,1)

<
Ejercicio 5. Dada la funcion
3y’x —2y3
——F— si (x,y)#(0,0),
ooy =1y (x,9) # (0,0)
0 si (x,y)=1(0,0),
comprueba que tiene todas las derivadas direccionales bien definidas pero no es diferenciable en

el origen.

Ejercicio 6. Calcula las derivadas direccionales en el origen en cualquier direccion de la siguiente

funcién. 5 5
X“y .
——  si x,y) # (0,0),
fooy =] e S N =00
0 si. (x,y) =(0,0).
16 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



Solucién. Dgf(0,0) =0sif8 #0,my Dof(0,0) = D;f(0,0) =0 <
Ejercicio 7. Dada la funcion

X4y2
fooy ={ ey o e F0O0,

0 si (x,y)=1(0,0),
estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el punto (0, 0).
Solucién. f es continua, existen las parciales y es diferenciable en el (0, 0) <
Ejercicio 8. Dada la funcion

Xy

ﬂxw:{FﬂjiS‘(&W¢mﬁy
0

S (X,y)=(0,0),

)
estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el (0, 0). ¢Son %

of
oy

%, y)

y —(x, y) continuas en (0, 0)?

Loy

no es continua en el (0, 0) <

Solucién. f no es continua, existen las derivadas parciales y no es diferenciable en el (0,0) y

Ejercicio 9. Sea la funcién

x(x* = y?)
fy) =3 x2+y? (x,y) # (0,0),

0 si (x,y)=1(0,0).

v,

a) ¢Es f continua en el (0,0)?

b) Calcula las derivadas parciales de f en el (0, 0).
of :
C) ¢Es E(X’ y) continua en el (0,0)?

d) ¢Es f diferenciable en el (0,0)?

Solucioén.
a) Si c) No
b) /f(0,0) =(1,0) d) No
<
Ejercicio 10. Dada la funcién
13— (y — 1\ 2
fop=| oy S k0.0,
0 si (x,y)=(1,0),
estudia la continuidad, existencia de derivadas parciales y diferenciabilidad en el punto (1, 0).
Solucién. f es continua, exsiten las parciales y no es diferenciable en el (1, 0) <
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Ejercicio 11. Calcula la matriz jacobiana y el jacobiano, si existe, de las siguientes funciones.
a) f(x,y,2) = (x+2y, 2xy + y?, xy +2%)
b) f(x,y,2) = (xyz, x* + y? + 2?)
o f(x,y)=3x>+eY

Solucion.

1 2 0

a) Jr(x,y,z2)=| 2y 2x+2y 0 |ydet(Js(x,y,z)) =4z(x+y)—8yz
y X 27

o ero=(£ 5 %)

2x 2y 2z
A Jr(x,y)=(6x e )
<

Ejercicio 12. Calcula, si existe, la ecuacién del plano tangente a la superficie generada por las si-
guientes funciones en el punto indicado.

a) f(x,y) =x?>+ y?+sin(xy) en el punto (0, 2).
b) f(x,y)=log(x + y) + x cos(y) en el punto (1,0).
) f(s,t) =Vs2+t2enel punto (1, 3).

Solucioén.
a) 2x+4y -z =4 b) 2x+y—-z=1 ) 2s+t—-v5z2=0
<
Ejercicio 13. Calcula la matriz jacobiana de f o g en el punto (1, 1) siendo
fiR? —R3 g:R? — R?
fuv) =@+vuvd) Y g%, y) = (< +1,y2).

2 2
Solucion. Jfoq(1,1) = 2 0 <

0 4
Ejercicio 14. Calcula la matriz jacobiana de g o f en el punto (0, 0) siendo

f:R? —R3 g:R3 — R?
fx,y) = (e, x - y,x?) y g(u,v,w) = (uw,sin(v +w)).
L 0 O

Solucién. J40£(0,0) = ( 1 1 ) <

Ejercicio 15. La temperatura en un punto (x, y,z) € R3 viene dada por la funcion diferenciable
T(x,y,z). Una particula viaja por la hélice a(t) = (cos(t),sin(t),t) y denotamos por f(t) la tempe-
ratura de la particula en el instante t (es decir, f =T o 0). Calcula f’ (%) sabiendo que VT (0,1,5) =
(2,1,3).
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Solucion. f'(5) =1 <
Ejercicio 16. Calcula las derivadas parciales de h = f o g en el punto (1,0) sabiendo que

g:R? —R3

Vi y.2) = (2x+y,x+2,y) y g(x,y) = (xsin(y),x,eY).

Solucién ah(1 0) =1 ah(1 0)=2 <
Tax T Y Y=

Ejercicio 17. Sabiendo que f, g y h son funciones diferenciables tales que

f:RP—R g:R> >R h:R? — R3
con Vf(0,0,1)=(1,1,2), con g(0,0) =1, hix,y)=(x,y,9(x,¥)),
y (foh)(x,y) =x+cos(y), calcula Vg(0,0).
Solucion. Vg (0,0) = (0, -3) <

Ejercicio 18. La temperatura de cada uno de los puntos de una placa cuadrada viene determinada
por la funcién

T(x,y)=(x-1)>3(y-2)?, si (x, y) € [-10,10] x [-10,10] .

Calcula cudles son, en el punto (0, 0), las direcciones de mayor crecimiento y decrecimiento de la
temperatura.

Solucién. Mayor crecimiento: Vf(0,0) = (12,4) y mayor decrecimiento —Vf(0,0) = (-12,-4) <«

Ejercicio 19. Denotemos por
flxy)=2¢" +e",

la altura de una montafia en la posiciéon (x, y) € R2. Indica en qué direccion, partiendo desde el
punto (1,0), deberiamos comenzar a caminar para escalar lo mas rapido posible.

Solucién. Vf(1,0) = (4e,0) <
Ejercicio 20. Supongamos que una montafia tiene forma de paraboloide eliptico
fox,y)=1-x%-2y?, si(x,y) € [-2,2] x[-2,2].
Si se suelta una canica en el punto (1, 1,-2), ;en qué direcibn comenzara a rodar?
Solucién. =Vf(1,1) = =(-2,-4) = (2,4) <
Ejercicio 21. Sea f : R? — R tal que
Dzf(1,1)=2, Dzf(1,1)=0 'y Dzf(1,1)=1.
¢Puedes justificar si f es diferenciable en (1,1)?
Soluciéon. No es diferenciable <

Ejercicio 22. Sean f,g : R — R dos funciones derivables. Comprueba que las siguientes igualda-
des son ciertas.

a) Sih(x,y) = f(y+ax)+g(y—ax), entonces
92 , 02
ﬁh(& y)—a Wh(X, y)=0.
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b) Sih(x,y) =xf (%) +g (%) entonces

xzih(x )+ 2x & h(x, y) + 2ih(x )=0
axz oY yaxay » yay2 =5

Ejercicio 23. Calcula las siguientes derivadas parciales de orden superior.

aZ
a) —f(O, 0) siendo f(x, y) = ¥ cos(y).
ox2
b) f (1,2,1) siendo f(x, y,z) = 3x?> + 5xy — 5y?z
axay b 3 ’ B .
) a4—f(0 0) siendo f(x, y) = sin(x? — y?)
ax29y?" " ’ '
Solucioén.
a) 1 b) 5 o0
<
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3. Diferenciabilidad: aplicaciones

Ejercicio 1. Calculay clasifica los puntos criticos de las siguientes funciones.

a) f,y)=x>+(y-1)7° e) f(x,y) = eV (x*-2y?)

b) f(x,y) =xy*(6~x - y) f f06y) =03 +yDe

A f(xy)=x*y*(1-x-y) Q) f,y) =x*+y*=2(x - y)?

d f(x,y)=x3+y>+3axycona e R h) f(x,y) = y>+3x?y —3x?> —=3y? +2
Solucion.

a) Minimo local: (0, 1)

b) Maximo local: (2,3) y (0, y) si y € (—00,0) U (6, +c0)
Minimo local: (0, y) si y € (0,6)
Punto de silla: (0,0) y (0, 6)

c) Maximo local: (£, 2), (0, y) siy € (1,+00) y (x,0) six € (1,+00)
Minimo local: (0, y) si y € (—o0,1) y (x,0) six € (—o0,1)
Punto desilla: (0,1) y (1,0)

d) Sia =0, (0,0) es punto de silla
Sia > 0, (—a,—a) es maximo local

Sia <0, (-a,—a) es minimo local

e) Maximo local: (-4, -2)

Punto de silla: (0, 0)

f) Maximo local: (x, V1 = x2)y (x,—-V1 —x2) conx € [-1,1]
Minimo local: (0, 0)

g) Minimo local: (V2,-V2) y (-V2,V2)
Punto de silla: (0, 0)

h) Maximo local:(0, 0)
Minimo local: (0, 2)

Punto dessilla;: (=1,1) y (1, 1)
<

Ejercicio 2. Dada la funcién f(x, y) = (3—-x)(3 - y)(x + y — 3), representa graficamente los puntos
en los que f(x, y) es mayor, menor e igual a 0 y determina y clasifica sus puntos criticos.

Solucion.
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y
+ = +
= mm X =3
it = ) =3
2 mm )y =3-X
X
0 3
+

Punto dessilla: (3,0), (0,3) y (3,3).
Maximo local: (2, 2). <

Ejercicio 3. Sea f : R> — R dada por f(x, y) = (x*> = y)(3x% - y).
a) Prueba que f(x, y) tiene un minimo en (0, 0) sobre cualquier recta y = Ax.
b) Representa graficamente los puntos en los que f(x, y) es mayor, menor e igual a 0.
¢) Deduce que (0,0) no es un minimo relativo de f(x, y).

Solucioén.

+ + ) =X

) = 3x°

<
Ejercicio 4. Estudia los extremos absolutos de las siguientes funciones en los recintos indicados.
a) fx,y)=x*+y*—1en M={(x,y) eR? | x> -y <1}.
b) f(x,y)=(x-1)%+y? en S={(x,y) e R? | x?+ y? =1}
Solucién.
a) Minimo absoluto en (0, 0)

b) Minimo absoluto en (1,0) y maximo absoluto en (-1, 0)

22 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



4. Integracion maltiple

Ejercicio 1. Calcula (sin realizar ninguna integral) el area de
a) Q={(x,y) eR}2 <x*+y? <3}
b) Q={(x,y) e R}2 <3x*+y? <3}
0 Q={(xy) eR?1<x*+y?<2, y<x}
d) Q={(x,y) eR?1 <2x?+y? <2, y<x}

Solucion.

Ejercicio 2. Calcular el area de los siguientes dominios en R?
(@) Dominio limitado por las rectas x = 0, x = m/4ylas curvas y = sinx, y = cosx.
(b) Dominio limitado por lasrectasx =2,x =6, y =0ylacurva y = 1/x.
(c) Dominio limitado por la recta y = x y la curva y? = x3

Ejercicio 3. Evaluar cada una de las siguientes integrales con el rectangulo R especificado:

a) [[(x*+ y)dxdy, R =[0,1] x [0,2]
R

b) [[(xy)?cosx3dxdy, R =[0,1] x [0,2]
R

o) [[x2ydxdy,R=1[0,1] x [0,2]
R

d) £f)1—(dxdy,R:[1,2]x[1,3]

e) [[x*y?dxdy, R =[2,5] x[1,3]
R

1
f) g mdxdy,R =[3,4] x [1,2]

Solucién.

a)
b)

Q

WIN WOl W]oo
v,
5
—
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d) 2log?2

e) 338
25

Ejercicio 4. Calcular las integrales siguientes
@) [, xd(x,y) siendo D = {(x,y) e R? |1 <x <2, 2x* -2 < y < x* +x}.
(b) [[,(x + y)dA siendo D = {(x,y) e R? | y <x <3y, 1 <y < 2}.

‘H xydA,
D

siendo D el recinto limitado por lasrectas y = -1,y =1, y =x ylacurvax = y + y2.

Ejercicio 5. Calcular la integral

Ejercicio 6. Calcular la integral ” ydxdy, siendo D el conjunto definido por 4/y < x < 1++/1 - y?
D
yo<y<1.

13
Solucion. — <
30

Ejercicio 7. Cambiar el orden de integracién, esbozar las regiones correspondientes y obtener el
valor de la integral:

a) [y [}, (x+y)?dxdy

b) f; L}; e’ dydx

Solucion.

S 1(r3 Lo . . .,
Ejercicio 8. Calcular Io (f3y exzdx) dy invirtiendo previamente el orden de integracion.

6 2
J Je" dxdy
y=0J%

Solucioén.

3(e*-1) <

Ejercicio 9. Calcula la siguiente integral

Ejercicio 10. Calcular mediante una integral doble el volumen cubierto por la superficie z = vx
sobre el recinto limitado, en el plano XY, por la curva x? + y2 — x = 0.

8
Solucion. — <
15

Ejercicio 11. Calcular mediante una integral doble el volumen comprendido entre el cilindro eliptico
x? +4y? =1, el paraboloide x? + y? = z y el plano z = 0.
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., 5m
Soluciéon. — <
32

Ejercicio 12. Calcular laintegral [[ xdxdy, siendo D = {(x, y) € R?: 1 < x <2,2x>-2 < y < x?+x}.
D

., 19
Solucién. — <
Ejercicio 13. Calcular la integral [[(x + y)dxdy, siendo D = {(x,y) e R? : y <x <3y,1 <y <2}.
D

Solucién. 14 <
Ejercicio 14. Calcular la integral H Va? — x2dxdy, siendo D el recinto del primer cuadrante limitado

D
por el circulo centrado en el origen y de radio a > 0.

243
Solucién. =5 <

1
Ejercicio 15. Utilizando el cambio a coordenadas polares, calcular la integral “ _—
D V1 +x2%+y?

siendo D el recinto del primer cuadrante limitado por el circulo centrado en el origen y de radio 1.

dxdy,

Solucién. (V2 - 1)% <

Ejercicio 16. Usa coordenadas polares para calcular fgo dxdy

e
0 (T+x2+y?)?
Solucion. 5 <
A 00 po0 2 2 .
Ejercicio 17. Usa coordenadas polares para calcular fo Jo e ¥Y"dxdy. Utiliza el resultado para
o] —X2
calcular [~ e~ dx.

Ejercicio 18. Calcular HD %dA, siendo D el recinto del primer cuadrante limitado porx =0, y =1,
y=2yy’=x
Ejercicio 19. Calcular [[ xdA, siendo D el recinto limitado por y = x?y y = x>.

Ejercicio 20. Calcular [[, |y — sin(x)|dA, siendo D = {(x,y) e R? |0 <x <m, 0 < y < 1}.

Ejercicio 21. Calcular [[[ yz%e*dxdydz siendo P = [0,1] x [1,2] x [-1,1].
P

Solucién. e — 1 <
Ejercicio 22. Calcular m mdxdydz siendo D el recinto limitado por una esfera de radio
R centrada en el origenD.

Solucion. mR* <

2 2,2
S +

Ejercicio 23. Calcular el volumen de un cono dado por — =
a

P (es decir, radio maximo r y

altura a). Sélo consideramos valores positivos de z.

2
Solucion.

<

Ejercicio 24. Calcular m dxdydz, siendo D el tetraedro limitado por los planos coordenados y el

D
plano x + y + z = 1 (el valor de la integral es el volumen del tetraedro).
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Solucién. 1/6 <

Ejercicio 25. Hallar el volumen limitado por los paraboloides de ecuaciones z = x% + y?y z
2-x%—y2

Solucion. <

Ejercicio 26. Sea el s6lido limitado inferiormente por el paraboloide z = x?+ y? y superiormente por
la esfera x? + y? + z? = 6. Calcular dicho volumen mediante un cambio de coordenadas apropiado.

-11
Solucion. 2m (? + 2\/5) <

Ejercicio 27. Hallar el volumen limitado por dentro por la superficie x? + y? = z? y por fuera por la
superficie x? + y? + 3z = 4.

., 125m
Solucién.

Ejercicio 28. Obtén el area de la interseccion y de la union las siguientes regiones
a) Bola de radio 2 centrada en el origen y bola de radio 2 centrada en el punto (2, 0).
b) Bola de radio 2 centrada en el origen y bola de radio 2 centrada en el punto (3, 0).
c) Bola de radio 1 centrada en el origen y elipse "72 +3y%2=1.

Ejercicio 29. Sea Q la regién del plano encerrada por las parabolas y = x%, y =2-x2.Sea f : Q —
R dada por f(x, y) = |x|e’.

a) Calcula el area de Q.
b) Calcula el volumen bajo la grafica de f(x, y) y sobre el plano XY.
Ejercicio 30. Calcula
a) ”Q x?ydxdy, dondeQ = {(x,y) e R?[1 <x?+y? <3, x>0}
b) HQ ye*dxdy, dondeQ={(x,y) eR}2<x*+y?<4, y<0}
9 HQ xy?dxdy, dondeQ={(x,y) e R?|1 <2x>+3y? <4, x>0, y>0}
d) ”o x2y?dxdy, dondeQ ={(x,y) e R}x*+y? <4, y<x}

e) ﬂo x?y3dxdy, dondeQ ={(x,y) e R¥1 <x*+5y?<2, x<0, y<0}

J‘J x2ydxdy = 0.
Q

Ejercicio 31. Calcular el volumen de la porcion de la esfera centrada en el origeny de radio 2 superior
al plano horizontal z = 1.

Ejercicio 32. Através de una esfera sélida de radio 2 se perfora un tinel cilindrico de radio 1. Supo-
niendo que el eje del cilindro pasa por el centro de la esfera y que el interior del cilindro perforado
se elimina, calcula el volumen del s6lido que queda.

Ejercicio 33. SeaQ = {(x,y,2) e R* X+ y? <z <x?+y*+1, x*<y<2-x* }

a) Calcula el volumen de Q
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b) [ff, xdv.
0 mo ydv.

d) Hfo xzdV.
e) mQ zdv.  Ayuda: (a+b)3 =a>+3a%b +3ab? + b3

Solucién.

wloo

a)

b)

o

wloo

9
d o
<

Ejercicio 34. Calcular el volumen del recinto del primer octante obtenido al quitar a una esfera de
centro (0,0, 0) y radio 4 la esfera de mismo centro y la mitad de radio.

Ejercicio 35. Calcular los siguientes voliumenes:

(a) El volumen del cilindro de ecuacién x? + y2 = 4 limitado por el primer octante y los planos
z=0yz =4

(b) El volumen del cuerpo sélido limitado por los paraboloides z = x? + y?y z = 2 — x% — y?.

Ejercicio 36. Sean
Q={(x,y,2) e R®|x* +y? +2* < 1}

Q={(x,y,2) e R3|x* +y?* <32%, ze[0,2]}.
a) Calcula el volumen de Q N 5
b) Calcula el volumen de Q U 5
¢) La densidad de un cuerpo que ocupa el volumen Q viene dada por
d(x,y,z) = xzyzzz.

Obtén su masa.

d) La densidad de un cuerpo que ocupa el volumen Q viene dada por
d(x, y,z) = z(x* + y?).
Obtén su masa.
Solucioén.

a) §
b) 9

an

Q) o5

d) 48m
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Ejercicio 37. Sea
Q={(x,y,2) eR3|x*+y*<z* x>0, y>0 ze[01]}
a) Calcula el volumen de Q
b) Calcula IHQ e? av

Ejercicio 38. Sean
Q={(x,y,2) e R?|x* + y? + 2> < 4}

= (000 < B =37 45727 £ 4.
a) Calcula el volumen de Q N Q

b) Calcula el volumen de Q U 5

c) Calcula ﬂfomé yzdv

Ejercicio 39. Sea Q la esfera de radio unidad centrada en el origen y sea

Q={(x,y.2) eR?|z > x*+ y?}.

a) Calcula el volumende Q N 5

b) Calcula [[[, 5 x°y*adv

c) Calcula fﬂoma V(x2 + y?)3av

Ejercicio 40. Sea
Q={(xy,2) eR®[2x*+y* <z < 1}.

a) Calcula el volumen de Q
b) Calcula mQ(Zx2 + y2)adv

¢) Calcula IHQ (x? + y?)av
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A. Ejercicios resueltos.

1. Hallar el volumen del sélido situado debajo del paraboloide z = x? + y?, arriba del plano z = 0
y dentro del cilindro x? + y? = 2x.

Solucion. En este caso, la forma del dominio nos sugiere que es una buena idea trabajar con
coordenadas polares. Por tanto, se hace el cambio de variable habitual a polares x = rcos@, y =
rsin @, con el jacobiano de la transformacién igual a r. Los limites de integraciéon de r y 6 se obtienen
através de la idea habitual de traducir las fronteras del dominio D a las nuevas coordenadas. En
nuestro caso, la frontera del circulo x? + y? = 2x (que es el circulo de centro el punto (1,0) y radio
1) se traduce en r? = 2r cos 9, o bien r = 2 cos 8, es decir, que en el interior de la base del cilindro
se tiene 0 < r < 2cos 8. Es también evidente (dibujando el circulo de centro (1,0) y radio 1, o por
ejemplo poniendo que cos 8 > 0 para que pueda haber una r intermedia) que

To<l
2 2

Por tanto, tenemos que calcular

m/2 p2cosf /2 37
H (x? + y*)dA = I J r?.rdrdé = 4J cos*0de = —,
D -n/2J0 -n/2 2

donde he omitido los detalles de calculo de la integral de una variable en 8, que hemos visto en
detalle en un ejercicio resuelto en clase.

2. (a) Se considera D el triangulo de vértices (0,0), (0,2) y (4,2). Calcular f ID eyzdxdy.

(b) Cambiar el orden de integracion pasando primero a una integral doble y luego a la otra
posibilidad de integral iterada, para calcular

9 03
J J xeYdxdy.
1 Iy

Solucion. (a) En este caso el triangulo base se nos da de forma explicita, pero es la forma de la
funcién a integrar la que determina el orden de integracién. Mas precisamente, si intentamos inte-
grar primero respecto a la variable y, la integral (en una variable) de la funcién e’ no se puede
efectuar. Por ello, estamos obligados de integrar primero respecto a x, es decir, la integral interior
sera respecto a x y la integral exterior respecto a y. Eso significa que al pasar a integrales iteradas,
necesitamos ver y entre limites de integracion fijas y x entre limites de integracién variables que
pueden depender de y. Con esta idea, podemos observar (dibujando a escala correcta el triangulo
se ve de inmediato) que el triangulo se escribe como

D={(x,y) eR*:0<x<2y,0<y<2}

y la integral se calcula de la siguiente forma

2 - Zy 2 2 2 22
H eydA:JJ eydxdyzj 2ye’ dy=e¥’| =e*-1.
D o Jo 0 0

(b) En este ejemplo, las integrales iteradas nos dicen que estamos integrando sobre un dominio
D con los limites

D={(x,y) eR?:yy<x<3,1<y<9}

Si queremos expresar x entre limites fijos e y entre limites variables, tenemos que examinar los
limites precedentes y ver qué podemos deducir. Primero, queremos los limites (fijos) para x. Obser-
vamos que por un lado ya tenemos x < 3, que ya es fijo, y por otro lado tenemos x > +/y pero a
lavez y > 1, portanto x > V1 = 1. Es decir, 1 < x < 3. En cuanto a los limites (ahora posible-
mente variables, dependiendo de x) de la variable y, por un lado observamos que 1 < y, que no
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se puede mejorar, y por otro tenemos que v/y < x, lo que elevando al cuadrado nos llevaa y < x2.
Resumiendo, podemos escribir el mismo dominio de integracién D en la forma

D={(x,y) eR*:1<x<3,1<y<x?,

y las integrales iteradas correspondientes a esta nueva forma de describir el mismo dominio D son

3 px? 3 R
I J xeYdydx =J x(e¥ —e)dx =
1 J1 1

3. Hallar el volumen del sélido limitado por el paraboloide z = x?> +3y? y los planosx = 0, y = 1,
y=x,z=0.

Solucioén. La funcién a integrar, como es habitual en ejercicios de volUmenes, es z = f(x, y) =
x? + 3y?. En cuanto al dominio de integracién dentro del plano base z = 0, es el tridangulo obtenido
como interseccion de las rectas x =0, y = x e y = 1, es decir el triangulo rectangulo de vértices los
puntos de coordenadas (0,0), (0,1) y (1, 1). En este caso es indiferente qué variable consideramos
entre limites fijos (se puede hacer de ambas maneras), pero ya que nos hemos acostumbrado en
los ejercicios precedentes a considerar y entre limites fijos y x entre limites variables (que puedan
depender de y), sequimos con esta convencién y obtenemos que

1 . ex?

2

’3 e? — 9e
1 2

D={(x,y) eR%2:0<x<y, 0<y<1},

por tanto la integral se calcula como sigue:

n _ . Yo, o, 10 (1 5 10 5
(x“+3y°)dA = (x“+3y“)dxdy = — | y’dy=—=-.

4. Calcular las integrales dobles de las funciones indicadas en cada apartado sobre la region
indicada en el mismo apartado:

@ f(x,y)=x—y,dondeD = {(x,y) : x>+ y?> <1, x+y > 1}.

(b) f(x, y) = (x? + y?)~3/2, donde D es la misma regién que en el apartado anterior.

Solucién. En este ejercicio pasamos a coordenadas polares, ya que la regién que tenemos tiene
como una de las fronteras parte de una circunferencia. Poniendo x = r cos 8, y = r sin 8 obtenemos
los limites de integracion traduciendo las fronteras del dominio D en las nuevas coordenadas,
como hemos visto en otros ejemplos de clase:

2

X*+yP=1=r’=1=r=1

1

+y=1=r(cosB+sinf)=1—>r=———,
x+y ( in6) cosf +sinf

por tanto
1

— < r <1, 0<6<
cosf +sinf

b

NS

los limites del angulo 6 son evidentes si hacemos un dibujo o directamente nos damos cuenta de
que larectax + y = 1 une los puntos (1,0) y (0, 1) pasando solo por el primer cuadrante. Con esta
preparacion y sin olvidar el Jacobiano igual a r, podemos pasar a efectuar los calculos en los dos
apartados.

30 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



(a) En este caso tenemos

n/2 p1
H X — ydA = J J r?(cos @ — sin 8)drdé
D 0 1/(cos B+sin 0)

/2 r3 r=1
:J —(cos B —sinB)
0 3 r=1/(cos 6+sin 0)

1 (™2 (cos @ —sin0)
=- 0 —sing) - ——— """ | 4
3[0 [(COS sin6) (cos 8 + sin 0)3]

/2 . ,
_ 1J [(cosg_sme) _ w] 46

3 Jo (cos@ +sinf)3

1 1 1 6=m/2
= [sing f+-—

3 [sm TeosTT S (cos 8 + sin 6)2] 6=0
=0.

(b) En este caso tenemos

uT[/Z 1 1 IT/Z 1 1
H (x? + y?)32dA = f —rdrdé = J J —drde
D JO 1/(cosB+sin@) I 0 1/(cos@+sin8) I

/2 11 r=1

B Jo [_7 r=1/(cos 6+sin 6)
r-T[/Z 0:7'[/2

= (—1+cos@+sin6’)d9=(sine—cose—e)e0
Jo =

= >

5. Evaluar la integral doble

Xty
H ex-vdA,
D

donde D es el trapecio de vértices (1,0), (2,0), (0,-2) y (0,—1). Sugerencia: utilizar el cambio de
variable (u,v) =T(x, y) = (x + y,x — y) presentado en clase.

Solucién. Se trata de un cambio de variable nuevo y vamos a seguir exactamente los mismos
tres pasos que en los ejercicios vistos en clase (transformar la funcién, calcular el jacobiano y hallar
los nuevos limites de integracién). Es un algoritmo general a seguir cuando se trata de cambios de
variable en dos variables.

Paso 1. Transformacion de la funcién a integrar. Hacemos el cambio de variable u = x + y y
v =X — y, por tanto
e XY/ (x=y) _ pulv.

Paso 2. Calcular el jacobiano de la transformacion T. Para ello, es conveniente despejar x e y a
partir de las ecuaciones u = x + y, v = x — y (eso en términos matematicos se llama calcular la
inversa de la transformacién), ya que el jacobiano se calcula derivando x respecto a u y v (y también
¥) y no al revés. En este caso es muy facil, obtenemos de forma inmediata (sumando por ejemplo
las dos ecuaciones) que

u+v u-v
x=x(u,v)=——, y=y(u,v)= .
2 2
La matriz de las derivadas parciales respectoau y v es
11
1 _1
2 T2
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y su determinante es —1/2. Por tanto el jacobiano de la tranformacién es —1/2, y no tenemos que
olvidar en este punto que en la formula del cambio de variable se utiliza el valor absoluto del
jacobiano. Es decir, que en el calculo efectivo de la integral habra que multiplicar por 1/2.
Paso 3. Transformar el dominio de integracion para hallar los limites de integracion de v y v.
Eso se hace transformando simplemente en las nuevas variables (u, v) las ecuaciones de las rectas
que dan la frontera del dominio D inicial. El dominio D inicial es el trapecio de vértices (0, -2), (0, -1),
(1,0) y (2,0), es decir, sus aristas son segmentos de las rectas, respectivamente, y =0, y = x — 1,
x =0e y =x —2.Teniendo en cuenta la definicién de u y v la traduccién es ahora inmediata.

e Larecta y = 0setransformaenu =v.

e Larectay =x —1,0equivalentex — y =1, se transformaenv = 1.

e La recta x = 0 se transformaenu = —v.

e Larecta y = x — 2, 0o equivalente x — y = 2, se transformaen v = 2.

Deducimos que los limites de integracién para las nuevas variablesu,vson—v <u <v,1 <v <

Finalmente, podemos efectuar el calculo de la integral utilizando la férmula general del cambio
de variable y los pasos anteriores:

1 2 v 1 2
ﬂ e X/ (X=y)qp = _I J e“dudv = —‘[ v(e—e dv
D 2 1 J-v 2 1

= ;(e —e M.

6. De forma parecida al ejercicio anterior, calcular la integral doble

H (x + y)2eX Y dA,
D

donde D es el cuadrado de vértices (1,0), (0,1), (-1,0), (0,-1).

Solucién. Se trata del mismo cambio de variable que en el ejercicio precedente y vamos a apro-
vechar lo que hemos calculado antes.
Paso 1. Transformacion de la funcion a integrar. Ponemosu =x + y yv = x — y, por tanto

(X +y)2ex2_y2 — (X +y)Ze(x+y)(x—y) _ uzeuv'

Paso 2. Calcular el jacobiano de la transformacion 7. Se ha hecho en el paso 2 del Ejercicio 6, nos
ha dado —1/2, por tanto hay que multiplicar con su valor absoluto 1/2.
Paso 3. Transformar el dominio de integracién para hallar los limites de integracién de v y v.
Eso se hace transformando simplemente en las nuevas variables (u, v) las ecuaciones de las rectas
que dan la frontera del dominio D inicial. El dominio D inicial es el cuadrado de vértices (0, 1), (0, —1),
(1,0)y (-1, 0), es decir, sus aristas son segmentos de las rectas, respectivamente, x+y = 1,x—y = 1,
¥y —x =1y —x —y =1.Teniendo en cuenta la definicién de u y v la traduccién es ahora inmediata.

elarectax + y =1setransformaenu =1.

e Larecta—x — y =1, 0 equivalente x + y = —1, se transformaenu = —1.

e Larectax — y =1 setransformaenv =1.

e Larecta y —x =1, 0 equivalente x — y = —1, se transformaenv = —1.

Deducimos que los limites de integracion para las nuevas variables u, vson -1 < u <1, -1 <
v<1.

Finalmente, podemos efectuar el calculo de la integral utilizando la férmula general del cambio
de variable y los pasos anteriores:

1 1 1 1 1 uv 1
J J (x + y)zexz‘yzdxdy = J j —u?e"dvdu = J 28| qu
D “1d-12 12 Ul
10

u —u 1 ! u 1 1 —u 2
== u(e —e “)du == ue'du — = ue Vdu = —.
-1 2J)_4 2 )4 e

2
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7. Sea W el sélido en R3 acotado por las superficies y = x2, x = y?, y por los planosz = 0y

Z =X+ y. Calcular
Jﬂ xydV.
w

Solucién. En este ejercicio no se puede utilizar de forma conveniente ninguno de los cambios de
coordenadas estudiados (ni esféricas ni cilindricas) y lo mejor es usar lo que llamamos la estrategia
2+1, es decir, pasar de la integral triple a una integral doble limitando la variable z y después calcular
también la integral doble. En nuestro caso, observamos que el enunciado nos dice que 0 < z < x+y,
por tanto podemos escribir

[ o= [ orfo=] Lo o

donde D c R? es el dominio plano limitado por las parabolas y = x? y x = y? dentro del plano
base z = 0. Para poder decir eso, es importante que el plano z = x + y no corte la base D descrita
en la linea anterior, pero eso es evidente: si x, ¥ > 0, no se puede tener x + y = 0. Los puntos de
interseccién de las parabolas y = x2y x = y? son (0,0) y (1, 1), por tanto los limites de integracién
en el dominio Dson 0 < x < 1, x? < y < vx. Tenemos pues

1 Vx 1 2.,2 3 =X
H xy(x +y)dA :J (J xy(x+y)dy) dx:J ()i+)l)‘y 2de
D 0 \Jx2 0 2 3 ] ly=x

1/,3 6 2 7

X X X°VX X 1 1 2 1 3
J( VX )dx +
0

— - =+ .
2 2 3 3 8 14 21 24 28

8. Hallar el volumen del sélido limitado por el cilindro x2 + y> =9y los planos y +z =5y z = 1.
Solucion. Como el sélido a integrar es una parte de un cilindro, lo mas facil es usar coordenadas
cilindricas. Recordamos que las coordenadas cilindricas representan el cambio de variable siguiente:

X =rcosé, y =rsiné, z=12, Jacobiano =r.

Tenemos un corte con dos planos en el cilindro, por tanto un paso intermedio es averiguar si los
dos planos se pueden intersectar dentro del cilindro. La interseccién de los dos planos que cortan
el cilindro, esdecirz=1yz =5 — y, se da sobre y = 4 (y x cualquiera), pero el cilindro tiene como
base el circulo de radio 3, por tanto la recta y = 4 no intersecta nunca el cilindro (va por fuera). Por
tanto, en el cilindro siempre los dos planos estdn ordenados. Pasando a las coordenadas cilindricas,
observamos que los limites de integracién son:

0<0<2m,0<r<31<z<5-y=5-rsiné.

Por tanto el volumen se calcula como sigue (no olvidando el jacobiano del cambio, es decir multipli-

car porunar)
2m 3 p5-rsinf 2 3
V= Hj 1dv = J J J rdzdrdé = J J‘ (4 -rsin@)rdrdé
w o Jo J1 o Jo
2n 3sin@) |r=3 2n
- j (2r2 _ e ) d6=| (18-9sin6)de = 36m.
0 3 r=0 0
9. Calcular usando coordenadas cilindricas:
(a)
JJ (3 +xy?)dv,
w

donde W es el sélido en el primer octante (es decir coordenadas positivas x > 0, y > 0, z > 0) que
se halla debajo del paraboloide z = 1 — x% — y2.
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(b)

[l

donde W es el s6lido limitado por los planos z = 0y z = x + y + 5 y situado entre los cilindros
X’ +y>=4yx>+y*=0.

Solucion. Ya hemos recordado en los ejercicios precedentes las coordenadas cilindricas que va-
mos a usar en estos dos apartados. Pasamos directamente a la solucion.

(a) El s6lido W que tenemos en este apartado tiene como limites de integracion los siguientes:
por un lado, es evidente que 0 < z < 1 —x? — y? = 1 —r?, por el enunciado. El corte del paraboloide
con el plano base z = 0 se da cuando 1 — x2 — y? = 0, es decir, sobre la circunferencia de radio 1.
Como estamos en coordenadas positivas, tenemos pues los limites de integracion

4 2
OSBSE,OSI’S1,OSZS1—I’,

y no tenemos que olvidar el Jacobiano r. Pasamos a efectuar el calculo:
/2 p1 p1-r?
H (3 +xy?)dv = J J J (r® cos® 8 +r3 cos @sin? 0)rdzdrdé
w o Jo Jo
m/2 p1
= J I (1 = r?)r*(cos® 6 + cos 8 sin% 8)drdo
o Jo
n/2 1
= (J cos 8(cos? 8 + sin? 9)d6) (‘[ (r* - r6)dr)
0 0
7T/2 2
J cos0df = —.
35

53

(b) En este caso, poniendo de nuevo coordenadas cilindricas, el sélido W tiene como limites de
integracion (evidentes)

0<6<2m, 2<r<3,0<z<x+y+5=r(cosf+sinb) +5.

Efectuamos el calculo:

r2m 3 pr(cosB+sinf)+5
Hj xdV = J r? cos 6dzdrdo
w Jo J2 Jo

r2m 3

= r?(r(cos 6 +sin @) +5) cos 8drd@
Jo J2
r2m 3

= [r? cos? 6 +r® cos 0'sin 6 + 5r* cos 6] drds.
Jo )2

Calculando por separado cada una de las integrales de los términos que se suman en la Gltima expre-

sién y usando en ellos la propiedad de factorizacion (ya que cada uno por separado es un producto

de términos de variables separadas en r y 8 y los limites de integracién son fijos) obtenemos

r=3
sin@

|9:2rr
r=2

=0,
6=0

2 3 5
j J 5r cos 6drd6 = =r3
0o J2 3

r=3 sinz 6 |6:2n

2 3 1
J I r3 cossin0drdd = —r*
0 J2 4

r=2 2 16=0
y finalmente
2n 03 1 r=3 21
J J r3 cos @ sin6drdf = —r* J cos® 6d6
0 J2 4 Ir=2 Jg
_ 65 2 q +cos(29)d6 _ 65w
4 ) 2 4
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ya que la integral del término en 8 de la Ultima expresiéon también vale 0. Por tanto, el resultado
final nos queda 65m/4.
10. Calcular usando coordenadas esféricas:

(a)
[.#=
w

donde W es el sélido acotado por el plano y = 0y por las semiesferas y = V9-x2—-22e y =
V16 — x2 — 72,
(b) El volumen de la region sélida que se halla en el interior del cono z = /x2 + y2, encima del
plano z = 0y debajo de la esfera x? + y? + 2% = 4z.
Solucion. Recordamos aqui las formulas de cambio para las coordenadas esféricas, que vamos
a usar mas abajo:
X =pcosfsing, y=psin@sing, z=pcosep,

con el Jacobiano igual a p? sin @, donde p = \/x2 + y2 + 72,

(a) Pasando a coordenadas esféricas, obtenemos que 9 < x% + y? +z? < 16, es deci, 3 < p < 4.
Por otra parte, tenemos y > 0y ninguna limitaciéon sobre el angulo ¢ (ya que tanto el polo norte
como el polo sur de la esfera mas grande estan en la frontera de la figura considerada). La condicién
y = 0 limita el angulo 8, que es el angulo polar habitual: 0 < 8 < mylo mismo, 0 < ¢ < m (los
limites habituales del angulo ¢). Pasamos a efectuar el calculo:

n n 4
H‘[ xde:‘[ J J p? cos? 8sin? pp? sin pdpdepdd
w 0 Jo J3

mopen er4d
= I J I p*sin® @ cos?, 8dpdedo
0 Jo J3

([ ostoa) (s o) [ 5]

donde en la Gltima igualdad hemos usado la propiedad de factorizacién para reducir la integral triple
a un producto de integrales elementales. Tenemos

pidp =

J“ 45 -3 781
3 5 5’

n m
J cos?6do = J Mdg — n
0 0 2 2

J‘nsin3 o (cos(3p) — 9 cos )’(p:n— 1 (-1 1+9+9)—4
LR S R ¢ Plpss T 12 T3
Multiplicando los resultados precedentes obtenemos como resultado final

781m4  1562m

523 15

(b) Para hallar los limites de integracién, tenemos que usar una vez mas nuestra técnica favorita
de traducir las fronteras a las nuevas coordenadas. En este caso, las dos fronteras son: la frontera
superior esfera de ecuacion x? + y? + z2 = 4z, es decir

X+ y?+7°=47 = p?>=4pcosp = p =4cos P

y la frontera inferior el cono z2 = x? + y?, que ha sido ya trabajado en coordenadas esféricas en un
ejercicio de clase, obtenemos

p? cos? ¢ = p?sin® p = cos® ¢ =sin’ @,
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y obtenemos los limites del angulo ¢ entre 0y r /4 (ver el ejercicio resuelto en clase para mas detalles
de célculo). Por tanto, los limites de integracion obtenidos son

m
0593271,05<p<z,0§ps4cos<p.

Procedemos ahora al calculo:

2n pm/4 pdcose
V= [H 1dv = J J‘ J p?sin pdpdedd
w o Jo Jo

2n pm/4 p3 p=4c0s ¢
= J J — sin pdpdo
o Jo 3lp=0

64 2n IT/4
=& J cos® ¢ sin pdpdo
o Jo

128m ("4 5 128m [ cos? @ |e=n/4
= — cos” gsingpdyp = —— |- |
3 0 3 4 ¢=0
32 [ 1
= —3 —Z + 1| = 8m.
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5. Integrales de linea

Ejercicio 1. Hallar la longitud de un arco de circunferencia de radio r y a radianes.

Solucién. ar <

Ejercicio 2. Sea C la curva parametrizada por y(t) = (%, g , te[0,1].Calculalalongitud de C.
o _ 2V2-1

Solucion. L(C) = =5— <

Ejercicio 3. Sea C la curva parametrizada por
t2 2
t) =[t, =, =V2t3].
y(t) ( > 3 )

Calcula la longitud de C en los intervalos t € [0,1], te [-2,-1], te[-2,1]

Solucion.
€[0,1], L(C)=3; te[-2-1, L) =3 te[-21],L(C)=23. <

Ejercicio 4. Sea C la curva parametrizada por

0 =22 2va8) . teon
y - 2 > 3 > 5 > ’ .
Calcula la longitud de C.
Solucioén.

L(C)=2

<

Ejercicio 5. Sea o la hélice definida por o: [0,2n] — R3,t — (cost,sint,t) y sea f(x,y,z) =
x?+y? + 7% Evaluar la integral |_fds.

Solucion. 2mvV2(1 + %)
<

Ejercicio 6. Sea una curva C parametrizada por y(t) = (t cost,tsint), t e [0,V3],yseaf:R? —

R dada por f(x, y) = yx2+ y2. Calcula [ f(x, y)ds

Solucion.
[ fds=3 <

Ejercicio 7. Sea 0: [0,/2] — R?lacurvao(t) = (30cos>t,30sint)y f(x, y) = 1+ y/3. Calcular la
integral de f sobre la curva .

Solucion. 225 <

Ejercicio 8. Calcular las integrales de linea de las siguientes funciones a lo largo de los caminos
indicados.

a) f(x,y) = xy* en la mitad superior de la circunferencia x*> + y> = 16 recorrida en sentido
antihorario.

b) f(x,y)=%enc(t)=(t"t?)con0 <t <1.
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c) f(x,y) = ye* enelsegmento que une (1,2) con (4,7).

d) f(x,y) =siny enelarcode lacurvax = y* desde el punto (1,-1) a (1, 1).
Ejercicio 9. Sea una curva C parametrizada por

~ (t,t), tel0,1),
y(t)_{ 2-t,(2-1)?) te[1,2) "’

ysea f : R2 — R dada por f(x, y) = x. Calcula Jc f(x,y)ds

Solucion. [, fds = 6‘5*15# <

Ejercicio 10. Evaluar las siguientes integrales de linea:
@ f(x,y,2) =eV2ya(t)=(1,2,t?),t € [0,1].
(b) f(x,y,z) =yzyo(t)=(t3t2t),te[1,3].
(©fO6y,2) =2 yo(t) = (6563720, t € [1,2].

(d) f:R3A\{(x,y,2) eR3: y =0} - Rcon f(x,y,z) =1/y3yo(t) = (logt,t,2),t € [1,e].

Solucion. (a) 2; (b) 52V14; (c) 16/3 — 2V3; (d) 3(23/2 - (1 + e72)3/2).
|

Ejercicio 11. Sea f(x,y) =2x — y,x =t* y = t4 —1 < t < 0. Calcular la integral de f a lo largo de
esta trayectoria.

Solucién. v2/2 P

Ejercicio 12. Calcular las integrales de linea de las funciones dadas sobre las curvas indicadas:
(@) F(x,y,z) = (x,y,2),0(t) = (sint,cost,t), cont € [0,2m].
(0) F(x, y,2) = yzi + xz] +xyk, 0 : [=5,10] — R3 definida por t — (t,t2,t3).

(©) F(x,y) = (xy +1,x%> — y?), siendo o la media circunferencia centrada en el origen y en la que
el punto inicial es (1, 0) recorrida en sentido antihorario.

(d)F(x, y) = (xy +1,x> — y?), siendo ¢ la media circunferencia centrada en el origen y en la que
el punto inicial es (-1, 0) recorrida en sentido horario.

(e) F(x,y,z) = Xi + yf+ zE, siendo o el arco de hélice de ecuaciones paramétricas x = 4cost,
y =4sint,z=3t,para0 <t < 2m.

Solucién. (a) 2m?; (b) 5%(2° — 1); (c) —2; (d) 2; (e) 18m?. <

Ejercicio 13. Calcular Lj(ydx —xdy) alolargo delacurvac = g1 Na,, siendo gq el arco de elipse de

22
ecuacion 3¢ + % = 1 que une el punto (4,0) con el (0,3) y o, el segmento que une ambos puntos,
tomando como orientacion, la contraria a las agujas del reloj.
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Solucion. 12 — 6m <

Ejercicio 14. Evaluar la integral fo(cos zdx + eXdy + e¥dz) donde a(t) = (1,t,et) yt € [0, 2].

Solucion. 2e + 1e* — 1 <

Ejercicio 15. Sea o la trayectoriax = cos®a, y =sinayz=acon0 < a < 77" Evaluar la integral
|, sinzdx + cos zdy — (xy)'/3dz.

Solucion. —% <

Ejercicio 16. Consideramos una particula que se mueve a lo largo del arco de elipse
2

2
X_+‘y_:1
4 9

desde el punto A = (2, 0) hasta el punto B = (0, 3), y después del punto B al punto A por linea recta,
sometido al campo de fuerzas

F(x,y) = (2xy® — y cosx, 1 —sinx + 3x%y?).

Hallar el trabajo realizado por la particula en el campo de fuerzas.

Solucién. 0 <

Ejercicio 17. Dado el campo vectorial

F(X’y) = (X3’y3)

y el arco de la curva
9x2 +4y% =36

situado en el primer cuadrante y recorrida en sentido positivo. Calcular el trabajo que se realiza so-
bre una particula que se mueve a lo largo de la curva, sometida el campo F(x, y).

Solucion. & <
Ejercicio 18. Calcular el trabajo realizado por los campos de fuerza F en las curvas indicadas.

a) F(x,y) =(x,y+2)alolargo de la cicloide c(t) = (t —sint,1 —cost) con0 < t < 2m.

b) F(x,y) = (xsiny, y) alos largo de la parabola y = x? desde (-1,1) a (2,4).

c) F(x,y)=Vf(x,y)siendo f(x, y) = 2x + 2y alo largo del segmento que une (1,2) y (2,3).

d) F(x,y) = Vf(x, y)siendo f(x, y) = 2x+2y alo largo de la circunferencia x? + y? = 5 recorrida
en sentido antihorario comenzando en el punto (0, \/5).

e) F(x,y,2) = (x2,2y,z+1) alolargo de la hélice c(t) = (cost,sint,3t) desde el punto (1,0,0)
hasta (1,0, 6m).

Ejercicio 19. Hallar, utilizando el Teorema de Green, el area limitada por la elipse de semiejesa y b,

2 2

Xy

;4_?:1.
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Solucion. abm <

Ejercicio 20. Se pide hallar el trabajo necesario para trasladar una particula situada en el origen
hasta el punto (1,1,1) a traves del segmento que une ambos puntos, sometida a un campo de fuer-
zas F, siendo F(x, y, 2) = 3xy/ — Zk. ¢Es el campo conservativo?

Solucién. 3; no. <

1.n
2’

Ejercicio 21. Determinar el valor del parametro A € R para que el trabajo realizado por el cam-
po de fuerza definido por F(x, y) = (3y? + 2, 16x) a lo largo de la semielipse parametrizada por
o(t) = (cos(t),Asin(t)) con 0 < t < m sea maximo.

Solucion. <

Ejercicio 22. Determinar si el siguiente campo vectorial es conservativo y calcular, si existe, una
funcion potencial:

cosy s
F(x,y,z) = , VZ+1
(x.5.2) siny +2
Solucién. Conservativo; potencial: f(x, y,z) = (x —1)eX +log|siny + 2| + %\3/(2 +1)4+C <

Ejercicio 23. Determinar si el siguiente campo vectorial es conservativo y calcular, si existe, una fun-
.z . 24,2 2,.,2 2,2
cion potencial: F(x, y,z) = 2xzeX*V", 2y zeX+yV", X)),
.z . . 2,2
Solucién. Conservativo; potencial: f(x, y,z) = ze* V" +C <

Ejercicio 24. Determinar si el siguiente campo vectorial es conservativo y calcular, si existe, una
funcion potencial:

F(x,y,z) = (siny +zcosx, Xxcos y +cosz, sinx — ysinz +2)
Solucién. Conservativo; potencial: f(x, y,z) = xsiny + zsinx + y cosz + 2z. <
Ejercicio 25. Determinar el valor del pardmetroA € R paraque el campo F(x, y) = (y? cos(x), A y sin(x))
sea conservativo y calcular una funcién potencial correspondiente.
Solucién. A = 2; potencial: f(x, y,2) = y?sinx + C <
Ejercicio 26. Usar el teorema de Green para evaluar laintegral de lineadel campo F(x, y) = (y®, —xy°)

alo largo de la elipse 4x2 + y? = 1 recorrida en sentido antihorario (positivo).

Solucién. 0 <

Ejercicio 27. Consideremos la curva C dada por C = {(x,y) € [Rz/x2 +2y? = 1}, orientada en
sentido antihorario. Calcula las siguientes integrales

a) [, F(r)dr donde F(r) = (y,x)
b) [, F(r)dr donde F(r) = (-y,x)
o) [, F(r)dr donde F(r) = (e**Y,e**)
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d) fc F(r)dr donde F(r) = (y e’ e?’, x2y? + 2y%)
Solucion.

a) 0

b) V2r

o0

d) —er

V2

Ejercicio 28. Sea F(x, y) = (xy,x + y). Calcula las siguientes integrales

a) fc F(r)dr donde C = {(x, y) € Rz/x2 + y? = 4} orientada en sentido antihorario.
b) fc F(r)dr donde C = {(x, y) € Rz/x2 + y? = 4} orientada en sentido horario.

@) fc F(r)dr donde C = {(x,y) € [Rz/x2 +y> =4, x >0, y > 0} orientada en sentido
antihorario.
d) fc F(r)dr donde C es la grafica de la funcién y = x3 desde x = —1 hasta x = 1.
e) fc F(r)dr donde C viene parametrizada por y(t) = (t,e™"), t € [0,1]
Solucion.
a) [ F(rdr=4n
b) Ic F(r)dr = —-4m
o [ F(rdr=m-2

d) fc F(r)dr = 2

e) [, F(r)dr= %
<

Ejercicio 29. Sea F(x, y,z) = (xy,x%,23),ysea C = y(t) = (cost,2sint,t), t € [0,4m]. Calcula
[ F(r)dr.
c

Solucion. [ F(r)dr = 64r* <

Ejercicio 30. Resuelve la siguiente integral fc zdx + ydy + xdz siendo C la curva dada por y(t) =
(t+1,V6,t9), te[o1].

Solucion. Ic zdx + ydy +xdz = % <
Ejercicio 31. Resuelve la siguiente integral jc(y+z)dx +eX2dy+ e*¥*2dz siendo C la curva dada por

y(t) = (t,t%,63), te[0,1]

2

- x2 Xy+z 4, — e
Soluuon.fc(y+z)dx+e dy+e™dz=5+e+ 5
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Ejercicio 32. Determinar si los siguientes campos son conservativos y calcula, para los conserva-
tivos, una funcién potencial para los mismos. Se pide también calcular para cada campo vectorial
el valor de la integral a lo largo de la frontera del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y (0, 1)
recorrido en sentido antihorario.

a) F(x,y) = (3+2xy,x? - 3y?)
b) F(x,¥) = (x = y,x = 2)

Q) F(x,y)=(er,xeY)

d) F(x,y) = (1+2xy +log x,x?)

Solucion.
<

Ejercicio 33. Calcular las integrales de linea de los siguientes campos a lo largo de los caminos
indicados.

a) F(x,y) = (3+2xy,x*> =3y?)yc(t) = (e'sint,e cost) con0 < t < .

b) F(x,y) = (x3y* x*y3) sobre el arco de la circunferencia x? + y? = 4 entre los puntos (2,0) y
(0, -2) recorrido en sentido antihorario.

Q) F(x,y)=(e¥,1+2xe?)yc(t) = (te!,1+t)con0 <t < 1.

Ejercicio 34. Calcular laintegral de linea del campo F(x, y) = (y,—x) alolargo dela curva C indicada
en la siguiente figura.

>
N

Ejercicio 35. Determinar el valor del pardmetroA € R paraque el campo F(x, y) = (y? cos(x), A y sin(x))
sea conservativo y calcular una funcién potencial del mismo.

Ejercicio 36. Utilizar el teorema de Green para evaluar la integral de linea de los siguientes campos
en los caminos indicados.

a) F(x,y) = (e¥,2xeY) a lo largo de la frontera del cuadrado de vértices (0,0), (1,0), (1,1) y
(0, 1) recorrido en el sentido de las agujas del reloj.

b) F(x,y) = (y® —xy®) alolargo de la elipse 4x? + y? = 1 recorrida en sentido antihorario.
Ejercicio 37. Calcular de dos maneras distintas la integral de linea del campo vectorial
F(x,y) = (5-xy = y* —(2xy =x%))

sobre la frontera del cuadrado de vértices (0, 0), (1,0), (1,1) y (0, 1) recorrido en el sentido antiho-
rario comenzando en el origen de coordenadas.
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Ejercicio 38. Sean F;(x, y) y F2(x, y) dos funciones diferenciables en R? con

5} 5}
—F 5 =—F 5 >
5y 106y) = —Fa(%,y)

y sea f(x, y) una funcion potencial de F = (F, F;) con f(1,1) =7y f(2,4) = 13. Calcular la integral
de linea del campo F a lo largo de la curva C si C es una curva plana simple con punto inicial (1, 1)
y punto final (2, 4).

Ejercicio 39. Verificar, usando el Teorema de Green, que, si D C R? es un recinto simplemente
conexo y acotado en el plano y C es la frontera de D recorrida en el sentido antihorario, entonces el
area del recinto D se puede calcular con la siguiente expresion

p 1
Area(D) = EJ F-ds, siendo F(x,y)=(-y,x).
c

Utilizar la férmula anterior para calcular el area encerrada por la curva parametrizada por

y

[ c(t) = (-=sin3t, costsint)

o) oy cont € [m,2m].

Ejercicio 40. Consideremos tres funciones derivables gq,92,935 : R — R, tales que g4(0) =
O: 91 (1) = 1: 92(3) = _1)92(5) = 4’ 93(7) =T, 93(_5) = O

a) SeaF(x,y,z) = (9;(x),95(y),95(2)). Calcula Ic F(x, y,z)dr donde C es una curva que comien-
zaenelpunto (0, 3,7) yterminaen el punto (1,5, -5). ;Cuanto valdria la integral si recorremos
C en el sentido opuesto?.

b) Sea F(x,y) = (97(x)g2(y),g1(x)g5(y)). Calcula Ic F(x, y)dr donde C es una curva que co-
mienza en el punto (0, 5) y termina en el punto (1, 3)

o) SeaF(x,y,z) = (g7(x)(1+2),95(y),g1(x)). Calcula fc F(x, y,z)dr donde C es una curva que
comienza en el punto (0,5, 0) y termina en el punto (1,5, 1).

2xy
y2+3

ces (0,0), (0,2), (3,0), (3,2). Calcula [ F(r)dr

Ejercicio 41. Sea F(x, y) = (Iog(y2 +3) +x2, + 3x) . Sea C el contorno del rectangulo de vérti-

Ejercicio 42. Sea F(x,y) = (x*, y¥ +x3). Sea C la circunferencia de radio unidad centrada en el

origen. Calcula [ F(r)dr
Ejercicio 43. SeaF(x, y) = (x® — y> — 2x2y3, y” + x® + 2x3y?) . Sea C la circunferencia de radio uni-
dad centrada en el origen. Calcula Jc F(r)dr

Ejercicio 44. Sea C = y(t) = (sin(2t),costsin’t), t e [0, Z]. Calcula el area del recinto encerrado
por la curva C.

Ejercicio 45. Sea C = y(t) = (sint cos" t,sin(2t)), t € [0, Z]. Calcula el area del recinto encerrado
por la curva C.

Ejercicio 46. Sea C = y(t) = (sin’tcost,sintcos’t), t € [0,2m]. Calcula el area del recinto ence-
rrado por la curva C.
. e . _ y
(Ayuda: Utiliza el campo vectorial F(x, y) = (=3, 5).
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A. Ejercicios resueltos.

1.. Calcular (usando la formula de calculo estandar) las siguientes integrales de linea:

(a) fc xeYdx, donde C es el arco de la curva x = eY entre los puntos (1,0) y (e, 1).

(b) fc sinxdx + cos ydy, donde C es la curva compuesta por el semicirculo superior x? + y? = 1
entre los puntos (1,0) y (-1,0) y el segmento de recta entre los puntos de coordenadas (-1,0) y
(-2,3).

Solucion. (a) Se trata de una curva que se puede parametrizar como grafica de una funcién,
c(t) = (ef,t) cont € [0, 1]. Por tanto, usando la formula de calculo para la integral parcial de linea
tenemos

1 1

1

J xeYdx = J eleleldt = J e3dt = —(e3 - 1).
c 0 0 3

(b) En este ejemplo hay que calcular por separado la integral de linea en cada uno de los trozos
de curva descritos en el enunciado, y después sumar para obtener el resultado final. Separamos
pues la curva C en los dos trozos

e C; es el semicirculo superior, parametrizado por coordenadas polares ¢4 (t) = (cost,sint) con
t € [0, m]. En este caso, usando la formula de calculo de las integrales parciales de linea, tenemos

n
J sinxdx + cos ydy = J (sin(cos(t))x’(t) + cos(sin(t))y’(t))dt
c 0
1 n
= I (sin(cost)(—sint) + cos(sint) cost)dt
0
n
= (—cos(cost) + sin(sint)) 0= cos(—1) + cos(1) = 0.
e C; es el segmento que une los puntos (—1,0) y (-2, 3), es decir, se parametriza con
() = (1-10)(=1,0) +t(-2,3) = (-1 -1t,31),
y la integral de linea se calcula como:
1 1
J sinxdx + cos ydy = J (sin(=1 =t)(—=1) + 3cos(3t))dt = (sin(3t) — cos(1 +1)) .
C 0
=sin3 -cos2+cos 1.

Sumando, este Gltimo resultado es el resultado final. Como observacién, el campo F(x, y) =
(sinx, cos ¥) es un campo conservativo con funcion potencial f(x, y) = sin y — cosx, por tanto se
podia haber utilizado el Teorema fundamental de las integrales de linea para obtener (con mayor
rapidez) el mismo resultado.

2. Calcular las siguientes dos integrales de linea escalares:

(a) fc 2xyzdx +x%zdy + x?ydz, donde C es la curva parametrizada

mt
c(t) = (tz,sin Z,etZ_Zt) , te]0,2].

(b) fc sinxdx + z cos ydy + sin ydz, donde C es la elipse 4x2 + 9y? = 36 orientada en sentido
positivo (es decir antihorario).

Solucion. Recordamos la correspondencia entre la integral de linea escalar y la integral de linea
vectorial

J F ds = j F1dX+F2dy+F3dZ,
C C
donde F = (F4, F», F3). Usamos esta correspondencia en este ejercicio para ver las integrales que

debemos calcular como integrales de linea de campos vectoriales (que van a ser conservativos) y
asi usar el Teorema fundamental de las integrales de linea.
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(a) En este caso tenemos
J 2xyzdx +x°zdy + x?ydz :J F - ds, F = (2xyz,x%z,x%y).
C c

Es facil observar que el campo F es conservativo y tiene como funcién potencial f(x, y,z) = x?yz,
y podemos asi usar el teorema fundamental de las integrales de linea para calcular la integral eva-
luando la funcion potencial en las extremidades de la curva:

J 2xyzdx+xzzdy+x2ydz = f(c(2)) — f(c(0)) = f(4,1,1) - f(0,0,1) = 16.
c
(b) En este caso tenemos

J sinxdx + z cos ydy + sin ydz = J F-ds, F=(sinx,zcosy,siny)
c c

y observamos de nuevo que el campo F es conservativo y tiene como funcién potencial f(x, y, z) =
zsin y — cos x. Teniendo en cuenta que la curva C es una curva cerrada (una elipse), resulta que la
integral de linea es igual a cero.

3. Decidir cuales de los siguientes cuatro campos vectoriales es conservativo, y en caso afir-
mativo, hallar su funcion potencial: F1(x, y) = (e*siny,e* cosy), Fa(x,y) = (eXcosy,e*siny),
F3(x,y) = (ye* +siny,eX +xcos y)y Fa(x, y) = (3x% — 2y2,4xy + 3).

Solucién. Observamos que todos estos campos tienen como dominio de definicion todo R?,
sin puntos exceptuados, es decir simplemente conexo, por tanto para decidir si los campos son
conservativos basta por verificar la igualdad de las derivadas cruzadas.

e Para el campo F; observamos que

oFy _dFy

— =—_—-=e"cosy,

ay ox
por tanto el campo es conservativo. Es bastante evidente que f;(x, y) = e*sin y es la funcion po-
tencial de este campo.

e Para el campo F, observamos que

oF, Y oF; )
— =—e"siny, — =¢€*siny,
oy

por tanto el campo F no es conservativo.
e Para el campo F3 observamos que

oF1 oF,
— =——=¢e"+cosy,
ay ox
por tanto el campo F3 es conservativo. Usando el algoritmo habitual para hallar una funcién po-
tencial obtenemos desde el primer intento que una funcién potencial de este campo es f3(x, y) =
yeX +xsiny.
e Para el campo F4 observamos que
oF; oF;
— = -4y, — =4y,
oy ox
por tanto el campo F4 no es conservativo.
4. Calcular las integrales de linea siguientes:
(a) fc(log x + y)dx — x2dy, donde C es el rectangulo de vértices (1,1), (3,1), (1,4) y (3,4).
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(b) fcf~ ds, donde F(x, y) = (xy,x? +x) y C es el triangulo de vértices (-1,0), (1,0) y (0, 1).

Solucién. La idea de este ejercicio es darse cuenta que se trata en cada caso de curvas cerradas
y poder usar el Teorema de Green.

(a) Es evidente que un rectangulo (recorrido en sentido antihorario) es una curva cerraday como
el campo vectorial

F(x, y) = (log x + y, —x2)

esta definido en el interior del triangulo, se puede aplicar el teorema de Green. Obtenemos asi que

J(Iogx+y)dx x*dy = JI (E—E)d xdy JJ( 2x + 1)dxdy,

donde D es el interior del rectangulo, que se puede describir como {1 < x < 3,1 < y < 4}. Pasando
a integrales iteradas tenemos

3 04 3
J(Iogx+y)dx—x2dy=j J (—2x+1)dydx=3j (—2x +1)dx = -18
c 1 J1 1

(b) En este caso, el triangulo con vértices (—-1,0), (1,0) y (0, 1) es una curva cerrada y su interior
D se puede describircomo {0 < y < 1,y -1 < x <1 -y} (ya que la arista que une los vértices
(=1,0) y (0,1) es un segmento de la recta x = y — 1 y la arista que une los vértices (1,0) y (0, 1) es
un segmento de la recta x + y = 1) y esta descripcidén se va a usar para calcular la integral doble.
Usando el Teorema de Green, tenemos

IF ds—JJ(x+1)dxdy JJ (x + 1)dxdy

:L (X;+x) dy J(Z 2y)dy =1.

5. Calcular la integral de linea vectorial fcf - ds, donde C es el arco de la parabola y = 1 + x2
entre los puntos de coordenadas (—1,2) y (1,2) y el campo vectorial F es

f(x,y):( X o yz).

X2+ y? x2+y

x=1-—

X=y—

Solucion. Con laformula de calculo de la definicion, podemos parametrizar la curva como grafica
de una funcion c(t) = (t,1+t?),t € [-1,1] y calcular la integral de linea, obteniendo que la funcién
de t que se debe integrar al final es una funcién impar. En efecto, tenemos

F(x(0), y(6) = F(t,1+t%) = ( t 1+¢2 )

2+ (1+t2)2° 2+ (1 +t2)2

y c’(t) = (1,2t), por tanto usando la férmula de calculo de una integral de linea de campo vectorial
(con el producto escalar entre los vectores F(c(t)) y ¢’(t)) obtenemos

— 'Y t@tr+3)
Fods=| ——"= _dr=0,
Jc > J—1 t2+ (1 +1t2)2

ya que el integrando es una funcién impar de t y el intervalo de integraciéon [—1, 1] es simétrico
respecto a 0.
De forma alternativa, observamos que el campo vectorial

F(x,y>:( AR )

X2+ y2 x2 4 y2
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satisface la condicion de igualdad de las derivadas cruzadas

oF; _ oF; _ 2xy
ay  ax  (x2+y2)¥

pero su dominio de definicién no es simplemente conexo (es R?\{0}). Pero en este caso, a diferencia
del campo de la vorticidad visto en clase, se puede probar que este campo si es conservativo usan-
do un teorema que no hemos dado pero hemos comentado en clase: si la integral sobre cualquier
circunferencia vale 0, entonces es conservativo (se puede verificar tomando circunferencias centra-
das en (0, 0), parametrizando con (x(t), y(t)) = (rcost,rsint) y efectuar el calculo exactamente
como hemos hecho para el campo de vorticidad; en este caso si da 0 como resultado). Observamos
ademas que admite una funcién potencial definida por

F0,y) = 510906 + y2)

Podemos aplicar el Teorema fundamental de las integrales de linea para concluir que

I F-ds=f(1,2) - f(-1,2) =0,
C

ya que la funcién f(x, y) es par.

6. Sea el campo vectorial F(x, y) = (2xe”,x + x?e¥) y sea C el cuarto de circulo de radio 4 en el
primer cuadrante, es decir la parte del circulo de radio 4 comprendida entre los puntos A = (4,0) y
B = (0,4). Se pide:

(a) Hallar una funcién potencial V(x, y) tal que se pueda escribir F(x, y) = G(x, y) + VV(x, y),
donde G(x, y) = (0,x).

(b) Verificar que la integral de linea del campo vectorial G(x, y) = (0, x) sobre los segmentos OA
y OB es cero, donde O = (0, 0) es el origen.

(c) Usar los resultados de los apartados (a) y (b) y el teorema de Green para calcular Jc F - ds.

Solucioén. Se trata de un ejercicio algo mas complejo que introduce la técnica de descomposicién
en el calculo de integrales de linea: cada campo en R? se puede escribir como una suma entre
un campo conservativo y un campo de la forma (0, F2(x, ¥)), y con este segundo campo se puede
trabajar mas facilmente.

(a) Observamos que podemos escribir

F(x,y) = (0,x) + (2xe?,x%e”) = (0,x) + VV(x, y),

donde V(x, y) = x?e¥. Ponemos G(x, y) = (0,x).
(b) La parametrizacion del segmento OA esta dada por

¢ (t) = (1—-1)(0,0) +t(4,0) = (4t,0), t €[0,1].
Calculando con la formula de definicion, tenemos ¢/ (t) = (4,0) paratodo t € [0, 1], por tanto

G(c1 (1) - ¢4 (t) = (0,4t) - (4,0) =0,

J,

De la misma manera, la parametrizacion del segmento OB esta dada por

y obtenemos que

Q|

-ds =0.

c2(t) =(1-1)(0,0) +t(0,4) = (0, 4t), t € [0,1].
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Calculando con la férmula de definicion, tenemos ¢/ (t) = (0,4) paratodot € [0, 1], por tanto

G(ca(t)) - ¢j(t) = (0,0) - (0,4) = O,

Jo

(c) Usando la linealidad de la integral de linea y la descomposicion efectuada en el apartado
(a), y aplicando el Teorema fundamental de las integrales de linea para el campo conservativo VV,
tenemos

y obtenemos que

@

-ds =0.

JF-dE:J E.ds+J VV~ds=J G -ds+V(0,4) —V(4,0).
C C C C

Por una parte, recordando que V(x, y) = x?e¥ tenemos V(0, 4) — V(4,0) = —16. Por otra parte, para
calcular laintegral de linea del campo vectorial G, podemos afiadir los segmentos OA y BO (orientados
en esta direccién) para obtener asi una curva cerraday poder aplicar el Teorema de Green. En efecto,
como hemos calculado en el apartado (b), la integral del campo G sobre dichos segmentos es cero,
por tanto se puede escribir

Jg-ds:J 5-ds+J 5-ds+J G-ds
c 0A c B0

y la tltima suma nos da la integral del campo G sobre la curva cerrada que es la frontera del sector
de circulo OAB. Para esta integral de linea sobre la curva cerrada podemos aplicar el Teorema de

Green y obtener que
j E-d§=ff 1dA = 4m,
C D

ya que el dominio D es el cuarto de circulo de radio 4 y la Gltima integral obtenida representa el area
de ese cuarto de circulo (que es un cuarto del area total del disco de radio 4). Juntando todos los
calculos efectuados, obtenemos que

J F-dE:J G -ds+V(0,4) —V(4,0) = 4 — 16.
C C

7. Calcular las siguientes integrales de linea sobre la curva C
(a) fc(y + e‘&)dx + (2x + cos y?)dy, donde C es la curva frontera de la regién limitada por las
parabolas y = x?> e x = y2.
(b) [, sin ydx +x cos ydy, donde C es la elipse x? +xy + y? = 1.
Solucion. (a) Se observa que la curva C es una curva cerrada, por tanto se puede aplicar el Teo-
rema de Green. Tenemos Fq(x, y) = y + eVx, Fo(x,y) = 2x + cos y?, por tanto
oF, OdF,

—2_l-2-1=1

x dy

Aplicando el teorema de Green, obtenemos que

I (y +eY)dx + (2x + cos y?)dy = ﬂ 1dA,
c D

donde D es el recinto plano limitado por las dos curvas. Observando que los puntos de interseccién
entre las dos curvas son (0,0) y (1,1), y que si 0 < x < 1 tenemos x> < v/, podemos describir el
dominio D en la forma

D={(x,y):0<x<1,x*<y<+x}
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y pasamos a integrales iteradas:

T pVvx 1 2532 y3\ x=1
H 1dA:J J 1dydx:J(\/)_(—x2)dx:(X _X_)X
D 0 Jx2 0 3 3/ Ix=0
22 1.1
3 3 3

(b) Observamos que el campo F(x, y) = (sin y, x cos y) es conservativo, al estar definido en todo
R2 (simplemente conexo) y cumplir la igualdad de las derivadas cruzadas (calculo obvio). Como la
elipse es una curva cerrada, el resultado de la integral es 0.

8. Calcular las siguientes integrales de linea de campos vectoriales:

(a) [, F-ds,donde F = (2xz+y?, 2xy,x?+32%) y C es la curva parametrizada c(t) = (2, t+1,2t-1),
te[0,1].

(b) fc F-ds, donde F = (e¥,xe”, (z+1)e?) y C es la curva parametrizada c(t) = (t,t?,t3),t € [0,1].

Solucién. (a) El campo F es conservativo, lo que se puede ver verificando las igualdades de las
derivadas cruzadas (aquellas que hemos llamado () en los apuntes teéricos). Tenemos que hallar
su funcién potencial, usando el algoritmo conocido (esta vez en tres pasos, al tratarse de un campo
en R3). Integrando primero en x, obtenemos

fx,y,z) = J(sz+y2)dx = x%z +xy2+g(y,z),

donde g(y, z) es la constante de integracion”. Derivamos ahora respecto de y y obtenemos

o] d
2xy+—g=2xy=>—g=0,
9y 9y

es decir g(y, z) = h(z). Derivando finalmente en z tenemos
x*+h(2) =x*+32> = h'(2) =322 = h(z) = 2°.

Por tanto, una funcién potencial del campo F es f(x, y,z) = x?z + xy? + z3. Aplicando el Teorema
fundamental de las integrales de linea, obtenemos

J F-ds=f(c(1) = f(c(0) = f(1,2,1) = £(0,1,=1) =1 +4+1— (-1)° = 7.
C

(b) Seguimos el mismo plan que en el apartado (a), observando que el campo F es también
conservativo y su funcion potencial se obtiene de la misma forma que en el apartado (a). En este
caso, en los primeros dos pasos obtenemos

f(x,y,2) =xe’ +h(z), h'(z) = (z+1)€?,

e integrando en z obtenemos h(z) = ze?, por tanto f(x, y,z) = xe¥ + ze?. De nuevo, aplicando el
Teorema fundamental de las integrales de linea, obtenemos

Lf-ﬁ:f@m»—fum»:fmAJ)—ﬂQQm:2&

9. Calcular el trabajo efectuado por el campo de fuerzas F = (2y3/?, 3x+/y) para mover un objeto
desde el punto P = (1, 1) hasta el punto Q = (2,4).

Solucion. Como no se tiene ninguna curva especifica, este ejercicio solo podria ser correcto si
el campo fuera conservativo, y efectivamente lo es: es facil comprobar la igualdad de las derivadas
cruzadas (ambas dan como resultado 3+/y). Por tanto, buscando una funcién potencial, obtenemos

f(x, ) =2xy*2.
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Por el Teorema fundamental de las integrales de linea, obtenemos que el trabajo esta dado por

f(Q) - f(P)=f(2,4)-f(1,1) =32-2=30.

10. Un objeto parte desde el punto (-2, 0), se mueve hasta el punto (2,0) a lo largo del eje X,y
después desde el punto (2, 0) vuelve al punto inicial (-2, 0) describiendo el semicirculo y = V4 — x2.
Encontrar el trabajo efectuado por el campo de fuerzas F = (x, x> + 3xy?) para mover ese objeto a
lo largo del camino indicado.

Solucién. Sabemos que el trabajo se calcula con la integral de linea del campo vectorial F. Po-
demos observar que el objeto describe una curva cerrada y simple, por tanto nos sugiere utilizar el
Teorema de Green. Observamos que

oF, OdF,

o2 9N _ 3,2 2y
ox ay x*+y9)

Aplicando el Teorema de Green, obtenemos que
W= H 3(x? + y?)dA,
D

donde D es la mitad superior del disco x2+ y? = 4 con y > 0. Podemos pasar a coordenadas polares
x=rcosB, y=rsinf,donde0 <r <2y0 <0 < m(solotenemos la regién donde y > 0, la mitad
superior del circulo). Por tanto, recordando que x? + y? = r? y que el jacobiano es r, tenemos

r4 r=2

=12m.

m pr2
w :3J I r3drd6 = 3m
0 0 r=0

11.Sea una curva C parametrizada por y(t) = (cos>t,sin®t), t € [0,2m],ysea f : R? — R
dada por f(x, y) = x?+ y>. Calcula [ f(x, y)ds

Solucién:

En primer lugar podemos observar que la curva es simétrica respecto a los ejes X e Y respecti-
vamente, ademas podemos escribir la integral como sigue

L f(x,y)ds = L(X2 +y3)ds = L xds + L y3ds.

Ahora bien, la segunda integral es impar en la variable y, por lo que es igual a cero ya que la
curva es simétrica respecto del eje X. Por tanto

2n
I f(x, y)ds = I x?ds = I cosbt - |y’ (t)|dt,
c c 0

lo que simplifica los célculos. Derivando tenemos que y’(t) = (=3 cos?tsint, 3sin®t cost) = 3sint cos t(—sint, cos
y calculando la norma obtenemos |y’ (t)| = 3| cos t sint|Vcos2t +sin? t = 3| cos t sint|. Por simetria

el valor de la integral debe ser igual en los cuatro cuadrantes por lo que simplemente podemos

escribir

s
2

N 6 ’ 2 74 —12 s 3
J cos’t - |y (t)|dt:4j 3cos’ tsintdt = — cos°t| = —
0 0 8 o 2
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6. Integrales de superficie
Ejercicio 1. Parametrizar las siguientes superficies (soluciones no son Unicas).
a) C={(x,y,2) eR3|[x2+y2=1,0<2<1, x>0, y >0}
b) P={(x,y,2) eR®|x+2y—z=3}
0 S={(x,y,2) eR®|x>+4y?+922=36, x >0, 2> 0}
d) C={(x,y,2) eR?®|x2+y?=2%,0<2<2, x>0}

Solucién. (a) G(u,v) = (cos(u), sin(u),v), (u,v) € [0,m/2] X [0,1],

(b) G(u,v) = (u,v,u +2v - 3), (u,v) € R?,

() G(8,¢) = (6sin¢p cosB,3singsinB,2cos ), (0,¢) € [-m/2,m/2] X [0,1/2],
(d) G(u,v) = (vcos(u),vsin(u),v), (u,v) € [-m/2,m/2] X [0, 2].)

Ejercicio 2. Parametrizar las siguientes superficies.

a) {(x,y,2) eR3|x2+y?=1,0<z<1}

b) {(x,y,2) eR®|x?+y*=1,0<2z<1,x20, y>0}

0 {(x,y,2) eR®|x+2y-z=3}

d) {(x,y,2) eR3|x2+y?+22=1,x >0}

e) {(x,y,2) e R3|x?+4y*+922=36, y>0,2>0}

f) {(x,y,2) eR3 | x?+y?=2%, 0<z<2}

9) {(x,y,z)eR3|x2+y2:zz, 0<z<2, x>0}
Ejercicio 3. Obtén el area de las siguientes superficies:

a)S={(x,y,z)e[R3/z=9—x2—y2, zzO,yZO}.
b)S:{(x,y,z)elR3/z=1—X72—y2, 220}.
Q) S=o(s,t)= (t—3,st,s+5), donde s?+t?<2.

d) S =o(s,t) = (s cost, ssint, s), s e [0,1], te[0,2m].
Ejercicio 4. Calcular las siguientes integrales de superficie.

a) Hs xdS, siendo S el trozo de la esfera de radio 2 del primer octante.

b) HS zdS, siendo S la interseccién de la esfera de radio 1 con x > 0.

Q) HS mds, siendo S la parte del cilindro x? + y? = 1 situada entre los planos z =0y z = 2.
d) HS 72dS, siendo S la esfera de radio 1.

Ejercicio 5. Calcular la integral de los siguientes campos vectoriales en las superficies indicadas.

a) F(x,y,z) = (2x,2y,2z) enel cilindro { (x,y,2) e R¥ | x2+ y2=1,0<z <1}
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b) F(x,y,z) = (0,0,x*+ y?) enel disco { (x,y,3) € R® | x? + y? < 4}.

o) F(x,y,2) = (y,—x, z%) en la esfera centrada en el origen de coordenadas y de radio 2.
Ejercicio 6. Sea el campo vectorial F(x, y,z) = (ye?, xe?,xye?).

a) Determinar si es conservativo.

b) Calcular la integral de linea del campo F sobre la elipse ¢(t) = (cost, 2sint,3) cont € [0, 2m].

Ejercicio 7. Calcular, utilizando el teorema de Stokes, la integral de linea del campo F(x, y,z) =
(2x, y?, z?) sobre la semicircunferencia (con orientacién positiva) de ecuacién x? + y2 — 1 = 0 con
y = 0y situada en el plano z = 0.

Ejercicio 8. Calcular, de dos maneras distintas, la integral de linea

J (2y, 3x, —23) - ds,
c

siendo C la circunferencia c(t) = (3cost,3sint,0) cont € [0, 2m].

Ejercicio 9. Calcular, utilizando el teorema de la divergencia, la integral de superficie

fires

donde F(x, y,z) = (x3,y3,2%) y S es la frontera del sélido W = { (x, y,z) € R3 | x? + y? + 22 < 4}.

Ejercicio 10. Calcular la integral de superficie del campo F(x, y, z) = (x, y, z) sobre las seis caras del
cubo
C={(x,y,2) eR?|0<x<1,0<y<1,0<z<1}.

Ejercicio 11. Calcular las siguientes integrales de superficie.

a) ﬂ xdS, siendo ® el trozo de la esfera de radio 2 del primer octante.
(0]

1
b) H —————dS, siendo @ el trozo del cilindro x* + y = 1 entre los planos z =0y z = 2.
o X2+ y2+2z

Solucioén. (a) 2m; (b) 2m arctan(2). <
Ejercicio 12. Calcular la integral de los siguientes campos vectoriales en las superficies indicadas.
a) F(x,y,z) =(0, 0, x2+ y?>)enR ={(x,y,3) € R3 |x2+y2 <4}.
b) F(x,y,z) = (y, —x, z?) en la esfera centrada en el origen de coordenadas y de radio 2.
Solucién. (a) 8m, (b)0 <

Ejercicio 13. Calcular, utilizando el teorema de la divergencia de Gauss, la integral de superficie

J F-ds,
ow

siendo

FLy,2) =03, y3,2%) y W={xy,zeR3|x2+y?+72<4}.
Solucion. 384m /5. <
52 2021-2023 © Campos, Iagar, Latorre, Puertas, Stich, Toranzo



Ejercicio 14. Calcular, utilizando el teorema de la divergencia de Gauss, la integral de superficie del
campo F(x, y,z) = (x, y, z) sobre las seis caras del cubo

C={(x,y,2) eR?|0<x<1,0<y<1,0<z<1}.
Solucién. 3 <

Ejercicio 15. Sea S la superficie de una semiesfera de radio 1 centrada en el origen, con z > 0. Sea
f(x,y,2) =x*+ y. Calcula [[ ¢ f(r)dS.

Ejercicio 16. Sea S = {(x,y,z) € [R{B’/x2 +y2 =272z €0, 1]},ysea
f(x,y,2) = x> +2y% + 322

Calcula HS f(r)ds

Ejercicio 17. Sea S parametrizada por
o(s,t) = (52 cost, s?sin t,s), se[0,1], te]0,2m)

ysea f(x, y,z) = 6x?z + 23 + 6y?z. Calcula [[  f(r)dS.

Ejercicio 18. Consideremos el campo vectorial F(x, y,z) = (x?, y?, %), calcula Hs F(r) - dS para las
siguientes superficies:

a)S={(xy,z)e[Ri3/x+y+z_O, (x,y)e[—1,1]><[0,1]}.
b)S:{(x,y,z)eR3/x2+y2—z =0, ze[0,1]}.
c)S={(x,y,z)eR3/x2+y -z2=0, z€[0,1], x>0, yZO}.
d)S={(x,y,z)eR3/z:x +y2, (x,y)e[o,ﬂx[o,u}.

e) S={(x,y,z)eR3/z:x2+y2, z€ [0,1]}.

Ejercicio 19. Consideremos el campo vectorial F(x, y,z) = (x, VX2 +y2, \x2 + y2 +22) , calcula

[ s F(r) - dS para las siguientes superficies:
a)S={(x,y,z)elR3/x2+y2+zz=r2, 220}.
b)S:{(x,y,z)e[R3/x2+y2+22:r2, x>0, y=>0, 220}.
c)S:{(x,y,z)e[R{3/x2+y2:zz, 26[0,1],}.
d)S:{(x,y,z)eR3/x2+y2:zz, z€[0,1], x>0, yZO}.

Ejercicio 20. Sea S la superficie de una esfera de radio p centrada en el origen. Calcula ”s F(r)-dS
para los siguientes campos vectoriales:

a) F(x,y,z) =(1,1,1).

b) F(x,y,z) = (x,—y, 22).
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c) F(x,y,2) =(y,z,x).

Ejercicio 21. Sea S una superficie que encierra una regién sélida Q, con volumen V(Q) = 3. Sea F
el campo vectorial dado por F(x, y,z) = (ax + bsinz,by + csinx,cz + asin y), donde a,b y ¢ son
valores reales. Sabiendo que HS F(r) -dS = 15 determina la relacion que deben satisfacer los valores
a,b,c.

Ejercicio 22. Resuelve las siguientes integrales

a) J[¢F(r) - dS donde F(r) = (x> + y*, y? + %, x"y — 52x*) y § es la superficie de un cilindro
(incluyendo las bases) de altura 2 y cuyas bases tienen radio V3 y estan centradas en los puntos
(0,0,0) y (0,0, 2) respectivamente.

b) HS F(r) -dSdonde F(r) = (x3 + y3, y® +x2, 23 + y?) y S es la superficie de la esfera de radio
2 centrada en el origen.

o) [[gF(r) - dS donde F(r) = (x2yz, xy?z, x?y?) y donde S es la superficie que envuelve a
Q= {(x,y,z) e[R{3/x2+y2+z2 <2, x>0, y>0, z 20}
d) [[¢F(r) - dS donde F(r) = (x, y, z) y donde S es la superficie que envuelve a
Q= {(x,y,z) € [F&!E"/x2+y2 <372, y>0, ze€ [0,1]}
e) Hs F(r) - dS donde F(r) = (3xy, yx, z) ydonde S es la superficie que envuelve a
Q= {(x,y,z) € IR:‘B/x2+y2 <z’ x>0, y>0, ze [0,1]}
Ejercicio 23. Calcula [[( G(r)NdS siendo G(x, y,2) = (2y,2z,2x) y donde

S = {(x,y,z) € [R{3/x2+y2 = (2°°7 _1)2, ze]|o,

1}

N

Ayuda: Ten en cuenta que, tomando F(x, y, z) = (z%,x?, y?) se obtiene
VXF(x,y,2) =G(x, Yy, 2).
Ejercicios resueltos.

1. Se considera el triangulo de vértices de coordenadas A = (0,0,3), B =(1,0,2) y C = (0,4,1).

(a) Hallar la ecuacion del plano que contiene los puntos A, B y C. Establecer una parametrizacion
del triangulo.

(b) Calcular la integral de superficie f fs(xy + e%)dS, donde S es el triangulo de vértices A, B, C.

Solucién. (a) Buscamos un plano de la forma z = ax + by + ¢, ya que hemos aprendido que un
plano se puede escribir como una grafica de una funcién. Tenemos que

¢ (0,0, 3) pertenece al plano, es decir, ¢ = 3.

¢ (1,0,2) pertenece al plano, es decir,2 =a + cyresultaa = —1.

¢ (0,4,1) pertenece al plano, es decir 1 =4b +3yresultab = —1/2.

Por tanto el plano que pasa por los tres puntos es z = —x — y/2 + 3, o de forma equivalente
X+y/2+z = 3.Sabemos que el vector normal al plano se obtiene poniendo los coeficientes de x, y, z,
esdecirn = (1,1/2,1).En cuanto a la parametrizacion, siguiendo la idea de otro ejercicio que hemos
resuelto en una clase presencial, el triangulo incluido en el plano de arriba se parametriza como una
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grafica de una funcién despejando z, donde (x, y) pertenecen al triangulo (dentro del plano z = 0)
obtenido por copiar las componentes (x, y) de cada uno de los vértices y simplemente borrando
z, es decir, el triangulo (en R?, en coordenadas (x, y)) de vértices (0,0), (1,0) y (0, 4). Observamos
que se trata de un triangulo rectangulo limitado por los ejes de coordenadas y la recta que pasa por
los puntos (1,0) y (0,4), es decir larecta x + y/4 = 1. Por tanto podemos escribir ese dominio como
0<x<1,0<y<4(1-x).Obtenemos finalmente la parametrizacién del tridngulo:

1
gx,y) = (x,y,3—x—§y), X, y)eD={(x,y) eER?:0<z<1,0<y <4(1-x)}.

(b) Ahora se puede usar la formula directa de calculo de las integrales de superficie escalares

observando que
Inl=vy1+1+1/4=

>

Nl W

por tanto

. 3 (1 /a0
[ [ov+enas=[ [ wy+ernpaxay =3 [ (J xy + e Y2dy| dx
S JD 0

0
12 —a(1-
_3 ()l _ 2e3—x—y/2) 'y A0 L
3

2 Jo 2 y=0
=3 m1(8x(1 —x)2 =2 4 2e37)dx
=1+3e(e—1)>2

2. Se considera la superficie S obtenida como frontera de la regién limitada por el cilindro y? +
z2=9ylos planos x =0y x + y = 5. Se pide:

(a) Hallar una parametrizacién de la superficie S.

(b) Calcular la integral de superficie f fs xzdS.

Solucién. (a) La superficie S se compone de tres partes distintas y se debe escribir como una
unién S = S; U S, U S3, donde S es la base del cilindro (en el plano x = 0, observamos que en este
caso es la componente x la que cuenta como .2ltura.e" vez de z) en el plano x = 0, S, es la superficie
lateral del cilindro y S3 es la interseccion del cilindro con el plano x + y = 5. Por tanto, tenemos
que parametrizar por separado cada una de esas superficies, calcular por separado las integrales
de superficie correspondientes y al final sumarlas. No olvidemos que la variable x juega el papel
de la habitual variable vertical z en este ejercicio. Por tanto:

e la superficie S1 es el disco de radio 3 en variables (y, z) dentro del plano x = 0, y se parametriza
con coordenadas polares en (y, z):

g1(r,08) = (0,r cos8,rsinf), 0<r<30<0<2m.

e la superficie S, es una parte de la superficie lateral del cilindro, por tanto se parametriza con
coordenadas cilindricas dejando x como variable libre y observando que los limites de x son entre
0y 5 — y.Mas precisamente tenemos la parametrizacion

g2(x,0) = (x,3cos0,3sin0), 0<x<5-y=5-3cosf, 0 <6 <2m.
e la superficie S3 representa la interseccién del (interior del) cilindro con el plano x + y = 5.
Por tanto se parametriza con coordenadas cilindricas en variables (y, z) y teniendo en cuenta que

x =5 — y sobre la superficie S3. Mas precisamente tenemos la parametrizacién

g3(r,0) = (5-rcos8,rcosb,rsinf), 0<r<3,0<0c<2m.
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Hemos obtenido asi la parametrizacién de la superficie S como una unién de tres superficies para-

metrizadas.
JJ xzdS = JJ xzdS+JJ xzdS+JJ xzdS =11+ 1, +1Is.
S S1 S2 S3

(b) Tenemos
Observamos primero sin calcular nada que Iy = ffa xzdS = 0, ya que el integrando es cero al
ser S una parte del plano x = 0. Pasamos ahora al calculo de I,. Para ello, siguiendo la férmula de
calculo de las integrales escalares de superficie, calculamos los vectores tangentes principales

T«(x,0) = (1,0,0), To(x,0) = (0,-3sin 6,3 cosf),
y el vector normal a la superficie S, y su norma
n(x,0) = (0,-3cos8,-3sinf), [In]| = 3.

Por tanto, usando la parametrizacién g, podemos calcular la integral I (sin olvidar multiplicar por
3 por la norma del vector normal):

2m p5-3cosO 2 2
5_3cosf
I, = J J 9x sin dxdf = 9J % sin 8d6
0 0 0

9 2
=§I (25sin6 — 305sin B cos B + 9 cos? BsinB)db = 0,
0

como se puede averiguar calculando término con término. Finalmente, llegamos a calcular la inte-
gral Is. Para ello, usamos la parametrizacién g3 y calculamos los dos vectores principales

T,(r,8) = (—cos@,cosb,sinf), To(r,0) = (rsin8,—rsin@,rcosf),
y el vector normal y su norma, haciendo el producto vectorial
n(r,0) = (r,r,0), |In|| =rv2.

Por tanto la integral de superficie I3 se calcula como
2m p3
I3 = j j (5—-rcosB)rsin 6rv2drde =0,
o Jo

ya que la integral entre 0 y 2rr de las funciones trigonométricas sin 8 y sin 8 cos 6 es 0. Por tanto

IJXZdS=0.
s

Como observacién, se podia adivinar este resultado desde el principio dado que la superficie es
totalmente simétrica respecto a la componente z y la componente z aparece en el integrando, es
decir, seria como integrar una funcién impar. Otra observacidén es que no podemos usar el Teorema
de la Divergencia: la superficie es cerrada pero la funcién a integrar es escalar, no un campo
vectorial.

3. Calcular las siguientes integrales de superficies escalares:

(a) Laintegral de la funcién f(x, y, z) = y sobre la superficie S porcion de la esferax?+ y?+z% = 4
con0<y <.

(b) La integral de la funcién f(x, y,z) = z2 sobre la superficie S que es la porcién del plano
X + y +z = 0 contenida en el interior del cilindro x? + y? = 1.
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Solucién. (a) Es muy dificil parametrizar la region de la esfera 0 < y < 1 con las coordenadas
esféricas estandar, dado que la condicién 0 < y < 1 se escribiria como una condicién de limites
sobre el producto sin ¢ sin 8 y seria complicado de trabajar con ello. Por tanto, tenemos que usar la
observacion de que la esfera es simétrica respecto a las tres componentes (x, y, z) y asi observar
que intercambiando el papel de las coordenadas y y z da el mismo resultado (eso es, pensar
como si la .2ltura“fuese y). Por tanto, si S es la superficie dada en el ejercicio y S1 es la superficie
0 <z < 1 de la misma esfera de radio 2, tenemos por simetria de forma evidente que

[fe]f

Ahora, con esta observacion, efectivamente podemos calcular la segunda integral parametrizando
la esfera con coordenadas esféricas estandar y calculando la integral de superficie con la formula
de definicién. Sabemos que la parametrizacién de la esfera y la normal a ella son

g(¢,0) = (2cosfsing,2sinfBsin¢g,2cos @), n(¢,0) = 4sin¢(cos B sin @, sin b sin @, cos @),

por tanto la norma del vector normal es 4sin ¢ (como bien sabemos, la norma del vector normal
es el jacobiano del cambio a coordenadas esféricas R? sin ¢ y en nuestro caso la esfera tiene radio
2). Por otro lado, en este caso no tenemos toda la esfera, sino solo la parte 0 < z < 1, lo que en
coordenadas esféricas se traduce por

1
0<cos¢ < -, esdecir

< <
2 <¢=

wlA
NI

Por tanto, podemos ahora calcular

=m/2
=21
=m/3

2m /2 )
J J zdS = J J 8 cos ¢ sin pd¢dd = 2masin? ¢
S1 0 m/3 ¢

y la integral inicial es también igual a 2.

(b) Observamos que la porcién del plano x + y + z = 0 que se halla en el interior del cilindro
x?+ y? = 1 se puede parametrizar como sigue: z = —x — y donde (x, y) pertenecen al disco de radio
1 en el plano (x, y) (la base del cilindro). Como el vector normal al plano x + y + z = 0 en cualquier
punto esta dado por los coeficientes, es decir n = (1,1,1) y su norma es ||n|| = V3, tenemos

J L z%ds = \/§J JD(—X — y)?dxdy,

donde D es el disco de radio 1 en variables (x, y). Por tanto, tenemos que calcular una integral
doble estandar. Pasamos a coordenadas polares x = rcos@, y =rsinf, conr € [0,1] y 8 € [0, 2m]
y tenemos

2 o1
J J 7%ds = @j J (r? +2r?sin 6 cos 8)rdrd6
s 0o Jo

2m 1 3
=3 (1+25in0c050)£—1d0=¥.
0

4. El campo eléctrico debido a una carga puntual situada en el punto origen (0, 0, 0) es

k
E(X,y,z)=r—3(x,y,z), r:\/m.

donde k es una constante. Calcular el flujo del campo E a través del disco D de centro el punto
(0,0, 3), de radio 2 y paralelo al plano z = 0.
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Solucién. El disco D considerado en el problema observamos que no es otra cosa que el disco
de radio 2 en variables (x, y) (es decir, descrito por x? + y?> < 4) pero dentro del plano z = 3 en
vez del plano z = 0. Por tanto, podemos parametrizar como superficie dicho disco muy facilmente
haciendo coordenadas polares en las variables (x, y) y poniendo z = 3, méas precisamente poniendo

g(p,8) =(pcosb,psinb,3), 0<p<20<0<2nm.

donde hemos utilizado la notacién p para la variable polar para no confundirse con la notacién r ya
usada en el enunciado. Observamos que los vectores tangentes principales son

Tp(p,6) = (cosb,sinb,0), To = (—psinB,p cosb,0)

y el vector normal orientado positivamente (es decir, hacia fuera) es n = (0,0, p). Observamos
ademas que

r=vx2+y2+22=1+/p2+9.

Por tanto, el flujo del campo eléctrico a través de la superficie D se calcula como la integral de
superficie

HL £ras= LG Lz ﬁ(x, ¥.3) - (0,0,p)dpd6

_sz2 K0 4p = —6mk— ’pzz
0 (p%2+9)3 \Vp? +9'p=0
1 1
=6k |- - —|.
(3 \/13)

5. Usando el teorema de la divergencia, calcular las siguientes integrales de flujo de campos
vectoriales:
(@ F(x,y,z) = (ezz, 2y +sin(x?z), 4z + v/x2 + 9y2) sobre la superficie S frontera de la regién

W={(xy2) eR:x>+y?> <z<8-x%-y?}.

(b) F(x,y,2) = (z,x,y + z%) sobre la superficie S frontera del sé6lido W limitado por el cilindro
x? + y? = 4, encima del plano z = x + 1 y abajo del plano z = 0.

Solucién. La idea de este ejercicio es usar el Teorema de la Divergencia y asi transformar el
calculo de las integrales de superficie en integrales triples.

(a) Observamos que

0 2 0 0
divF = —e? + —(2y +sin(x%2)) + — (4z + Vx2 + 9y2?) = 6,
o ay( y (x°2)) az( y?)

y por el Teorema de la Divergencia obtenemos

[ Jf

Para pasar a integrales iteradas y calcular la integral triple usamos coordenadas cilindricas. Pone-
mos x = rcos@, y = rsinfy z = z. Sabiendo que x? + y? = r? obtenemos los siguientes limites de
integracién: r> <z < 8-r20 <6 < 2myen cuanto a r, su maximo se alcanza sobre el circulo de
interseccién entre el paraboloide inferior z = x? + y? y el paraboloide superior z = 8 — x> — y?, es
decir cuando r? = 8 — r? lo que implica r? = 4, r = 2. Por tanto 0 < r < 2. Sin olvidar multiplicar por
una r (el Jacobiano del cambio a coordenadas cilindricas), tenemos

2m 2 8-r? 2
Hj 6dV = J J J 6rdzdrdf = ZITJ 6r(8 — 2r®)dr
w o Jo Jr2 0

2
- 24nJ r(4—r?)dr = 96m.
0
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(b) Observamos que

T i(y+zz) = 2z,
ox ay 0z

que es nuestra funcién a integrar sobre el s6lido W. Observamos que estamos en una situaciéon en
la cual el plano z = x + 1 corta la base del cilindro en el interior y al pedirquex +1 <z <0
(condicién impuesta en el enunciado, por la formulaciéon se entiende que x + 1 < 0y nuestra regién
s6lida se situa debajo del plano z = 0, que en este ejercicio funciona como "techo”) obtenemos que
la regiéon D a la que pertenecen (x, y) es la region del disco x2+ y? < 4 (el circulo de radio 2 centrado
en el origen) donde x < —1. Por el Teorema de la Divergencia, e integrando primero en z (.%strategia
2+1"), obtenemos

JJ]W Zoe JJD(L(; el = JJD 4 ijH dA =- jJD(X +1)°dA.

Para calcular la integral doble que nos ha quedado, pasamos a coordenadas polares. Recordamos
que tenemos la parte del circulo de radio 2 (centrado en el origen) con x < —1. Como estamos en
los cuadrantes 2y 3, tenemos que cos 8 < 0 en dichos cuadrantes. Para hallar los limites de integra-
cién en coordendas polares, traducimos las fronteras de la regién a las coordenadas polares (como
hemos hecho en muchos otros ejercicios y nos tiene que resultar una técnica ya bien conocida):

e frontera superior (circunferencia) x? + y? = 4, es decir r> = 4y resultar = 2

o frontera inferior x = —1, es decir r cos8 = —1 o bienr = —1/cos 8, que es un nGmero positivo
dado que el coseno es negativo.

Deducimos que —1/cos8 < r < 2. En cuanto al angulo, basta con igualar los extremos de los

limites de integracion de la r y resolver la ecuacién en 6 obtenida para hallar los limites de integra-
cién de la variable 6:

1 2 4
zz:cosez——:e:—noez—n
cos o 2 3 3

(lo mismo se ve también de forma geométrica sobre un dibujo, resolviendo triangulos rectangulos).
Deducimos que

2 4
— <0< —.
3 3

Podemos ahora pasar a integrales iteradas en la integral doble que nos habia quedado:

n4T(/3 2
H (x +1)°dA = J (r cos 8 + 1)?rdrd6
D J2m/3 J-1/cos@

P4TT/3 (2
= J (r3cos? 6 + 2r? cos @ + r)drd@
J2m/3 J-1/cosb

v-4T[/3 >r4 2,.3 r2 r=2

= — 05?0 + — cos O + — deo
Jonjz | 4 3 2 | lr==1/cost
a3 | 16 1 2 1

= 4c0s’0 + — cosf +2 — — + — - -
Jorz | 3 4cos?8 3cos’H 2cos?6
| 16 11

= 4005”6+ —C0SO+2 - ——— } ,
Jonjz | 3 12 cos? 6

que se reduce a una integral elemental, sabiendo que la primitiva de 1/cos? 8 es la funcién tangente.
Es también inmediato ver (férmula con el angulo doble, la hemos usado muchas veces en ejercicios)
que la integral de 4 cos? 8 es 26 +sin(26). Por tanto, la Gltima integral obtenida se reduce a calcular

16 1 9=4r/3
20 +sin(20) + —sin8+20 — —tan O |
3 12 6=2m/3
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que esigual a
8 3 16_vV3 1 8 9v3
T V3 V3 Nl V3

B T LS = 22 058
3 2 372 12 3 2

por tanto el resultado final del calculo de la integral (recordando el signo menos que hemos obviado
al pasar a coordenadas polares) es aproximadamente —0.58.

6.Sea F(x,y,z) = (0,—z,1) y sea S la frontera del s6lido que es la parte superior de la esfera
unitaria x2 + y? + z2 < 1 situada encima del plano z = 1/2. Calcular

[Jro

primero usando la férmula directa de calculo de una integral de superficie. A continuacioén, verificar
que F = rot(G) donde G(x, y,z) = (0,x,x2) y calcular de nuevo la integral de superficie usando el
Teorema de Stokes.

Solucién. Primer método: calculamos la integral de superficie usando una parametrizacién y
la formula de calculo directa. Como estamos con una parte de la esfera (véase también el ejercicio
3(a)), usamos coordenadas esféricas y conocemos ya la parametrizacién y el vector normal:

g(¢,0) = (sin ¢ cos,sin ¢ sin 9, cos ¢), n(¢,0) =singpg(¢,0),

Para hallar los limites de los angulos ¢, 8 recordamos que estamos con una region de la esfera,
z > 1/2, 1o que limita el angulo ¢. Traduciendo a coordenadas esféricas tenemos cos¢ > 1/2,
es decir 0 < ¢ < m/3y obviamente no tenemos ninguna limitacion en 6, es decir 0 < 6 < 2m.
Observamos también que

F(g(¢,0)) = (0,—cos¢, 1), F(g(¢,0)) -n(¢,0) = —sin? ¢ cos ¢ sin B + sin ¢ cos ¢.

Por tanto, la integral de superficie se calcula como

2 /3
JJ F-dS=J ‘[ (—sin® ¢ cos ¢ sin B + sin ¢ cos ¢)dgpde
s o Jo

m/3 5 ¢=n/3 37
:0+2rrj (sin¢ cosp)d¢ = msin“ ¢ =—.
0 ¢=0 4
Segundo método: calculamos la misma integral con la ayuda del Teorema de Stokes, observa-
mos primero que la frontera de la superficie S es la circunferencia obtenida intersectando el plano
z =1/2 con la esfera x? + y2 + z2 = 1. Poniendo z = 1/2 obtenemos que dicha circunferencia tiene
como ecuacion x? + y2 = 3/4. Llamemos C esta curva. Usando el Teorema de Stokes obtenemos

ﬂF-dS:H rotG-dS:J G- ds,
S S C

donde G = (0, x,xz) viene dado en el enunciado. Sabemos que la curva C esta dada por x? + y? =
3/4 dentro del plano z = 1/2, por tanto la podemos parametrizar con coordenadas polares en las
variables (x, y) y poniendo z = 1/2 fijo:

3 3 1
c(t) = (% cost,gsint,z), t € [0, 2m].

En este caso tenemos

G(c(t)) = (0, ﬁ cost, ﬁ cos t) , c(t) = (—ﬁ sint, ﬁ cost,0
2 4 2 2
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y su producto escalar es

G(c(t)) - c'(t) = §1cos2 t= Zﬂ

2
Usando la férmula de calculo de la integral de linea tenemos
3 (%" 1+ cos(2t 3
[(6asm 2 [ Ires@0y, 3t
c 4 ) 2 4

por tanto observamos que obtenemos el mismo resultado.

7.Sea I el flujo del campo F(x, y,z) = (e”, 2xe*’, z%) através de la semiesfera superior S de radio
1. Se pide:

(a) Descomponer el campo F como una suma F = G + H donde G(x, y,z) = (e’, 2xe*’, 0) y hallar
un campo vectorial A tal que rot(A) = G.

(b) Usar el Teorema de Stokes para probar que el flujo de G a través de la semiesfera superior S
es cero.

(c) Calcular I usando la descomposicion y el resultado del apartado (b).

Solucion. Este ejercicio es en cierta manera un analogo en 3D del Ejercicio 6, Hoja 2, donde se
usa de nuevo, en este caso para calcular una integral de superficie, el método de descomposicion.

(a) Podemos escribir (como indica el enunciado)

F=G+H, G=(e’,2xe’,0), H=(0,0,2%)

y queremos encontrar un campo vectorial A tal que rot A = G. En general el problema de encontrar
un potencial vectorial para un campo dado es un problema muy dificil, pero en nuestro caso el
campo G solo depende de x e y, lo que simplifica la busqueda, ya que tenemos que buscar el
campo A también dependiendo solo de (x, y), es decir de la forma

A= (A1(X, y): AZ(X’ _y)’A3(X) }/))

Escribiendo componente por componente la relacion rot A = Gy teniendo en cuenta que la variable
Z no cuenta en la férmula del rotacional, obtenemos

943 _ oy
ay

0A3 ¥2 0A> 0dA,

ax dy

ox

> >

Observamos ahora de forma facil que basta con poner A1 = A, =0y As(x,y) =e¥ — e, por tanto
A=(0,0,e” — ).

(b) Por el Teorema de Stokes tenemos que

JJ G-dS:H rotA-dS:j A - ds,
s s as

donde 9S es la curva frontera de la superficie S, es decir la circunferencia de radio 1 dentro del plano
z = 0. La parametrizacién de esa curva es c(t) = (cost,sint,0) cont € [0,2mr] y observamos de
forma evidente que c’(t) = (—sint, cost,0) y por tanto

A-c'(t)=0.

Por tanto, la integral de linea de A también es cero.
(c) Por la descomposicion del apartado (a) y el resultado del apartado (b) tenemos

[[roas=[[-ase[[was=] [m-as
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ya que hemos demostrado en el apartado (b) que el primer término de la suma anterior vale cero.
Para seguir el calculo no nos queda mas remedio que calcular la Gltima integral de forma estandar,
con la formula de célculo, pero el campo que queda H = (0, 0, z?) es ya bastante sencillo. Sabemos
que la parametrizacion y el vector normal positivo de la semiesfera superior de radio 1 son

g(¢,0) = (sin ¢ cos 8, sin ¢ sin 9, cos ), n(¢,0) =singg(¢,0),

y podemos efectuar el producto escalar entre el vector normal y el campo H en coordenadas esféri-
cas, que es muy facil ya que solo cuenta la Gltima componente:

H(g($,6)) - n(¢,0) = cos® ¢ sin .

Como para la semiesfera superior, los limites de integracién son 8 € [0, 2rr], ¢ € [0, /2] obtenemos

2 pm/2 4 p=n/2
ﬂ H-dS:J J cos® ¢ sin pdepdd = 2 (—COS ¢)’ I
s o Jo 4 ¢=0 2

8. Calcular las siguientes integrales de superficie:

(a) La integral del campo vectorial F(x, y, z) = (x, y, z) sobre la parte de la esferax? + y? +z? = 1
con1/2 <z <3/2.

(b) La integral del campo vectorial V(x, y, z) = (x, y, x%y) sobre la porcién de la elipse

dentro del plano x y.
Solucion. En estos ejercicios las integrales se calculan con la definicion.
(a) Sabemos que la parametrizacion estandar de la esfera se realiza con la ayuda de las coorde-
nadas esféricas
g(u,v) = (cosusinv,sinusinv,cosv)

y la normal a la esfera, calculada en los apuntes de teoria, es
n(u,v) =sinv(cosusinv,sinusinv, cosv).

Nos quedan por establecer los limites de integracion de los parametros (angulos) u y v. Si para u
no tenemos restriccion (es el angulo polar habitual, de rotacién en el plano horizontal, y tenemos
0 < u < 2m), en cambio si tenemos una restriccion para el angulo v: tenemos

1 V3

i
—<zZ=CcOSVL— = =<V
2 2 6

IA

m
3"
Efectuamos el producto escalar entre el campo y la normal

F(g(u,v)) - n(u,v) = g(u,v) - n(u,v) = sinv(cos? usin®v +sin?usin®v + cos? v) = sinv,

y nos queda por calcular la integral, que en integrales iteradas (teniendo en cuenta los limites de
integracion anteriores) se escribe

2m pm/3 v=r/3
j J sinvdvdu = 2 (— cosv) =m(V3-1).
0 n/6 v=m/6
(b) La parametrizacion de la elipse como superficie dentro del plano x y (es decir, z = 0) se realiza

con la ayuda de las coordenadas polares elipticas que hemos visto en algunos ejercicios de integra-
les triples resueltos en clase. Observando que la elipse del ejercicio es (x/2)%+(y/3)? = 1, ponemos

n m
g(r,8) = (2rcos8,3rsin6,0), OSGSE,OSrSL
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donde la limitacién del angulo 6 proviene de la hipétesis x, y > 0. Calculamos los vectores tangentes
principales y la normal a la elipse:

T.(r,0) = (2cos8,3sin6,0), To(r,0) = (—2rsinB,3r cos6,0)
y efectuando el producto vectorial obtenemos
n(r,0) = (0,0,6r).
El producto escalar que tenemos que calcular es

F(g(r,0)) - n(r,0) = (2r cos 8, 3r sin B, 12r3 cos®> sin ) - (0,0, 6r)

= 72r* cos? 6 sin 6.

Nos queda por calcular la integral de superficie del campo, que al pasar a integrales iteradas se
escribe como

m/2 1 1 m/2
J J 72r* cos® 6 sin 8drd6 = 72 (J r4dr) (J cos’ 6 sin 6drd@
o Jo 0 0

r=1_cos> 6
r=0 3

5

6=n/2 24
=72— =

60 5
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7 ECUACIONES DIFERENCIALES
7. Ecuaciones diferenciales

7.1. Ecuaciones de variables separables

Ejercicio 1. ylog ydx —xdy = 0.
Solucién. Separando variables, podemos escribir la ecuacion
d I 1 1 1 1
LT TSNS NS ORGSR
dx X ylogy X ylogy X
y calculando las integrales indefinidas obtenemos log(log y) = logx + K y aplicando la funcién

exponencial se obtiene log y = Kx y la solucién final (aplicando una vez mas la funcién exponencial)
y(x) = ef* donde K € R es la constante de integracion. <

Ejercicio2. xyy' =y —1
Solucién. Observamos que y = 1 es la Unica solucién constante. Suponiendo a partir de ahora y # 1
y separando variables como es habitual, obtenemos
S
y=1
y aplicando la funcién exponencial obtenemos como solucién en forma implicita

ly — 1e¥ = Kx, KeR,

1 y 1
- _ L dv=]| 2 [ — 1=K+
dy de:>Jy_1dy dex=>}’+09|y | +10gXx

que no se puede despejar de forma explicita. <

7.2. Ecuaciones exactas

Ejercicio 3. (2xy3 + y cosx)dx + (3x2y? +sinx)dy = 0.
Solucién. Observamos que el campo vectorial F(x, y) = (2xy3 + y cos x, 3x%y? + sin x) satisface

— =6Xy“+Ccosx = —,
ay ox

por tanto tenemos una ecuacion diferencial exacta. Buscamos una funcién potencial para F: inte-
grando la primera componente en x obtenemos

fOGy) =x*y> + ysinx +g(y)
y después, al derivar f(x, y) respecto a y observamos que g(y) = 0, por tanto una funcién potencial
es f(x, y) indicada anteriormente. Se obtiene que la solucién de la ecuacion en forma implicita es

x2y® + ysinx = K, K eR.

Ejercicio 4. (sinxsiny —xeY)dy = (e¥ + cos x cos y)dx.
Solucién. Observamos que el campo vectorial F(x, y) = (e¥+cos x cos y, —sinx sin y+xeY) satisface

oF, ) , oF;
— =e’ —cosxsiny = —,
ay ox

por tanto tenemos una ecuacion diferencial exacta. Buscamos una funcién potencial para F: inte-

grando la primera componente en x obtenemos

f(x,y) =xeY +sinxcosy +g(y),

y de nuevo derivando esta formula respecto a y se ve facilmente que g(y) = 0. Resulta que la
solucion de la ecuacion en forma implicita es

xed +sinxcosy =K, K € R.
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7.3 Ecuaciones con factores integrantes
7.3. Ecuaciones con factores integrantes
Ejercicio 5. (3x? — y?)dy — 2xydx = 0.

Solucién. Se observa que se puede escribir en la forma canénica P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, donde
P(x,y) = —2xy, Q(x, y) = 3x? — y2. Observamos que

oF _99 _
=5 = -

Py T 9x

-2, Q« 6X,

por tanto la funcién
Py —Qx _ —8x _ 4
P —2xy y

es una funcién que solo depende de la variable y. Por el criterio para factores integrantes depen-
diendo de una sola variable se deduce que la ecuacién tiene un factor integrante que solo depende
de la variable y. Mas precisamente, buscando py = u(y), por la ecuacién del factor integrante obte-

nemos
6x + 2x

-2xy

PO, y)p' (y) = p(y) [g - g—;] = p'(y)=ply)

4
= —ll(}’);-

Resolviendo la ecuacion obtenida para y como funcion de y (ecuacion de variables separables, ver
parte A) se obtiene (obviando la constante de integracion en este caso, ya que nos basta con un solo
factor integrante)

Py _ 4 1
Wy Ty TR

Multiplicando con el factor integrante que hemos encontrado obtenemos la ecuacién

que es una ecuacién diferencial exacta (como debe ser si hemos calculado bien el factor integrante,
se verifica de forma inmediata que las dos derivadas cruzadas valen ambas 6x/y*). Buscamos una
funcién potencial del campo

o 2x 3x%—y?
R
Integrando la primera componente respecto de x obtenemos
x? af 3x*
fx,y) = —F+g(y) = 3y = ¢ +9'(y).

Igualando la Gltima expresion con la seqgunda componente del campo vectorial obtenemos g’ (y) =
-1/y?, es decir g(y) = 1/y. Finalmente, la funcién potencial es

x2 1
X, y)=—-—=+—
fx,y Ty

y la solucién en forma implicita de la ecuacioén esta dada por f(x, y) = K con K € R constante de
integracion arbitraria. <«

Ejercicio 6. (y2? +xy + 1)dx + (x> +xy +1)dy = 0.

Solucién. Se observa que se puede escribir en la forma canénica P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, donde
P(x,y) = y2+xy+1,Q(x,y) = x*> +xy + 1. Observamos que

aP—Z + X Q—aQ—2x+
ay_y ’ T ax y:
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Como nos indica el ejercicio, buscamos un factor integrante de la forma p(xy). Poniendo como
notacion xy = t, observamos que

w_ wu_
5 ~YH (O, =X (D).

Sustituyendo en la ecuacion del factor integrante obtenemos

oQ 9dP

XP (X, y)p'(t) = yQ(x, y) ' (t) = p(t) [5 - 5]

o de forma equivalente sustituyendo los valores de P(x, y), Q(x, ¥) y sus derivadas

(xy? +x2y +x = X2y =xy® — y)u'(t) = p(t)(2x + y = 2y —x) = p'(t) = p(t),

obteniendo u(t) = et o u(x, y) = e (recordamos que t = x y). Multiplicando por el factor integrante
obtenido, tenemos la ecuacién

(Y2 +xy+1)edx + (x> +xy +1)e*’dy =0,

que es exacta como es facil de averiguar calculando las derivadas cruzadas (ambas dan como re-
sultado (xy? + x%y + 2x + 2y)e*¥). Nos queda calcular una funcién potencial del campo vectorial
conservativo F = ((y? +xy + 1)e¥, (x?> + xy + 1)e*Y). Integrando la primera componente respecto
a x obtenemos (después de una necesaria integracion por partes)

fO,y)=x+y)er +g(y)

y es facil ver calculando la derivada respecto a y que g(y) = 0. Por tanto obtenemos f(x, y) =
(x + y)e*¥ y la solucién general en forma implicita se escribe (x + y)e*Y = K con K € R constante
de integracion arbitraria. )

Ejercicio 7. (x +2)sin ydx + x cos ydy = 0.

Solucién. Se observa que se puede escribir en la forma canénica P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, donde
P(x,y) = (x+2)siny, Q(x, y) = x cos y. Observamos que

Q
Py—ﬁ—(X'i'Z)COS_y, QX=$=C05_V,

por tanto la funcién
Py—Qx (x+1)cosy x+1

Q X COS y X

es una funcién que solo depende de la variable x. Se deduce que la ecuacién tiene un factor inte-
grante que solo depende de la variable x. Mas precisamente, buscando y = p(x), por la ecuacién
del factor integrante obtenemos

Vion oQ oP boon —(x+1)cosy x+1
Q(x, y)u'(x) = p(x) [ax ay} = p'(x) = p(x) xcosy | x p(x).
Resolviendo la ecuacién obtenida para y como funcion de x (ecuacion de variables separables) se
obtiene 00 ]
vx) x+ X
= = u(x) = xe”.
uoy . F

Multiplicando con el factor integrante, obtenemos la ecuacién diferencial

(x + 2)xe* sin ydx + x?e* cos ydy = 0,
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que se verifica facilmente que es una ecuacién exacta, ya que al calcular las derivadas cruzadas
de las componentes del campo vectorial F = ((x + 2)xe* sin y, x?e* cos y) obtenemos el mismo
valor (x? + 2x)e* cos y. Por tanto, tenemos que hallar una funcién potencial del campo vectorial F.
Integrando la segunda componente respecto a y (es mas facil hacerlo en este orden en este caso)
obtenemos

flx,y) =x*esiny +g(x)

y al derivar respecto a x es facil ver que g (x) = 0, por tanto f(x, y) = x?e* sin y y la solucién general
en forma implicita se escribe x?e* sin y = K con K € R constante de integracion arbitraria. <

Ejercicio 8. (ylogy —2xy)dx + (x + y)dy = 0.

Solucién. Se observa que se puede escribir en la forma canédnica P(x, y)dx + Q(x, y)dy = 0, donde
P(x,y) = ylogy —2xy, Q(x, y) = x + y. Observamos que

_ _.

doP
Py=—=logy+1-2x, Qx_ax s

oy
por tanto la funcién
Py_Qx_ Iogy—2x _1
P ylogy-2xy y
es una funcién que solo depende de la variable y. Se deduce que la ecuacién tiene un factor inte-

grante que solo depende de la variable y. Mas precisamente, buscando y = p(y), por la ecuacion
del factor integrante obtenemos

3Q P 1
22 = H W=ty

P(x, y)u'(y) =u(y) x ay

que es una ecuacion de variables separables que se integra dividiendo primero por u(y) e integran-
do para obtener logaritmos log y(y) = —log y o bien p(y) = 1/y. Multiplicamos con 1/y toda la
ecuacion y verificamos si la ecuacién obtenida

(Iogy—2x)dx+(§+1)dy=0

es exacta. Efectivamente lo es, ya que las derivadas cruzadas de sus dos componentes dan ambas
1/y. Por tanto tenemos que buscar una funcién potencial del campo conservativo F(x, y) = (log y —
2x, §+1 ). Integrando la primera componente solo respecto a x obtenemos que la forma de la funciéon
potencial deseada es

fx,y)=xlogy -x*+g(y),

y derivando respecto a y e igualando a la sequnda componente se obtiene

Zig="+12¢ (=129 =y,

y

es decir, la funcién potencial es f(x, y) = xlogy — x? + y y la solucién general de la ecuacién (en

forma implicita) es

xlogy -x*+y=C, CeR.
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7.4. Ecuaciones homogéneas

Ejercicio 9. (x?y’ —3xy —2y? =0.

.. . 2y? .y
Solucién. Se puede escribir en forma normal como y’ = %3” y se ve que es una ecuacion ho-

mogénea (cociente de polinomios homogéneos del mismo grado). Como se indica en la teoria, se
hace el cambio de variable z = y/x 0 y = xz y se obtiene una ecuacion de variables separables
, 2x%7% +3x%z ) , . dz 1
24X = ————— =2I"+4321 = X2 =2I"+ 27 = ——— = —dx
X 2(z2+z) «x
e integrando en ambos lados respecto a su variable y aplicando la funcién exponencial encontramos
z

= Kx?, K € R,
Z+1

por tanto despejando z(x) y recordando que y = xz se obtiene

Kx? Kx3
Z(X)=m, Y(X)=XZ(X)=W-
Como una observacion fuera del contexto de este ejercicio pero curiosa, esta ecuaciéon también
presenta el fendbmeno de explosion en tiempo finito de sus soluciones. <

. . . . dy _ .y
Ejercicio 10. x sin -5 = ysin +X.
Solucién. Se puede escribir también de forma equivalente dividiendo por x en ambos lados como

d
inZ—yzzsi J

S n=+1
x dx x

y en esta forma se reconoce como una ecuacidon homogénea, ya que al sustituir simultaneamente
y por ty y x por tx, se simplifica la t de forma trivial al expresarse toda la ecuaciéon en términos
del cociente y/x. Por tanto, ponemos de nuevo y/x = z y obtenemos de nuevo una ecuacién de
variables separables

1
(z+x2')sinz=1zsinz+1=xz'sinz=1=sinzdz = )—(dx
donde por integracion obtenemos cos z = K—log x o bien z(x) = arc cos(K —log x) y como resultado
final y(x) = x arccos(K — log x). <
7.5. Ecuaciones lineales de orden 1
Ejercicio 11. y’ + y = 2xe ™ + x2.

Solucién. Se puede también escribir como y’ = —y+2xe ™ +x2 y es una ecuacién lineal de primer or-
dencona(x) = =1, b(x) = 2xe* +x2. En el primer paso, resolvemos la ecuacién lineal homogénea
poniendo b(x) a cero por un instante, es decir y’ = —y, con la solucién muy conocida y(x) = Ke™,
K € R. En el segundo paso, usamos el método de la variacion de las constantes para buscar una
solucién particular de la ecuacion completa: buscamos esa solucion de la forma

Yp(x) = K(x)e™, K(x) a determinar,
y se obtiene derivando y simplificando el término con K(x) sin derivar (ver teoria)
K'(x)e™ = b(x) = 2xe ™ +x* = K'(x) = 2x + x?e* = K(x) = x* + (x> = 2x + 2)€*,

y multiplicando concluimos con y, (x) = x?e ¥ +4x?—2x+2. Para obtener la solucién general sumamos
la solucién general de la ecuacién homogénea del primer paso con y,(x):

y(x)=Ke ™ +x%e ™ +x>-2x+2, KeR.
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Ejercicio 12. (1 +x?)dy + 2x ydx = cotxdx.
Solucién. Se puede poner de forma alternativa (separando y’ = dy/dx) como
dy 2x cotx 2x cotx
s + ) a(x) = - , b(x) = .
dx 1+ x2 1+x2 ) 1+x2 ) 1+ x2
Primero resolvemos la ecuacién lineal homogénea

dy 2x 1 2x 1 2x
— = - —dy = - d —dy = -
dx 1+x2y:>yy 1+x2X=>Jyy J1+x2

e integrando y aplicando la funcién exponencial para eliminar los logaritmos obtenemos y(x) =
K. Pasamos ahora al sequndo paso, el de la variacién de la constante, y buscamos una solucién

1+x2°
particular de la forma
K(x)
X)=—>=, K(x) a determinar,
Y00 =5 K
y se obtiene derivando y simplificando el término con K(x) sin derivar (ver teoria)
K’ (x) cotx cos x
=b(x) = = K'(x) = cotx = = K(x) = log(sinx).
T =P =S = K = K(x) = log(sinx)
Por tanto la solucién particular es
log(sinx)
X)=———=
Yp(X) 1+x2
y la solucioén general es
K + log(sin x)
X)= ——————~=, K eR.
y® 1+x2

7.6. Ecuaciones de tipo Bernoulli
Ejercicio 13. xy’ + y = x*y3.

Solucién. Se escribe en forma normal (despejando y’) como
1 1
y' = —)—(y +x3y3, Bernoullicon a(x) = 5 b(x)=x3,r=3.

Efectuamos el cambio de variable z = y'~" = y=2 = 1/y?. Entonces

2 2 1 2
Z=-=y'=-= —y+x3y3) =27 - 248,

y y X X
y hemos obtenido una ecuacién lineal de primer orden para z. Por tanto la resolvemos como hemos
visto en el apartado precedente. La ecuacion lineal homogénea

’

2
z =)—(z:z(x):Kx2, K € R.

Con la variacién de la constante, buscamos una solucion particular de la ecuacion completa de la
forma z,(x) = K(x)x?, y derivando obtenemos

K (x)x? = =2x3 = K'(x) = =2x, K(x) = —x*, = Zp(x) = —x*

Por tanto, la solucién general de la ecuacion lineal de primer orden obtenida es z(x) = Kx? — x*y
recordando el cambio de variable efectuado al principio, obtenemos

1 1
P:KXZ_X‘liy(X):i Py K eR.
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Ejercicio 14. xdy + ydx = x y2dx.

Solucion. De forma equivalente se puede escribir

dy 1 ) , 1
—— = ——y+ V5 Bernoullicona(x) =——, b(x) =1, r = 2.
- xY Y (x) " (x)
Efectuamos el cambio de variable z = y'=" = y=' = 1/y. Entonces
z' = LV ! +y?| = 1z 1
- yzy - yz X.y .y - % ’

y hemos obtenido una ecuacion lineal de primer orden para z. Por tanto la resolvemos como hemos
visto en el apartado precedente. La ecuacion lineal homogénea

’

1
z=)—(z=>z(x)=Kx, K € R.

Con la variacion de la constante, buscamos una solucién particular de la ecuacién completa de la
forma z,(x) = K(x)x, y derivando obtenemos

K'(x)x=-1= K'(x) = —)1—(, K(x) = —logx, = zp(x) = —x logx.

Obtenemos en final z(x) = Kx + z,(x) = Kx — x log x y volviendo a la funcién y(x)

)=——  KeR
y "~ Kx —xlogx’ '

7.7. Ecuaciones lineales de orden 2 con coeficientes constantes
Ejercicio 15. y” + 10y’ + 25y = 14e >,

Solucién. Siguiendo los pasos de la teoria, primero resolvemos la ecuacion lineal homogénea y” +
10y’ +25y = 0. El polinomio caracteristico asociado a esta ecuacion es P(A) = A2+10A+25 = (1+5)?,
teniendo A = —5 como raiz doble. Usando la conocida receta.°btenemos que una base de la ecuacion
lineal homogénea es {e~>*, xe >} y su soluci6n general es

5 5x

y(x) = cre™™ + coxe ™, c1,C2 €R.

Pasamos ahora a buscar una solucién particular de la ecuacion completa. Teniendo en cuenta la
simplicidad y forma particular del término libre b(x) = 14e~> podemos emplear el método de los
coeficientes indeterminados que nos lleva a una carga de calculo menor. Pero estamos en el caso
excepcional donde el término libre e > es solucién de la ecuacién homogénea. Por tanto no se
puede buscar la solucién particular de la forma Ae > y como hemos visto en un ejemplo en clase, se
debe multiplicar por x tantas veces hasta encontrar por primera vez una forma que no pertenezca
a la base de soluciones de la ecuacion lineal homogénea. Como xe™>* también es solucién de la
ecuacion homogénea, sequimos multiplicando por x una vez mas y encontramos la forma deseada

yp(x) = Ax’e™>, A coeficiente a determinar.

Derivando y agrupando términos es facil calcular

¥p(x) = (2Ax = 5Ax?)e™™, y,/(x) = (2A — 20Ax + 25Ax*)e ™™,
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por tanto
5 (x) +10y,(x) + 25y, (X) = (2A — 20Ax + 25Ax” + 20Ax — 50AX” + 25Ax*)e > = 2Ae ™.

Identificando obtenemos 2Ae™>* = 14e~>*, es decir A = 7. Por tanto y,(x) = 7x?e~>* y la solucion
general de la ecuacion es

y(x) = cre”> + coxe X + 7x%e >, c1,C € R.

Ejercicio 16. y” — 3y’ + 2y = 14sin(2x) — 18 cos(2x).

Solucién. Primero resolvemos la ecuacién lineal homogénea y”” — 3y’ + 2y = 0. El polinomio carac-
teristico asociado a esta ecuacion es P(1) = A2 — 31 + 2, teniendo A; = 1, A, = 2 como raices reales.
Usando la conocida receta.°btenemos que una base de la ecuacion lineal homogénea es {e*,e*} y
su solucion general es

y(x) = cre¥ + ¥, ¢, eR.

Pasamos ahora a buscar una solucion particular de la ecuacién completa. Teniendo en cuenta la
simplicidad y forma particular del término libre b(x) = 14 sin(2x) — 18 cos(2x) podemos emplear
el método de los coeficientes indeterminados que nos lleva a una carga de calculo menor. Tenemos
que buscar una solucién particular de la forma

Yp(x) = Asin(2x) + B cos(2x), A, B coeficientes a determinar.
Es facil calcular
¥p(X) = 2A cos(2x) — 2Bsin(2x), y, (x) = —4Asin(2x) — 4B cos(2x),
por tanto agrupando términos similares
Yp (X) = 3y,(x) +2yp(x) = (=2A + 6B) sin(2x) + (=2B — 6A) cos(2x).

Identificando la Gltima expresion con el término libre obtenemos el sistema de ecuaciones 6B —-2A =
14, 6A + 2B = 18 con soluciones A = 2, B = 3. Se obtiene y,(x) = 2sin(2x) + 3 cos(2x) y la solucion
general

y(x) = c1e* + c,e® + 2sin(2x) + 3 cos(2x), c1,C2 € R.

Ejercicio 17. y” — 2y’ + 2y = e*sinx.

Solucién. Primero resolvemos la ecuacion lineal homogénea y”’ — 2y’ + 2y = 0. El polinomio carac-
teristico asociado a esta ecuacion es P(1) = A2 = 21 + 2 = (A — 1)? + 1, teniendo raices complejas
conjugadas A1 =1+/,A, = 1—J.Usando la conocida receta.°btenemos que una base de la ecuacion
lineal homogénea es {e* cos x, e* sinx} y su solucién general es

y(x) = cre* cosx + c,e* sinx, €1,C2 € R.

Pasamos ahora a buscar una solucién particular de la ecuacién completa. Teniendo en cuenta la
simplicidad y forma particular del término libre b(x) = e* sinx podemos emplear el método de los
coeficientes indeterminados que nos lleva a una carga de calculo menor. Pero estamos en el caso
excepcional donde el término libre e* sin x es solucién de la ecuacion homogénea. Por tanto no
se puede buscar la solucion particular de la forma Ae* cos x + Be* sinx como seria normal y como
hemos visto ya en el ejemplo (a) (y en otro ejemplo en los apuntes de clase), se debe multiplicar por
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X tantas veces hasta encontrar por primera vez una forma que no sea solucién de la ecuacioén lineal
homogénea. Por ello, vamos a buscar la solucién particular en la forma

Yp(X) = x(Ae* cosx + Be* sinx) = xe* (A cosx + Bsinx), A, B coeficientes a determinar.

Calculamos
Yp(x) = (x +1)e* (A cosx + Bsinx) +xe*(—~Asinx + B cos x),

y después
¥y (x) = (x +2)e*(A cosx + Bsinx) + (2x + 2)e* (=Asinx + B cosx) — xe* (A cosx + B sinx)
=2e*(Acosx + Bsinx) +2(x +1)e*(—Asinx + B cosx).
Por tanto, sustituyendo en la ecuaciéon y simplificando términos similares obtenemos
Yy = 2yp+2yp = [2€* = 2(x + 1)e* + 2xe*] (A cosx + Bsinx) + [2(x + 1)e* — 2xe*](~A sinx + B cos x)
=2e*(—Asinx + B cosx),

observando que el factor de dentro del primer corchete es cero. Tenemos pues que identificar el
Gltimo resultado obtenido con el término libre de la ecuacion b(x) = e* sinx. Identificando los co-
eficientes obtenemos —2A = 1y 2B =0, esdecirA = —1/2y B = 0y por tanto una solucién particular
de la ecuacion es

1
Yp(x) = —zxex cosx

y la solucién general

. 1
y(x) = c1e* cosx + ¥ sinx — =xe* cosx, ¢, € R.

Ejercicio 18. y” — 2y’ + 5y = 25x2 + 12.

Solucién. Primero resolvemos la ecuaciéon lineal homogénea y”” — 2y’ + 5y = 0. El polinomio ca-
racteristico asociado a esta ecuacién es P(A) = A% — 21 + 5, teniendo raices complejas conjugadas
A1 =1+2i,A, =1 - 2i. Usando la conocida receta.°btenemos que una base de la ecuacién lineal
homogénea es {e* cos(2x), e* sin(2x)} y su solucién general es

y(x) = c1€* cos(2x) + ce” sin(2x), ¢1,¢2 € R.

Pasamos ahora a buscar una solucién particular de la ecuacion completa. Teniendo en cuenta la
simplicidad y forma particular del término libre b(x) = 25x? + 12 (polinomio de segundo grado)
podemos emplear el método de los coeficientes indeterminados buscando la solucién particular
también como un polinomio de segundo grado

Yp(x) = Ax? + Bx + C, A, B, C coeficientes a determinar.

Tenemos
Yp(x) =2Ax + B, y, (x) = 2A

y sustituyendo en la ecuaciéon obtenemos
Yy =2y, +5Yp = 2A — 4AX — 2B + 5AX + 5BX + 5C = 5Ax* + (5B — 4A)x +5C — 2B +2A = 25x* +12.

Identificando coeficiente con coeficiente obtenemos 5A = 25, es decir A = 5, luego 5B —4A =0y
como A = 5 obtenemos B = 4.Y por fin 5C — 2B + 2A = 12y conociendo A = 5y B = 4 obtenemos
C = 2. Por tanto una solucion particular es y,(x) = 5x2 + 4x + 2y la solucién general es

y(x) = c1e* cos(2x) + c,e* sin(2x) +5x2 +4x +2,  ¢1,C2 € R.
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Ejercicio19. y” +2y’ + y = e *logx.

Solucién. Primero resolvemos la ecuacién lineal homogénea y”” + 2y’ + y = 0. El polinomio carac-
teristico asociado a esta ecuacion es P(A) = A2 + 24 + 1 = (A + 1)?, teniendo A = —1 como raiz
real doble. Usando la conocida receta.°btenemos que una base de la ecuacién lineal homogénea es
{e™*,xe™} y su solucién general es

y(x) = cre ™+ coxe™, ¢, ¢ € R.

Pasamos ahora a buscar una solucién particular de la ecuacién completa. Esta vez la forma del
término libre no permite usar algun procedimiento de coeficientes indeterminados y tenemos que
trabajar con el método general de la variacién de las constantes. Por tanto, buscamos la solucién
particular de la forma

Yp(x) = c1(x)e™ + ca(x)xe™, ¢1(x), c2(x) funciones a determinar,

y por la teoria obtenemos que las derivadas de las dos funciones c¢;(x), c2(x) resuelven el sistema

ci(x)e ™ +ch(x)xe™ =0,
—ci(x)e™ +c5(x)(1 —x)e™ = e logx,

que se puede simplificar dividiendo con e™ para obtener

{ cj(x) + 4 (x)x =0,
=1 (x) + S (x)(1 —x) = logx,

Este sistema se resuelve facilmente, por ejemplo sumando las ecuaciones para obtener directamen-
te ¢} (x):

)X+ c5(x)(1 —x) =logx = c5(x) =logx = c2(x) =xlogx — X,
y después

1 1
i (x) = —xch(x) = —xlogx = c¢1(x) = _EXZ logx + ZXZ'

Finalmente, obtenemos la solucién particular

1 1
Yp(x) = (_EXZ logx + sz) e X+ (xlogx —x)xe™

y la solucién general se obtiene sumando c1e™ + coxe™ a la solucion particular y,(x) obtenida. «

_1
T+e X

Ejercicio 20. y” -3y’ +2y =

Solucion. Ya hemos visto en un apartado anterior que la solucidon general de la ecuacioén lineal ho-
mogénea y” — 3y’ +2y =0era

y(x) = cre¥ + ¥, ¢, €R.

Pasamos ahora a buscar una solucion particular de la ecuacién completa. Esta vez la forma del
término libre no permite usar algun procedimiento de coeficientes indeterminados y tenemos que
trabajar con el método general de la variacién de las constantes. Por tanto, buscamos la soluciéon
particular de la forma

Yp(X) = c1(x)e* + c2(x)e?, ¢1(x), c2(x) funciones a determinar,

y por la teoria obtenemos que las derivadas de las dos funciones ¢;(x), c2(x) resuelven el sistema

1

{ cf(x)e* + ch(x)e* =0,

¢ (x)e¥ +2c5 (x)e* =
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Restando las dos ecuaciones del sistema obtenemos

e—2x

, 1 - -
= c)(x) = T+ e e = c(x)=log(1+e™) —e

ch(x)e* = X

T+e X
y por la primera ecuacién del sistema, simplificando con e*, se tiene

, , e 1
cj(x) = =cj(x)e* = o e " T1er = ¢1(x) = x —log(1 + ).

Finalmente tenemos
Yp(x) =xe* —eXlog(1+e¥) + e log(1+e™) —e*
y la solucién general

y(x) = c1e* + e + xe* —e*log(1 +€*) + e log(1 + e ™) — €*, c1,C € R.

7.8. Ecuaciones de tipo Euler
Ejercicio 21. x2y” +2xy’ — 2y = 0.

Solucion. Es una ecuacion de tipo Euler con coeficientes (en las notaciones de la teoria) a; = 2,
ap = —2. Con el cambio de variable x = e obtenemos (siguiendo los calculos generales efectuados
en la teoria) la ecuacién lineal homogénea para la funcion y(t)

yll+y/_2y:O’

cuyo polinomio caracteristico es P(A) = A2+ X — 2 conraices Ay = 1, A, = —2. Es decir, una base de
las soluciones de esta ecuacion es {ef, e~%} y la solucién general es

y(t) = cret + ce™?, c1,C2 € R.

Volviendo a la variable x = e’ obtenemos la solucidn general de la ecuacion de Euler dada

1
y(x) =c1x+c2;, c1,C € R.
<
Ejercicio 22. x2y” — 3xy’ + 3y = 2logx, con condiciones iniciales y(1) =1, y’(1) = 0.
Solucién. Es una ecuacién de tipo Euler con coeficientes (en las notaciones de la teoria) a1 = -3,

ap = 3. Con el cambio de variable x = e’ obtenemos (siguiendo los calculos generales efectuados
en la teoria) la ecuacion lineal con coeficientes constantes para la funcion y(t)

y” =4y’ +3y = 2t,

que podemos resolver por el procedimiento visto en el apartado G. La ecuacién lineal homogénea
y” — 4y’ + 3y = 0 tiene polinomio caracteristico A> — 41 + 3 = 0 con raices A1 = 1, A, = 3, por tanto
la solucién general de la ecuacién lineal homogénea es

y(t) = cret + o8, 1,0 € R.

Pasando ahora a buscar una solucién particular de la ecuacién completa, observamos que el término
libre b(t) = 2t permite usar el método de los coeficientes indeterminados (al ser un polinomio de
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primer grado), por tanto podemos buscar la solucién particular en la misma forma de polinomio de
primer grado
yp(t) = A+ Bt, A, B coeficientes a determinar.

Como y, =0, y, = B obtenemos —4B + 3A + 3Bt = 2t, es decir B = 2/3y A = 8/9. Obtenemos la
solucion general de la ecuacion completa para y(t)

2
t)=ciret +ce3 + St + =
y(t) = ¢ 2 38t

y volviendo a la variable x = ef tenemos

2 8
y(X) = c1x + x> + 309X+ 2.

Finalmente podemos pasar a las condiciones iniciales para hallar los coeficientes ¢ y ¢,. Tenemos
y(1) =1, esdecir c;+¢c2+8/9 =1 0bien ¢y +¢; = 1/9. Después también usamos la condicién inicial
para la derivada y’(1) = 0, y observando que

2
"(X) = €1+ 3Cx% + —
y'(x) 1 2 3x

se obtiene ¢1 + 3¢, + 2/3 = 0 o bien ¢y + 3¢, = —2/3. Restando las dos ecuaciones para ¢q y ¢
obtenemos 2¢; = -7/9, es decir ¢; = -7/18y ¢y =1/9+7/18 = 1/2. La solucién final es

(x)—1x 7+ Zlogx+ o
YO =X~ 3% T3'09X Ty
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8 CALCULO NUMERICO
8. Calculo numeérico

8.1. Interpolacién numérica

Ejercicio 1 (Interpolacién de Vandermonde y Lagrange). Se quiere interpolar a una funcién “desco-
nocida” f: I ¢ R — R de la que se sabe pasa por los puntos de control {(-1,-1), (1,1), (4,64)}.

a) Determina el polinomio de orden 2 (o menor) que interpola a dicha funcién considerando
la base monémica de polinomios, esto es, determina los coeficientes del polinomio p,(x) =
ao + a1x + ax? tales que py(=1) = =1, p2(1) = 1y p2(4) = 64.

b) Calculay representa graficamente la base de polinomios de Lagrange con soporte {-1,1,4}.
Determina ahora p, utilizando dicha base.

c) Se sabe ahora que la funcién original es realmente el monomio f(x) = x3. ;Qué error real se
produce al interpolar la funcién en x = 3? ;Cual es el error maximo producido?

d) Se afade a los datos anteriores el punto (2, 8). Repite los apartados a) y b) para determinar
ps. De igual forma, repitelos para obtener p, afiadiendo (3,27). ;Qué conclusiones sacas de
los resultados obtenidos?

Ejercicio 2 (Interpolacion de Lagrange y Newton). Dada la siguiente tabla de datos

x‘ o‘ 1) ‘1‘ 32 ‘2‘3

y| -"a| 1=Vl | O] vza—1]1]|4
se pide:

a) Usando los nodos 0, 3/2, 3, determina p, en su forma de Lagrange y en su forma de Newton.
Represéntalo graficamente.

b) Utilizando todos los nodos excepto x = 1, determina p4. Considera los nodos ordenados y haz
todos los calculos necesarios.

c) Afade ahora x = 1 a la lista de nodos y determina ps con el minimo de calculos necesarios.

d) Sabiendo que la funcién interpolada es f(x) = sinmx + (x — 1)2¥~2, obtén una expresién para
la cota de error para p,.

Ejercicio 3 (Fendmeno de Runge). Dada la funcién f(x) = T1 252 sea {xg, X1, ..., Xp} UNa particion
del intervalo [—-1,1], es decir, xg = =1, xp =1y Xk—1 <X, conk=1,...,n.
a) Calcula y representa ps y pg con particiones uniformes, x, = -1 + 2%, k =0,...,n.¢Qué
deduces de las graficas? ;Concuerda con los resultados teéricos?
b) Repite el ejercicio con nodos de Chebychev: xx = cos (%ﬂm) k =0,...,n. ;Qué deduccién

sacas ahora?

8.2. Derivacion numérica
Ejercicio 4 (Interpolacién de Newton y derivacion). Considera la funcién f(x) = .6e* + cot(.9x +.2).

a) Determina los polinomios interpoladores p, y p4 de f en el intervalo [0, 3] con sendas parti-
ciones uniformes.
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b) Calcula las derivadas de primer y sequndo orden de f, p2 y pas.

c) Calculaelerror que se produce enlos nodos al aproximar las derivadas de f con los polinomios
interpoladores.

d) ¢Qué conclusiones sacas?

Ejercicio 5 (Primeras derivadas: aproximacién y orden de). Para la funcién anterior, se quiere apro-
ximar el valor de la derivada de f en 0.5, esto es, f'(0.5).

a) En el papel, utiliza diferencias progresivas y centrales para determinar f’(0.5) con paso h =
0.5,0.25,0.125. Calcula en cada caso el error y verifica que en uno el error se divide por dos 'y
en el otro, por cuatro.

b) Comprueba siuno de los valores que acabas de calcular coincide con alguno de los calculados
en el ejercicio anterior. En caso afirmativa, determina la razoén.

c) En Octave, repite el literal anterior, hasta h = 27% de forma “manual” y utilizando una funcién
(prueba a implementarla td mismo).

d) Utiliza otra férmula de orden 2 y comprueba numéricamente su orden. Entre las férmulas
utilizadas, ;cual es de uso preferible y por qué?

Ejercicio 6 (Segundas derivadas: aproximacion y orden de). Para la funcién inicial, se quiere apro-
ximar el valor de la segunda derivada de f en 0.5, esto es, f"/(0.5).

a) Repite los dos primeros literales del ejercicio anterior con las formulas correspondientes.

b) ¢A qué polinomio interpolador estan asociadas estas formulas y como? ;No entra en conflicto
con lo visto en el ejercicio 1?

c) Utiliza una expresion general de ps para obtener una férmula progresiva para la sequnda
derivada y determina numéricamente su orden.

8.3. Integracion numeérica

Ejercicio 7 (Integracion simple). Dadas las siguientes integrales definidas,
2 1 2 4
n J 4x3dx n J e*dx " J dx
1 0 0 4 + X2

a) Calcula el valor exacto de cada una de dichas integrales.

se pide:

b) Calcula el valor aproximado utilizando las siguientes reglas simples: rectangular a izquierda y
derecha, punto medio, trapecio y Simpson.

c) En cada caso, obtén el error exacto y una cota del error. ;Concuerdan?
d) ¢Es algin método exacto en algln caso? Si si, ¢por qué?
Ejercicio 8 (Integracion compuesta).

a) Repite el ejercicio anterior con las reglas compuestas de punto medio, trapecio y Simpson.
Considera un niumero de subintervalos N = 2,4, 8, 16.

b) ¢Qué se observay deduce de los errores cometidos?
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