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La transformada Z
Problema |. Obtener la transformada Z de la funcion escalon unitario x(t) = u(t)
Problema 2. Obtener la transformada Z de la funcion rampa unitaria x(t) =t

Problema 3. Obtener la transformada Z de la funcién polinomial x(t) = at

Problema 4. Obtener la transformada Z de la funcién exponencial x(t) = e~ %
- o ak1,k=1,2,3,..
Problema 5. Obtener la transformada Z de la siguiente funcién: f(x) = { 6 vk 2 0’ ’
. z7!
Solucién: F(Z)——l_az__1

Problema 6. Obtener la transformada Z de la siguiente funcion: f(t) = a*t

Solucidn:

Aplicando la definicidén de la transformada 7, se tiene que:

[oe]
-1 az

Z A A az
k _ k. —k — (= = e — =
Z[a t] - k_oa t-z =T (a) +2T (a) + T (1 — (J_Z_l)2 T (Z — a)Z

Otra forma de obtener la solucidén es a partir de la propiedad de
la transformada Z basada en la multiplicacidén por ak:
71 -1

Zla*x(k)] = X (g) 200 =T ;- 2lae] - az az

T (1—az™1)? =T (z—a)?

Problema 7. Obtener la transformada Z de la siguiente funcion de transferencia:

)

Solucidn:

Al ser el punto de inicio una funcién en el dominio de s, la
resolucidén puede llevarse a cabo: (i) obteniendo g(t) y después,
la transformada Z de g(t); o bien, (ii) utilizando las tablas de
las transformadas 7, aplicando previamente la descomposicién en
fracciones simples.

Se tiene que:

Ya 1a

LG(s)] = £ ] = Lo
N s+a a

Por tanto:
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1 17 1 1 1 (1—e %)zt

—2[1—e-at]=—[ S SR [ —

a all—z71 1—-z71e7aT] a1 —-z"1)(1—z1eaT)
(1—e"9)z

T az—1D(z—e9T)

Problema 8. Determinar la transformada Z de las siguientes funciones:

t t

T 7T T 2T 3T 4T 5T 6T 7T 8T
a) b)
fi(t) f(t)
‘] _______
T'"': .
T a7 t ! :
- T 2T aT t
c) d)
Solucidn:
1 1
a) F(z)=z 11_2_1

b) F(Z)ZZ_41 L

—z-1

c) En el dominio del tiempo, se tiene que:
F() = u(t —T) — 2u(t — 2T)

donde se tienen funciones escalones “retrasadas” con respecto
al origen temporal, t=0. Considerando el periodo de muestreo
es T = 1 segundo (igual que en los apartados previos), la
transformada 72 de f(t) es:

F(2) =Z[f(®)] = Z[u(t — 1] — Z[2u(t — 2)] = z"lﬁ - 22_2%
B z71(1-2z7Y)
BT

d) De igual, forma, la curva f(t), ahora, se escribe como:
fO)=t—t—-—Dult—-T)—(t—2)u(t—2T) + (t — 3)u(t — 3T)

En este escenario, la sefial se pueda expresar “a trozos” a
partir de rampas aplicadas con pendientes negativas o positivas
en funcidén de las tendencias de subida, bajada o constantes.
Aplicando la transformada Z:

F(2) = ZIf©] = 2[t] +Z[(t = Du(t = D] = Z[(¢ = Dule = 2)] + Z[(t = 3)u(t - 3)]
ozt ozt o, zt 5zt
TA-z C -z C -zt A-z02
_ z7l(1—-z1-2z"2+273%)

(1—-2z"1)2
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Problema 9. Determinar la transformada Z de la siguiente funcion:

1 2345678

Solucidn:

La sefial f(t) en el dominio del tiempo se expresa como:

1 1
f(t) = Ztu(t) — Ztu(t —4)

Transformando al dominio de Z, resulta que:

F(z) = ZIf ()] = z[lt ©| Z[lt -] = 1Tt 1, Ta
z) = ZIf - 4u 4u 10—z 1)7 4z =71

1 Tz '(1—-2z%)

T4 (1-z71)

: 1-z7'+Tz7?!
Problema 10. Determinar el valor inicial x(0) si X(z) esta dada por: X(z) = oo
Solucién: x(0) =1
. L )

Problema | I. Determinar el valor final x() de X(z) = — -, a> 0

Solucién: x(0) =1

Problema 12. Dadas dos senales x| (k) y x2(k), expresadas mediante su transformada Z, ;Cual
tiene un valor final mayor?

X,(2) = 0.5z2
1) = 5 05)(0.52 — 0.5)
o) — 10
2(2) = 715,705

Solucidén:x2(o) > x1(x)

z+1

Problema 13. Obtener la secuencia x{k} para k = 0,1,2,3,4 cuando X(z) = 50205

Solucion: x{k} = {0,,1,0.3,—0.31,0.187}

10z+5

Problema 14. Obtener la secuencia x{k} para k = 0,1,2,3,4 cuando X(z) = DD
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Solucidn:

Aplicando el método de la divisidén directa sobre la funcidn:
10z +5

22-122+02

se obtiene la siguiente secuencia de x(k), siendo los 4 primeros
términos:

X(z) =

x(k) = {0,,10,17,18.4,18.68}

Problema 15. Obtener la secuencia x{k} cuando X(z) =1+ 2z71 + 3272 + 4273

Solucioén: x{k} = {1,,2,3,4}

Problema 16. Obtener la secuencia x{k} para k = 0,1,2,3,4, ... cuando X(2) = ﬁ

solucioén: x{k} ={0,,1,-1,1,-1,1,-1,...}

V4

Problema 17. Obtener x(kT) cuando X(z) = G-Da—oD

Solucién: x{kT}=1.1(1)*¥T —1.1(0.1)¥T. Se sugiere rehacer sin hacer
X(z)/z y comparar los resultados.

1

Problema 18. Obtener x(kT) cuando X(z) = 7e-D

Solucidn:

Expresando X (z) en forma de polinomios en Z con exponentes
negativos, resulta:

X(z)=z3——
@) 1—2z71
El resultado, se puede identificar facilmente con la siguiente
expresién en el dominio del tiempo:

x(t) =u(t—3)

Se trata de la funcidén escaldn, u(t), retrasada 3 segundos. En el
dominio de Z y aplicando una extensién de la fila 19 de las
transformadas, se obtiene que:

x(kT) = (1)*T-3

z

Problema 19. Obtener x(kT) cuando X(z) = DD

Solucidn:

Ya que X(z) contiene un cero en el origen, la metodologia més
apropiada para antitransformar al dominio del tiempo, seria la
descomposiciédn en fracciones parciales. Operando, se tiene:
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X(2) 1 1 1
z =_Z—1_(Z—1)2+Z—2
Y, por tanto, expresando en forma de potencias negativas, resulta:
X(2) =- L__ z71 - + .
1—2z71 (1—-z1H2 1-2z71

Directamente, con las tablas de la transformada Z (nUmeros 18, 19
y 20), se obtiene el resultado final:

x{kT} = ()" — k(D — ()

(1-e79T)z

Problema 20. Obtener x(kT) cuando X(z) = Do

Solucién: x{kT}=1- e —akT
Problema 21. Obtener x(kT) cuando X(z) =
1

Solucidn:

Reordenando, se tiene:

X&) =025 =05

Se aplica el método de la integral de inversidn, sabiendo que X (z)
tiene dos polos en z=0,25 y z=0,5. Por tanto:

k+2

1 z
X(@)z* ™ = (z—0,25)(z - 0,5)

Zk+2

2
x(k) = Z [residuo de Z =025 —05) en el poloz = zi] =K +K,
1=

donde las constantes se calculan como:

k+2
K; = [residuo en el polo z = 0,25] = li(r)ré5 [(Z —0,25) Z=025(z =0 5)]
z=0, - Y, - Y,

1
= —4(0,25)k*2 = —Z(O,ZS)R

— 4(0’5)k+2

k+2
K, = [residuo en el polo z = 0,5] = lim [(Z ~ 0 025G =0 5)]
z-0, - Y Y

= (0,5)F
Por tanto, x(kT) seria:

«wn=(3) 33

kT

Pagina 5 de 11



Universidad Escuela Superior
Re)’ Juan Carlos Ciencias Experimentales y Tecnologia

Area de Tecnologia Electrénica

_,—aT
Problema 22. Obtener x(kT) cuando X(z) = _(1=e)z usando el método de la integral

(z-1)(z—e~0T)
de inversion

Solucién: x{kT}=1— e T

Problema 23. Obtener x(kT) cuando X(z) = (z—ﬂZ(ZT—aT)

de inversion

Soluciédn:

Obsérvese que:

Zk+1

(z—-1*(z—e™)

X(2)zk 1=

usando el método de la integral

Resultando un polo simple en z=e™?' y un polo doble en z=1. Por

tanto:

Zk+1

x(k) = Z [residuo de - Dz —e enel poloz = ] K; + K,

donde las constantes se calculan como:

S+l
K, = [residuoenelpoloz = e %T] = z—l>1ema [(z —e aT)( P g
e—a&+DT
= (=T — 1)2

S+
K, = [residuoenel poloz = 1] = = 1)' 11_r)r11 p [(Z ) Ero e‘aT)]

i d Zk+1 o (k + 1)Zk(Z aT) _ Zk+1

T idz|z—e 9| 2o (z—e"9T)2
k e—aT

T1—ed  (1—e-al)2

Por tanto:

k e—aT(l _ e—akT)
x(kT) = 1—ed  (1—e-al)2
2234z

Problema 24. Obtener x(kT) cuando X(z) = T—27@-D

Soluciédn:

En primer lugar, se expande la expresidén en fracciones parciales:

X(Z) 2z2 +1 1 9

3

z  (z—-2)2(z-1 _Z—2+(Z—2)2+Z—

Entonces:

1
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1 + 9z71 + 3
1-2z71 (1-2z71)2 1-—-2z71
Aplicando 1las transformadas inversas de Z a cada uno de los
términos, resulta:

X(z)=—

x(kT) = 9k(2F"1) -2k +3

Problema 25. Obtener x(kT) cuando X(z) = %
Solucién:
Al expandir X(z) en fracciones parciales, resulta:
X(2) (z+2) 1 1 1
z :ZZ(Z—Z) “7-2 22 2z
Volviendo a la forma original y tras expresar el resultado con
polinomios de términos de exponentes negativos, se tiene:

X(z) = — 11

7)) =— — — = R — VA —
7 —

Finalmente, se aplica la antitransformada Z, segtn las tablas:
x(KT) = 2% — 8y (k — 1) — 8, (k)

Por tanto, la transformada Z inversa puede darse como:

1-0—-1=0, k=0
AMU:{ 2-1-0=1, k=1
2k—0—-0=2k k=2345...

Al reescribirse, se tiene:

0, Vk<0
x{kT}={ 1, k=1
2k, vk>1

Problema 26. Obtener x(kT) cuando X(z) = usando el método de la integral de

10
(z—-1)(z-2)
inversion
Solucidn:

Obsérvese que:

XDz = 10z+1
2T G-DE-2)
Para k=0, ndétese que X(z)z*! se convierte en:
10
X k-1 _
(2)z 2z - 1)(z-2)

Por lo tanto, para k=0, X(z)z¥! tiene tres polos simples, z=1,
z=2 y z=0. Para k=1,2,3..; sin embargo, X(z)z¥! tiene sdélo dos
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polos simples, z=1
x (k) (donde k= 1,2,

Para k=0:

y z=2. Por lo tanto, se debe considerar x(0) vy
3..) por separado.

10
z2(z—1)(z—-2)

donde las constantes se calculan como:

3
x(0) = z [residuo de enel poloz = Zi] =K +K,+K;
i=1

10
K, = [residuoenel poloz =1] = lirri [(Z -1 o 2)] =—-10
z-> — —

| | 10 _
KZ_[re51duoenelpoloz—2]—yle[(z_z)z(z_n(z—z)]_5
Ky = [residuo en el polo 2 = 0] = lim [z -] = 5
3 = [residuo eneel polo z = 0] = lim |z ~~—-7——5/| =

Por tanto:
x(0)=-104+5+5=0
De igual manera, para k=1,2,3..:
10z%-1
(z—-1(z-2)

donde las constantes se calculan como:

2
x(k) = Z [residuo de en el polo z = zi] =K, + K,
i=1

K; = [residuo enel poloz =1] = il_r)r} [(z — 1) - 1)(2 — 2)]
- — 9= _ 1ozt k-1
K, = [residuo en el polo z = 2] = lm% (z—-2) Z-DGz-2) 10(2%1)
z- — —

siendo:

x(k) =10(2k1-1)

Por lo tanto, la transformada Z inversa de la X (z) dada se puede
escribir como

T — 0,vk <0
*(kT) = {10(2k-1 -1),Vk>0

o bien:
x(kT) = 580(k) + 10(2k1 — 1)

donde §, denota la delta de Kronecker (véase fila 1 y 2 de las
tabla de transformadas 7).

Resolucidon de ecuaciones en diferencias.

Problema 27. Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:
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x(k+2)+3x(k+1)+2x(k)=0
Donde x(0) =0Vk<0yx(1)=1

Problema 28. Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:
2x(k) —2x(k — 1) + x(k — 2) = u(k)

1,k=0,1,2,..

Dondex(k)=0vk<0yu(k):{ 0k <0

Soluciédn:

Se aplica la transformada Z de la ecuacidén en diferencias dada y
se sustituye la entrada en escaldén unitario:

1
2X(2) — 227X (2) + z7%xX(2) = 1=,

A continuacidén, se resuelve la ecuacidn para obtener X(z):

X(2) = 1 1 B z3
el 221122 (- D222 —22+ 1)

Expandiendo en fracciones simples, resulta:

—z% 4z 1 142zt

X = =
e R 7 B Py Rk e Sl Sy s

Los polos del segundo miembro del resultado tienen parte compleja
conjugada, por lo que, reescribimos X(z) de forma que podamos
identificar término a término en la tabla:

1 1 1-0,5z7"1 N 1 0,5z 1
—z71 21—-2"1405z"2 21—2z"1+40,52z72

X@) =1

Refiriéndose a la férmula de las transformadas Z de las funciones
coseno y seno amortiguados (filas 16 y 17 de 1la tabla), se
identifica e72'=0,5 vy cos (0T)=1/~2 para este caso. Por tanto, se
obtiene que wT=I/4, sen(wT)=1/V2 y e2@’™=1/Y¥2. Entonces, la
transformada Z inversa de X(z) se puede escribir como:

1 1
x(k)=1- Ee‘achos(wkT) + Ee‘akTsen(wkT)
k k

) ) o)

siendo x(0)=0,5, x(1)=1, x(2)=1,25, x(3)=1,25, x(4)=1,125..

Problema 29. Resolver la siguiente ecuacion en diferencias:

x(k +2) — 1,3679x(k + 1) + 0,3679x(k) = 0,3679%u(k + 1) + 0,264u(k)
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(u(k) =0,Vk<O

u(0) =1
Donde x(k) =0Vk <0yu(k)=< u(l)=0,2142
u(2) = —0,2142

u(k) =0,vk>2
Soluciédn:

Los primeros pasos del problema se realizan de igual forma que el
problema 29, teniendo en cuenta las condiciones iniciales de la
entrada. Se aplica la transformada Z:
[22X(2) — z2x(0) — zx(1)] — 1,3679[zX(z) — zx(0)] + 0,3679X (2)
= 0,3679[zU(z) — zu(0)] + 0,2642U(z)
De todos los términos indicados en la ecuacidn, el Unico valor

desconocido es x(1). Para hallarlo, se considera k=-1 en la
ecuacién en diferencias y se resuelve:

x(1) —1,3679x(0) + 0,3679x(—1) = 0,3679u(0) + 0,264u(—1)
Puesto que x(0)=x(-1)=0 y debido a que u(-1)=0 y u(0)=1, resulta:
x(1) = 0,3679u(0) = 0,3679

Ahora, si se pueden sustituir todos los datos en la ecuacidn de
transformacidén en Z, resultando:

0,3679z + 0,2642

X(z) =
(%) = 71367977 03679

U(2)

Segun los datos provistos correspondientes a los valores iniciales
de la secuencia de U(z), se sabe que:

U(z) =1+0,2142z71 — 0,2142z72
Por tanto:

030707 + 02942 (1+0,214227" - 0,2142272)
22 —136792+ 03679 | o on T A

10,3679z +0,3430z72 — 0,02221273 — 0,056592*
- 1-1,3679z"1 + 0,3679z~2

X(z) =

Aplicando el método de la divisién directa, se obtienen 1los
primeros valores de la secuencia de salida:

X(z) =0,3679271 40,8463z 2 +z 3 +z 4+ z75+...
esto es: x(0)=0, x(1)=0,3679, x(2)=0,8463, x(k)=1, k=3,4,5..
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Convolucion de secuencias discretas.

Problema 30. Realizar la convolucién discreta de las secuencias x(k) y h(k), donde (k) es la
secuencia impulso, y u(k) es la secuencia escalén unitario:

x(k) = %6(k) +26(k—1)

h(k) = u(k) —u(k —3)
Solucidn:

Se transforman al dominio de 7Z ambas funciones:

1 14+4z71

X(2) :E+22_1 ==
1 L1 1-23
H(z)=1_z_1—z 1—2z1 1—z1

Se sabe que:
y(kT) = Z7 [x(kT) * k(kT)] = Z ' [X(2)H(2)]
Finalmente, se aplica el método de la divisién directa:

1+4z7'—2z3%~-427* 1 5 5
X(z)H(z) = > oy-1 = §+§Z +EZ + 2z

Yy, por tanto:

y() = {a,.%2.%,2.0,0,...}
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Algunos derechos reservados
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Funcidn de transferencia pulso. Discretizacion de sistemas.

Problema 1. Sea el retenedor de orden cero de la figura. Demonstrar que Y*(s) = X*(s)

X*(s) Z0H Y*(s)

Problema 2. Obtener la salida en tiempo continuo C(s) y en tiempo discreto C(z) del sistema

de la figura
rw +
61 |5 ] e |4
_ T
H(s) ¢
Solucidn:

Llamando M(s) a la sefnal de salida de Gl(s) y M*(s) a la sefal de
salida del muestreador (entrada a G2(s)) se tiene que: M(s) =
G1(s)R(s) — G1(s)H(s)G2(s)M*(s) Discretizando esta ecuacidén, se tiene
que:

Z[G1(s)R(s)]

Aq(s):1+ﬂﬁMQGﬂQH@H dado que C* (s)=G2(s)M* (s), se tiene que C(C(z)=
62(2)-Z[G1(s)R(5)]
1+2[G1(s)G2($)H(5)]
. . . . _ G1(s)G2(s)
La salida en tiempo continuo resulta: C(s) _R(s)—1+a1(s)az(s)H(s)'

Problema 3. Obtener lasalida en tiempo continuo C(s) y la funcién de transferencia pulso del
sistema en lazo cerrado de la figura

N _ ] cies) || 6209) @

H(s)

A

Soluciédn:

Llamando M(s) a la sefial de salida de Gl(s) y M*(s) a la sefal de
salida del muestreador (entrada a G2(s)), y teniendo en cuenta la
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funcién de transferencia pulso del sistema en lazo cerrado de
C(z) _  Z[G1(s)]Z[G2(s)] z[G1(s)] Z[G2(s)]

valor: o = T mmziemae) S¢ tiene que: () = menm R )
La salida en tiempo continuo resulta: C(S)ZR(S)%.

Problema 4. Discretizar el sistema dado por la siguiente funcion de transferencia, para un
tiempo de muestreo T=0,5 segundos.
s+1
G(s) = S
s(s+2)

Soluciédn:

Puede resolverse mediante el método de fracciones simples o
mediante la integral de inversidén, resultando:

0.5 0.5
G(z) = 1—z1 + 1—e~205z-1

Problema 5. Discretizar utilizando la siguiente funcién de trasferencia, para un tiempo de
muestreo T=0,5 segundos.

Solucidn:

Mediante el método de la integral de inversidén, con un polo doble
en s=0, se obtiene:
4z(z—1)—2z(z-3) 3 z B 4,59412% — 2,8647z

16(z — 1)? 16z —0,1353 1623 — 34,164822 + 20,3296z — 2,1648

G(z) =

Problema 6. Calcular el sistema discreto equivalente de la siguiente figura para un tiempo de
muestreo T=1 segundo:

x@®) o Ixi} JoH 1 y - {é’"}
&1 s(s+a) r

\4

Soluciédn:

z7YaT+e T —1)+z72(1 —e 9T — qTe™ %)

G(z) = a’?(1—z"1H)(1 —e-aTz"1)
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Problema 7. Calcular el sistema discreto equivalente de la siguiente figura para un tiempo de
muestreo 7=0,25 segundos:

\ 4

x() - gl G+D PO - {7

(s + a)?

Soluciédn:

Se aplica el modelo de conversién del retenedor ZOH en serie con
el modelo de planta dado, siendo:

F)=1-z"Yz [@

Se calcula, en primer lugar, la funcién de interés a transformada

al dominio Z, aplicando la descomposicidén en fracciones simples:

6(x)_11 1 1 a-1 1
s a’s a?’s+a a (s+a)?

Aplicando la transformada 7Z (ver tablas), resulta:

G(s) 1 1 1 1 a—1 0,25e7025az-1
z s | a21—z-1 a21—e-025a;-1 + a (1—e 025a;-1)2

Finalmente, se multiplica por (1-z7!') y se reordena:

F(2)
(1—e 025az71)2 _ (1 — 702527 1)(1 - z71) + a(a — 1)0,25e792%¢z71(1 — z71)
= a2(1 — e-025a;-1)2

Siendo, si a=4:

—1,3362z7% 4+ 1,7358z71

F =
(@) =6 = 03679212

Problema 8. Dado el sistema de la figura, para un tiempo de muestreo T=0,7 segundos,
calcular:
a. Lafuncion de transferencia equivalente del sistema
b. Laecuacion en diferencias del conjunto
c. Lasalida yx ante la entrada x,={-1,1,00,-1,1}
d. Lasalida yx ante una entrada escalén unitario

x(t) - X1} JOH 0.5 y() { {gk}
T s+1 T

v

Pagina3deb5



UnIVeFSIdad Escuela Superior
Rey Juan Carlos Ciencias Experimentales y Tecnologia

Area de Tecnologia Electrénica

Solucidn:

0,25z71
a) G(2) = 1-0,5z"1

(pulso) es:

La funcidén de transferencia en lazo cerrado

0,25z 1

M(z) = 1025,

b) La ecuacién en diferencias del modelo es: 0,25z71X(z) =
(1-0,25z271)Y(z) por tanto, y(k)=0,25x(k—1)+0,25y(k —1)

c) {y(k)} = {0;0: —0,25; 0,1875,; 0,0469; —0,2383; 0,1904; 0,0476; 0,0119}

d) Tomando {x(k)}={14;1;1;1;1} se tiene: {y(k)} =
{0,;0,25;0,3125;0,3281; 0,332; 0,333}

Problema 9. Discretizar el siguiente regulador P, para T=1 segundo, utilizando:
a) Un bloqueador de orden cero
b) El método de Tustin
c) Equivalencia polo-cero

R 2 3672

Solucidn:

a) G(Z) _ 3(z+1)

z—-1
b) G(z) ==
6,9382z-0,939
©) 6@ ="

Problema 10. Se desea obtener el equivalente discreto del sistema de control continuo de la
figura. Comparar las funciones de transferencia discretas del sistema si G(s) se discretiza
mediante un blogqueador de orden cero, y R(s) se discretiza segin los métodos de a)
aproximacion de la derivada, y b) integracién trapezoidal (Tustin) con T=0,1 segundos.

_ 2.84(s +4) _ 2
R =—— ()= 5T 05612
*@) Al s PO g
51

Soluciédn:

0,0092(z+0,92)

a) La discretizacién de G(s) mediante el ZOH es: G(Z):(z—095)(z—082)
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. . . 1-z71 _
Haciendo el cambio de variable s=-——=10(1—-2"1) en R(s), se
, -0.962 ., .
tiene: R(Z)=2,95422f1 Por tanto, la funcién de transferencia en
R(z)G(z) _ 0,0272(z—0,962)(2+0,92)

lazo cerrado es: M(z2) = 1+R(2) G(2) _ (2-0,063)(22—1,782+0,83)

. . ) , 21-z71 1-z71
b) Discretizando R(z)mediante Tustin §s=-= =

— = — se tiene:
T1+z 1+z

2,84(20(1-z"1)+0,4(1+2z7* ~0.961
( ( ) — ( )) = 2,8972— Por tanto, 1la funcidén de
20(1-z"1) z—1

R(z) =

. R(2) G
transferencia en lazo cerrado es: M(z) = k@@ _

1+R(z) G(2)
0,0267(z—0,961)(z+0,92)

(z-0,962)(z%2-1,782+0,83)

Problema 11. Dado el sistema de la figura, para un tiempo de muestreo T=1 segundo, calcular
la funcién de transferencia equivalente del sistema

x(0) + §20)

| zon 3

\ 4

Nl

AN

Solucidn:

La funcién de transferencia en trayectoria directa es: ZOH-@,

0,74z=1+0,52z72
1-1,3727140,372z72 "

y discretizando se tiene: G(2)=

Y(z) _  0,74z+0,52

La funcién de transferencia en lazo cerrado es: =\
X(z)  2z2-0,63z+0,89
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Estabilidad absoluta de sistemas discretos de control

Problema 1. Obtenerlaevolucién de lasalida de los tres sistemas dados cuando en la entrada
se aplica una secuencia escaldén unitario.

1 P
3V T 10,521

G(z) =

G.(z) = —
1) =05 1-052-1

Solucidn:

Puede resolverse obteniendo la transformada inversa de 1la

respuesta del sistema Gk (s), x=0,1,2, en lazo abierto sometido a
1
1-z~1

secuencia escaldén unitario: Y(z) = G(2)

Las graficas y secuencias resultantes son las siguientes:

Step Response Step Response Step Response
2 T 1

)
o o
® ©

Amplitude
Amplitude
SR 5
Amplitude
o
——x

o
>

4
~
o

o

N

N

e

®

s

y1(k) = {04; 1;0,500; 0,750; 0,625; 0,688; 0,656; 0,672; 0,664; 0,668}
v, (k) = {14; 1,500; 1,750; 1,875; 1,938; 1,969; 1,984; 1,992; 1,996; 1,998}

y3(k) = {14; 0,500;0,750; 0,625; 0,688; 0,656; 0,672; 0,664; 0,668; 0,666}

Problema 2. Estudiar la estabilidad de un sistema cuya ecuacion caracteristica es P(z) =
z%2 + 0,6z + 0,05 utilizando los siguientes métodos:
a) Cdlculo de la ubicacidn de los polos en lazo cerrado
b) Criterio de Jury
c) Criterio de Routh-Hurwitz extendido

Solucidén: E1 sistema es estable.

Los polos se encuentran situados en: z=-0,1 y z=-0,5.

Problema 3. Estudiar la estabilidad de un sistema cuya ecuacion caracteristica es P(z) =
z3 +0,4z%2 + (0,47 + K)z + 0,13 utilizando los siguientes métodos:
a) Criterio de Jury
b) Criterio de Routh-Hurwitz extendido
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Solucidn:

a) Resuelto en el ejercicio 4, apartado a) (véase después).
b) En primer lugar, se aplica el siguiente cambio de variable:

__W-+1
Z__w“—l
Resultando:
w+ 1,3 w+ 1\2 w+1
Qm0=(———)+0AC——0 +mA7+Km———>+013:0
w-—1 w—1 w-—1

A continuacidén, se simplifica Q(w) :

QW) = (+K)3+(254—K)?+(252—K)+(094+K)=0

Después, se construye la tabla de Routh-Hurwitz:

w3 2+K 2,52-K
w? 2,54-K 0,94+K
w! (4,52-8K) / (2, 54-K)

wo 0, 94+K

Forzando a gque todos los miembros de la primera columna sean
positivos, se obtienen las siguientes condiciones:

2+K>0-> K >-2
254—-K>0 - K <254
452—-8K >0 - K <0,56 ysimultaineamente 2,54 — K >0 - K < 2,54
094+K>0 - K >-094

Por 1la tanto, 1las condiciones més restrictivas confirman el
resultado obtenido con el método de Jury: -0, 94<K<0,565.

Problema 4. Para el sistema de la figura:
a) Determinar para el sistema de la figura el rango de variacidn de la ganancia proporcional
del regulador para que el sistema se mantenga estable.

b) Sise ajusta un valor K=1, obtener los primeros seis valores de la secuencia respuesta al
impulso
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K > 3 2 >
} z°>+0.4z%+ 047z + 0.13

Solucidn:

a) La ecuacidn caracteristica del sistema en lazo cerrado es:
P(z)=2z3+0,4z>+ (0,47 +K)z+0,13=0
Aplicando el criterio de Jury se tiene lo siguiente:
1) la,|l <ay que se cumple por ser [0.13]<1
2) P(1) >0 por tanto, K>-2 para ser estable
3) P(—1) <0 por ser un polinomio de grado impar. Por tanto, K>-

0,94 para ser estable
4) La tabla de Jury es:

z0 z! z? z
1 0,13 0, 47+K 0,4 1
2 1 0,4 0,47+x | 9-13
3 (2n-3) | -0,9831 b ~0,418-K

Para cumplir la condicién |—0,9831| > |—0,418 — K| se tiene una doble

desigualdad, de la que se obtiene: -1,4<K<0,5651.

Por tanto, tomando todas las condiciones mas restrictivas, el

sistema es estable para -0, 94<K<0,565

b) Si se ajusta K=1 se obtiene la siguiente funcidén de

) Y(2) z72
transferencia en lazo cerrado: M(z) = = — — —
X(2) 140,4z71+41,47272+0,13z73

cuya forma en ecuacién en diferencias es: y(k)=x(k—2)—
04y(k—1)—-1,47y(k —2) — 0,13y(k — 3). Dando valores a la ecuacién
a partir de la respuesta impulsional x(k)={10;0;0;0;0;..} se
tiene: y(k)={00;0;1;-0,4;-1,31;0,98;..}.

Este apartado también se puede resolver mediante la divisidn
directa, teniendo X(z), o calculando la ecuacidén y (k) mediante la
transformada Z7'.

Problema 5. Estudiar la estabilidad de un sistema realimentado cuya funcién de transferencia

pulso en lazo cerrado es la siguiente
1

z%2+ 0,6z + 0,05

M(z) =
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Solucidn:

Andlisis mediante el criterio de Jury:

1) ay >0 se cumple ya que qy =1. Por tanto: |a,| < ay, que se cumple
por ser 0.05<1.

2) P(1) >0 que se cumple al ser P(1l)=1,55.

3) P(—1) >0 por ser un polinomio de grado par. Se cumple al ser
P(-1)=0,45.

4) No es necesaria la tabla de Jury al ser n<3.

Por tanto el sistema es estable.

Problema 6. Estudiar la estabilidad de un sistema discreto cuya ecuacién en diferencias es la

siguiente:
y(k) —0,6y(k —1) —0,81y(k —2) + 0,67y(k — 3) — 0,12y(k — 4) = x(k)
Solucidn:

La funcidén de transferencia pulso, tras aplicar la transformada

Z, resulta:

Y(z) 1 B z*
X(z) 1-06z"1-081z"2+40,67z73—0,12z"% 2z*—0,623 —0,81z2 + 0,67z — 0,12

Se define el polinomio caracteristico del sistema extraido a

partir de la funcidén de transferencia pulso:

P(z) = z* - 0,623 —0,812%2 4+ 0,67z — 0,12 = 0

Aplicando el criterio de Jury:

1) |-0,12] < 1. Esta condicién se satisface.

2) P(1)=0,14>0. La condicidén se cumple.

3) P(-1) =0. La condicién no se satisface, obteniendo un valor
nulo y por tanto, de momento, un sistema criticamente estable
con un polo en z=-1.

4) La tabla de Jury es:

z0 z! z? z3 24
1 0,12 0,67 -0,81 | -0,6 | 1
2 1 -0, 6 ~0,81 | 0,67 | 0/12
3 -0,98 b b 0,59
4 -0, 59 bs bs ~0,98
5 (2n-3) 0,61 C1 -0,58

Se cumple que |—0,98|>|-0,59| y |0,61] > |—0,58|.
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Por tanto, el sistema es criticamente estable, obteniendo una raiz
en z=-1 y tres polos dentro del circulo unitario con centro en el
origen del plano z.

Problema 7. Analizar la estabilidad del sistema de la figura:

z+0,5
z2 4+ 0,25

v

A

1
z

Solucidén: E1 sistema es 1inestable. Tiene una raiz fuera del
circulo unitario (ver fila 3 de la tabla del método de Jury).

Problema 8. Calcular los limites de estabilidad en funcién de la ganancia K del regulador del

sistema de la figura:

¥ 1 1
z z24+0,3z—-0,4

=
|
v
v

Soluciédn:

La ecuacidén caracteristica del sistema en lazo cerrado es:
P(z) =2z3+0,32z24+-0,4z+K =0

Aplicando el criterio de Jury se tiene lo siguiente:

5) la,| < a, que se cumple por ser |K|<1l, o bien, -1<K<1.

6) P(1) =09+ K por tanto, K>-0,9 para ser estable

7) P(-1) <0 por ser un polinomio de grado impar. Por tanto,
K<0, 3 para ser estable.

8) La tabla de Jury es:

70 z1 72 z’
1 K 0,4 0,3 1
2 1 0,3 -0,4 K
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3 (2n-3) K?-1 b 0,3K+0,4

Para cumplir la condicién |K?—1|>0,3K+ 0,4 se tienen varias
desigualdades, dando como resultado valido cualquier wvalor de K
menos aquellos cercanos a 1. Esto se puede comprobar facilmente
por “inspeccidédn”. Se demuestra a continuacidn:

K?-1>03K+04 > K?-03K—-14 >0-> K<-104 y K > 1,34
K?-1>-03K—-04 - K*?+03K—-06>0 - K<-093y K > 0,63

Se selecciona la condicién més restrictiva: K<-1,04y K > 1,34.

Ahora:
-K?+1>-03K—-04 » K*?-03K—-14 <0-> —1,04<K < 1,34
—-K*+1>03K+04 - K*+03K—-06<0 - —093 <K <0,63
Ahora, la condicidén que més restringe es: —0,93 <K <0,63.

La condicidén 4 se cumple para: K <-1,04, K> 1,34, —0,93 <K <0,63.

Por tanto, tomando todas las condiciones mas restrictivas, el
Sistema es estable para -0, 9<K<O0, 3.
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Problema 1. Se desea obtener el equivalente discreto del sistema de control continuo de la
figura. Calcular el valor de K del regulador para que el error de velocidad sea inferior a 0.1
cuando las funciones de transferencia discretas del sistema se discretizan mediante un

bloqueador de orden cero para G(s), y R(s) se discretiza seglin el método de la integracién
trapezoidal (Tustin) El periodo de muestreo es T=0.2 segundos.

R(s) G(s)

v

R(S):K(S+3) G(S):m

Solucion.

La resolucidén del problema no requiere el cédlculo detallado de la

transformacién de Tustin para R(s), sin embargo, si

que es
necesario el calculo para G(s):
R( )—K( 2 (Z_l)+3)—K 10(1_2_1)+3
2=%02\z+1 - (1+z1)
6(2) = 001758 (z+08753) 0.01758 z71(1+ 0.8753z71Y)
2= (z—-1)(z-0.6703) (1-2z"1)(1-0.6703z"1)

. 1
El error en velocidad para una entrada rampa ((1—2—‘1)2)68:

T.-z71 1
e =lim(1 —z71)- . <0.
ss = lim( = (100 =2 0.01758(z (1 + 0.8753z"1))

* ( (I+z 1) ) (1—2z"D(1-06703z°D)

1

Operando y evaluando el limite se obtiene K=6.67

Problema 2.
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Disenar en el sistema de la fgura un regulador disereto B{2) para que la salida
cumpla las siguientes caracteristicas dindmicas:

byl pagg =28 =100

El tiempo de muoestreo empleado es T = (1.2 segundos

wll 4 1 Wit} {1}
o | I
_.O— o o1 Ri2) | ZOH i35 ﬁ: ol—»

Solucion.
En primer lugar, se discretiza la planta mediante el retenedor de

orden cero:

0.01758(z + 0.8753)
(z—1)(z — 0.6703)

G(z) =
Calculamos los polos dominantes pedidos:

s
ts=—-0=15708
o

oc=%w, =¢ - wg = 2.7207

Wy
Pds,, = —1.5708 £ j2.702
Pdz, , = eT(Pds12) = 0.6249 + j0.3781
El médulo de los polos delineantes es |Ple'2| =0.7304 <1 por tanto

los polos dominantes corresponden a una situacidn estable.

Ahora se comprueba si los polos dominantes pertenecen al lugar de
las raices del sistema, o lo que es lo mismo, si los polos
dominantes (Pdz;,2) son solucidén de la ecuacidn caracteristica del
sistema en lazo cerrado suponiendo un regulador de tipo

proporcional (R (z)=K)
Los polos y ceros del sistema en lazo abierto son:
C1=-0.8753; P:=1; P»,=0.6703

En el plano Z corresponde con la siguiente figura:
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08

06

047T

=T

0.2

-1 08 06 -04 -0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Los &ngulos son los siguientes:

6, = 180 — tan~?! 03781 _ 134.7718°
1= M T 06249 0T
0, =180 — tan™?! 0.3781 = 96.8470°
2= M 06703 —06249 O
) 0.3781
65 = tan = 14.1667°

0.8753 + 0.6249

Aplicando el criterio del argumento:

Z Angulos entre polos dominantes y polos en LA
— Z Angulos entre polos dominantes y ceros en LA

(61 +6,) —(03) = 134.7718° + 96.8470° — 14.1667° = 217.4521° # 180° por tanto
los polos dominantes no pertenecen al lugar de las raices -no
existe una K tal que Pz;,» son solucidn de P(Z)=0 Esto se puede ver

en el LDR del sistema propuesto:
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Root Locus

Pdz1
Pdzz| |

o
£n
T

Imaginary Axis

i

[

on
T

Real Axis

Por tanto, habrad que proponer un regulador de tipo PD, cuya

estructura general tiene un polo en el origen y un cero ajustable:

R(z) = KR(Z;—Q)

Por tanto, el nuevo esquema de polos y ceros es el siguiente:
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06

0.6249+30.3781

047

-0.8753 — 0.6703 1

-1 i i i i B i i i i

-1 08 <06 -04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Los angulos aportados al criterio del argumento por el polo en el

origen y el cero ajustable son los siguientes:

0, = tan~! 03781 _ 31.1763°
4= W0 56249 T 0
oo — a1 03781
=tant———
s =¥ 06249 —a

Aplicando de nuevo el criterio del argumento, ajustamos la

posicidén del cero (a) para que se cumpla el criterio:

0.3781
) = 180°

134.7718° 8470° + 31.1763° — (14.1667° e
34.7718° + 96.8470° + 31.1763° — (14.1667° + tan 06249 —a

Despejando a, se tiene a=0.4769

Una vez obtenido la posicidén de a, se calcula la ganancia del
regulador mediante la aplicacidén del criterio del médulo a los
vectores que se forman entre los polos dominantes y 1los

polos/ceros en lazo abierto de R(z) ‘G(z):

I1 Distancias Polos a Polos Dominantes
KG . KR =

[I Distancias Ceros a Polos Dominantes
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Por tanto:

_dl‘dz‘d4 1
" dsds K

0.8

06|

0.47F

0.2

=T

Calculando las distancias:

d; = /(1 —0.6249)2 + (0.3781)% = 0.5326

d, = /(06703 — 0.6249)Z + (0.3781)2 = 0.3808

ds = /(0.6249 — 0.4769)2 + (0.3781)2 = 0.4060

d, = +/(0.6249)2 + (0.3781)2 = 0.7304

ds = /(0.8753 + 0.6249)2 + (0.3781)2 = 1.5471

Por tanto:

K. — 0.5326 - 0.3808 - 0.7304 1
R 0.4060-1.5471 0.01758

= 13.4150

Luego
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(z—0.4769)
R(z) =13.415—

Se puede apreciar como el lugar de las rices del conjunto R(z)G(z) si que pasa por los polos

dominantes:

Root Locus

o
on
T

/-’ LDR
L

/ \\ O Pdz1
O Pdz2| 1

Imaginary Axis

o
o
T

Real Axis

La respuesta frente a escaldn del sistema con el regulador propuesto es la siguiente:

Step Response

0271 |

1 1.5 2 2.5 3 3.5 4 4.5 5

Time (seconds)
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Problema 3.

Calenlar para el sistema discreto de la figura e regulador discreto Jiz) mas
sencillo que consiga unas caracteristicas dindmicas en la salida de:

falyse = 528 ¢ =043

El tiempo de muestreo empleado o5 T = 1 segundo

Giz)
Xiz) + ; Yiz)
R(z) 2(z-0.4) "
Problema 4.
Determinar un regulador discreto B{z) de tipo PI para gue los polos del
sistema en lazo cerrado ocupen las posiciones 3 = 08 v 20 = 0,05
Riz) Giz)
X(z) + o Yiz)
Pl -
z-0.1
Solucién

En este caso nos proporcionan directamente los polos dominantes -
polos en lazo cerrado- y la planta ya discretizada, por lo que
podemos directamente aplicar el criterio del médulo al sistema en
lazo abierto para cada uno de 1los polos dominantes pedidos,
teniendo en cuenta que la estructura de un regulador PI discreto

es de la forma

(z—-a)
(z-1)

R(z) tiene por tanto un polo en z=1, que proporciona el efecto

R(z) = Ky

integrador, y un cero ajustable (a) para compensar el exceso de
angulo incluido por la accidn integral. Para no modificar en
exceso la respuesta transitoria del sistema en lazo cerrado, el
cero se coloca lo més préximo al polo en z=1, sin llegar a

cancelarlo, vya que de lo contrario se anular el efecto de
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integracién del error en estado estacionario -principal funcidén
de un regulador PI- De hecho, se debe llegar a una solucidn de
compromiso entre la modificacidén del régimen transitorio y el

nuimero de muestras de estabilizaciédn:

e A mayor cercania del cero al polo:
o Menor modificacidén del régimen transitorio

o Mayor periodo de estabilizacién y de anulacidn del

error en régimen permanente

Una solucidén de compromiso es situar el cero del regulador PI a
una distancia aproximada de 1/6 de la distancia entre los polos
dominantes en lazo cerrado -el punto de trabajo del sistema- y el

circulo unitario medido en el eje Real desde z=1

No obstante, si bien este es el criterio general, en este problema
se va a enfrentar una situacidén diferente, ya que a priori las

limitaciones son otras debido a la configuracidén de la planta.

Es trivial dibujar el lugar de las raices de G(z), ya que al tener

un unico polo, corresponde a una recta desde el polo a -«:

Root Locus
1 . . — . — : . .
o LDR
0.8 r o o Pzl |
a o Pz
06 = 1
0.4 |

An

é 0.2 f g

&

m U D .................................. E. .........

=

=)

g -0.2f .
0.4 .
D6 1
D8 1

-1 -0.8 -0.6 0.4 0.2 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1
Real Axis
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Por tanto, uno de los polos dominantes no es solucidén de 1la
ecuacién caracteristica suponiendo un regulador proporcional.
Dado que nos piden un regulador tipo PI, se puede plantear el
criterio del argumento con mayor libertad que la restriccidédn de
colocar el cero a una distancia cercana al polo integrador, ya
que en este caso necesitamos modificar sustancialmente el LDR para

que pase por el polo dominante:

0.8 | et
o6t AN

-1 08 06 04 02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Al estar todos los polos sobre el eje Re, la aplicacidédn del

criterio del argumento en este caso es trivial:
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Oy

T -
1 1 1 1 o1 1 —" 1 1 1 I

-1 08 -06 04 -02 0 0.2 0.4 0.6 0.8 1

Z Angulos entre polos dominantes y polos en LA
— Z Angulos entre polos dominantes y ceros en LA

(0, + 6,) — (85) = (0° — 180°) — 0° = —180°

Recuerda que el resultado del criterio del argumento debe ser
+180°, y que se aplica sobre uno de los dos polos dominantes. Por
tanto los polos dominantes pertenecen al lugar de las raices. Esto
se puede ver en el LDR del sistema propuesto, tomando una a
arbitraria entre el polo en 0.1 y el polo dominante. Esto debe
ser asi para que el lugar de las raices contenga el polo dominante
-recuerda los tramos del lugar de las raices sobre el eje Re dejan

a su izquierda un numero impar de polos+ceros en lazo abierto-:
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Root Locu

5 LOR
0871 : | o Pz

Imaginary Axis

-1 1 1 1 1 T 1 ! L
-2.5 - -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1
Real Axis

n

Por tanto, sbélo queda calcular la posicidédn del cero del regulador
y la ganancia del regulador. La ganancia debe ser tal que la
solucidén del polonio caracteristico del sistema en lazo cerrado

tenga como solucién z;=0.05 y z,=0.8

Por tanto, aplicando el criterio del médulo para ambos polos e

igualando se tiene:

~(0.1-0.05)(1 — 0.05)

R1 a—0.05
_(08-0.1)(1—0.8)
Rz — 08—a

KRl = KRZ - a= 024
Una vez localizado el cero, la ganancia del regulador queda:

‘- (0.8—0.1)(1 —0.8)
R 0.8 —0.24

! =25
01 ~

Luego
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(z—0.24)

R(z)=2.5 —3

Se puede apreciar como el lugar de las rices del conjunto R(z)G(z) si que pasa por los polos
dominantes:

Root Locu

1 : LDR
087 : . O Pzl | ]

Imaginary Axis

_1 1 1 1 1 T 1 1 L
-2.5 -2 -1.5 -1 0.5 0 0.5 1 1
Real Axis

en

La respuesta frente a escaldn del sistema con el regulador propuesto es la siguiente:
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Step Response

1 . . — . .

T

Amplitude

04 7 ]

0.3 ]

0.2 ]

0.1 ]

0 . . . . . .
0 o 10 15 20 25 30 35

Time (seconds)

Problema 5.

Obtener &l regulador discreto f{z) més sencillo que se puede incorporar en
el lazo directo del sistema de la figura para estabilizarlo. El tiempo de muestreo
empleado es de T = 1 segundo,

Giz)
Xzl + 0.5 Yiz)
(z-0.9) (z-0.8) o

Problema 6. Calcular un regulador Pl para que los polos en lazo cerrado del sistema de la
figura se sitlen en las posiciones z1=0.8 y z2=0.05

v

R(z)
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Solucion.

El regulador pedido (PI) tiene la estructura R(z) =K%
Dado que me piden unas posiciones especificas, esto es, unos
valores z solucidén de la ecuacidn caracteristica del sistema en

lazo cerrado. Por tanto, opero con P(z)=1+R(z)G(z)

(z—a) 01
z—1 z-01

P(z)=1+ K =0=>P(2)=(z-1)(Z-01)+K(z—a)-01=0

Este polinomio caracteristico debe contener los polos en lazo
cerrado pedidos, por tanto debe tener la forma P(z)=

(z—0.8)(z—0.05) = z2 — 0.85z+ 0.04 = 0

Igualando coeficientes en ambas ecuaciones se tiene que a=0.24,

(z—0.24)
z—-1

con lo que R(z) =K
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El objetivo de la practica es comprender el proceso de adquisicion y las transformaciones

que sufre una sefal continua al ser usada en un sistema discreto.

Para el desarrollo de la practica se utilizara un ordenador con el programa de calculo

numérico Matlab que incluya el paquete de simulacién Simulink.

La practica se realizara durante el horario destinado al efecto, debiendo entregar una
memoria respondiendo a las cuestiones contenidas en el presente guion de practicas en
formato electrénico (.pdf) debidamente cumplimentado en la fecha habilitada al efecto

en el Aula Virtual de la asignatura.

El guion debera estar compuesto por una portada con la identificacion de los integrantes

del grupo, la fecha y el titulo de la practica, un indice y un indice de figuras.

| Estudio de la discretizacion y cuantificacion

Por sistemas muestreados entenderemos aquellos sistemas fisicos continuos cuyo
control se realiza mediante un ordenador. En estos sistemas la lectura de senales de
entrada al ordenador se realiza en instantes concretos de tiempo, al igual que la
generacion de senales que actuen sobre el sistema fisico a partir de los valores manejados
por el ordenador. El tiempo que transcurre entre dos instantes sucesivos de
actualizacion del estado del sistema se denomina periodo del sistema. El uso de un
ordenador para implantar el control de un sistema continuo implica la adecuacion de las

senales que provienen del sistema continuo para su uso por el ordenador y viceversa.
La adecuacion de una senal continua implica los siguientes pasos:

e Muestreo de la senal continua en el instante en el que se necesita conocer su
valor para evitar variaciones de la misma durante el proceso de conversion
afecten al resultado.

e Retencidn del valor muestreado para que no se degrade durante el tiempo que
requiere el proceso de conversion.

e Conversion propiamente dicha del valor retenido de la senal continua a su
representacion digital en un nimero finito de bits. Esta conversién de un valor

que puede ser cualquiera dentro del rango de variacién a una representacion
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digital con un numero finito de bits, y por tanto de valores, limita la precision de

los resultados obtenidos.

El paso de los valores digitales manejados por el ordenador a senales fisicas que actlen

sobre el sistema continuo requiere, por su parte, los siguientes pasos:

e Conversion del dato digital a la magnitud fisica, normalmente eléctrica, que actie
sobre el sistema continuo.
e Retencidn de la magnitud generada hasta el siguiente instante en el que se realice

la conversion.

Usualmente se mantendra constante el valor generado, aunque en determinadas
circunstancias puede ser conveniente que en lugar de permanecer el valor constante se

modifique segln una cierta ley, normalmente una recta de pendiente conocida.

La Figura | representa el esquema clasico de un sistema de control muestreado.

COMPUTADOR

|
| |
o ik} k) i ] k| N U I e v
MUESTREQ  |—»| BLOQUED  [—»| coufrgsmw —»O—» CONTROL > CDM;Z“GN |—» eLocuEo ; » PLANTA »
X
! \
I 2 B ik H I
' [
! |
| | |
| o | |
: l__l |
|
! \
| i i
| 4 h 4 A4 1
| bl k) | vl
| COMVERSION e | BIOOUEG |e—— MUESTREO ‘
' \
I \
|

Figura | Esquema completo de un sistema de control discreto muestreado.

I.I Muestreo de senales mediante Simulink y Matlab

El proceso de muestreo y retencion de una senal se modela en Simulink habitualmente
mediante el bloque ZOH (Zero Order Holder, bloqueo de primer orden) y el paso de un
conjunto infinito de valores a uno finito mediante el bloque Quantizer. De esta forma, el
proceso completo de paso de una senal continua a una discreta cuantificada queda como

aparece en la Figura 2
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Sine Wave Zero-Order Quantizer
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k

[h >

Zero-Order To Workspace?2

® [

Clock To Workspace3

Scope

Figura 2 Modelo en Simulink de conversién A/ID de una sefal analdgica.
A continuacion, se muestra un codigo de ejemplo que permite llamar desde Matlab a la
ejecucion del modelo realizado en Simulink y representar en figuras los resultados

generados en el modelo:

%$Simulacion del proceso de discretizacion para el modeloOl
$Parametros de simulacion

t sim = 20;

h = 0.0001;

%Parametros de la sefial de entrada

f0 = 3.1416; % Frecuencia del seno

A0 = 1; % Amplitud del seno

T = 1; %Periodo de muestreo

Q = 0.5; %Intervalo de cuantificacion

%$Simulacion
sim modelol;

%Representacion grafica
figure(l); hold on; axis([0.0 t sim -(AO+1) AO+1]);grid on;
title ('Sefial muestreada y cuantificada'); xlabel ('t (s)'):;

plot (k,muestreo, 'xr');
ylabel ('sefial muestreada');
legend ('Muestreada')

pause;
plot (k,cuantificado, 'bo');

ylabel ('seflal cuantificada y muestreada');
legend ('Muestreada', '"Cuantificada')

pause;

plot (t,seno, 'k'");
ylabel ('seflal original, muestreada y cuantificada');
legend ('Muestreada', 'Cuantificada', 'Original"')
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1.2 Analisis del proceso de discretizacion

Para estudiar la influencia de los parametros de discretizacion (periodo de muestreo y

numero de valores posibles para la sefhal) ejecute el programa mostrado en el epigrafe

anterior, junto con el modelo en Simulink de la Figura 2, y analice los resultados

obtenidos. Conteste razonadamente proporcionando ejemplos adecuados las siguientes

cuestiones:

Ejercicio |

iCree que es posible tener un conocimiento preciso de la sefal continua a partir de
las muestras cuantificadas (circulos azules)! Proporcione al menos 3 graficas de
senales para ilustrar su respuesta.

{Como influye la cuantificacion en la precision de los valores obtenidos? llustre la
respuesta con al menos 3 ejemplos de senales en los que base su razonamiento.
{Como influye el periodo de muestreo? Proporcione al menos 3 graficas de senales
para ilustrar su respuesta.

Calcule mediante el teorema de muestreo de Nyquist-Shannon el periodo maximo
admisible que permita tener una serie de valores muestreados y cuantificados que
aproxime con calidad suficiente la senal de partida. llustre su ejemplo con al menos
una grafica.

{Pueden existir varias senales continuas que generen la misma secuencia discreta si
se muestrean a la misma frecuencia? (Aliasing) Proporcione un ejemplo de una

familia de estas senales y represéntelas junto a las muestras obtenidas.

Analisis de sistemas discretos: convolucion y

discretizacion

El comportamiento de un sistema discreto esta determinado por la transformacion que

sufre una secuencia de valores dados a un sistema discreto, para generar otra secuencia

de salida. Existen varias alternativas para definir obtener la secuencia de salida de un

sistema discreto:
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¢ Mediante la secuencia de ponderacion

La respuesta y(k) de un sistema discreto a cualquier entrada u(k) puede obtenerse
numéricamente a partir de la secuencia de ponderacion h(k) del sistema mediante
la convolucion discreta de ambas senales:

o

y()= ) h(m)-ulk—m)= ) u(m)-h(k-n)

n=—oo n=-—oo

Recuerde que la secuencia de ponderacion del sistema ((k) es la respuesta del

sistema a la entrada secuencia impulso unitario & (k).
¢ Mediante la resolucion de la ecuacion en diferencias.

La ecuacion en diferencias permite expresar la secuencia de salida mediante una suma

ponderada de las muestras de las secuencias de entrada y salida:

N

M
y(k) = ) anylk—m) = ) bux(k —n)
n=0

n=1

Donde y(k) es la secuencia de salida, x(k) es la secuencia de entrada, a,, y b,, son

los pesos de las muestras de la secuencia de salida y entrada respectivamente.
e Maediante el calculo de la funcién de transferencia discreta.

La funcion transferencia es la representacién matematica de la secuencia de salida
respecto de la entrada. Existen diversas maneras de obtener la funcién de
transferencia discreta. Esta se puede obtener, igual que en el caso continuo de

distintas formas:

e Obteniendo la funcion de transferencia equivalente discreta si se dispone de
la expresion de la funcion de transferencia continua.
e Mediante el calculo de la transformada Z a partir de la expresion de la

ecuacion en diferencias.

A continuacion se repasaran algunas de las herramientas anteriores disponibles en

Matlab y Simulink para obtener bien la secuencia de salida de un sistema discreto, o bien

la expresion de la ficcion de transferencia discreta que también permita obtener la

secuencia de salida discreta.
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Ejercicio 2. Secuencia de ponderacion y convolucién discreta
Sea un sistema discreto definido por la siguiente funcién de transferencia con periodo

de muestreo T = 0.1s:

0.043z + 0.04
z2—1.82z+09

G(z) =

I. Obtener la secuencia de ponderacion de G(z) mediante el uso del comando Isim

2. Obtener la respuesta al impulso unitario mediante la instruccién impulse y
compare los resultados.

3. Obtener mediante convolucion discreta, la secuencia de salida de G(z) cuando se
somete a una entrada escalon unitario de 2 unidades.

4. Compare el resultado obtenido frente a la instruccion conv.

5. Compare los resultados obtenidos en los puntos 3 y 4 frente al resultado de la

instruccion step.
Debera hacer uso de las instrucciones tf, impulse, Isim, conv, impulse y step

llustre el proceso mediante graficas y comentarios en el codigo realizado. Asimismo,

proporcione interpretacion a los resultados obtenidos.

Ejercicio 3. Aproximaciéon mediante filtro discreto

Disene en Simulink un filtro distreto (discrete filter) que presente una secuencia de
ponderacion igual o similar a la dada por la funcidn de transferencia discreta definida en
el apartado anterior. Calcule la secuencia de salida correspondiente a la secuencia de
entrada del apartado anterior. Proporcione una grafica con las secuencias de
ponderacién, entrada y salida, asi como el cédigo en Simulink desarrollado.

Ejercicio 4. Ecuacion en diferencias

Repetir el apartado anterior haciendo uso de la ecuacién en diferencias correspondiente

a la funcidon de transferencia discreta dada en el apartado anterior. Proporcione la
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ecuacion en diferencias obtenida, una grafica con las secuencias de entrada y salida, asi

como el cédigo desarrollado.

3 Discretizacion de sistemas mediante Matlab.

Existen varias alternativas para la discretizacion de funciones de transferencia continuas.

Matlab proporciona una instruccion para la discretizacion c2d que, mediante la adecuada

seleccion de sus argumentos de entrada, permite obtener la funcién de transferencia

discreta segun el método elegido, para un tiempo de muestreo también seleccionado. Es

funcion del ingeniero seleccionar el método de discretizacién y el periodo de muestreo

que mejor se adapte a sus necesidades. Para ilustrar su utilizacion, realice el siguiente

ejercicio:

Ejercicio 5. Discretizacion de sistemas

Defina una funcidn de transferencia continua de segundo orden con frecuencia
rad . . . . o e
natural w, = 47, amortiguamiento relativo ¢ = (.5, y ganancia estatica unitaria.

Establezca de manera justificada el periodo de muestreo mas apropiado para esta
funcion de transferencia.

Explore en la ayuda de Matlab la funcion c2d, y obtenga diferentes versiones
discretas de la funcion de transferencia continua generada en el apartado anterior
Analice comparativamente el efecto de cada alternativa de discretizacion. Para ello
genere en una Unica grafica la respuesta a escalon unitario, y obtenga sus

principales parametros.
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Esta practica pretende reforzar los conceptos y contenidos correspondientes a la
caracterizacion de los sistemas discretos. En particular, las implicaciones en la estabilidad

de la respuesta debido al hecho de trabajar con secuencias discretas.

Para la realizacion de esta practica se recomienda utilizar Matlab con las extensiones

(ToolBox): Control Systems Toolbox.

| Introduccion

Tal y como se ha visto en las sesiones de teoria, la relacién entre la variable ‘s’ sobre la
que se definen los sistemas continuos y ‘Z’ sobre la que se definen los sistemas discretos
esta dada por la ecuacién de transformacién: z = e, siendo ‘s’ y ‘z’ variables complejas.
Por tanto, y dado que s = 0 + jw., a partir de la ecuacion de transformacion se obtiene
‘2’ sobre la que definimos los sistemas discretos como z = e7% = eT(O+j®) = 0T gjoT

de donde |z| = e°T y £z = wT

Esta ecuacion de transformacidon permite analizar la respuesta de sistemas discretos

utilizando los criterios de los sistemas en tiempo continuo.

2 Analisis paramétrico de la estabilidad de los sistemas

discretos.

A partir de las expresiones deducidas en el apartado anterior, comprobamos que la
estabilidad de un sistema discreto esta determinada por el médulo de sus polos y este a
su vez depende de dos parametros: el valor de la parte real de los polos del sistema
continuo equivalente (o) y del periodo de muestreo seleccionado (T'). Por otra parte,
la frecuencia del sistema continuo (w) indica el angulo del vector del plano Z que une

el origen con el polo ‘Z’ del sistema discreto.

A fin de realizar un estudio de la influencia de estos tres parametros realizaremos los

siguientes ejercicios.
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Ejercicio |. Estudio de la influencia del periodo de muestreo

Analizar el efecto sobre la situacion de los polos equivalentes discretos de un
sistema continuo cuyos polos se sitan en s = —1 £ j5 . Analizar la situacion
de los polos equivalentes discretos cuando el periodo de muestreo varia entre
0y 10 segundos.

Repetir el apartado anterior para un sistema continuo con polos en s = 0 +
J5.

Repetir el apartado anterior para un sistema continuo con polos en s =1+
J5.

Analizar comparativamente los resultados obtenidos en los 3 apartados

anteriores.

Ejercicio 2. Estudio de la influencia de la atenuacion (o)

Analizar el efecto sobre la situacion de los polos equivalentes discretos de un
sistema continuo cuyos polos tienen una frecuencia amortiguada de wy; = 15
rad/s y su atenuacion varia en el intervalo ¢ = [—10 10] rad/s Utilizar un
periodo de muestreo fijo T = 0.1 seg.

Repetir el apartado anterior cuando los polos tienen una frecuencia
amortiguada de wy; = 0 rad/s

Repetir el apartado anterior cuando los polos tienen una frecuencia
amortiguada de w; = 31.416 rad/s

Analizar comparativamente los resultados obtenidos en los 3 apartados

anteriores.
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Ejercicio 3. Estudio de la influencia de la frecuencia amortiguada (w,)

I. Analizar el efecto sobre la situacion de los polos equivalentes discretos de un

sistema continuo cuyos polos tienen una atenuacion de o = —5 rad/s y su
. . ’ . U .1e
frecuencia amortiguada varia en el intervalo w,; = [0 ;] rad/s Utilizar un

periodo de muestreo fijo T = 0.1 seg.

2. Repetir el apartado anterior cuando los polos tienen una atenuacion de g =
0 rad/s

3. Repetir el apartado anterior cuando los polos tienen una atenuacién de o =
5 rad/s

4. Analizar comparativamente los resultados obtenidos en los 3 apartados

anteriores.

3 Estudio de la respuesta de sistemas discretos.

Tras del estudio del proceso de discretizacion de los polos, debido a la ecuacion de
transformacion entre los planos S y Z, aplicaremos los resultados obtenidos al estudio
de los sistemas discretos de primer y segundo orden. Para ello estudiaremos la forma

de sus respuestas ante impulso en funcién de los valores de los polos del sistema.

Ejercicio 4. Estudio de la respuesta de sistemas de primer orden
Representar y analizar la respuesta ante un impulso unitario del siguiente sistema
discreto de primer orden en funcion del parametro a (posicién del polo), cuando éste
varia en el intervalo [—1 1]

G(z) = ———
@) 1—az?
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Ejercicio 5. Estudio de la respuesta de sistemas de segundo orden

Para la siguiente funcidn de transferencia de segundo orden:

Y(2) B 1
X(z) 1+a;z71+a,z72

Encontrar una pareja de valores a; y a, de forma que la respuesta ante impulso del
sistema sea:
a. Sobreamortiguada.

b. Oscilatoria decreciente.
c. Subamortiguada.

4 Analisis de los sistemas discretos de control mediante

el Lugar de las Raices

Tal y como se ha estudiado en las clases de teoria, la técnica del Lugar de las Raices
(LDR) extensivamente utilizada en sistemas continuos de control para la caracterizacion
y analisis de la respuesta transitoria y estacionaria, puede utilizarse de manera similar en
los sistemas discretos de control. Para ello se hace uso de la ecuacion de transformacion
anteriormente analizada, transformando los lugares de interés del plano S (origen, limite
de estabilidad, trayectorias sobre los ejes, lugares de amortiguamiento constante y de

frecuencia angular constante).

En este apartado se va a utilizar la técnica del LDR de sistemas discretos de control para

la caracterizacion de sistemas discretos de control a través de varios ejercicios practicos.
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Ejercicio 6. Efecto del periodo de muestreo sobre el LDR y la estabilidad

absoluta

Sea el sistema de control de la figura.

A 4

+
X(t) S 1 y(t);
A s(s+1)

Para un tiempo de muestreo T=Iseg. Y una entrada x(t) escalon unitario, realizar lo
siguiente:
I. Obtener el LDR.

2. Calcular el limite de estabilidad: valor de la ganancia K y de los polos en lazo

cerrado. Utilizar un método recursivo para obtener K con una precision del 1%.

Repetir los apartados anteriores para un tiempo de muestreo de T=0.ls y 10 s. Compare

los resultados con los obtenidos en los apartados anteriores.
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Practica 3

Disefio de reguladores discretos
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Mediante esta practica se pretende estudiar la respuesta de sistemas realimentados
utilizando reguladores discretos, asi como analizar y comparar la respuesta de un sistema

de orden superior con la respuesta del sistema reducido equivalente

Para la realizacion de esta practica se recomienda utilizar Matlab con las extensiones

(ToolBox): Control Systems Toolbox.

| Introduccion

Se ha estudiado en clase que existen dos aproximaciones para realizar reguladores
discretos, a saber: |) discretizar reguladores disefados en tiempo continuo -dominio de
Laplace- y 2) disenar reguladores directamente en el dominio de la transformada Z,
utilizando las técnicas de disefio sobre el lugar de las raices en el plano Z o los métodos
de respuesta en frecuencia mediante la transformacién bilineal y el uso de la frecuencia

ficticia jv.

2 Diseiio de sistemas de control discretos en el lugar de
las raices

Este método de diseno esta basado en el uso de algun regulador de estructura conocida
(P, PD, PI, PID) para posicionar los polos dominantes del sistema en una region del plano

Z donde se cumplan las especificaciones de diseno.

La técnica del lugar de las raices para analizar el comportamiento dinamico de sistemas
discretos es igual a la utilizada con sistemas continuos y, por lo tanto, las reglas de
construccion son las mismas. Todos los puntos del lugar de las raices deben cumplir los

siguientes dos criterios:
Criterio del médulo: |G(2)| =1
Criterio del argumento: £G(z) = +(2q+ 1) -m, q = 1,2,3 ...

El comando “rlocus” de Matlab permite representar el lugar de las raices de sistemas
discretos. A continuacion, se detallan las funciones de transferencia de los reguladores

discretos mas comunes, utilizando la aproximacion del operador derivad:

- Regulador proporcional (P): R(z) = K
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- Regulador proporcional — integral (Pl): R(z) = K (g)

z—a

- Regulador proporcional — derivativo (PD): R(z) = K (T)

ZZ+C1'Z+C2)
z—1

- Regulador proporcional — integral — derivativo (PID): R(z) = K(
3 Ejercicio practico. Diseio de un regulador mediante
el L.D.R.

Sea un sistema discreto cuya funcion de transferencia es:

1.5(z — 0.51)
(z—=0.9)2(z—-0.5)(z—0.05)

G(z) =

I) Para un periodo de muestreo de 0,] segundos, representar la respuesta del sistema
ante un escalon unitario y compararla con la respuesta del sistema reducido equivalente,

si es posible reducir el sistema original.

2) La respuesta del sistema anterior se desea regular con el siguiente esquema de

control, donde R(z) es el regulador:

X() Y(z)

\ 4

R(2) G(z)

a) Representar el lugar de las raices suponiendo que el regulador utilizado es del tipo
proporcional.

b) Analizar la estabilidad del sistema a partir del lugar de las raices obtenido y representar
la respuesta del sistema, ante entrada en escalén unitario, para valores de la ganancia del
regulador que hagan que el sistema se comporte de manera estable, inestable y
marginalmente estable, si ello es posible.

c) ¢Como varia el error en régimen permanente en funcion de la ganancia del regulador?

3) Disenar el regulador discreto mas sencillo para que la respuesta del sistema, ante
entrada en escalon unitario, cumpla las siguientes especificaciones: intervalo de pico igual
a |5; intervalo de establecimiento igual a 39; error en régimen permanente igual a cero.

Representar la respuesta obtenida.
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