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Resumen

El desarrollo de modelos que replican situaciones del mundo real es fundamental para
comprenderlo. Gracias al avance tecnoldgico, cada vez se crean modelos mas sofisticados
que permiten realizar razonamientos mas precisos. En este trabajo, se aborda la teoria
necesaria para la creacién de modelos ocultos de Markov y se presenta una aplicacion
practica de estos, en la que se tratan de identificar los estados de recesiéon de la economia
estadounidense.

En el final del trabajo se ofrece una comparativa entre la biblioteca implementada y la
biblioteca TensorFlowProbability, demostrando la versatilidad y exhaustividad del de-
sarrollo.
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Abstract

The development of models that replicate complex real-world situations is crucial for
understanding them. Thanks to technological advancements, increasingly sophisticated
models are being created, enabling more precise reasoning. This work addresses the ne-
cessary theory for creating hidden Markov models and delves into a practical application
of these models in identifying recession states in the US economy.

At the end of the project, a comparison is provided between the implemented library and
the TensorFlowProbability library, demonstrating the versatility and comprehensive-
ness of the development.
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Notacion y Abreviaturas

La notacién se ira introduciendo a lo largo del trabajo sin embargo podemos encontrar
en la siguiente tabla los significados de cada simbolo y la pagina en la que se introducen:

Notacion:
Simbolo Significado Pagina
X® Variable aleatoria indexada por un indice t 9
S Conjunto de estados de la cadena de Markov (s; serd un 9
estado particular)
A Matriz de transicién de estados (a;j representa el valor 12
particular de transitar de s; a s;)
j Probabilidad de transitar de s; a s;, valor de la matriz A 29
B Matriz de emision 16
b;j(Or) Probabilidad de observar O; en el estado s;, valor de la 29
matriz B
O Vector de observaciones 13
s Vector de probabilidades iniciales 29
A Pardmetros de un modelo oculto de Markov (A = 29
{4, B,7})

s = {s1, S92, ...,s7} Vector de estados ocultos y desconocidos de la cadena 29
oculta de Markov

oy Vector de probabilidad forward en el instante ¢ 30
By Vector de probabilidad backward en el instante ¢ 31
Vi Probabilidad de estar en el estado s; en un tiempo ¢ 33
v (7) Probabilidad de haber tomado el camino mas probable 34
hasta el estado s; en el instante ¢
&(1,7) Probabilidad de estar en el estado s; en el instante ¢t y 37
en el instante ¢t + 1 estar en el estado s;
y Vector de probabilidad forward escalado 40
Bt Vector de probabilidad backward escalado 41
Cy Constante de escalado para las probabilidades forward 40
D, Constante de escalado para las probabilidades backward 41
L(N| O) Funcién de verosimilitud de los datos dados los pardme- 29
tros del modelo
PO |\ Funcién de verosimilitud sobre un A fijo 30
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Abreviaturas:

Siglas

HMM
1.7.d.
PIB o GDP
PNB
GAN
ETL
AIC
BIC
EM
CDLL
BCE
TFP

Significado

modelo oculto de Markov
independiente e idénticamente distribuido
producto interior bruto

producto nacional bruto

red generativa adversaria

extraccion, transformacién y carga
Akaike information criterion

Bayesian information criterion
Ezpectation Maximization
log-verosimilitud de los datos completos
Binary Cross Entropy

TensorFlow Probability



Capitulo 1

Introduccion

A lo largo del tiempo hemos intentado usar las matematicas para modelar el mundo
que nos rodea. Gracias a la revolucién tecnolégica que hemos vivido en el ultimo siglo,
hemos podido escalar los modelos matematicos a niveles inimaginables. Hoy en dia existen
infinidad de casos en los que nos interesa utilizar un modelo que represente lo mejor
posible los datos para poder tomar las decisiones optimas. Y es en estas palabras “tomar
decisiones” en las que nos vamos a centrar a lo largo de este documento, ya que los modelos
de machine learning nos ayudan a capturar caracteristicas inherentes de los datos.

Este trabajo introduce varios tipos de modelos probabilisticos y generalmente dinami-
cos en el tiempo que en la practica ayudan a entender eventos pasados y predecir futuros.
Maés concretamente nos centraremos en los modelos ocultos de Markov (HMM) y las bases
tedricas que los sustentan. Finalmente construiremos un modelo desde un punto de vista
l6gico, es decir, presentando un razonamiento légico ante cada problema que surge.

1.1. Contexto y alcance

Es dificil identificar el origen de la estadistica y el andlisis de datos. Si bien es cierto
que previamente en el siglo XVII se usaban teorias basicas de probabilidad para ganar
en juegos de azar, el andlisis de datos no se comenzé a usar hasta un tiempo después. El
término “estadistica” se acuno en el siglo XVIII por la recoleccién de datos que realizaban
los estados para conocer las caracteristicas de una poblacion. Posteriormente, se aplic
la estadistica en distintos campos como la psicologia, la sociologia y otras ramas[20]. Sin
embargo, la gran revoluciéon no llegé hasta mediados del siglo pasado y comienzos de
este siglo. El avance de la computacién ha permitido realizar analisis mas complejos y
distanciarse de las formas més analiticas tradicionales.

1.1.1. ;Qué es una serie temporal?

George Udny Yule y Norbert Wiener fueron los pioneros a la hora de aplicar los mo-
delos estadisticos para analizar series temporales[35]. Una serie temporal no es mas que
una secuencia de datos que estan ordenados cronologicamente. Estos datos se registran
en unos intervalos de tiempos normalmente regulares, es decir, se registran en diferentes
puntos en el tiempo, ya sea diariamente, semanalmente o anualmente. Entendamos que

3



1.1. CONTEXTO Y ALCANCE

es algo natural recoger datos para analizar el mundo que nos rodea, de esta forma tene-
mos acceso a un historial que nos permite conocer la evolucion del sistema que estemos
analizando. Gracias al estudio de las series temporales podemos examinar patrones, ten-
dencias o ciclos que existan en los datos a lo largo del tiempo. Este estudio es lo que se
conoce como inferencia, gracias a una serie de muestras a lo largo del tiempo logramos
sacar conclusiones sobre una poblacién. Mas especificamente, al hacer inferencia sobre
series temporales trataremos de comprender el comportamiento y predecir el futuro de
los datos. A raiz de esto, podremos tomar decisiones informadas y adaptarnos a cualquier
situacion.

No obstante, a menudo encontramos dificultades a la hora de realizar inferencia, pues
los datos pueden contener ruido, algunas variaciones puntuales o eventos atipicos. Ademés
al tratarse de datos en el tiempo, puede existir una dependencia temporal con los valores
pasados. De hecho, los primeros modelos que trataban de hacer inferencia en series tem-
porales, alejados de la casuistica del mundo real, trabajaban con la suposicién de datos
independientes e idénticamente distribuidos (7.7.d.). Con el tiempo, se han desarrollado
técnicas mas sofisticadas, como los modelos autorregresivos (ARIMA, GARCH, VAR),
los modelos de descomposicion de series temporales y los modelos de espacio estado, que
permiten una mejor predicciéon y modelado de los datos temporales.

1.1.2. ;Por qué elegimos HMM, qué nos ofrece esta técnica?

En la actualidad, los modelos existentes combinan varias técnicas para aunar y au-
mentar los beneficios que nos aporta cada una de ellas. Un caso particular de esto son,
en efecto, los modelos ocultos de Markov pues mezclan diversos conceptos como las cade-
nas Markov, modelos de mixturas y técnicas de autorregresion. Estos modelos ofrecen un
enfoque mas complejo y sofisticado para la inferencia en series temporales, permitiendo
capturar patrones ocultos y mejorar la capacidad de prediccion en situaciones donde las
observaciones son dificiles de modelar con enfoques mas tradicionales.

1.1.3. Estado del arte

En los ultimos anos, con el auge del aprendizaje automatico (machine learning), los
modelos estadisticos para series temporales han evolucionado incorporando técnicas mas
avanzadas, como redes neuronales recurrentes, que han mejorado significativamente la
precision y la capacidad de prediccion de estos modelos. Las redes neuronales recurrentes,
junto con los modelos ocultos de Markov y los modelos autorregresivos mencionados
anteriormente son los méas utilizados para el andlisis de series temporales. El paradigma
actual ha demostrado que las redes neuronales o los modelos ocultos de Markov suelen
ser una mejor opcién a considerar para el andlisis de series temporales|9].

Aunque las redes neuronales recurrentes permiten crear un modelo que ofrezca mayor
adaptabilidad, que pueda inferir las caracteristicas mas abstractas, no siempre es la mejor
solucion. Los modelos ocultos de Markov son mas eficientes y permiten ser entrenados
con una cantidad pequena de datos. También permiten una interpretacién clara, ya que
permiten observar la transicion entre los estados a lo largo del tiempo y su probabilidad
asociada.



CAPITULO 1. INTRODUCCION

1.2. Descripcion del problema

Para poder construir modelos ocultos de Markov, hemos implementado una biblioteca
en Python. La popularidad del ecosistema de Python en el analisis y procesamiento de
datos ha ido en aumento en los ultimos anos, gracias a la simplicidad sintactica del
lenguaje y la facilidad de uso de las bibliotecas como numpy [7], scipy [31], matblotlib
[10], JAX [4]. Ademas sobre estas bibliotecas se han creado otras méas potentes que ofrecen
una funcionalidad a un nivel de abstraccién superior como pandas|28| para el andlisis de
datos, scikit-learn[19] para modelos de machine learning, Tensorflow[29] y Pytorch[18],
estas ultimas dos bibliotecas han sido desarrolladas por dos multinacionales tecnolégicas
como Google y Meta. A su vez, ambas han desarrollado sus correspondientes méodulos de
probabilidad, TensorflowProbability y Pyro[3].

Sin embargo, a pesar de que ambas bibliotecas contienen una implementacién de los
modelos ocultos de Markov, su uso puede estar limitado en términos de la comprension
detallada de los calculos y el desarrollo existente detras de estos modelos. Por ello, se han
desarrollado otras bibliotecas alternativas como hmmlearn[8] y pomegranate[25].

En transcurso de este trabajo se ha preferido programar los modelos ocultos de Mar-
kov desde cero, centrandonos en la facilidad de uso y de comprensién. Nuevamente, este
enfoque sera gradual y se resolveran los problemas razonando de forma similar a la teorfa.
Para ello, se ha decidido implementar los algoritmos de forma constructiva en un note-
book, de esta forma se pueden ejecutar las lineas de codigo a la vez que se lee el texto y se
captan mejor los mensajes. Ademds, se proporcionard una clase en Python que recogera
toda la funcionalidad del notebook.

Posteriormente utilizaremos el cédigo desarrollado para modelar un caso de uso parti-
cular en el que inferimos posibles estados de recesion en la economia. Asimismo, durante
el desarrollo del caso de uso mostraremos como procesar los datos para hacer uso de la
biblioteca desarrollada. Para resolver este problema particular es necesario incluir algo de
contexto en cuanto al ambito econémico.

En primer lugar, la economia sigue un proceso ciclico, es decir, existe un periodo en
el que la economia crece y otro periodo en el que se estanca o incluso decrece. Estos
periodos se conocen como expansion y recesion respectivamente y se repiten de forma
ciclica, aunque normalmente los periodos de expansion suelen durar mas tiempo que las
recesiones|11]. Existen multiples causantes de una recesién como un cambio brusco en el
mercado o en la cadena de produccion, una deuda excesiva, especulacién, incertidumbre
provocada por la inflacion o deflacion, en general cambios que requieren de una reestruc-
turacién en el sistema econémico.[1] Ademds, la economia, medida mediante el producto
interior bruto, suele tener una tendencia alcista por diversos motivos como la politica
monetaria, el sistema capitalista en el que vivimos o los avances tecnoldgicos[34].

El producto interior bruto (PIB o del inglés GDP), mencionado anteriormente, es
una medida del valor monetario de los bienes y servicios producidos en un pais. Incluye
diversos aspectos como el consumo, el gasto publico, las inversiones empresariales y las
exportaciones netas. Pero también hay muchas cosas que deja fuera, como el trabajo
no remunerado, las ventas de bienes usados y, quizd lo méas importante, el bienestar
general. En general, los paises con economias més fuertes y en crecimiento tienen niveles
de vida mas altos. Pero el PIB no es mas que un indicador de cémo le van las cosas a
la poblacién[27]. Existen otros indicadores como el producto nacional bruto (PNB) que
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1.3. MOTIVACION PERSONAL

incluye todos los productos o servicios generados fuera del territorio nacional o el indice
de desarrollo humano (IDH) que mide una combinacién entre la esperanza de vida, la
educacién y el producto interior bruto per céapita.

Aunque durante el siglo pasado surgieron multitud de teorias que trataban de modelar
la economia, la realidad es que la complejidad del mundo en el que vivimos es tan elevada
como para modelar y predecir con exactitud los eventos que vendran en un futuro. En
esta linea, en el trabajo se creara un modelo de la economia haciendo uso del PIB, y en
concreto de la variabilidad del mismo.

1.3. Motivacion Personal

La motivacion principal del trabajo es estudiar un tipo de modelo de machine lear-
ning basado en un enfoque de estadistica bayesiana, ya que la inferencia bayesiana ha
sido el tema principal del trabajo expuesto en el TFG del grado en Matematicas. A dife-
rencia de la estadistica cléasica, el enfoque bayesiano es mas natural pues considera unos
conocimientos previos y a raiz de estos conocimientos, calcula unas creencias a posteriori.
Ademas, el enfoque bayesiano suele representar cada parametro del modelo como su pro-
pia distribucion de probabilidad, lo que capta intrinsecamente los conocimientos sobre ese
parametro, mientras que los enfoques de maxima verosimilitud suelen representar cada
parametro del modelo como un valor.

También existe una motivaciéon adicional en conocer un enfoque de aprendizaje no su-
pervisado, pues todos los algoritmos aprendidos en la asignatura de Inteligencia Artificial
han sido de entrenamiento supervisado. Realmente se dan multitudes de casos en los que
no se disponen de datos de entrenamiento etiquetados y por lo tanto hay que cambiar el
enfoque y trabajar inicamente con los datos disponibles. Los modelos ocultos de Markov,
junto con otros modelos como los modelos de clustering o modelos generativos adversarios
(GANS), usan este enfoque para analizar los datos y hacer inferencia a partir de estos.

Por 1ltimo, existe una motivacién de utilidad detras de la prediccion de una recesion.
Existen numerosos beneficios detras de conocer con exactitud el proximo periodo de rece-
sion: el mas evidente es la toma de decisiones, ya que puede ayudar a empresas, familias y
gobiernos a controlar los riesgos existentes en sus propias economias y consecuentemente
minimizar el impacto que esa recesion puede llegar a tener. Un ejemplo particular, podria
ser la gran recesion de 2008, en la que la gente tenia unas carteras de activos altamente
apalancadas|[12], por ello si hubieran sabido que vendria una recesién podrian haberse an-
ticipado y las consecuencias hubieran sido menores. En segundo lugar, existe un beneficio
econdmico, ya que podremos predecir con facilidad los mercados financieros aprovechando
las recesiones para invertir en activos a precios mas bajos. Finalmente, podemos tener una
planificacién financiera, reduciendo gastos y ahorrando més dinero pera hacer frente a la
recesion y un posible despido o disminucion de ingresos.

1.4. Objetivos

Este trabajo tiene como objetivo principal disenar e implementar una biblioteca que
permita crear modelos ocultos de Markov. Ademads, tiene como segundo objetivo prin-
cipal, resolver un problema especifico de inferencia utilizando la biblioteca desarrollada
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CAPITULO 1. INTRODUCCION

en Python. El problema particular a resolver se centra en el andlisis de series tempora-
les. Por lo tanto, para llevar a cabo estos objetivo, se han establecido unos sub-objetivos
especificos:

1. Estudiar el estado del arte del analisis de series temporales.
2. Comprender los fundamentos tedricos de los modelos que se van a implementar.

3. Entender el uso de la programacion dindamica para el cdlculo de las probabilidades
forward y backward, o algoritmos como Viterbi.

4. Especificar los requisitos necesarios para construir un modelo oculto de Markov que
pueda ser entrenado y haga predicciones.

5. Aprender todas las técnicas para estimar las funciones de interés de un modelo
oculto de Markov (Algoritmos de aprendizaje no supervisado, Baum-Welch).

6. Estudiar la complejidad de los algoritmos.

7. Establecer posibles casos de uso en los que se pueda emplear la biblioteca para
modelar un problema.

8. Proporcionar conclusiones y recomendaciones basadas en los resultados obtenidos,
destacando las ventajas y limitaciones de los modelos ocultos de Markov en el con-
texto del analisis de series temporales, y sugiriendo posibles areas de mejora o ex-
tensiones futuras del trabajo.

1.5. Estructura del documento

El documento constara de tres secciones. En la primera parte, Fundamentos Teoricos,
veremos los conceptos tedricos mas relevantes en relacion a los modelos ocultos de Markov,
viendo algunos ejemplos de algoritmos de entrenamiento no supervisado que usaremos en
el estudio.

Después, una segunda parte en la que se disenara una solucion informatica que per-
mite construir y disenar modelos ocultos de Markov, aplicando distintos algoritmos de
aprendizaje. Y una tercera parte en la cual se aplica la solucién creada para modelar la
economia estadounidense y prever posibles recesiones. Esta seccion sirve como una guia
para el procesamiento de datos necesario antes de utilizar la biblioteca, asi como para su
posterior uso. Finalmente, expondremos los resultados obtenidos, sacaremos conclusiones
de los mismos y propondremos trabajos futuros.






Capitulo 2

Fundamentos Teoricos

Para poder proponer y ajustar un modelo oculto de Markov que consiga identificar
correctamente los estados de recesion, es necesario introducir unos conocimientos tedricos
previos.

2.1. Proceso estocastico

Proceso Estocéastico

— T~

Eventos Discretos Eventos Continuos
Tiempo Discreto Tiempo Continuo
Modelos sin
memoria

Figura 1: Esquema de los posibles procesos estocasticos.

Definicién 1. Un proceso estocdstico es una coleccion de variables aleatorias {X®},
indexadas por un indice t, cont € T C R. Donde T puede ser tanto un conjunto continuo
como discreto.

En otras palabras, un proceso estocastico es un modelo matematico que se utiliza para
representar la evolucién de una variable aleatoria en funcién de otra variable, generalmente
el tiempo. En un proceso estocdstico, cada variable aleatoria X ® estd asociada a un tinico
elemento t del conjunto de indices T'. El conjunto de variables aleatorias X se denomina
espacio de estados, y estan definidas en un espacio probabilistico (2, F, P), donde €2 es
el conjunto de todos los posibles resultados de un experimento aleatorio.
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2.1. PROCESO ESTOCASTICO

Generalmente, llamaremos modelo estocéstico a una descripciéon matematica de un
sistema complejo “aleatorio” en la que se intenta representar la incertidumbre en las
observaciones. Por ejemplo, consideremos un proceso discreto que varia con el tiempo:
supongamos que tenemos dos estados (S) = {frio, calor}, entonces podriamos modelar
la temperatura medida a lo largo del tiempo, en el tiempo inicial ¢y, tenemos un estado
sg = frio, y en los siguientes dias, s; = frio, sy = calor, s3 = frio, etc.

El primer matematico en presentar una definicién precisa de los procesos estocasticos
fue Khinchin[30]. Aunque la exploracién de este tema se ha llevado a cabo durante siglos, el
proceso de Bernoulli es posiblemente el ejemplo mas sencillo de un proceso estocastico,
tal como se mencioné anteriormente. Este proceso se caracteriza por tener temperaturas
independientes entre estados. En un proceso de Bernoulli, observamos una secuencia de
eventos binarios (éxito o fracaso) que son independientes en el tiempo. La probabilidad
de éxito se mantiene constante a lo largo del tiempo. Un ejemplo comtun es lanzar una
moneda equilibrada, en el cual existen dos posibles resultados: cara o cruz. La probabilidad
de obtener cara en cada lanzamiento es de 0,5.

El primero en dar una definiciéon matematica de los procesos estocasticos fue Khin-
chin[30]. Aunque se ha indagado mucho acerca de este tema, el proceso de Bernoulli,
expuesto en el caso anterior, es posiblemente el ejemplo mas sencillo de un proceso es-
tocastico. En un proceso de Bernoulli tenemos una secuencia de eventos binarios (éxito
o fracaso) independientes en el tiempo, en el que la probabilidad de éxito es constante
a lo largo del tiempo. Otro ejemplo seria lanzar una moneda equilibrada, aqui tenemos
dos resultados posibles, cara o cruz, y la probabilidad de obtener una cara es 0,5 en cada
lanzamiento.

Por otro lado, tenemos procesos continuos como los procesos de Poisson. En este
proceso estocastico se intenta modelar el nimero de eventos que ocurren al azar en el
tiempo o espacio, teniendo una tasa promedio de ocurrencia . Por lo tanto, en cada
instante de tiempo t;, la variable aleatoria X *) sigue una distribucién Poisson()\;).

A modo de ejemplo, consideremos el nimero de llamadas telefénicas que recibe un
centro de atencion al cliente en un dia determinado. Supongamos que el niimero promedio
de llamadas que se reciben en un dia es 50. Podemos modelar este proceso como un proceso
de Poisson, donde tenemos una variable aleatoria que es el niimero de llamadas que reciben
por dia.

El proceso de Poisson se caracteriza por la propiedad de que los eventos ocurren de
forma independiente y con una tasa promedio constante. En el ejemplo de las llamadas
telefonicas, podemos suponer que cada llamada es un evento independiente y que la tasa
promedio de llegada de llamadas es de 50 llamadas por dia.

Entonces, podemos modelar el niimero de llamadas que se reciben en un dia como una
variable aleatoria con una distribucién de Poisson(A = 50). La probabilidad de recibir k
llamadas en un dia determinado se puede calcular mediante:

e x \F
k!



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

2.2. Modelos de mixtura

En la practica, el proceso de Poisson que hemos descrito puede capturar la realidad
de forma incorrecta. En muchas ocasiones, nos encontraremos que el nimero de llamadas
no es constante a lo largo del dia, es decir, existen unos intervalos de tiempo en los que
la tasa de llamadas recibidas es mas elevada y en otros momentos es muy escasa, como
durante la noche. En este caso, podriamos asumir que el proceso de Poisson subyacente es
una mixtura de varios procesos de Poisson, cada uno con una tasa de llamadas diferente.

Esto quiere decir que asumiriamos que el proceso de Poisson subyacente es una com-
binacién de varios procesos de Poisson, cada uno con su tasa de llamadas concreta. En
nuestro ejemplo, podriamos decir que el proceso de Poisson estd compuesto por un proceso
de Poisson con un valor de A alto durante las horas pico y otro proceso de Poisson con
un valor bajo durante el resto del dia. Luego, para modelar el nimero de llamadas que
se reciben en un dia determinado, usariamos un modelo de mixtura para combinar estos
dos procesos de Poisson con diferentes pesos. Gracias a estos modelos podemos expresar
la heterogeneidad de los datos y modelar la distribucién de eventos que pueden ocurrir a
diferentes tasas en diferentes momentos del dia.

Los modelos de mixtura son una forma de trabajar con datos dispersos que general-
mente tienen varias modas. Como hemos dicho, gracias a los modelos de mixturas podemos
tener en cuenta la heterogeneidad de la poblacién, sobre todo cuando una poblaciéon esta
compuesta por varios grupos y cada grupo tiene una distribuciéon distinta para la variable
aleatoria que tratamos de estudiar.

En el libro Hidden Markov Models for Time Series [36] se incluye un ejemplo en el
que dividen los clientes que compran cigarrillos en un estanco en tres grupos: fumadores,
fumadores ocasionales y no fumadores. Argumenta que el niimero de paquetes de cigarri-
llos que compra cada grupo se distribuye Poisson, sin embargo la distribucién completa
sera una distribucién més dispersa que una Poisson o incluso multimodal ya que reflejara
los distintos grupos de consumidores.

En la practica, los modelos de mixturas son ttiles para poder identificar los subgrupos
existentes dentro de una poblacion. Es decir, en lugar de conocer que existen los 3 grupos
de fumadores, el modelo no “conoce” nada acerca de los clientes del estanco y gracias
a un analisis a posteriori de los datos podremos identificar estos clientes. En nuestro
problema tendremos una serie de variables latentes z que desconoceremos, estas variables
no se observan directamente a diferencia de las variables observables. Volviendo al ejemplo
de los clientes del estanco, las variables latentes sera la categoria a la que pertenecen y
variables observables podrian ser los habitos de consumo.

2.3. Cadenas de Markov

Durante el proyecto usaremos las cadenas de Markov para modelar la secuencia de
eventos del proceso estocastico y la probabilidad de que ocurra un evento dado.

Definicién 2. Una cadena de Markov, {X®} es una secuencia de variables aleatorias
dependientes
X0 xMW xG o x®
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2.3. CADENAS DE MARKOV

tal que para cualquier tiempo, t, la distribucion de probabilidad de X® depende tinicamente
de su iltimo valor mds reciente X1,

Este tipo de modelos son llamados modelos sin memoria, ya que los resultados futuros
unicamente dependen del estado actual. También podremos definir la probabilidad de
pasar de un estado X1 a otro X en el siguiente instante, conocido como kernel de
transicion:

Definicién 3. También se define el kernel de transicion o kernel Markoviano, K,
como la distribucion de probabilidad condicionada:

X(t)|X(O),X(1), L, XD = X(t)‘X(t—l) ~ K(X(t),X(t_l))

En muchas ocasiones, las cadenas de Markov tenderan a una distribucion limite cono-
cida como distribucién estacionaria, f. Es decir, a partir de un tiempo ¢, las siguientes
variables aleatorias X +1) X (42 tienen la misma distribucién

En los casos de tiempo discretos, las cadenas de Markov se suelen representar mediante
grafos. Por ejemplo, veamos el siguiente ejemplo de una cadena de Markov con tres estados:

Figura 2: Grafo con las probabilidades de transicién entre estados de una cadena de
Markov con tres estados.

Estas transiciones también se pueden escribir de forma matricial, recogiendo en cada
fila el Kernel de transicién de la variable X®. Como esta cadena de Markov es discreta,
la funcion de distribucion sera categorica.

02 04 04
A=1[(05 02 03
02 0,7 0,1

A raiz de esto, podemos preguntarnos, jcudl serd la probabilidad de pasar por una
secuencia de estados?, o jcudl es la probabilidad de que en un instante t; estemos en el
estado s; sabiendo que en el instante ¢; estdbamos en el estado s;?

12



CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

En respuesta a la primera pregunta, gracias a la propiedad de Markov que nos in-
dica que el estado actual inicamente depende del estado anterior, podemos observar lo
siguiente:

P(X™ xt=b xO) = pxm|xr-b _ xO)

CP(XD x (=2 O x Oy p(x W X O)
- p(X(n)|X(n*1)> . p(X(nfl)‘X(n%)) . .p(X(l)‘X(O))

Para calcular la probabilidad de ir del estado s; en el instante ?; a otro estado s; en

una cantidad finita de instantes n, podemos hacer uso de las ecuaciones de Chapman-
Kolmogorov:

Py, s;(tisti +n) = P(X ) = 5| X0 = 5))
— ZP(X(ti+n) = 5j|X(ti+<m1)) =2, X)) = 5;) - P(X(t'H'("L*l)) _ Z|X(ti) s
z€S
- ZP<X(ti+n) - SJ‘X(t”("*l)) =z)- P(X(ti+<n—1)) — Z‘X(tz‘) =s),
z€S

donde S es el conjunto de estados. La idea es ir partiendo las transiciones en transicio-
nes de un Unico paso y asi conseguimos reducir la complejidad del calculo a la probabilidad
de ir del estado s; a un estado cualquiera s en n — 1 tiempos (P(X®itm-1) = 5| X#) =
si)). No obstante, estos calculos recursivos son faciles de hacer ya que son potencias de la
matriz de transicion A. Por lo que si queremos calcular Py, s, (t;,t;+n) basta con considerar
la n-ésima potencia en caso de que la cadena sea homogénea!:

Py, s (ti, ti +n) = (A")s, s, (cadena homogénea)

P, s (ti ti +n) = (A%, 5, (cadena no homogénea)

Gracias a estas ecuaciones también podriamos calcular la probabilidad que existe de
quedarnos en un mismo estado durante exactamente d instantes. Introduciendo nueva
notacion, tendremos una secuencia de observaciones:

O = {X(t) — Sz‘,X(t—H) =5, ...,X(H—d) _ Si,X(t+d+1) _ S'}

J

Entonces, suponiendo que la cadena es homogénea:

PO | X® =5)=PX" = 5] XU = 5)d"D . (1 - P(XIHD = 5| X = )))

IEn el célculo de esta probabilidad, hemos supuesto que la cadena es homogénea, es decir que la
probabilidad de cambiar del estado s; al estado s; en un instante, no depende del tiempo en el que se
encuentra la cadena:

p(X(tH-l) _ Sj|X(t’i) =s;) = p(X(tj-H) — sj|X(t7) =s;)

para cuales quiera ¢;,¢; > 0. En caso contrario se dice que la cadena es no homogénea:
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2.3. CADENAS DE MARKOV

Hay que mencionar que también existen cadenas de Markov de tiempo continuo
(CTMC), en estos casos la probabilidad de transitar a otro estado depende del estado
actual y del tiempo trascurrido en este estado (conocido como tiempo de espera, holding
time).

2.3.1. Propiedades y tipos de cadenas de Markov

Existen una serie de propiedades y atributos que caracterizan a las cadenas de Markov:

Definicién 4. Se define el periodo de un estado s; € {X} como:
d(s;) = med(n > 1| Py, 5,(t,t +n) > 0)

por lo que si d(x) = 1 entonces decimos que x es un estado aperiddico, es decir que no
se va a volver a reproducir. Sin embargo si d(s;) =k > 2 decimos que s; tiene un periodo
k. También decimos que una cadena de Markov es aperiddica si todos sus estados son
aperiodicos.

Definicién 5. Una cadena de Markov {X®} se dice que es irreducible si se cumple
que:

1. Desde cualquier estado x € {X®} se puede acceder a cualquier otro estado.
2. Todos los estados se comunican entre si.

3. Todos los estados pertenecen a una clase de comunicacién cerrada. >

por lo que en resumen, una cadena de Markov serd irreducible si el kernel K nos permite
movernos libremente entre todos los estados.

Antes hemos definido de palabra el concepto de distribucion estacionaria, para profun-
dizar en este concepto es necesario definir las probabilidades estacionarias d. Este vector
de probabilidades de tamano N = cardinal(S) nos indica las probabilidades de estar en
cada estado de la cadena de Markov cuando se alcanza el equilibrio. Estas probabilidades
satisfacen la siguiente ecuacion:

) =0A

donde A es la matriz de transicion de la cadena de Markov. Como ya hemos mencionado,
solo las cadenas de Markov que son irreducibles y aperiddicas tienen una distribucion
estacionaria y, en caso de que la distribucion estacionaria exista, no tiene por qué ser
unica.

El hecho de que una cadena de Markov sea estacionaria tiene distintas implicaciones,
una de las mas importantes es la recurrencia. Una cadena es recurrente si puede volver
a visitar un estado un numero infinito de veces, en cambio decimos que un estado es
transitorio en caso contrario.

Adicionalmente, existe un concepto fundamental en la aplicacion de las cadenas de
Markov llamado ergodicidad.

2Se dice que dos estados i, j estdn comunicados si existe un camino en el grafo que una i con j, de
esta forma podemos establecer una relaciéon de equivalencia si un estado i estd comunicado con un estado
j y viceversa. Por lo tanto, podemos hablar de la clase de equivalencia de i y recibe el nombre de clase
de comunicacién.
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

Definicién 6. Se dice que una cadena de Markov es ergodica si es posible saltar de cada
estado a otro estado cualquiera (no necesariamente en un paso). Es decir, una cadena de
Markov es ergédica si y solo si,

Py, s (t,t+n) >0
para cuales quiera s;,s; € {X®}, t,n > 0.

Esto implica que la distribucién limite de la cadena de Markov {X®} no depende del
estado inicial X(© del que partamos.

2.4. Modelos Ocultos de Markov

Aunque la utilizacién de cadenas de Markov para modelar situaciones del mundo real
es una idea prometedora, en la practica nos encontramos con situaciones en las que existen
estados Y que observamos pero que estan influenciados por otros estados latentes X. Es
en este contexto es donde surgen los modelos ocultos de Markov (HMM), los cuales se
enfocan en aprender o predecir los estados X a partir de las observaciones Y.

Consideremos el siguiente ejemplo, en el que queremos predecir el estado de humor de
nuestro amigo en funcién de la camiseta que lleva un dia particular. Por lo que tendremos:

» Conjunto de datos o estados observables (Y) = {Amarilla (A), Roja (R)}
» Conjunto de estados ocultos (X) = {Feliz (F), Triste (T)}

Los modelos ocultos de Markov, cumplen con la propiedad de Markov, es decir que
el valor del estado actual depende tinicamente del estado anterior. Ademas, existen unas
probabilidades de transitar de un estado a otro en un instante de tiempo. Para el ejemplo
anterior podemos ilustrarlo con el siguiente diagrama:

Figura 3: Grafo con las probabilidades de transicion entre estados. Existe un estado inicial
So que nos establece las probabilidades de que nuestro amigo esté feliz o triste, el primer
dia que le conocimos (cuando no tenemos informacién a priori). Los estados F'y T, son
los que no podemos observar directamente, y los estados observables A y R indican el
color de la camiseta que vemos.
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2.5. PROGRAMACION DINAMICA

Este grafo se puede expresar mediante dos matrices de probabilidades, la primera
contendrd las probabilidades de emisién que se refiere a la probabilidad de que un
estado oculto X emita una observacion observable Y. Es decir, dada la ocurrencia de
un estado oculto en un momento dado, ;jcual es la probabilidad de observar una salida
particular en ese instante?

) ., (08 0,2
Matriz de emisién: B = (0’3 0’7)

Por otro lado, la probabilidad de transicion es la probabilidad de pasar de un estado
oculto a otro estado en el siguiente momento de tiempo.

. C 0,8 0,2
Matriz de transicién: A = <075 075)

Por lo tanto, poder predecir si tu amigo esta triste o feliz en base al color de la camiseta
parece cuanto menos dificil ya que depende del estado en el que nos encontremos, y aunque
seamos capaces de conocer el estado actual del dia de hoy, dificilmente podremos averiguar
el estado en el que se encontrard manana, ya que existe una posibilidad de que transitemos
al estado opuesto o que observemos un resultado menos favorable para el estado en el que
estamos.

A modo de adelanto, el objetivo final de cualquier modelo oculto de Markov, es conocer
la secuencia de estados ocultos que dan lugar a los estados que observamos en la vida
real. Esto es, por ejemplo, si nuestro vector de observaciones es O = {O; = R,0y =
R,03 = A}, nos gustarfa saber qué secuencia de estados ocultos son los més probables.
Equivalentemente, buscamos el vector de estados ocultos {my, ms, m3} que maximicen la
siguiente probabilidad:

P(XW =my, X® =my, X® =m3;0, = R,0, =R,05 = A,)

Esta probabilidad se puede calcular por fuerza bruta pero su complejidad computacional
es alta (O(NT)), o con ayuda de algoritmos de programacién dindmica como el algoritmo
de Vitrebi. Este algoritmo lo veremos en un futuro junto con el desarrollo légico que
hay que seguir para modelar un problema del mundo real mediante un modelo oculto de
Markov.

2.5. Programacion Dinamica

Este paradigma de programacion consiste en dividir un problema en subproblemas con
el objetivo de reducir el tiempo de ejecucién de un algoritmo. En esencia, la programacion
dinamica consiste en descomponer un problema en subproblemas mas pequenos, utilizando
la solucion de un subproblema para resolver el siguiente.

Una técnica empleada en programacién dindmica consiste en el uso de subestruc-
turas optimas, esto es, que la solucion éptima al problema principal se puede construir
mediante soluciones éptimas de subproblemas mas pequenos. En otras palabras, si se tie-
nen subproblemas que comparten una solucién optima, entonces se dice que el problema
tiene una subestructura éptima. Por otro lado, si la solucién a los subproblemas (o al
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CAPITULO 2. FUNDAMENTOS TEORICOS

menos parte de ella) se puede usar varias veces en un algoritmo, entonces se dice que el
problema original tiene subproblemas superpuestos. Esto da lugar a una técnica usada
en programacion dinamica y conocida como memoizacion. Consiste en evitar la resolu-
cion repetida de subproblemas superpuestos, guardando solucién de un subproblema ya
calculado, y en el momento que nos encontremos con el mismo subproblema, simplemente
recuperamos la solucién de la memoria.

Existen dos enfoques para resolver problemas dentro de la programacion dinamica: el
enfoque descendente (top-down) y el enfoque ascendente (bottom-up). Ambos enfoques
utilizan la idea de dividir un problema en subproblemas mas pequenos y resolverlos de
manera incremental, pero difieren en la forma en que se resuelven los subproblemas y se
combinan las soluciones.

El enfoque descendente hace uso de la memoizacion. Comienza formulando una vi-
sion general del problema y dividiendo el problema original en subproblemas, y estos se
resuelven guardando las soluciones por si fueran necesarias nuevamente. Luego, se combi-
nan las soluciones de los subproblemas para obtener la soluciéon del problema original. La
recursion es un ejemplo de enfoque descendente, pues llamamos a la funcién hasta llegar
a un caso base, ademas gracias a la memoizacién podemos incluir los resultados en las
llamadas recursivas para evitar repetir calculos innecesarios. Recibe el nombre de descen-
dente porque empezamos con una imagen general y a raiz de esto vamos segmentando el
problema en subproblemas.

Por otro lado, el enfoque ascendente trata de resolver todos los subproblemas posibles
de antemano y después se usan para construir la solucién de un problema mayor. Esta
solucién suele ser mas eficiente en memoria, sin embargo tiene mayor dificultad a la hora
de disenar el algoritmo.

Después veremos como se hace uso de la programacién dindamica para mejorar la
eficiencia de los algoritmos. En concreto, veremos pseudocédigos (Algoritmo 1, Algoritmo
2, Algoritmo 3) que ilustran a la perfeccion las técnicas mencionadas anteriormente.
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Capitulo 3

Diseno de la Biblioteca Software

El diseno de una soluciéon es un procedimiento necesario para crear un sistema que
cumpla con los requisitos y expectativas del usuario. En este caso realizaremos una bi-
blioteca que permita modelar situaciones del mundo real con modelos ocultos de Markov.

En este capitulo, se describira el diseno de la solucién propuesta, incluyendo la arqui-
tectura general, los requisitos necesarios para poder realizar inferencia a partir los datos y
estimar los estados ocultos. Ademas, se proporcionaran diagramas de clases para ilustrar
la estructura de la biblioteca y se discutiran los posibles limites y ampliaciones de la solu-
cion. En definitiva, este capitulo es una guia completa para entender como se ha disenado
la solucién y cémo se pueden utilizar las diferentes funcionalidades de la biblioteca.

3.1. Generalidades de la biblioteca.

La solucién propuesta es una biblioteca que permita realizar inferencia utilizando
modelos ocultos de Markov. En particular, la biblioteca debe proporcionar un conjunto
de herramientas y funcionalidades que permitan al usuario manipular los HMM de forma
eficiente.

Dado que el objetivo principal de la solucién es realizar inferencia a partir de datos,
es necesario que el usuario final tenga conocimientos minimos. En concreto, se requiere
que el usuario procese y limpie los datos de forma adecuada para que la biblioteca trabaje
con ellos y produzca buenos resultados. Ademas, el usuario necesitard un conocimiento
minimo acerca de los modelos de mixturas, los modelos ocultos de Markov descritos en
el capitulo anterior 2 y los algoritmos que comentaremos durante la construccién de la
biblioteca (seccién 3.4).

Se ha decidido implementar la biblioteca en Python por varias razones. En primer
lugar, Python es uno de los lenguajes mas utilizados para el analisis de datos y machi-
ne learning. Una biblioteca de Python puede ser adoptada y utilizada por los usuarios
facilmente. Ademas, la biblioteca puede integrarse en modulos méas extensos de machine
learning o en software de terceros que requieran una herramienta para modelar un modelo
de mixtura. Otro motivo es la flexibilidad, ya que la biblioteca puede ser modificada y
adaptada a casos de uso més especificos.

En cuanto a la interfaz de usuario, se ha decidido no desarrollar una especificamente en
este trabajo, ya que la biblioteca esta disenada para ser usada por terceros. No obstante,
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se podria realizar una interfaz para facilitar el procesamiento de datos, en particular, la
unién de varios conjuntos de datos y la visualizacién de los mismos. Sin embargo, esto
queda fuera del ambito de este trabajo.

Aunque no se incluye una interfaz de usuario, se ha creado un cuaderno de Jupyter que
proporciona un ejemplo de la implementacion de la biblioteca. Esta herramienta, puede
ser util para informaticos a la hora de visualizar los datos antes de utilizar la biblioteca y
por lo tanto actuar como interfaz de usuario.

3.1.1. Tratamiento de datos.

Tal como hemos mencionado, es necesario que el usuario realice un tratamiento de
los datos antes de ser usados por la biblioteca. Si se introducen valores incorrectos, como
datos andémalos o nulos, la biblioteca no funcionard adecuadamente. Es por esto que es
imprescindible realizar un analisis descriptivo de los datos antes de realizar cualquier tipo
de inferencia. Este andlisis implica explorar los datos en busca de elementos perdidos,
anomalos, duplicados o con un formato distinto. Después de realizar este analisis tendre-
mos que realizar una curacién de los datos. En general el procedimiento de procesamiento
de los datos para asegurar la calidad de los mismos antes de ser utilizados en el modelo
sera el siguiente:

ETL

El procedimiento de extraccién, transformacién y carga, o las siglas ETL del inglés
Extraction, Transform and Load, consiste en extraer los datos necesarios de una o varias
fuentes de datos. Normalmente estos estan “sucios”, es decir, tienen valores nulos, dupli-
cados, en formatos inadecuados, sin sentido, outliers, etc. Consecuentemente tenemos que
transformar los datos para trabajar adecuadamente con ellos en un formato que sea como-
do y sean faciles de analizar. Este proceso de transformacién también incluye el proceso
de unificacion de datos de distintas fuentes, ya que generalmente accederemos a distintos
recursos para posteriormente trabajar con ellos conjuntamente. Finalmente este conjunto
de datos es almacenado en una base de datos para que sean accesibles en un futuro.

En los ultimos anos se ha hecho tan popular este modelo que existen empresas dedi-
cadas exclusivamente al procesamiento de datos. Aquellas empresas que manejan un gran
volumen de informacién, suelen guardarla en un data warehouse. Un data warehouse es un
sistema de almacenamiento de datos disenado especificamente para facilitar la consulta y
el andlisis de grandes volimenes de informacion. Al utilizar un data warehouse, los datos
procesados durante el proceso ETL se organizan y estructuran de manera eficiente, lo
que permite un acceso rapido y sencillo para su posterior uso. Este concepto llevado al
extremo se conoce como data lake. A diferencia de un data warehouse, en un data lake
no se almacena la informacién de forma estructurada, pues los datos ya se transformaran
cuando sean Tttiles.

Aunque el proceso natural de trabajo sea el ETL, a veces resulta mas comodo invertir
las etapas de transformacion y carga dando una mayor flexibilidad en el procesamiento
de datos ya que podemos modificarlos posteriormente en funcién de nuestros intereses.
Sin embargo, una gran desventaja del sistema ELT (Extraction, Load and Transform) es
la necesidad de un mayor espacio de almacenamiento, ya que los datos al almacenarse en
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su formato original suelen contener informacion redundante para el analisis que se va a
llevar a cabo.

Normalmente, los procesos de extraccion y carga de la informacién son bastante di-
rectos. El proceso de extraccién suele ser directo de una fuente de datos como una base
de datos (relacional o no relacional), un archivo (CSV, Excel, etc.), un sistema ERP
(Enterprise Resource Planning) o llamadas APIs a una fuente externa. También existen
otros métodos mas agresivos de extraer datos como web-scrapping. Sin embargo, el pro-
cedimiento mas complejo es el de transformar la informaciéon en un conjunto de datos
estructurado y con sentido. Podemos distinguir algunas de las tareas principales en el
proceso de transformacion de datos:

1. Limpieza de datos: se eliminan valores atipicos, duplicados, inconsistentes o nulos.

2. Adecuacién de datos: dado que los datos provienen de multiples fuentes con formatos
diferentes, es necesario adaptarlos para mantener la coherencia y consistencia.

3. Etapa operacional: se aplican distintas operaciones y reglas necesarias para el analisis
posterior. Este proceso puede incluir tareas de normalizacién de datos, derivaciones
y calculos.
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3.2. Analisis de los requisitos

Para discutir los requisitos necesarios para construir la biblioteca vamos a distinguir
varios casos de uso y caminos alternativos a la hora de usar la biblioteca. Una vez com-
prendamos como se va a usar la biblioteca, extraeremos de aqui los requisitos del software
necesarios.

Flujo de eventos

Camino basico del caso de uso “Definir un modelo dados los parametros y
estimar los estados ocultos pasados y futuros.”

Descripcion:

El camino bésico comienza cuando el usuario tiene unos datos procesados de unas obser-
vaciones que siguen una distribuciéon de probabilidad definida.

ACTOR SISTEMA

1. Inicializa la clase introduciendo las obser- | 2. Inicializa la clase HMM.
vaciones indexadas por una variable tempo-
ral, una matriz de probabilidades iniciales,
una matriz de transiciones y una matriz de
distribuciones con una entrada por cada es-
tado latente.

3. Calcula la probabilidad de observar el vec- | 4. Devuelve P(O | \).
tor O dados los parametros del modelo A

(P(O [ ).

5. Entrega otro conjunto de datos estimar la | 6. Devuelve una matriz con los estados mas
secuencia de estados s mas probable dadas | probables y la confianza de los resultados ob-
unas observaciones O y los parametros A. tenidos.

7. Pide una prediccién de los estados para los | 8. Devuelve una matriz con los estados mas
siguientes ¢ instantes temporales. probables y la confianza de los resultados ob-
tenidos.

Caminos alternativos

Evento 1. El actor puede no introducir la matriz de probabilidades iniciales, la matriz de
estados y la matriz de distribuciones.

Tabla 1: Caso de uso para crear un modelo y predecir tanto estados presentes como futuro.

En primer lugar consideraremos el flujo de eventos del camino béasico para crear un
modelo y predecir tanto estados presentes como futuros. El actor sera cualquier usuario
que utilice la biblioteca. Hemos distinguido un caso alternativo en el primer evento, ya
que el usuario puede no conocer el nimero de estados subyacentes en el modelo oculto de
Markov. En ese caso, para continuar con el camino basico, el sistema tendra que emplear
algun criterio, AIC o BIC, para encontrar la cantidad de pardmetros necesarios e inicializar
la matriz de probabilidades iniciales, la matriz de estados y la matriz de distribuciones.
No obstante, si se requiere que el usuario especifique la distribucién de las variables de
emision.
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Flujo de eventos

Camino basico del caso de uso “Entrenar un modelo”.

Descripcion:

El camino béasico comienza una vez que el usuario ya ha creado una instancia de la clase
HMM.

ACTOR SISTEMA

1. Introduce un conjunto de datos y pide que | 2. Hace una divisién del conjunto de datos y
se entrene el modelo, ajustdandolos a una par- | entrena el modelo usando el algoritmo indi-
te de ese conjunto de datos. cado por el usuario.

Tabla 2: Caso de uso para entrenar un modelo.

A raiz de esto podemos identificar tanto requisitos funcionales, que describen los servi-
cios que debe proporcionar el software, como no funcionales, que describen la operabilidad
de la solucion.

Requisitos Funcionales.

= Kl sistema tiene que poder recibir datos procesados, indexados por una variable
temporal.

» Elsistema permite definir la matriz de probabilidades iniciales, la matriz de transicion
de estados y una matriz con las distribuciones de los estados latentes.

= El sistema permite trabajar con distribuciones de emision continuas o discretas, pero
unicamente distribuciones de transicién discretas. Es decir, no se podra definir un
modelo oculto de Markov en el que los estados latentes sean continuos.

» El usuario podra indicar el nimero de estados latentes que tendré la cadena oculta
de Markov. Esto se hara mediante la matriz de transicion de estados, es decir, tomara
el tamano de la misma.

= El sistema podré inicializar los valores de la matriz de probabilidades iniciales y
matriz de transicion de estados en caso de que el usuario no la introduzca. En este
caso, se calculara el valor del AIC o BIC para determinar el nimero de estados e
inicializara las matrices con un valor aleatorio.

= El sistema podra calcular la verosimilitud del modelo y la log-verosimilitud.

» El sistema facilitara la modificacion del modelo, es decir, el usuario podra en cual-
quier momento cambiar los valores de la matriz de probabilidades iniciales, matriz
de transicion o matriz de distribuciones de emisién.

= El sistema tendra la capacidad de hacer predicciones de un conjunto de datos y
predicciones futuras, indicando la confianza de los resultados. El sistema devolvera
un vector de tuplas del mismo tamano que el recibido, donde se indiquen los estados
méas probables y los resultados obtenidos.
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= El usuario podra entrenar el modelo. Para ello, el usuario entregara el conjunto de
datos sobre el que se quiere entrenar el modelo junto con otros parametros adicio-
nales. Entre los parametros adicionales encontraremos:

o El algoritmo empleado en el entrenamiento.

o La proporcién que se destinard del conjunto de datos para el entrenamiento,
frente a valorar el ajuste del modelo de mixtura'. Por ejemplo, recibir un valor
de 0,6, implicard que el 60 % de los datos se usaran para entrenar el modelo y
el 40 % restante para la validacién del ajuste.

Requisitos No Funcionales.

» Kl sistema serd una biblioteca versatil y facil de usar, que acepta datos en forma de
lista o numpy.array.

= Kl sistema buscara la eficiencia computacional y permitira trabajar con grandes
volumenes de datos.

= El sistema implementard tests que aseguren la robustez de la solucion desarrollada.

3.3. Analisis del diseno

Dentro de la arquitectura de la solucion, necesitaremos una interfaz que gestione todas
las tareas que pide el usuario, como hemos senalado en los casos de uso (Tabla 1, Tabla 2)
estas son inicializar el modelo, calcular distintas probabilidades, gestionar los parametros,
realizar predicciones y realizar un entrenamiento.

Ademas necesitaremos otra clase que permita diferenciar entre las distintas distri-
buciones de emisién, esto es necesario ya que el calculo de las probabilidades forward,
backward y el propio entrenamiento dependen directamente de la distribucion de emision.
Por ello, serd necesario que existan casos particulares que hereden de la clase principal.
Maés concretamente, se pueden ver en el siguiente diagrama de clases la estructura adop-
tada:

3.3.1. Diagramas de Clases

EHMM.HMM.ScalingAlgorithm| @ HMM.HMM.TrainingAlgorithm  |@ HMM.HMM.Defaultlnitialization

logarithm: baum_welch: aic:
division: label: bic:

!

~ (©enum.Enum_,

Figura 4: Diagrama de clases auxiliares para la construccién de un HMM.

INétese que el usuario podra tener el conjunto de datos ya dividido. En ese caso, podra validar el
ajuste del entrenamiento indicando que se quiere entrenar con el 100 % de los datos y luego calcular la
verosimilitud del conjunto de datos destinados al entrenamiento.
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(© HMM.HMM.CategoricalHMM

(©) HMM.HMM.NormalHMM

transition_matrix: List[List[float]]

log_transition: List[List[float]]

initial_state_matrix: List[float]

log_start: List[float]

observations: List[Any]

n_states: int

distributions: List[tensorflow_probability. python.distributions]
scaling_algorithm: HMM.ScalingAlgorithm

transition_matrix: List[List[float]]

log_transition: List[List[float]]

initial_state_matrix: List[float]

log_start: List[float]

observations: List[float]

n_states: int

distributions: List[tensorflow_probability. python.distributions]
scaling_algorithm: HMM.ScalingAlgorithm

__Init__(self, initial_state_matrix: List[float] = None,
transition_matrix: List[List[float]] = None,

- probabilities: List[List[float]]=None,
n_states: int = 0, observations: List[Any]= None,
scaling_algorithm: ScalingAlgorithm = ScalingAlgorithm.logarithm,
initialization = Defaultinitialization.bic):

= _initialize_parameters(self):

train_baum_welch(self, observations: List[Any] = None,

n_iter=30, verbose=False):

o log_train_baum_welch(self, observations: List[Any] = None,
n_iter=20, verbose=False):

o label_train(self, observations: List[Any], labels:List[int]):

o forecast_dist(self times):

e conditional_dist{self,observations: List[Any]):

(-]

__init__(self, initial_state_matrix: List[float] = None,
transition_matrix:List[List[float]] = None,
medias: List[float] = None, std: List[float] = None,
n_states: int = 0, observations: List[float] = None,
scaling_algorithm: ScalingAlgorithm = ScalingAlgorithm.logarithm,
initialization = Defaultinitialization.bic):

= _initialize_parameters(self):
train_baum_welch(self, observations: List[float] = None,

@ n_iter=30, verbose=False):

o log_train_baum_welch(self, observations: List[float] = None,
n_iter=20, verbose=False):

o label_train{self, observations: List[float], labels:List[int]):

o forecast_dist(self times):

e conditional_dist{self,observations: List[float]):

!

;

(© HMM.HMM.HMM

transition_matrix: List[List[float]]
log_transition: List[List[float]]
initial_state_matrix: List[float]
log_start: List[float]
observations: List[Any]

n_states: int

scaling_algorithm: HMM.ScalingAlgorithm

distributions: List[tensorflow_probability. python.distributions]

initialization = Defaultinitialization.bic):
m _forward_probs(self):
= _backward_probs(self, scale):
m _xi_probs(self, forward, backward):
m _gamma_probs(self, xi):
u _forward_logprob(self):
m _backward_logprob(self):
= _gamma_logprobi(self, alf, beta):
= _xI_logprob(self, log_forward, log_backward):

o AlC(self, log_lik:float, num_params:int):

o set_parameters(self, param_dict):

o forecast_values(self,times):

o forecast_states(self times):

o forecast_dist(self,times):

m _initialize_parameters(self):

o conditional_dist{self,observations: List[Any]):

__init__(self, initial_state_matrix=None, transition_matrix=None, distributions=None,
n_states: int = 0, observations: List[Any] = None,
scaling_algorithm: ScalingAlgorithm = ScalingAlgorithm.logarithm,

o viterbi(self, observations: List[Any]=None, state_probs:bool=False):
train(self, cbservations: List[Any], train_size: float, labels: List[int] = None, iterations=30,
verbose = True, algorithm=TrainingAlgorithm.baum_welch,beta=1):

o BIC(self,log_lik:float, num_params:int, num_obs:int):
m _initialize_parameters_aic(self, observations: List[Any],max_params = 5):
= _initialize_parameters_bic(self, observations: List[Any],max_params = 5):

o log_likelihood(self, observations: List[Any] = None):

o log_train_baum_welch(self, observations: List[Any] = None, n_iter=20, verbose=False) -=List[float]:
o label _train(self, observations: ListfAny], labels:List[int]) -= List[float]:
o train_baum_welch(self, observations: List[Any] = None, n_iter=30, verbose=False) ->List[float]:

Figura 5: Diagrama de clases referente a la estructura de modelos ocultos de Markov.

A continuacion, veremos como esta estructura cumple con los requisitos establecidos
en la seccién 3.2 y permite la realizacién de los casos de uso (Tabla 1 y Tabla 2).

Como podemos observar en la Figura 5, la clase HMM permite al usuario una abstrac-
cién a la hora de construir un modelo oculto de Markov. Como veremos en la siguiente
seccion 3.4, existen tres problemas principales que hay que resolver: calcular la verosi-
militud de los datos, realizar predicciones de los estados, tanto instantes pasados como
futuros, y finalmente entrenar el modelo. Como podemos ver estas tres tareas son abor-
dadas por la clase principal HMM. Adicionalmente, se ha incluido la clase CategoricalHMM
que, aunque no se vaya a usar en el resto del trabajo, permite ver las diferencias en la
sobreescritura de los métodos abstractos entre las distintas clases que heredan de la clase

padre.
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En lo relativo al cumplimiento del primer requisito, la implementacién realizada per-
mite cambiar el vector de observaciones en varios instantes del flujo de eventos. Por
ejemplo, al inicializar una instancia de la clase HMM podremos introducir un vector de
observaciones, o al calcular la verosimilitud, o entrenar el modelo. Nétese el uso del tipo
genérico Any, esto es porque las observaciones no son necesariamente un vector de dobles,
en particular, en el caso discreto de una distribuciéon categérica tendremos una lista de
estados que podran estar representados por un entero o una cadena de caracteres.

En segundo lugar, hay que comentar que existen tres formas de inicializar un objeto
de la clase HMM:

1. Podremos inicializarlo usando los parametros, A, del modelo, esto es, la matriz de
probabilidades iniciales, la matriz de transicién y los parametros de las distribu-
ciones de emisién (en el caso de NormalHMM necesitaremos la media y la desviacion
estandar).

2. Podremos inicializarlo usando el nimero de estados que tendra la cadena oculta de
Markov y el vector de observaciones. En este caso, los parametros se inicializaran
de manera aleatoria, esto implica que el modelo no estara bien ajustado a los datos
y por tanto, las predicciones seran imprecisas.

3. Finalmente, podremos inicializarlo usando tinicamente un vector de observaciones,
en este caso se buscara el modelo que mejor se ajuste a los datos. Esta evaluaciéon
se hard usando las métricas BIC y AIC.

En lo relativo al calculo de la verosimilitud y de las probabilidades relacionadas con
el entrenamiento, el usuario podra especificar mediante el enumerado ScalingAlgorithm
si prefiere los cdlculos usando factores de escalado o un escalado logaritmico.

Respecto a las predicciones, hemos distinguido los siguientes casos:

= Se podra realizar una decodificacion global de la cadena de estados mas probable
dadas unas observaciones. Como hemos explicado en la teoria, este procedimiento
se calcula usando el algoritmo de Viterbi. En la funcién viterbi, devolveremos
la cadena mas probable junto con su probabilidad. Adicionalmente, se anade un
parametro state_probs en la llamada a la funcién viterbi que indica si se quieren
devolver también las probabilidades asociadas a cada estado. Recordemos que la
probabilidad maxima de estar en el estado s; en el tiempo ¢ puede no coincidir con
el resultado en el tiempo t de la cadena mas probable.

= Se podrén obtener las distribuciones condicionales asociadas a cada instante t. Es-
tas distribuciones permitiran realizar muestras en cada periodo temporal y también
podremos comparar estas con el vector de observaciones dado. La distribucién con-
dicional es la siguiente:

Pr(X® = z|0y), (3.3.1)

donde el vector O(_y), es el vector de observaciones en los instantes distintos de ¢:
O(—t) = (01, . Ot—l; Ot—i—la P OT)
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= En esta misma linea, el método forecast_dist nos devolvera una lista de distri-
buciones en h tiempos futuros. Estas distribuciones se conocen como distribuciones
predictivas y vienen dadas por:

Pr(XTH) = 7|0) (3.3.2)

= Finalmente, podremos obtener predicciones de estados futuros gracias al método
forecast_states. En este caso también se devolveran las probabilidades asociadas
a cada estado.

En cuanto al entrenamiento, se han implementado dos métodos, que se pueden se-
leccionar mediante el enumerado TrainingAlgorithm. El primero permite realizar un
entrenamiento supervisado, mientras que el segundo aplica el método de Baum-Welch
para entrenar el modelo. Se han implementado dos formas de calcular el algoritmo de
Baum-Welch: usando logaritmos o factores de escalado.

3.4. Construccion de la biblioteca

A continuaciéon aprenderemos a construir las funcionalidades mas importantes de la
biblioteca: el calculo de la verosimilitud, el entrenamiento y el calculo de la cadena mas
probable (Viterbi). Para ello, volvamos nuevamente al ejemplo de nuestro amigo. En esta
situacion, nosotros observamos todos los dias a nuestro amigo o bien con una camiseta roja
o con una camiseta amarilla. Observando una secuencia de dias, nos surge nuevamente la
curiosidad por saber qué factores justifican la eleccion de camiseta de nuestro amigo. Es
decir, nos preguntamos cémo identificamos el HMM mas probable a la luz de la secuencia
de camisetas rojas o amarillas que hemos observado.

Una respuesta al ejemplo de nuestro amigo es suponer que depende de un unico factor
y en ese caso lo unico que faltaria por determinar es cudl es la probabilidad de que se
ponga una camiseta, por ejemplo, la amarilla. Podemos ver el diagrama del modelo de
Markov (Figura 6a) que en este caso tiene una tnica variable observable.

Otra segunda respuesta podria ser que existiese una variable latente que explicase
el valor de la variable observable. Este caso es el mismo que planteamos al principio de
la seccion 2.4, resulta que nuestro amigo podia estar feliz o triste y, en funcién de este
estado oculto observamos un resultado con mayor probabilidad que otro. En la Figura 6c¢
vemos como tanto la variable observable como la oculta pueden tomar dos valores y entre
instantes temporales podriamos transitar entre los estados latentes. Estas probabilidades
de transicion, a;;, aparecen en la matriz A y, las probabilidades de emisién de los valores,
bij, las incluimos en otra matriz B. Para modelar este caso vamos a olvidarnos del estado
inicial.

Finalmente, podriamos tener un modelo con una variable oculta y otra observable,
pero la oculta toma valores en tres estados (Figura 6b).

27



3.4. CONSTRUCCION DE LA BIBLIOTECA

ay

P(A) 1- P(A)

P(A)

(a) Un tnico factor

(c) Tres factores

Figura 6: Tres posibles modelos de Markov que pueden explicar las observaciones de las
camisetas de nuestro amigo.

Recordemos que el primer modelo tenia un tinico parametro, el segundo tenia dos es-
tados ocultos y el tercero tres. En este sentido, aquellos modelos que tengan mas estados,
y por tanto més parametros que estimar, podran “adaptarse” mejor y modelar “mejor”
las observaciones, en contraposicién, a los modelos pequenos les cuesta mas modelar la
situacion. Aunque este razonamiento parezca coherente, a continuacion veremos que es-
coger el nimero de estados del problema no es algo sencillo, ya que podemos incurrir en
overfitting o underfitting.

En realidad, el hecho de que la calidad del ajuste sea proporcional a la cantidad de
parametros ocurre porque un modelo oculto de Markov no es mas que un modelo de mix-
tura en el que cada estado (oculto) de la cadena tiene asociada una distribucién diferente,
al igual que ocurre en los modelos de mixtura. Esto permite modelar la variabilidad dentro
de los datos. Al introducir nuevos estados ocultos en la cadena, estamos introduciendo
nuevos grupos y, ademas, damos una probabilidad a estar en ese grupo y transitar desde
ese grupo a otro. De esta forma, podemos aproximar los datos mediante distribuciones
diferentes. Sin embargo, si introducimos muchos estados, inicamente estamos creando un
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modelo “extremadamente” especifico para los datos que tenemos y limitamos la capacidad
de generalizar a nuevos datos. Es decir, si recibimos una nueva secuencia de observaciones
e intentamos predecir (usando este modelo que hemos entrenado) los estados de las nuevas
observaciones obtendremos una precisién baja. En un futuro veremos dos estrategias (AIC
y BIC) para conocer el niimero de estados ocultos 6ptimo a la luz de los datos observados,
que consiga el equilibrio perfecto entre ajuste y cantidad de estados.

En muchas ocasiones la estructura de nuestro modelo oculto de Markov corresponde
a la casuistica de nuestro problema del mundo real, esto es, que si queremos modelar si
nuestro amigo esta feliz o triste dependiendo del color de las camisetas, el modelo oculto
de Markov tendra dos estados ocultos dando un sentido a cada estado. Sin embargo a
veces puede ayudar tener tres estados en el modelo oculto de Markov, y mas tarde darle
un significado a cada estado.

Ahora que tenemos clara la estructura de un modelo oculto de Markov, dado un con-
junto de observaciones O = {Oy, Oy, ..., Or} y unos parametros del modelo A = {A, B, 7},
siendo A la matriz de transicion de estados, B la matriz de emisién y 7 el vector de pro-
babilidades iniciales. Nos surgen 3 cuestiones:

1. {Cémo podemos calcular la verosimilitud del modelo L(A|O)? Es decir, dada una
secuencia de observaciones, como de probable es que estas observaciones sean repli-
cadas por el modelo. Esta funcién nos ofrece una métrica para poder elegir entre
varios modelos candidatos.

2. (Cual es la secuencia de estados x1, T, ..., 7 que dan lugar al vector de observaciones
O? Ya introducimos la importancia de esta cuestién en el apartado anterior, ya que
visibilizamos la parte oculta del modelo. Hay que dejar claro que nunca sabremos
cual fue la secuencia de estados que han generado las observaciones, sin embargo
escogeremos la cadena més probable.

3. ¢Cémo podemos ajustar el vector de pardmetros A = {A, B, 7} para maximizar la
verosimilitud del modelo L(A | O)? En muchas ocasiones, podemos tener un conjun-
to de datos en el que los estados ocultos pueden estar etiquetados o no, y vamos a
utilizarlos para entrenar el HMM. Esta etapa de entrenamiento es fundamental pues
nos ayuda a estimar los parametros en base a los datos observados y asi podemos
emplear el HMM para hacer estimaciones de los estados ocultos con observaciones
nuevas.

3.4.1. Verosimilitud del Modelo

La verosimilitud se ve como una funciéon de los pardmetros A y se define como la
probabilidad conjunta de observar unos datos dados O = {Oy, Os, ..., Or}, si los pardme-
tros fueran esos. Considerando también un vector de estados ocultos s = {s1, Sa, ..., s7},
podemos escribir la verosimilitud como:

LA O) = Z(H P(O;,s | A)) (Observaciones independientes) (3.4.1)

seS =1

- Z 7T51b51 (Ol)a81752bs2 (02)as2753 T aST—lysTbST (OT) (342)

{s1,82,...,sT}€ES
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También podemos escribir lo anterior de forma matricial:

L(\| O) = 7B(0))AB(O,)A - - - AB(Or)1' (3.4.3)

Donde 1’ es un vector de unos. En ocasiones, fijaremos los parametros del modelo
y hablaremos de la verosimilitud sobre A fijo, P(O | \). Es decir, dado un modelo y
una secuencia de observaciones, como de probable es que estas observaciones hayan sido
observadas con este modelo. Esta probabilidad nos ofrece una métrica para poder elegir
entre varios modelos candidatos, ya que trataremos de buscar los pardametros 6ptimos A
que maximicen la verosimilitud P(O | \).

En resumen, lo que hacemos para calcular la verosimilitud es sumar todos los caminos
posibles que producen esta secuencia de observaciones y, por cada camino calculamos las
probabilidades de estar y observar un valor en un instante particular. La probabilidad de
estar en el estado s; en el instante inicial viene dada por el vector 7, y en ese estado la
probabilidad de observar O; es by, (O;). Cambiamos al instante t = 2 y ahora en vez de
usar el vector de probabilidades iniciales, usaremos la matriz de transicion, en concreto
la probabilidad de transitar entre s, y s2, as, s, y Duevamente la probabilidad de ver esa
observacién b, (Os). Repitiendo este proceso hasta llegar al instante ¢t = T'.

Este proceso iterativo puede ser simplificado en un esquema recursivo que hace uso
de programacién dindmica. En este caso tendremos un vector (ay, con t € {1,2,...,T}),
conocido como vector de probabilidades forward que recogera las probabilidades acu-
muladas hasta el instante t.

o = B (01> (344)
ar = 1 AB(Oy) conte{l,2,...,T} (3.4.5)

Para implementar este algoritmo usaremos un enfoque ascendente. Para ello, guar-
damos las probabilidades forward en memoria y asi calculamos facilmente el siguiente
valor. Si usdsemos un enfoque descendente, tendriamos que realizar llamadas recursivas y
gastarfamos mas espacio en memoria guardando las cabeceras en la pila de la memoria.
Esto es especialmente costoso si el vector de probabilidades forward es grande.

Algoritmo 1 Enfoque ascendente para calcular las probabilidades forward

Inicializar alpha[N,T]
Inicializar alphali, 1] = m;b;(O;) para 1 <i < N
for ¢t = 2 hasta T" do
for j =1 hasta N do
for £ =1 hasta N do
alpha[j,t] + = alphalk,t — 1] - ag; - b;(Oy)
end for
end for
end for
return alpha

Ademas la verosimilitud es muy facil de calcular:

LA | O) = arl’ = 1B(O1)AB(O2)A - - - AB(Op)1’ (3.4.6)
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Complejidad del algoritmo

Veamos la ganancia que hemos conseguido al optar por un diseno basado en progra-
macién dindmica: en primer lugar, mediante el método iterativo original, el nimero de
operaciones necesarias para calcular L(\ | O) es del orden de 2T'NT. Esto se debe a que en
cada instante t = 1,2,...,T existen N caminos posibles, consecuentemente tenemos N7
secuencias de estados posibles, y por cada estado realizamos los 27" calculos de la ecuacion
(3.4.2). Sin embargo con el nuevo método (ecuacién 3.4.6) conseguimos una complejidad
del orden de TN? ya que en cada iteracién del algoritmo calculamos las N probabilidades
del vector forward y las conservamos en un array. De esta forma, haciendo uso de la
memoizacion evitamos tener que calcular todas las rutas posibles ya que van implicitos
(Figura 7) en el cdlculo de la probabilidad forward en el instante anterior. Entonces por
cada iteracion simplemente tendremos que sumarlos /N productos del valor de la proba-
bilidad forward del instante anterior, la probabilidad de transicion y la probabilidad de
encontrarse en un estado concreto en ese instante.

Sy @

'r '
a1 (i) a; (j)

Figura 7: Diagrama de las operaciones necesarias para calcular la probabilidad forward
a;(j) en el tiempo t = 1,2,..., T y el estado X = s;.

Al igual que existe un procedimiento forward, también podemos calcular las probabi-
lidades backward. Estas probabilidades nos van a ser ttiles para responder a la pregunta
3 en el proceso de optimizacion de los parametros. Las portabilidades backward [; es un
vector que recoge las probabilidades de observar la porcién restante de la secuencia de
observaciones a partir de un instante ¢, es decir:

B = P(Ot11, Oy, ..., Or; XU = s, | A) (3.4.7)

Asimismo, podemos calcular de manera recursiva los valores de 3. Esta vez la recursion
comienza por el final:
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Br=1 (3.4.8)
By = AB(Op41)Bes1cont € {1,2,..., (T — 1)} (3.4.9)

En el primer instante inicializamos todas las probabilidades a 1 y en el resto de

iteraciones realizamos el procedimiento de calculo de las probabilidades backward para
cada estado s; en un tiempo ¢t como se ilustra en la Figura 8.

Algoritmo 2 Enfoque ascendente para calcular las probabilidades backward
Inicializar beta|N, T
Inicializar betali,T] =1 paral <i < N
for t =T — 1 hasta 1 do
for j = 1 hasta N do
for k =1 hasta N do
beta[j,t] + = betalk,t+ 1] - aji, - bp(Op11)
end for
end for
end for
return beta

Noétese que aunque comencemos por el instante ¢t el enfoque usado en Algoritmo 2

sigue siendo ascendente, pues empezamos desde el caso base en el que no tenemos ninguna
probabilidad backward calculada.

; ;
B: (1) Bee1 ()

Figura 8: Diagrama de las operaciones necesarias para calcular la probabilidad backward
Bi(i) en el tiempo t = 1,2, ..., T y el estado X® = s;. Ahora el diagrama se lee de derecha
a izquierda pues primero se calcula el valor de £;11(j) v luego £,(7).

Nuevamente, el niimero de operaciones necesarias para calcular el vector completo 3
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es del orden de TN? ya que seguimos agrupando en cada calculo de f3;(i) las probabilidades
de transitar al resto de estados s; con j =1,2,..., N y observar el siguiente valor O, .

3.4.2. Decodificacion

El segundo problema es encontrar la secuencia de estados “Optima” asociada a la
secuencia de observacién dada, esto se conoce como decodificacién (decoding). Existen
varias formas de afrontar el problema, pero antes hay que definir el concepto de opti-
malidad al construir la secuencia de estados 6ptima. Por ejemplo, un posible criterio de
optimalidad es elegir los estados que son individualmente los més probables. Este criterio
de optimalidad maximiza el nimero esperado de estados individuales correctos. Para ello
podemos definir las probabilidades ~:

(i) = P(XY = 5]0,)) (3.4.10)

v:(1) es la probabilidad de estar en el estado s; en un tiempo ¢, dado un vector de
observaciones O y los pardmetros del modelo A. Gracias a las probabilidades forward y
backward que hemos definido antes podemos expresar (i) como:

_ Oét@)ﬁt(i) _ at(i)ﬁt(i)
LATO) 3L, auli)Bu(i)

gracias a que ay(7) nos da la probabilidad de estar en ese estado s; habiendo visto todas
las observaciones hasta el tiempo t, Oy, Oy, ..., Oy, mientras que ;(i) nos aporta la proba-
bilidad de ver el resto de las observaciones Oy 1, Opya, ..., Or. Finalmente normalizamos
por la verosimilitud para que sea una probabilidad, es decir:

(i) (3.4.11)

Z%(i) =1 (3.4.12)

Finalmente, podemos calcular cual es el estado s més probable en el tiempo ¢ tomando
el maximo de esta probabilidad:

X = argmax [y(s;)], con 1<t<T (3.4.13)
$; €S

Aungque la ecuacién anterior (3.4.13) maximiza el nimero esperado de estados correc-
tos (eligiendo el estado mdas probable para cada t), esta solucién trae consigo un gran
problema al construir la secuencia de estados 6ptimos. Puede ocurrir que si el HMM tiene
transiciones de estado con probabilidad cero (a;; = 0 para algin i, j), la secuencia de
estados “6ptima” puede no ser vélida, porque la ecuacién (3.4.13) no tiene en cuenta la
probabilidad de ocurrencia de los estados. Entonces si los estados s;, s; resultan ser los
6ptimos y a;; = 0, ambos no pueden estar simultdneamente en la cadena de estados.

Para solucionar el problema anterior, una alternativa es ajustar el criterio de opti-
malidad. Por ejemplo, se podria buscar la secuencia de estados que maximice el niimero
esperado de pares de estados correctos (¢, Sy41). Sin embargo, el criterio méas comtinmente
utilizado es encontrar el mejor camino entre los estados, es decir, maximizar P(s|O, \).
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Entonces, una solucién serfa generar una combinacién de N7 cadenas, y calcular cudl de
ellas es la 6ptima, sin embargo la elevada complejidad computacional de este problema
sugiere buscar otro enfoque. Nuevamente, existe un algoritmo de programacion dindmica
que nos ayuda a reducir la complejidad computacional del problema, este se conoce como
algoritmo de Viterbi.

Algoritmo de Viterbi

Para encontrar la mejor secuencia de estados mediante el algoritmo de Viterbi [32],
tenemos que definir las probabilidades v:

v(j)=_mix P(XY. . XU 0,,0,...0,X" =5, (3.4.14)
X, ., xt=1

Es importante destacar que en la representacién del camino méas probable, se toma el

méximo entre todas las posibles secuencias de estados anteriores ( ( meix( ). Al igual
XM L x@=1)

que otros algoritmos de programacion dinamica, el algoritmo de Viterbi calcula cada valor
de forma recursiva. En este sentido, una vez que se ha calculado la probabilidad de pasar
por cada estado en el tiempo ¢t — 1, se procede a calcular la probabilidad de Viterbi
tomando extendiendo los caminos mas probables que llevan a la celda actual. En otras
palabras, para un estado s; dado en el tiempo t, el valor 14(i) se calcula de la siguiente
forma:

N
v(j) = I?jfi Vi—1(i)ag;b; (Oy) (3.4.15)

Este algoritmo hace uso de dos matrices de tamano (N x T'), en una matriz guarda-
remos la probabilidad de cada camino y en la otra guardamos punteros al estado anterior
en el camino éptimo.

Algoritmo 3 Implementacién ascendente del algoritmo de Viterbi

1. wviterbili, 1] < m;b;(O1) para 1 <i < N

2: punteroli,1] <~ O para 1l <i < N

3: for ¢t = 2 hasta T do

4: for j =1 hasta N do

5: viterbi[j, t] = max |, (viterbi[i,t — 1] - a;;) - bj(Oy)

6: punterolj,t] = argmax;~, (puntero[i,t — 1] - a;;) - b;j(Oy)
7: end for

8: end for

9: Encontrar P* = mazly, witerbili,T], 2%=argmazl, wviterbifi,T)|
10: for t =7 — 1 hasta 1 do

11 2y = puntero|zf ,,t + 1]

12: end for
13: return viterb:

En el vector z* tendremos el camino 6ptimo que nos maximiza la probabilidad v.
Esta probabilidad se guarda en el array wviterbi. Como vemos, el algoritmo Viterbi es

34



CAPITULO 3. DISENO DE LA BIBLIOTECA SOFTWARE

idéntico al algoritmo para calcular las probabilidades forward (3.4.4, 3.4.5) excepto que
toma el camino que maximiza las probabilidades de los caminos creados hasta ese instante,
mientras que el algoritmo forward toma la suma.

Complejidad del algoritmo

Como podemos ver, la complejidad de este algoritmo es O(T'N?). Con la intencién de
lograr comprender en profundidad el algoritmo, veamos en la Figura 9 como al tomar el
méximo en cada iteraciéon estamos podando el drbol que contiene los N7 caminos posibles.
En el siguiente ejemplo (Figura 9), queremos determinar la secuencia de estados de frio
(C) o calor (H) de los tltimos tres dias basandonos en la cantidad de helados vendidos. La
temperatura serd la variable latente y la cantidad de helados serd la variable observada.

v@2=32 _--7""7 =~ v,(2)= max(.32*.12, .02*.10) = .038
.’/;\‘  PHMYTPAH) __ N
a2 . ," -7 p(o//\/ 6*.2 Ss .
- - /3 *p N P
-7 \ e (g - .
,/’ ~ \ s L
\
e Q§ \ o ?\"\\)‘\ v,(D) = max(.32*.20,.02%25) = .064
{ S =02 Yot '6;(20) P(1IC)
! ) & N ) 2
o o g ~ o 5*5 _ ’@
- Q O - I
\ @ b Jep———
\ \*Q /
\ \@6 . /
/
’ 3 1 3
7/
~ - s
04 0, 03

Figura 9: Diagrama de algoritmo de Viterbi[13] que muestra en negrita el camino mas
probable hasta el momento y los punteros de cada camino (lineas azul discontinuas).

En este caso, si nos situamos en el instante ¢t = 2, la variable X® puede tomar dos
valores H o C. De esta forma, el algoritmo comenzaréa evaluando la posibilidad X? = H,
en el paso previo, XM podria ser otro estado H con una probabilidad total de 0,32-0,12 =
0,038, o tomar el valor C' que tiene una probabilidad de 0,02 - 0,10 = 0,002. Ahora, para
construir el siguiente camino posible hacia X ®), dnicamente vamos a considerar el camino
cuya secuencia de estados ha sido (H, H), ya que los caminos potenciales (H, H, H) y
(H,H,C) van a tener siempre mds probabilidad que (C, H, H) o (C, H,C). Finalmente,
quedarfa evaluar la posibilidad de X® = (|, en ese caso la secuencia mas probable es
(H,C) con una probabilidad de 0,32 - 0,20 = 0,64. En general, cuando llegamos a un
estado X en el instante ¢t > 1, siempre escogemos el camino con probabilidad méxima
y descartamos el resto de caminos, ya que al ampliar el camino con el siguiente estado,
la probabilidad resultante de usar cualquier otro camino que pase por el estado X
seleccionado serd necesariamente menor.
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3.4.3. Entrenamiento del Modelo Oculto de Markov

Dada una secuencia de observaciones O = {O1, O, ..., O}, podemos conseguir que el
HMM aprenda los parametros A, B y ™ que mejor ajustan el modelo a la secuencia, esto es,
que maximizan la probabilidad de observar la secuencia O dado el modelo A = {A, B, }.
Existen varias formas de estimar los parametros A del modelo, las dos mas comunes son
maximizaciéon directa o maximizacion de las expectativas (Expectation-Mazimization).
En este trabajo usaremos el método de Baum-Welch [2] que es un caso particular del
algoritmo de maximizacién de las expectativas.

Tanto el algoritmo de maximizacion directa como el de Baum-Welch, calculan itera-
tivamente probabilidades y, por lo tanto, la multiplicacién de niimeros positivos menores
que 1 resulta en underflow en unas pocas iteraciones. Ademas, ambos algoritmos tienen
como fin iltimo maximizar la funcion de verosimilitud variando los parametros A del mo-
delo. Sin embargo, nos podemos encontrar con la existencia de multiples maximos locales
en la funcién de verosimilitud y, pese a que el objetivo sea encontrar el maximo global,
a menudo no lograremos encontrarlo ya que esta busqueda depende de los parametros
iniciales en la optimizacion. Por lo que usaremos un rango de valores de partida para
la maximizacion, y comprobaremos si llegamos al mismo maximo en cada caso. En los
siguientes apartados, discutiremos algunas formas de superar estos impedimentos.

Expectation Maximization

El algoritmo EM es el algoritmo mas utilizado a la hora de buscar los parametros
que maximicen la funcién de verosimilitud. Pese a que hay varios autores como Leroux
y Puterman [14] o Robert y Titterington [23] que hacen una comparativa entre distintos
métodos de optimizacién, Zucchini, MacDonald y Langrock [36] critican que pese a que
la comunidad tiende a preferir este algoritmo por su facilidad de programacion y evitar
el calculo de derivadas, la realidad es que en el caso particular de los HMMs aplicar EM
puede ser mas costoso ya que hay que calcular una probabilidad backward y una forward,
frente a una simple forward en el caso de maximizacion directa.

El algoritmo EM busca optimizar la funcién de verosimilitud en los casos en que
existe un modelo que depende probabilisticamente de una componente observada y otra
latente. Los HMM tienen tanto un componente no observado, los estados ocultos, como las
observaciones reales, haciendo de los HMM una clase de modelos para los que el algoritmo
EM puede ser aplicable. En general, el algoritmo EM es un método iterativo para estimar el
méximo verosimil, y aprovecha que la log-verosimilitud de los datos completos (Complete
Data Log-Likelihood, CDLL) es facil de maximizar incluso si la verosimilitud de los datos
observados no lo es. La CDLL es la verosimilitud logaritmica de los parametros de interés
A, basada tanto en los datos observados como en los que no. El algoritmo fue propuesto
por Little y Rubin en 2002 [16] y consta de dos partes:

1. Paso E en el que se calculan las expectativas de los datos no observados dadas unas
observaciones y las estimaciones de los parametros A hasta el momento.

2. Paso M en el que se realiza una maximizacién de la CDLL respecto a los parame-
tros.
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Cuando hablamos de los “datos no observados”, nos referimos a una funcién de los
datos no observados que aparecerd en el calculo de la CDLL, como dicen Little y Rubin
[16] esta es la idea principal del algoritmo EM.

Baum-Welch

El algoritmo de Baum-Welch es un caso particular del algoritmo EM especifico para los
modelos ocultos de Markov. Como el objetivo principal es maximizar la CDLL, haremos
uso de las probabilidades forward (3.4.6) y backward (3.4.19). Adicionalmente, haremos
uso de las probabilidades ~ definidas en (3.4.10) y también tendremos que definir las
probabilidades &:

&(i,5) = P(X® = 5, XD = 5|0, \) (3.4.16)

& (i, 7) es la probabilidad de estar en el estado s; en el instante ¢ y en el instante ¢ + 1
estar en el estado s;. Podemos expresar graficamente esta probabilidad (Figura 10):

5;
§ {Ot+1) S3
Bre1 () Sn
_
-1 t t+1 t+2

Figura 10: Diagrama que ilustra las operaciones necesarias para calcular la probabilidad
de que el sistema se encuentre en un estado s; en el instante ¢ y en el estado s; en el
instante ¢ + 1

A raiz de la imagen anterior, vemos como se puede escribir esta probabilidad en
funcion de las probabilidades forward y backward:

Lo Oy ( )CLU (OtJrl) ﬁt+1( )
&(i,5) = NES) | (3.4.17)
_ a(7)aijb; (Ori1) Brei (4) : (3.4.18)
Sy Yo aw(i)aiiby (Org) B (4)

a modo de aclaracion, recordemos que la verosimilitud la podiamos escribir en funcién
de las probabilidades forward (3.4.6), también podemos escribir la verosimilitud en funcién
de las probabilidades backward:
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L()\|O) Z ™ B, (3.4.19)

Y también podemos expresar la verosimilitud en funcién de las dos probabilidades
forward y backward como nos ilustra la Figura (10):

L(\| O) =a;3, paracualquier t =1,2,...,T. (3.4.20)

Por ello, el denominador de la ecuacién (3.4.18) dnicamente esta haciendo uso de la
ecuacién anterior (3.4.20) escrito de forma expandida en lugar de forma matricial. Este
denominador L(\ | O) sirve para normalizar £ y que tenga medida 1.

Asimismo podemos relacionar las probabilidades v y &€ de la siguiente forma:

= th(i,j) (3.4.21)

Si sumamos los 7,(i) durante todo el tiempo ¢ (33, 7(i)) obtenemos la cantidad
esperada de veces que se ha visitado el estado s;. De igual forma, si sumamos los &(3, j)
durante todo el tiempo ¢ (Zthl &(i,7)) obtenemos la cantidad esperada de veces del
estado s; al estado s;. Estos dos conceptos nos van a ser utiles a la hora de reestimar los
parametros A del modelo oculto de Markov.

Las etapas del algoritmo EM serédn entonces las siguientes:

1. Paso E: Por cada iteracion del algoritmo calcularemos las estimaciones de las pro-
babilidades v y & dado el vector de observaciones O y los parametros ajustados de
la iteracién anterior A (en la primera iteracién usaremos unos parametros inicializa-

dos?)

2. Paso M: Una vez que hemos calculado los estimadores para v y &, tenemos que
maximizar la CDLL respecto a nuestros pardmetros A = {A, B,r}. Esto implica
encontrar los pardametros 7, A y B. De forma que:

a) 7; sea el nimero de veces que nos encontramos en el estado s; en el instante
inicial, que equivale a 7, (7)

b) a;; sea el nimero de veces que transitamos del estado s; a s;, entre el nimero
total de veces que transitamos desde el estado s;,

Z ft(l 7)
Zt 1 %( )

2Existen varias estrategias a la hora de escoger los valores iniciales de estos parametros, en Hidden
Markov Models for Time Series[36] aconsejan usar estrategias basadas en cuantiles de las observaciones.
Por ejemplo, si el HMM tiene tres estados ocultos usar el primer cuartil, la mediana y el tercer cuartil de
las observaciones. Por otro lado recomienda inicializar la matriz A dando las mismas probabilidades de
transitar entre estados, es decir, que a;; = c con 0 < ¢ <1 para i # j y el resto de valores ajustarlo para
que las filas sumen 1.
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¢) b;(O) sea el niimero de veces que estamos en el estado s; y vemos la observacion
O entre el nimero de veces que estamos en el estado s;. Esta ultima reestima-
cion depende directamente del problema que se esté modelando, es decir, que
si se trata de un HMM de Poisson tendremos unas funciones de distribuciéon
que modelen las observaciones y sera distinto de si tenemos un HMM normal.
En resumen b;(O) seré:

ZTt=1 Y:(7)

s.a. O
T .

Segin Baum et al.[2], si queremos maximizar la CDLL tenemos que maximizar las
siguientes ecuaciones:

a) Z;VZI 7v;(1)log 7; para obtener 7.

b) Zjvzl 25:1 (Z;‘Fﬁ £jk(t)) log v;x para obtener A

c) Zjvzl Zle 7v;(t) log P (Ot|X(t) = sj) para obtener los parametros de las distri-
buciones de emision.

Los resultados de las optimizaciones son las siguientes:

a) m; =;(1).
b)

T

ik =6k D> &)

k=1 t=2

¢) La maximizacién de los pardmetros de las distribuciones de emisién depende
de cada caso particular. En el articulo original de Baum et al. [2] mencio-
nan el ejemplo de una distribucién normal(y, o). Donde los resultados de las
optimizaciones de los parametros son:

~ 23:1 ’Vt(j)ot

ST W G)

52 — ZtT:1 Y:(j) (O — ﬁj)Q
! ZtT:1 Y:(5)

Aunque Baum et al. [2] menciona cémo resolver las optimizaciones del “paso M”,
multiples autores [21] demuestran los resultados obtenidos usando Multiplicadores
de Lagrange.

Como ya hemos mencionado existen varias trabas a la hora de llevar los HMM a la

préctica, entre ellas se encuentra el desbordamiento. Como la verosimilitud esta compuesta
de un producto de probabilidades, es necesario realizar un escalado para evitar que esta
sea cada vez mas pequena y evitar que tienda a 0. Para evitar esto existen dos métodos:
usar logaritmos o factores de escalado para escalar todos los vectores de probabilidad
(forward, backward, 7, £).
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Comencemos discutiendo las ventajas de ambos. En primer lugar, aunque el enfoque
logaritmico es mas rapido y sencillo que el de factores de escalado. No obstante, es més
usado el segundo, especialmente en modelos espacio-estados genéricos (por ejemplo, el al-
goritmo de Filtrado de Kalman usa esta misma idea). La principal fortaleza del algoritmo
es tratar con un mayor conjunto de datos. Esto se debe a que en el enfoque logaritmico
a veces es necesario calcular la probabilidad sin escalar para realizar sumas (por ejem-
plo, al realizar una multiplicacién matricial), consecuentemente nos podremos encontrar
problemas de overflow.

Veamos ahora céomo realizar el escalado usando factores de escalado. La idea es trans-
formar el vector de probabilidades forward de tal forma que en cada iteracion del algorit-
mo, los pesos de a; sumen 1:

N
Z ai (1) =1, para cualquier t =1,2,...,T (3.4.22)
i=1

Para diferenciar las variables escaladas vamos a definir para cada t = 1,2,...,T, el
vector:
Wy

donde w; = Zf\il ay(1) es el peso por el que dividimos para normalizar la suma y
cumplir con (3.4.22) y, C; = 1/w;. Vamos a volver a expresar el vector de probabilidades
forward con los nuevos reescalados, para simplificar las cosas vamos a definir a; que
corresponde al valor antes de ser escalado. Por lo que escribiremos el siguiente problema
recursivo:

1_(")) _ oy ayli) (3.4.24)

Gpp1(7) = m = Crp10u41(1)

En el anexo (seccién 6.1) podemos encontrar una demostracién constructiva de c6mo
se cumple la ecuacién (3.4.23).

Podemos reescribir la verosimilitud L(A | O) como:

LA 0) = Y an(i) = CLT — (3.4.25)

Notese que aunque hayamos solucionado el problema de underflow en las probabili-
dades forward, inicamente hemos trasladado el problema a los factores de escalado C7
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y consecuentemente tenemos un problema de overflow en el calculo de la verosimilitud.
Notese que este problema ocurre porque nuevamente para calcular C7 nos ayudamos del
vector ¢, cuyos valores son menores que 1. Entonces, puesto que Cp = Hrle ¢r, obten-
dremos underflow al calcular Cp. Luego, para calcular la verosimilitud sin preocuparnos
del desbordamiento tomaremos logaritmos en los calculos:

1
log L(A | O) = log(C—T)

1
:1Og( T A>

Cr

TTl
- = 1Og(H éT)

T=1

T
- - Z IOg(éT)
T=1

Por otro lado, para el escalado de las probabilidades backward usaremos implicitamen-
te las mismas variables de escalado C; y ¢; que hemos definido al escalar las probabilidades
forward (3.4.23, 6.1.1). Asimismo, definiremos la variable D, para escalar las variables 3
y conseguir:

Bi(i) = Dyi(i) (3.4.26)

El término D; lo definiremos de la siguiente forma:

T
D, =]]e (3.4.27)
T=t

También podemos relacionar D, con C; de la siguiente forma:

t T T
CyDyyq = H cr H Cr = H ¢y = Crp (3.4.28)
=1 T=t+1 =1

Gracias a la anterior definicién de D; (3.4.27), conseguimos un método recursivo de
calcular las probabilidades backward idéntico al de las probabilidades forward (6.1.1).

Pr(i) = Br(i)

N

Bi(d) = Z a;;b; (O41) Bt+1(i) (3.4.29)

i=1

Bt(l) = Ctﬁ_t(i)

Nétese que con la definicién anterior de 3,(7) (3.4.26) no estamos imponiendo la con-
dicion
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5o Be(i)

(1) = == 3.4.30
pi(2) S o) (3.4.30)

ya que esto ultimo no es cierto pues C; # D;.

Una vez que tenemos & y B podemos calcular unos nuevos valores de v y £ usando
(3.4.23) y (3.4.26):

a(1)ai;b; (Opi1) Brya(4)

&(1,7) = 1\ 0) (3.4.31)
= aulah; (Ou) ) 75 o o (3432
ij t+1) Pe+1(J L(\[0)C, Doy 4.
Y usando Cy Dy = Cp (3.4.28) y que L(A | O) = 2, ap(i) (3.4.6),
L(X | O) Za !
T CT
LA O)-Cr= 1 (3.4.33)
Por lo que la ecuacién 3.4.32 se reescribe como:
606.9) = au(Dagts (Ocnt) fen () 7y o7 2
t\0,]) = O ij t+1) Pt+1\J ()\ | O) Cy Dy
A . 1
= Gu(i)aijb; (Ori) Bria (j )m (usando (3.4.28)) (34.:34)
= Gy(1)aib; (Ory1) Bipa () (usando (3.4.33))
Y ahora usamos la nueva variable & para calcular ~:
N
(i) =Y &, 4)
j=1
L))
= ———— (1) B (i
LA O) (3.4.35)
A N 1 11
= at(Z)ﬁt(Z)maE
Np L
= Gy () (i) —
Ct

Finalmente, el algoritmo de Baum-Welch, independientemente del tipo de escalado,
se resume en:
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Algoritmo 4 Algoritmo de Baum-Welch

Inicializar la verosimilitud L < —oo
for t = 1 hasta max_iteraciones do
alfa < Matriz probabilidades forward segin ecuacién (3.4.4)
beta <— Matriz probabilidades backward segin ecuacion (3.4.8)
zi <— Matriz probabilidades £ segin ecuacién (3.4.18)
gamma < Matriz probabilidades 7 segin ecuacién (3.4.10)
pili] < gammali, 1] para 1 <i < N
for y = 1 hasta N do
for £ =1 hasta N do
Inicializamos la variable auxiliar denom = 0
for t =1 hasta T'— 1 do
alj,i|+= zi[j, t, 1]
denom += gammalj, t|
end for
if denom == 0 then:
alj,i] <0 else
alj,i] /= denom
end if
end for
end for
for : =1 hasta N do
Inicializamos num < 0y den < 0
for t =1 hasta T'— 1 do
num += (gammali, t] x O[t])
den += gammali, t|
end for
muli] <
end for
for i =1 hasta N do
Volvemos a inicializar los valores num < 0y den < 0
for t =1 hasta T'— 1 do
num += gammali,t] x ((O[t] — muli])?)
den += gammali, t]
end for
sigmali] <
end for
Calculamos un nuevo valor de verosimilitud, L’/
if L' — L < precision then:
return L’
end if
L+ L
end for
return L

num
den

T
den

43



3.4. CONSTRUCCION DE LA BIBLIOTECA

Entrenamiento supervisado

El entrenamiento supervisado consistira en estimar la distribucién inicial, las distribu-
ciones de transicion y los parametros de la distribuciéon de emision. Para ilustrar como se
realiza esta estimacion, supondremos que tendremos una variable discreta llamada LABEL
que pertenece al conjunto de datos etiquetados y nos indica el estado del modelo oculto
de Markov en un tiempo t.

Para estimar la distribucion inicial 7 haremos la siguiente proporcion:
[LABEL = i [LABEL = i]

T = = ,conl1 <1< N 3.4.36
Zjil LABEL = j T ( )

Es decir, estimaremos 7 usando la proporcién de estados que pasamos en el estado 7
entre todos los tiempos. Asimismo, estimaremos las probabilidades de transicién de estado
como:

P(|LABEL;,; = O]|[LABEL, = 0]) --- P(|LABEL;,; = N]|[LABEL; = 0])

i P([LABEL;,; = O]|[LABEL; = 1]) --- P(|LABEL;,; = N]|[LABEL; = 1])

P([LABEL,, = (:)]|[LABELt = N]) --- P([LABEL; = ];TH[LABELt = N])
(3.4.37)

La estimacién de la matriz de transicién A se calculard mediante las probabilidades
de transitar al estado i, estando en el estado j en el instante anterior, para cualquier par
de valores 1 < 1,7 < N. Mas concretamente:

L L)+ Lt + 1)
(L) * It + 1))

(3.4.38)

aij =

con k=1,2, ..., N donde I;(t) es la indicatriz del estado i en el tiempo ¢. Es decir:

]i(t) _ 1 S% LABEL; = Z
0 i LABEL; # i

Notese que llegamos hasta el estado T'— 1 porque desde el estado x7 no transitamos
a ningun otro estado. En lenguaje natural, estamos contando las veces que transitamos
del estado z; al estado x; entre todas las posibles transiciones desde el estado x;.

Finalmente, para estimar los parametros de las distribuciones de emision usaremos
estadisticos suficientes. Un estadistico suficiente es una funciéon de los datos que expresa
toda la informacion sobre el parametro 6 que estamos estudiando. En nuestro caso par-
ticular § = {p, 0} de cada distribucién de emisién, es decir, por cada estado tendremos
unos parametros 6 correspondiente a la distribucién de emision.

Para una distribucién normal con media y varianza desconocidas, los estadisticos
suficientes son:
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N
L= 221 O (3.4.39)

N
&= %Z(Oi — p)? (3.4.40)

Gracias a estos estadisticos podemos estimar los parametros, sin necesidad de conocer
la probabilidad de estar en un estado en particular dado una observacion especifica.

3.4.4. Division y evaluacién del conjunto de datos.

Existen dos objetivos principales respecto al uso de un modelo de machine learning:
ajustarlo a un conjunto de observaciones y realizar inferencia. A veces se tiene un tnico
conjunto de datos para entrenar y evaluar el modelo, sin embargo, no seria correcto usar el
mismo conjunto de datos para ambas tareas. Esto es porque el modelo se ha sobreajustado
a los datos usados para el entrenamiento, entonces cuando el modelo intenta estimar los
estados ocultos usando los datos que ya ha visto lo hace con una mayor exactitud y las
métricas que obtenemos son completamente ilusorias.

Es por esto que el método train también ofrece la opcién de realizar una division
del conjunto de datos en un conjunto de entrenamiento y otro de evaluacion. Esta idea
estd pensada fundamentalmente para el entrenamiento supervisado, ya que dispone de
un conjunto de datos etiquetados contra los que podremos comparar las predicciones del
modelo. Asimismo, existe la posibilidad de entrenar el modelo mediante un algoritmo no
supervisado, pero anadir este conjunto de datos etiquetados para evaluar el modelo. En
ese caso, si nos interesara poder dividir el conjunto de datos principal entre entrenamiento
y evaluacion.

Aunque el tamano de la divisién suele depender del problema en cuestion, la division
suele ser 80 % para el conjunto de entrenamiento y 20 % para el conjunto de prueba. No
obstante, es importante notar que esta divisién del conjunto de datos no se debe hacer
bruscamente, partiendo el conjunto de datos por el percentil ochenta. De esta forma
podriamos obtener valores en las métricas de evaluaciéon que no se corresponden con el
valor real de la poblacién. Para resolver este problema se aplica una técnica llamada
cross-validation.

Cross-validation consiste en dividir el conjunto de datos en multiples subconjuntos,
conocidos como “pliegues” (fold). El algoritmo recibe el nombre de k-fold cross-validation
ya que divide el conjunto de datos en k pliegues® de aproximadamente igual tamano. Lue-
go, se realiza el entrenamiento y la evaluacién del modelo k veces, una por cada pliegue.
Entonces en cada iteracion se selecciona un pliegue que serd usado para la evaluacion y
el resto de subconjuntos se usaran para el entrenamiento. De esta forma, calcularemos
el valor de la métrica real usando una media ponderada de los valores de cada evalua-
cién evaluados en cada etapa del algoritmo. Asi aunque el entrenamiento y la evaluacion

3Se suele usar k = 5 o k = 10, no obstante, depende del problema que se esté tratando. También
existe un caso extremo con k = N siendo N el nimero de registros del conjunto de datos. Este sistema
leave-one-out, es muy costoso computacionalmente pero ayuda a valorar cémo se comporta el modelo
ante un tunico caso.
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del modelo sea k veces mas complejo, se obtendra una seleccién mas precisa de los hi-
perparametros del modelo, ya que este algoritmo permite evaluar cémo se generaliza el
modelo a diferentes subconjuntos de los datos.

Existen dos ventajas claras de este procedimiento: en primer lugar cada pliegue es
sometido a prueba por lo que el resultado de la métrica realmente recoge cada una de
las entradas del conjunto de datos, mientras que la divisiéon anterior por el percentil
ochenta, unicamente recogia el veinte porciento restante. Por otro lado, reducimos la
varianza del resultado ya que, sobretodo en conjuntos de datos pequenos (menos de mil
registros), al dividir el conjunto de datos y apartar un subconjunto para pruebas, estamos
retirando parte de informacién sobre la poblacion que luego se reflejara directamente en la
etapa de evaluacién del modelo. Asimismo, si usamos todos los datos para entrenamiento
reduciremos la varianza de la métrica ya que siempre incluiremos todos los registros del
conjunto de datos principal.

Hay que recalcar, que existen situaciones en las que los datos estan correlacionados.
Por ejemplo, en el problema que nos ocupa (seccién 4) tratamos con una serie temporal
donde no podemos hacer esta divisién aleatoria, ya que los datos presentan un orden
temporal. Por ello, antes de dividir los datos y aplicar cross-validation hay que cerciorarse
que se incluye el orden de los datos en la divisién, asi no evaluamos un modelo usando
datos de instantes temporales anteriores a los que se han usado para entrenarlo. Para
abordar este problema, existen varias técnicas de validacién cruzada especificas para series
temporales, entre las que destacan: la validacion cruzada progresiva y la validacién cruzada
en bloque.

La validacion cruzada progresiva consiste en dividir el conjunto de datos principal en
bloques de entrenamiento y prueba de manera secuencial. En cada iteracién, se utiliza
una ventana temporal para definir el conjunto de entrenamiento y el conjunto de prueba
a continuacién. De esta manera, se garantiza que el conjunto de prueba siempre esté en
el futuro del conjunto de entrenamiento.

Data

Train Test

{—c.‘_

Train Test ]

Test

Train Test

| N—

Train

- <

Figura 11: [26] Imagen que ilustra el proceso de validacién cruzada progresiva.

Sin embargo, esto puede introducir informacién en el modelo que ya se ha visto, por
lo tanto el modelo los memorizara. Para evitar esto, se introdujo la validacién cruzada en
bloque. Funciona cogiendo bloques de igual tamano a lo largo del tiempo, cerciordndose
que el subconjunto de prueba queda en una ventana temporal posterior al conjunto de
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entrenamiento. Para que trabajemos con todos los datos, la siguiente tanda empezara en
el conjunto de prueba anterior.

BlockingTimeSeriesSplit

o4 M
1- — |
5
S 2 o
o
U
O 3 R
4 [ .
0 200 400 e00 800 1000

Sample index

Figura 12: [26] Imagen que ilustra el proceso de validacién cruzada en bloque.

Una vez explicado el proceso de division de los datos, podemos proceder a comprender
como debemos evaluar las predicciones. Para ello hay que introducir nuevos conceptos
como matriz de confusion, funciones de pérdida y métricas de evaluacion.

En primer lugar, cuando tratamos con modelos de prediccién binaria, como en el
caso que trataremos al final del trabajo, podemos distinguir cuatro resultados: Un falso
positivo (FP), que indica que se predice la existencia de un suceso cuando en realidad no
lo hay, un verdadero positivo (TP), que indica que se predice correctamente un suceso,
asimismo, podemos tener un falso negativo (FN), que indica que se predice que no ocurre
un suceso cuando en realidad si y un verdadero negativo (TN), que indica que se predice
correctamente que no ocurre un suceso.

Predicciones
Poblacién total = P + N Positivos (PP) Negativos (PN)
Estados Positivos (P) Verdadero Positivo (TP) Falso Negativo (FN)
Actuales Negativos (N) Falso Positivo (FP) Verdadero Negativo (TN)

Tabla 3: Matriz de confusion con los posibles tipos de resultados obtenidos en una clasi-
ficacién binaria.

Estos conceptos se recogen bajo el nombre de test de diagndstico ya que la predicciéon
se puede interpretar como un diagnéstico de la situacion. Existen dos casos en los que
fallamos al hacer un diagnéstico, los falsos positivos (FP) y los falsos negativos (FN).
Dependiendo del problema real que estemos modelando nos interesa minimizar un error
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u otro. Por ejemplo, en el caso de un modelo que trata de predecir enfermedades, es
preferible minimizar los falsos negativos para asegurar que un mayor nimero de personas
sean diagnosticadas y reciban tratamiento. Por otro lado, en el caso de un modelo que
predice el spam del correo, es preferible minimizar los falsos positivos para no eliminar
correos importantes.

Adicionalmente, estos resultados obtenidos de la clasificaciéon binaria son la base de
otros conceptos esenciales para caracterizar el modelo y que posteriormente se usan en
las métricas de evaluaciéon del modelo. Algunos conceptos importantes son los siguientes:
la sensibilidad del modelo indica la capacidad del modelo de acertar marcando los casos
positivos en proporcién con todos los casos que han senialado como positivos, es decir, se
calcula SEN = TP/(TP+FN). La especificidad mide la capacidad del modelo de senalar
casos negativos aquellos que no lo son en proporcién con los casos negativos marcados
correctamente, se calcula ESP = TN/(FP+TN). La precisién mide la capacidad del
modelo de marcar correctamente los positivos sobre el total de positivos, PRECISION =
TP/(TP + FP). Los casos positivos también se llaman relevantes, por ello, la precisién se
puede definir también como la fracciéon de las instancias recuperadas que son relevantes y
la sensibilidad la fraccién de instancias relevantes que han sido correctamente recuperadas
[33]. La exactitud mide la capacidad del modelo de acercarse a los valores reales, ACC
= (TP + TN)/(P + N). No obstante, como hemos mencionado anteriormente, no nos
podemos limitar a minimizar la exactitud del modelo ya que podremos tener un exceso
de falsos positivos o falsos negativos y que nos interese conseguir el mejor balance posible,
es por esto que surgen las métricas de evaluacion del modelo.

Entre las métricas de evaluacion hay que destacar dos: el F-score nos ayuda a mejorar
la exactitud del modelo variando la precision y la sensibilidad del modelo.

PRECISION - SENSIBILIDAD

_ 2 .
Fp = (1+3%) (82 - PRECISION ) + SENSIBILIDAD

(3.4.41)
También se puede escribir en funciéon de los valores de la matriz de confusion:

o (14 p5%)- TP
7 (1+p)- TP +4%- FN + FP

(3.4.42)

Generalmente se suelen usar los valores =1, 3 =2y = 0,5. El F} (3.4.43) (f =1)
se emplea en casos donde los falsos positivos reciben igual peso que los falsos negativos.
Se calcula mediante una media armoénica de la precisiéon y la sensibilidad. Sin embargo
con la métrica F, demos una mayor importancia a la sensibilidad del modelo consiguiendo
reducir la cantidad de falsos negativos. Mientras que la métrica F( 5 de otorga un mayor
peso a la precision del modelo logrando disminuir los falsos positivos.

o 2. PRECISION - SENSIBILIDAD 2TP
'™ "PRECISION + SENSIBILIDAD  2TP + FP + FN’

(3.4.43)

Por dltimo, nétese que la métrica F-score no incluye los verdaderos negativos (TN)
por ello en la préctica se suelen usar otras métricas como la k de Cohen (3.4.44). Esta
métrica incluye la posibilidad de acierto en las predicciones por azar.

2 x (TP - TN — FN - FP)
K = (3.4.44)
(TP + FP) - (FP + TN) + (TP + FN) - (FN + TN)
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El método train también devuelve la verosimilitud del modelo entrenado y en caso
de que se le pasen los valores de los estados, se devolvera la métrica F-score.

Por otro lado, también se suele usar la curva de caracteristicas operativas del receptor,
Receiver operating characteristic (ROC). Esta curva se crea al comparar la tasa de ver-
daderos positivos (sensibilidad) frente a la tasa de falsos positivos. El objetivo al trabajar
con esta métrica es maximizar el drea bajo la curva (AUC) que toma valores entre 0 y 1,
siendo 1 el valor 6ptimo que indica un modelo perfecto que clasifica todas las instancias
correctamente. En otras palabras, AUC mide la capacidad del modelo de clasificacion para
distinguir entre instancias positivas y negativas, pero a diferencia de F-score, la métrica
AUC no minimiza directamente los falsos positivos o falsos negativos.

Otra forma de medir la calidad de la prediccion es mediante el uso de funciones de
pérdida. Estas funciones de pérdida nos aportan una medida cuantitativa a la hoja de
calcular el error que hemos hecho en nuestra prediccién. A continuacion mencionaremos
la més significativa en las clasificaciones binarias®.

» Cross-Entropy binario (BCE): Mide la discrepancia entre las predicciones binarias
obtenidas de la salida del modelo y los valores reales. En otras palabras, mide la
diferencia entre la probabilidad predicha de que una muestra pertenezca a la clase
positiva y la probabilidad real de que pertenezca a esa clase.

BCE(y, p(s)) = —ylog(p(s)) — (1 — y)log(1 — p(s))

Donde y es el valor real, en nuestro caso NBER, y p(s) es la probabilidad predicha
por el modelo de que el resultado sea la clase positiva. No obstante, en este caso
tratado tenemos un conjunto de datos, por lo que la funciéon de pérdida global sera

n

BOE = —— Y [yslog(pls)) + (1 - ) log(1 —p(ss))]  (3:445)

i=1

La funcion de pérdida es igual a cero si el modelo predice la etiqueta correcta con
una probabilidad del 100% y a medida que la probabilidad predicha se aleja del
valor real, la pérdida aumenta.

Hay que mencionar que generalmente usaremos las funciones de pérdida para calcular
la tasa de error que cometemos en las probabilidades de transicion o en los parametros de
la distribucion de emision, que afectan de manera implicita a las predicciones del modelo,
en lugar de medir directamente la precision de las predicciones. Luego usaremos los valores
de las funciones de pérdida para buscar los valores 6ptimos de los parametros. Y por otro
lado, las métricas las usaremos para conocer la calidad del modelo.

4Fl universo de las funciones de pérdida es gigantesco y para cada problema que queremos mode-
lar existen multiples alternativas a escoger. Por ejemplo, para problemas de regresion existen el error
cuadratico o el error absoluto. No obstante, la magia de crear un modelo que devuelva un mejor resultado
reside en elegir una funcién de pérdida que aumente las fortalezas del modelo y disminuya las debilidades
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3.4.5. Consideraciones adicionales

A raiz de estos conocimientos basicos existen una miriada de variaciones que con
la practica ayudan a perfeccionar las estructuras del modelo oculto de Markov elegido
para resolver un problema, algunos destacables son los HMM autorregresivos, los HMM
condicionalmente aleatorios, HMM con transiciones nulas o Tied-HMM.

Ademas existen algunas cuestiones que no hemos desarrollado a lo largo de este apar-
tado, por ejemplo, qué hacer cuando tenemos multiples observaciones, cuando tenemos
datos erréneos o no tenemos suficientes datos para entrenar el modelo. Todas estas son
cuestiones que quedan fuera del ambito de este trabajo.

Seleccién de modelos.

Antes de comenzar con el ejemplo préactico, es necesario comentar que en los modelos
de mixturas y en particular en los HMM, el aumento del nimero de estados conlleva un
ajuste del modelo (hablamos de un ajuste en la verosimilitud). Pero a su vez pagamos
un precio por ello, aumentando del nimero de parametros al cuadrado. Por ello surgen
algunos criterios para seleccionar la cantidad de estados que tiene el modelo.

En HMM existen dos técnicas de seleccién del nimero de estados de un modelo oculto
de Markov segtn Langrock et al.[36]. Por un lado Akaike information criterion (AIC) sigue
un enfoque frecuentista a la hora de resolver este problema. La légica es que se asume
un vector de observaciones O, O,, ..., On que fueron generados por un modelo “bueno” f
desconocido y ahora con esas observaciones se ajustan dos familias de modelos {g; € G}
y {g2 € G2}. Entonces el objetivo es conocer cudl de las dos familias tiene una menor
discrepancia con respecto a f, sin embargo al ser f desconocido debemos calcular las
esperanzas de estas discrepancias E; (A (f,91)) y Ef (A (f,92)). Los precursores, Linhart
y Zucchini [15], usaron la discrepancia la divergencia K-L para acunar el método de
seleccién de modelo AIC:

AIC = —2log L + 2p

El método intenta establecer una balanza entre la calidad del ajuste del modelo,
usando la log-verosimilitud, L, y la cantidad de parametros p que tiene el modelo. El
modelo HMM con el valor AIC més bajo se considera el mejor modelo, ya que proporciona
el mejor equilibrio entre el ajuste de los datos y la complejidad del modelo.

Por otro lado, el enfoque bayesiano conocido como criterio de informacién bayesiano
(BIC), consiste en establecer una probabilidades a priori P(f € G1) y P(f € Gs) para
calcular las probabilidades a posteriori P(f € Gi|z™) y P(f € Gy|z™).

BIC = —2log L+ p-logT

donde T es el ntimero de observaciones, en este caso si T > exp? existe una mayor
penalizacién a la hora de aumentar el nimero de parametros p.
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3.5. Limites de la aplicacién y como ampliarla

Aunque la soluciéon propuesta esta enfocada a la generalidad, es dificil cubrir todos
los casos de uso en los que se podria aplicar un modelo oculto de Markov. Por ello, en
la siguiente seccion vamos a discutir algunas de las limitaciones de la solucién y cémo se
puede ampliar esta para cubrirlas.

En primer lugar, como ya se ha mencionado, tinicamente se ha construido un modelo
oculto de Markov en el que las distribuciones de emision son distribuciones normales.
Entonces, si se quiere crear un modelo oculto de Markov cuya distribucién de emision
sea distinta a una distribucién normal, por ejemplo Poisson, habrd que crear una clase
llamada PoissonHMM similar a las clases CategoricalHMM y NormalHMM. Ademds habra
que sobreescribir los métodos especificos que varfan para cada distribucién (label_train,
initialize_parameters, conditional_dist, log_train_baum welch, train_baum welch
y forecast_dist) ademds de cambiar las distribuciones para cada estado (el pardmetro
distributions), para esto ultimo nos podremos apoyar en el médulo Distributions
de la biblioteca TensorflowProbability que implementa las caracteristicas bésicas de
muchas distribuciones de probabilidad.

Por otro lado, en la implementacion considerada tendremos una distribucién por cada
estado de la cadena oculta de Markov y esta distribucion no cambiaré con el tiempo. Esta
solucién, conocida como Switching Markov Model es interesante para modelar situaciones
en la que existe una autocorrelacién en los datos. En el anexo (seccién 6.2) se desarro-
lla este concepto en detalle y su implementacién pasa nuevamente por crear una clase
ArHMM que herede de HMM. En este sentido, existen una infinidad de modificaciones que
se le pueden realizar al modelo oculto de Markov, como tener varias cadenas ocultas de
Markov o tener cadenas de Markov de orden superior (cadenas que en lugar de depender
unicamente del estado anterior, dependen de n estados anteriores).

También, existe otra limitacién en relacion con la cadena oculta de Markov del HMM.
Esta cadena tiene que ser discreta, sin embargo a veces puede ser util modelar procesos
estocasticos de tiempo continuo. Por ello, se podria transformar la implementaciéon del
modelo oculto de Markov a un modelo espacio-estado mas general. En este caso, la solucion
realizada tendria que cambiar por completo, ya que los cédlculos de las probabilidades
cambiarian completamente.

Finalmente, algo mas concreto de esta implementacion es la division del conjunto de
datos. Como ya hemos comentado en la seccién 3.4.4, normalmente se evaltia el modelo
usando cross-validation, pero en la implementacion actual se ha dividido el conjunto
de datos respetando el orden. El motivo es que al no haber identificado los modelos
cuyas observaciones tienen una correlacion, al variar el orden la perderiamos y el modelo
produciria valores incorrectos.
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Capitulo 4

Caso de uso: Modelo de prediccion
de recesiones economicas.

Como hemos avanzado en la introduccién del trabajo, vamos a aplicar la teoria vista
en el apartado anterior sobre modelos ocultos de Markov, para modelar la evolucién de
la economia estadounidense e intentar prever una recesion. El objetivo de la siguiente
seccion es mostrar una aplicacién practica de los modelos ocultos de Markov haciendo uso
de la biblioteca creada anteriormente.

A modo de resumen, en este capitulo compararemos varios modos de entrenamiento
y veremos sus resultados. Por un lado los entrenamientos supervisado y no supervisado
implementados en la biblioteca (seccién 3.4.3 y seccién 3.4.3) y por otro, entrenamientos
realizados utilizando la biblioteca TensorflowProbability (TFP):

Superv1sa(.10 V.S. Desarroll'ador Me.todol ('le Escalado Tabla Identificador
no supervisado | del algoritmo | estimacion
Maximiza la
log- NOHAY | Tabla6 TFP log-
TFP imilitud verosimilitud
Usando NBER Ve}f/j’,s‘?m,l z
(SUPERVISADO) Elcn;:]za NOHAY | Tabla6 BCE
Propio Estima llallog- NO HAY Tabla 6 Estadllstlcos
verosmilitud Suficientes
TFP NO HAY NO HAY NO HAY NO HAY
Baum-Welch
Factor de
lad Tabla 8 factor
Sin NBER (NO Baum-Welch| ©5¢2ado escalado
SUPERVISADO) Propio con datos
escalados Escalado Baum-Welch
. Tabla 8 escalado
logaritmico po
logaritmico

Tabla 4: Tabla resumen con los algoritmos de entrenamiento implementados, indican-
do si el entrenamiento es supervisado o no supervisado, el desarrollador del algoritmo
(TensorflowProbability o cédigo propio), la tabla en la que aparecen las métricas de
evaluacién Fl-score y F2-score y el identificador usado en el trabajo.
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4.1. DATOS

4.1. Datos

A continuacion comentaremos el tratamiento necesario de los datos. Para este trabajo
no serd necesario extraer datos de una fuente externa, sino que se consideraran ya inte-
grados en el problema. Mas concretamente, los datos estaran ya guardados en una tabla
de Ezcel. Por lo tanto, inicamente realizaremos la etapa de transformacion de los datos.

4.1.1. Descripcién y analisis del conjunto de datos.

El conjunto de datos original, contiene el producto interior bruto (PIB) de Estados
Unidos en billones de délares americanos, la fecha en la que se registré ese producto
interior bruto (Date), y una variable de control (NBER). En concreto, tendremos cuatro
registros de datos al afio, uno por cada trimestre desde 1947, enumerados de la siguiente
forma:

Date GDP NBER
0 19471 2034.450 0
1 1947.2 2029.024 0
2 1947.3 2024.834 0
3 19474 2056.508 0

4 19481 2087.442 0

Figura 13: Primeros cinco registros temporales de los datos originales de producto interior
bruto.

Para poder considerar la serie del producto interior bruto a lo largo del tiempo, es
necesario que la distancia entre los indices sea la misma. Es decir, que para cuales quiera
indices temporales ¢ = 1,2,...,T, Date(t;;1) — Date(t;) = 1/4 sea constante y no exista
una mayor distancia entre el ultimo trimestre y el primero del ano siguiente. Por lo tanto,
transformaremos los indices temporales al formato “ano.fraccion” donde “fraccion” es
la fraccion del ano correspondiente al trimestre. De esta manera, se logra una distancia
temporal constante entre los indices.

Date GDP NBER
0 1947.25 2034.450 0
1 1247.50 2029.024 0
2 194775 2024.834 0
3 1948.00 2056.508 0

4 1948.25 2087.442 0

Figura 14: Primeros cinco registros temporales de los datos con los tiempos modificados.

Ahora podemos dibujar la grafica que sigue la evolucion del producto interior bruto
respecto del tiempo (Figura 17). Como vemos hay una tendencia alcista, con algunos
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momentos en los que la economia americana se ha resentido un poco. La principal razon
por la que el producto interior bruto de los paises crece es porque vivimos en una economia
capitalista que promueve un répido avance tecnolégico[27], pero existen otras multiples
razones que influyen en la variacién del PIB como puede ser el crecimiento de la poblacion
o politicas gubernamentales|6][34].

20000 1

15000

10000

PIB EEUU (Billones)

5000

1950 1960 1970 1980 1990 2000 2010 2020
Tiempo

Figura 15: Crecimiento del producto interior bruto estadounidense con respecto del tiem-
po.

No obstante, en nuestro modelo queremos capturar el estado del mercado, si nos en-
contramos en un periodo de crecimiento o de recesion, por ello si consideramos la variacion
del PIB en cada trimestre podremos ver una posible segregacién en dos estados. Al fin y
al cabo, si consideramos la variacion veremos la volatilidad y la tendencia de los iltimos
trimestres y esto nos va a ayudar directamente a identificar mejor si estamos en una rece-
sion. Como hemos visto en la introduccién, la economia tiene un comportamiento ciclico
en el que existe un periodo de expansién donde la variacién sera positiva, luego tendre-
mos un maximo de crecimiento antes del periodo de contraccion, en el cual veremos una
variacion cercana a cero y finalmente en las recesiones tendremos una variacién negativa.

Como el crecimiento de la economia es exponencial (y crece, al menos, al ritmo de la
inflacién), es decir que si aumenta el PIB un 2%, lo hace respecto al tltimo valor, y asf
sucesivamente. Esto se conoce como tasa de crecimiento continuo , y nos ayuda a medir
el cambio de una variable, en este caso el PIB, en relacion con el tiempo.

tasa = (In(Oy11) — In(Oy;)) - 100 (4.1.1)

Guardaremos este valor en la variable Change. Como para el valor ¢y, no existe una
variacién, simplemente lo inicializaremos a 0.
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Date GDP Change NBER
0 194725 2034450 0.000000 0
1 194750 2029.024 -0.267062 0
2 194775 2024.834 -0.206717 0
3 1948.00 Z2056.508 1.552168 0
4 194825 2087.442 1492999 0

Figura 16: Primeros cinco registros de los datos que se usardn para predecir los estados
de crecimiento o recesion.

Gréficamente, vemos la variacién de la siguiente forma (Figura 17):
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Figura 17: Variacién logaritmica del producto interior bruto .

Finalmente, hay que mencionar que para este problema disponemos de los tiempos
en los que ha habido una recesién. Guardamos en la variable NBER el valor 1 si existe
recesion y 0 en caso contrario. Gracias a esto, podremos realizar también un entrenamiento
supervisado.

Es evidente que este etiquetado lo podemos hacer tinicamente a posteriori, ya que no
existe una forma de predecir con exactitud si en cinco anos habré una recesién. Gracias a
esta variable NBER podemos ver graficamente (Figura 18) en qué momentos se produjeron
estas recesiones:
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ECONOMICAS.
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Figura 18: Variacién logaritmica del producto interior bruto con los intervalos de recesion
marcados en rojo.

4.2. Construccion del HMM

En esta seccion construiremos gradualmente el modelo oculto de Markov para predecir
si existe una recesién en la economia o no. Para ello, utilizaremos los fundamentos teéricos
que hemos establecido previamente sobre los modelos de mixturas y los modelos ocultos
de Markov. Empezaremos prestando atencién a la variable cambio, definiremos los estados
ocultos y observables, y luego trataremos de usar los métodos definidos previamente para
estimar los parametros.

4.2.1. Identificacién de la cantidad de estados ocultos.

En primer lugar, partiremos de la suposicion de que la variabilidad se distribuye de
forma normal con media i y desviacién tipica o, esta asuncion es bastante acertada ya
que en general los modelos financieros y autorregresivos sufren de curtsosis, es decir, existe
un punto de la funcién de densidad con excesivo achatamiento y concentracion de valores.
Otras distribuciones como la distribucion t-student podrian ser buenas opciones también.
En la siguiente grifica podemos ver un histograma que incluye ambos estados (Figura
19).
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Figura 19: Histograma con la variacién del PIB en todos los instantes del estudio. Ademas
se ajusta una distribucion normal con la media y varianza muestral.

Puesto que el objetivo es identificar si existe una recesiéon o no, nos centraremos en
construir un modelo oculto de Markov con dos estados ocultos de tal forma que cada
estado oculto emite un valor que distribuye normal(yu;, 0;), segin i = 0 (no recesion),
i =1 (recesién). Esto implica que tendremos un modelo de mixtura con dos distribuciones
normales que traten de ajustar la doble moda que existe en el histograma anterior (Figura
19). Una primera aproximacién para ajustar las dos distribuciones normales, aprovechando
que tenemos datos supervisados, podria ser estimar los parametros de una distribucion
normal (usando media y varianza muestral) con los valores en los que NBER(t;) = 0, y
por otro ajustar otra distribuciéon normal cuyos valores sea NBER(Z;) = 1. Obteniendo el
siguiente resultado (Figura 20):
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Figura 20: Histograma con la variacién del PIB en todos los instantes del estudio. En este
caso se ajustan dos distribuciones.

Como podemos observar, este enfoque es bastante equivocado y no concuerda real-
mente con las variaciones observadas en el histograma. Esto puede ser por multiples
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motivos: en primer lugar, como es normal, los estados marcados como “estado de rece-
sion” (NBER(#;) = 1) son estados en los que existe una variacién negativa o pequeia con
respecto al tiempo anterior. Esto se puede observar en la Figura 18, en el que la mayoria
de instantes en el tiempo marcados en rojo se sitiian en minimos locales y en valores nega-
tivos. Sin embargo, la realidad es que los estados de recesién ocurren con cierto retraso, es
decir, existe un paso previo a una recesion en el que la economia se llega a ralentizar pero
no entra en recesién. Estos estados, ain marcados como (NBER(t;) = 0) podrian perfecta-
mente pertenecer a un tercer estado en el que no existe un crecimiento. En cualquier caso,
nuestra aproximacién no incluye en ningun caso estos estados dudosos como “estados de
recesion”. Otro motivo podria ser que inicamente tenemos una secuencia de cambios, es
decir, no tenemos un conjunto de datos infinitos de toda la evolucion del PIB durante la
existencia del ser humano y de tiempos futuros. Por ello, la estimacién serd a lo sumo
como los datos del estudio.

Por ultimo, existe una forma de medir la bondad del ajuste realizando un diagnostico
del modelo o GoF Test (Goodness of Fit Test). Medir la bondad del ajuste implica ver
las diferencias existentes entre los valores observados (Change(t;)) y la normal(u, o) que
es como suponemos que se distribuyen las variables. En concreto, podriamos realizar un
Kolmogorov-Smirnov Test (KS Test) para validar que en efecto, las variaciones siguen
una distribucién normal. Este test mide la distancia vertical entre los datos, es decir
para instante ¢; con i = 1,2, ..., T, comparamos el valor de Change(t;) con el valor de la
distribucién normal(yu, o) de la siguiente forma:

D = sup |F(z) — Change, ()| (4.2.1)

donde F'(z) es la normal(u, o). Visualmente calculamos los siguientes valores para
ambos casos, cuando hay recesion y cuando no la hay.

Funcién de densidad de la variacion Density Function of Change
| (0.80, 0.84) (-0.25, 0.56)
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0.3 0.2
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Variacion con NBER = 0 Variacién con NBER = 1

Figura 21: Distancias entre las funciones de densidad y el histograma para cada uno de
los casos, cuando existe recesién y cuando no la hay.

A raiz de lo anterior podemos hacer un test de hipétesis nula rechazando la hipdtesis
principal si el valor D de (4.2.1) supera el valor critico.
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KSTest (NBER = 0): KstestResult(statistic=0.4790713135083996,
pvalue=1.6290603683426422e-29, statistic_location
=0.09388324015880606, statistic_sign=-1)

2| KSTest (NBER = 1): KstestResult(statistic=0.6976744186046512,

pvalue=1.7945884348739528e-18, statistic_location

=-0.11891779649300105, statistic_sign=1)

Listado de cédigo 4.1: Resultado de realizar el KS test.

No obstante, al ser datos en el tiempo, existe una autocorrelacién en los datos, y por
lo tanto hacer un GoF no seria del todo correcto ya que este asume que los datos son
independientes e idénticamente distribuidos. Asimismo, como los datos estan autocorre-
lacionados los resultados obtenidos 4.1 estan sesgados y por lo tanto hemos obtenido un
p-valor incorrecto.

En este caso, tendria mas sentido evaluar el ajuste del modelo utilizando los residuos
para verificar su capacidad de representar los datos. Esta evaluacion se llevara a cabo
después de entrenar el modelo oculto de Markov para determinar cual de todos los modelos
se ajusta mejor a los datos.

4.2.2. Estimacién de los parametros del HMM.

Ahora vamos a proceder a construir el modelo oculto de Markov, definiendo los dos
estados ocultos existentes, el vector de probabilidades iniciales, la matriz de transicién de
estados y la matriz de emision de probabilidades. En las siguientes secciones trataremos
los dos algoritmos implementados en la solucion: el algoritmo supervisado y el algoritmo
de Baum-Welch.

Enfoque Supervisado

El aprendizaje de un modelo oculto de Markov no suele ser supervisado ya que el valor
del estado oculto no suele observarse en la vida real, la biblioteca implementa un método
de entrenamiento supervisado. En este caso, haremos uso de los datos de la variable NBER.
Posteriormente, compararemos este modelo con otros entrenados usando el algoritmo de
Baum-Welch (Seccién 3.4.3).

El algoritmo estima las probabilidades iniciales, la matriz de transicion y los parame-
tros de las distribuciones de emisién haciendo uso de las ecuaciones mencionadas anterior-
mente (3.4.36, 3.4.37, 3.4.39 y 3.4.40). Ejecutando el entrenamiento utilizando el 70 % de
los datos para entrenar y evaluando el 30 % restante con las métricas F)-score y Fy-score,
obtenemos:

Fl-score: 0.8421
F2-score: 0.7692

Listado de cédigo 4.2: Resultado de evaluar el modelo cuyos parametros se han estimado
con estadisticos suficientes usando la métrica Fi-score y Fy-score.
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Podemos hacer una prediccién del conjunto de datos completo, y aunque el modelo
ya conozca el 70 % de los datos, graficamente vemos (Figura 22) c6mo comete algunos
errores:

Variacion de estados respecto del tiempo
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Figura 22: Grafica con la evolucién del PIB con respecto del tiempo. Los colores indican
la variacién de los estados latentes tanto predichos por el modelo (color verde) como

etiquetados por la variable NBER (color rojo). Esta cadena es la mas probable con una
probabilidad de 2,0173 e—218.

A continuacién podemos ver (Tabla 5) la matriz de confusion con los aciertos y los
errores en la prediccién anterior (Figura 22):

Predicciones
Poblacién total = P + N | Positivos (PP) | Negativos (PN)
Estados Positivos (P) 256 3
Actuales Negativos (N) 9 34

Tabla 5: Matriz de confusién con los resultados de la clasificacién binaria. De los 302
instantes de tiempo, se han predecido correctamente 34 recesiones, 256 casos en los que
no habia recesién, y hemos cometido 9 falsos positivos y 3 falsos negativos.

Antes de proceder al siguiente enfoque, hay que mencionar que TensorFlowProbability
nos ofrece la posibilidad de entrenar los parametros de las distribuciones de emisién usando
un optimizador de la clase tensorflow.optimizers, en concreto usaremos el optimizador
ADAM (Adaptive Moment Estimation)[29].

Como en este enfoque supervisado estamos haciendo uso de las etiquetas, podemos
llevar a cabo dos optimizaciones: en la primera optimizacion estableceremos como funcion
objetivo la log-verosimilitud y realizaremos 100 iteraciones del algoritmo de optimizacion
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tratando de minimizarla e intentando unos parametros que mejoren las predicciones. Por
otro lado, podemos hacer una optimizacién minimizando la funcién de pérdida cross-
entropy binaria con el optimizador ADAM.
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Figura 23: El grafico de la izquierda representa graficamente el proceso de optimizacién de
la verosimilitud, mientras que el grafico de la derecha muestra el proceso de optimizacion
de la minimizacion de la métrica BCE.

A continuacién se muestra una comparativa de los tres métodos usados (Tabla 6):

Estadisticos suficientes | TFP log-verosimilitud | BCE
Media [1.1152, -0.52 | [1.1593, -0.2519] [0.973 , -0.9249]
Desv. Est. | [0.8192, 0.8594] [0.8164 , 0.9048] [0.5996, 0.9398 ]

Tabla 6: Comparacién entre los tres modelos creados, el primero estima los parametros de
las distribuciones de emisién (u y o) usando los estadisticos suficientes (3.4.39, 3.4.40), el
segundo calcula la optimizacién de la log-verosimilitud para buscar los parametros éptimos
y el tercero calcula la optimizacion de la métrica cross-entropy binaria para obtener los
parametros 6ptimos.

Como vemos en la Tabla 7, los resultados obtenidos tras la optimizacion de los parame-
tros usando la log-verosimilitud son casi idénticos al modelo que hace uso de estadisticos
suficientes para estimar los parametros. Mientras que la opcion que trata de optimizar la
métrica cross-entropy binaria no consigue tan buenos resultados. Esto se puede deber a
que al usar directamente las etiquetas para conseguir unos parametros que ajusten mejor
el modelo a los datos, el modelo termina sobre-ajustando al 70 % del conjunto de datos y
por tanto, cuando va a evaluar el 30 % restante no reproduce los datos con la misma pre-
cision. Para resolver este sobre ajustes se pueden usar técnicas como la validacién cruzada
progresiva y otras que veremos en la seccion de trabajos futuros.

62



CAPITULO 4. CASO DE USO: MODELO DE PREDICCION DE RECESIONES
ECONOMICAS.

Estadisticos suficientes | TFP log-verosimilitud | BCE
Fl-score | 0.8421 0.8421 0.7273
F2-score | 0.7692 0.7692 0.7273

Tabla 7: La tabla muestra la diferencia de las métricas F1-score y F2-score entre los tres
modelos creados. Los tres modelos usan un apredizaje supervisado.

Enfoque Baum-Welch

El siguiente enfoque que adoptaremos para estimar los parametros del modelo es el
algoritmo de maximizacion de las expectativas que vimos en la seccién (3.4.3). A diferencia
del apartado anterior, en este caso no haremos uso de las etiquetas NBER salvo para calcular
la calidad de las predicciones. Como hemos comentado, este es un enfoque que se aproxima
mas a la realidad pues normalmente no disponemos de los datos etiquetados.

Ahora llamamos al método train indicando que queremos entrenar el modelo usando
el algoritmo de Baum-Welch.

Estadisticos Suficientes Baum-Welch escalado logaritmico | Baum-Welch factor escalado
- [0.8483, 0.1517] [0, 1] 1, 0]
A [[0.9497, 0.0503], [0.2812, 0.7188]] | [[0.917 0.0962], [0.2669 0.7675]] [[0.9214 0.0786], [0.2482 0.7518]]
Media [1.1152, -0.52 ] [1.2276 -0.0766] [1.2076, -0.1378]
Desv. Est. | [0.8192, 0.8594] 0.794 0.9105] [0.3039, 0.9039 |

Tabla 8: La tabla muestra la diferencia entre los parametros resultantes del algoritmo
supervisado, que estima los parametros A mediante estadisticos suficientes, expuesto en
la tabla anterior (4.2.2) y las dos implementaciones del algoritmo de Baum-Welch. 7 es
el vector de probabilidades iniciales, A la matriz de transicién y los valores “media” y
“Desv. Est.” corresponden a los parametros p y o de la distribucion de emision.

A continuacion vamos a comparar el resultado anterior, obtenido mediante los es-
tadisticos suficientes (Tabla 9), con el algoritmo Baum-Welch. Basta con compararlo con
el resultado de nuestra implementacién (estadisticos suficientes) ya que es tan bueno como
la implementacion de TensorflowProbability. Vemos que los resultados no mejora las
puntuacion F-score pero si consiguen alcanzar aproximadamente el mismo valor en la
puntuacion Fy-score.

Estadisticos Suficientes | Baum-Welch escalado logaritmico | Baum-Welch factor escalado
Fl-score | 0.8421 0.7097 0.7273
F2-score | 0.7692 0.8594 0.7273

Tabla 9: La tabla muestra la diferencia de las métricas F1-score y F2-score entre los tres
modelos creados.

También podemos anadir las matrices de confusién para el algoritmo Baum-Welch
con escalado logaritmico (Tabla 10a) y Baum-Welch con factor de escalado (Tabla 10Db).
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Predicciones Predicciones
(PP) [ (PN) (PP) [ (PN)
Estados | (P) | 41 2 Estados | (P) | 38 5
Actuales | (N) | 20 239 Actuales | (N) | 14 245

(a) Baum-Welch escalado logaritmico ~ (b) Baum-Welch factor de escalado

Tabla 10: En la tabla (a) podemos ver la matriz de confusién con los resultados de la
clasificacion usando Baum-Welch escalado logaritmico. De los 302 instantes de tiempo,
se han predecido correctamente 41 recesiones, 239 casos en los que no habia recesién, y
hemos cometido 20 falsos positivos y 2 falsos negativos. Mientras que en la clasificacion
usando Baum-Welch factor de escalado, se han predecido correctamente 38 recesiones,
245 casos en los que no habia recesién, y hemos cometido 14 falsos positivos y 5 falsos
negativos.

No obstante, como ya se comenté en el apartado de teoria, la optimizacion de la
funcién de verosimilitud puede resultar en un méaximo local, en lugar de encontrar el
valor 6ptimo global. Para solucionar esto, se ha implementado un grid-search, es decir
creamos varios arrays que contienen las condiciones iniciales y para cada combinacién de
condiciones iniciales llamamos a la funcion de optimizar. De esta forma esperamos obtener
otros maximos y con fortuna encontraremos el 6ptimo general. Hay que mencionar que
este procedimiento es costoso en tiempo y no existe una garantia de mejorar la solucion
obtenida.

Después de realizar el grid-search, los parametros iniciales que nos otorgan una mayor
verosimilitud son:

= [0,6,0,4]
[[0,6,0,4], (0,6, 0,4]]
0,5, —0,5]
[1,1]

A
o=
o=

Sin embargo, los resultados obtenidos después de la optimizacién son muy similares a
los conseguidos anteriormente 9. Esto es una indicacién de que la optimizacién llevada a
cabo es correcta.

Seleccion del modelo 6ptimo

La seleccion del mejor modelo parece una tarea sencilla, de todos los modelos ob-
tenidos en el grid-search anterior, podemos escoger el que resulte en un mayor valor de
verosimilitud (recordemos que en la realidad no disponemos de las etiquetas NBER que nos
indiquen en qué estado estamos, asi que no podemos calcular el F-score en cada iteracion
del grid-search). Sin embargo, todavia tenemos que validar el modelo, es decir necesita-
mos saber si la solucién encontrada se ajusta correctamente e identificar posibles valores
marginales (outliers).
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Existen multiples formas de validar la calidad del modelo, Buckby et. al [5] comentan
algunas pero la mas utilizada es la técnica de los pseudo-residuos. En los modelos tradi-
cionales de regresién, medimos el ajuste usando los residuos, que representan la distancia
entre el valor predicho por el modelo y el valor real. A continuacién redefiniremos este
concepto en el contexto de los HMM.

El pseudo-residuo ordinario usa la distribucion condicional de una observacion dadas
todas las demés:

F(Oy|Ox,...,04,0441,...,O7)

de esta forma compara los valores de estas distribuciones condicionales con el valor real.
Asimismo, valoraremos la calidad del modelo en funcién de como se ajusten los residuos.

Gaussian HMM: Pseudo Residuos Gaussian HMM: Q-Q Plot de los pseudo residuos
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Figura 24: Histograma de los residuos con el ajuste de una normal con media 0 y varianza
1, y un grafico de cuantiles (Q-Q plot) para ver las diferencias de probabilidad entre la
normal y los valores de los residuos obtenidos.

Como vemos en la Figura 24, el modelo consigue ajustar perfectamente los residuos.
Concluyendo que la distribucion normal escogida al principio de la seccién para modelar las
distribuciones de emision es correcta, y por otro lado los parametros 6ptimos encontrados
en el método de Baum-Welch son buenos.

4.2.3. Previsiones, decodificacion y predicciéon de estados.

Ahora podemos hacer uso de nuevo del método viterbi de la biblioteca para calcular
la cadena de estados mas probable dados los parametros éptimos obtenidos .
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Variacion de estados respecto del tiempo
75
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Figura 25: Grafica con la variacién de los estados latentes tanto predichos por el modelo
(color verde) como etiquetados por la variable NBER (color rojo). La probabilidad de
observar la cadena dibujada en verde es de 3,3235 e—221.

También podemos predecir estados futuros usando el método forecast_states. El
resultado de los siguientes tres anos serd que no habra recesiéon con una probabilidad
de 0,631 para el primer ano, 0,5786 para el segundo y 0,5472 para el tercero. Ademéds

podemos simular las distribuciones predictivas para los siguientes 20 instantes temporales
(Figura 26):
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Figura 26: Grafica con la variacién del PIB estadounidense y las predicciones a futuro.
En rojo se muestra el valor mds probable y el intervalo de credibilidad del 95 %.
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4.3. Ventajas de la biblioteca frente a TFP.

El objetivo de esta seccién es ilustrar las diferencias principales de nuestro cédigo fren-
te a la biblioteca creada por Google, TensorFlowProbability. Si bien existen otras bi-
bliotecas (mencionadas en la introduccién), la comparativa con TensorFlowProbability
es directa ya que durante el trabajo se han propuesto estimaciones de los parametros
del modelo oculto de Markov implementadas con esta biblioteca. Veamos a continuacion

(Figura 11) una comparativa de ambas bibliotecas:

Calcular la Calcular la cadena .
i " " . Estimar la
Calcular las Calcular las probabilidad oculta Estimar los .
e . Calcular la | cantidad de
Tengo un | probabilidades | probabilidades observar los |(realmente la estoy parametros del
, * | cadena oculta estados ocultos
modelo. | forward y Ye(si) datos dados los | observando) mas modelo oculto de .
, hasta T+h. que consiguen el
backward. parametros del | probable hasta Markov. . N
mejor ajuste.
modelo. t<T.
T;;Ecl‘;" Si No Si Si Si No Si No
Propio
con Si Si Si Si Si Si Si Si
NBER
Calcular la Calcular la cadena .
.. " " . Estimar la
Calcular las Calcular las probabilidad oculta Estimar los .
. o Calcular la . cantidad de
Tengo un | probabilidades | probabilidades observar los |(realmente la estoy parametros del
. ~ | cadena oculta estados ocultos
modelo. | forward y Ye(si) datos dados los | observando) mas modelo oculto de .
| hasta T+h. que consiguen el
backward. parametros del | probable hasta Markov. . N
mejor ajuste.
modelo. t<T.
T:I;:s[l{n No No No No No No No No
Propio
sin Si Si Si Si Si Si Si Si
NBER

Tabla 11: Comparativa de la funcionalidad de la biblioteca implementada en el trabajo
frente a la bilioteca TensorFlowProbability.

En general, la biblioteca implementa los algoritmos mas famosos a la hora de tra-
bajar con modelos ocultos de Markov, y va més alla ofreciendo al usuario la posibilidad
de obtener estimaciones de los estados ocultos pertenecientes a tiempos pasados y futu-
ros. En ambos casos, la biblioteca entrega al usuario la probabilidad con la que ocurren
estas estimaciones. Como se puede ver, la libreria implementada en este trabajo es bas-
tante exhaustiva, incluso més que la libreria de TensorFlowProbability, permitiendo al
usuario llevar a cabo mas casos de uso.
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Capitulo 5

Conclusiones

En el trabajo se ha intentado realizar una identificacion de los estados de recesién en
la economia, pero vemos que los resultados obtenidos no se asemejan a la perfeccion con
las etiquetas reales. Esto puede ser por dos motivos: en primer lugar, los economistas han
identificado estas recesiones con distintas métricas analizadas a posteriori, es decir, han
etiquetado un periodo temporal como periodo de recesion gracias a métricas distintas al
PIB y habiendo visto las consecuencias del periodo de recesion. En segundo lugar, al no
tener un aprendizaje supervisado es mas dificil identificar las caracteristicas subyacentes
de los datos que identifica la existencia de una recesién. Esto no quiere tampoco decir que
los resultados obtenidos mediante el modelo optimizado usando los datos etiquetados sean
los més precisos, pues esta precisién seguramente se podria mejorar usando otros modelos
de clasificacion supervisado, como redes neuronales u otros modelos autorregresivos. Sin
embargo, el alcance de este trabajo limita el estudio de los estados de recesion a los
modelos ocultos de Markov.

Por otro lado, hemos podido ver cémo en efecto dependiendo de los valores iniciales
de los parametros, el resultado del ajuste del modelo iba variando. También hemos podido
observar que no existe una relacién tan directa entre la verosimilitud de los datos y las
F-scores ya que una mejora en el valor de la verosimilitud, no implica una mejora en las
métricas F-scores.

5.1. Resultados

En cuanto a los resultados obtenidos, como vemos en el andlisis a posteriori predic-
tivo de la Figura 25 conseguimos identificar correctamente la mayoria de recesiones. No
obstante, si nos fijamos en los valores de las métricas FI-score y F2-score, podemos ver
que aun hay margen de mejora.

Actualmente vivimos en una situacion de incertidumbre econémica, por lo que podriamos
utilizar el modelo para predecir si va a existir una recesion, como ya adelantamos en la
seccion 4.2.3. Las estimaciones puntuales del modelo apuntan que para el tercer trimestre
de 2022 (recordemos que el ultimo dato es del segundo trimestre de 2022) existe un 63.1 %
de probabilidades de no estar en recesién y un 36.9 % de estarlo.
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5.2. Fortalezas y aspectos de mejora

Como hemos mencionado, aunque las predicciones del modelo son “buenas” atun hay
cosas que mejorar. En primer lugar, podriamos utilizar el enfoque bayesiano de los mo-
delos ocultos de Markov para poder dar intervalos de confianza en lugar de estimaciones
puntuales. Esto ayudaria a conocer en qué puntos tenemos una mayor certeza de que va
a haber una recesién o no, esto ultimo es util para las predicciones.

Por otro lado, el universo de los modelos ocultos de Markov y los modelos espacio
estado es inmenso. Aunque nos hemos centrado en los HMM normales, podriamos haber
extrapolado el concepto a otras distribuciones como t-student. No obstante, aunque se ha
desarrollado una soluciéon ante un problema particular, la implementacién llevada a cabo
permite ser adaptada tnicamente anadiendo una nueva clase en la que sélo habrd que
cambiar las distribuciones de emision.

Por 1ltimo, otra fortaleza del enfoque usando HMM es que el aprendizaje llevado a
cabo es no supervisado. Esto nos permite extrapolar la implementacién de este modelo a
situaciones de la vida real similares, es decir, situaciones en las que tengamos unos datos
cuyas observaciones se distribuyen normal.

5.3. Trabajo futuro

Finalmente, existen varios caminos a seguir en caso de que se quiera continuar este
trabajo. El primero y mas claro seria programar los modelos ocultos de Markov autorregre-
sivos y ver si consiguen un mejor ajuste del modelo. Por otro lado, se pueden implementar
otros algoritmos de entrenamiento como el segmental k-means [22] o algoritmos de ajuste
usando inferencia variacional y comparar los resultados con las implementaciones reali-
zadas. Aunque existen miltiples estudios en los que comparan la eficiencia y rapidez de
ambos algoritmos, como Luis Javier Rodriguez e Inés Torres [24]. También se podrian
construir otros modelos para compararlos con los resultados obtenidos de este, y validar
nuevamente la calidad del modelo programado.

También hemos comentado que en algunos casos el modelo queda sobre-ajustado a los
datos y cuando trata de estimar valores nuevos comete un mayor error. Para evitar esto se
pueden usar técnicas de validacion cruzada progresiva vistas en la seccién 3.4.4. También
se pueden usar técnicas de regularizacion o ajustar los parametros de la optimizacion en
los casos de la biblioteca TensorFlowProbability.
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Capitulo 6

Anexo

Para acceder al cédigo es necesario acceder al siguiente enlace de github:

https://github.com /balalofernandez/FHMM

6.1. Demostraciones

Vamos a demostrar como la siguiente construccion de los vectores de probabilidades

forward escalados cumplen con la ecuacion 3.4.23:

Oét+1(Z) = m = Ct+104t+1(1)

Por induccién:

Caso base:

satisface la ecuacién (3.4.23) tomando C) = ¢;.

Paso de induccién: Suponiendo &; = Cyay, entonces
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6.2. MODELOS OCULTOS DE MARKOV AUTORREGRESIVOS

N

a1(f) = C’tZoz (1)aijbj (Ops1)

i=1
= Cya11(J)
L 1 B 1
= (i) Cr Y aal(y)
Guy1(1) = Crp10u41(i)
 Croyya(9)
B (@ Z Oét+1(i)
Oét+1(i)

N > ay1(d)

(6.1.2)

de la ecuacién (6.1.2) y (3.4.23) podemos escribir una expresién de C; en términos de

1 G

Ci1 Z Oét+1(j) - Cit1

= Cy_16 = HcT (6.1.3)

Ct -

6.2. Modelos Ocultos de Markov Autorregresivos

El enfoque realizado en la seccién anterior es en parte valido y sirve como introducciéon
a los modelos ocultos de Markov. No obstante, el caso de estudio es una serie temporal, lo
que significa que tenemos una variable de interés sobre la que observamos serie de valores
en un orden cronolégico. Ademas las variables tienen una correlacién en el tiempo, es
decir la variable X® en el tiempo t tendra una correlacién respecto de la variable X (¢—1)
del tiempo anterior ¢ — 1, o en general, dependera de p estados anteriores. Esto se conoce
como autocorrelaciéon y el HMM anterior no recoge esta correlaciéon pues asume que las
observaciones son independientes.

Los procesos de autorregresion (AR) X® para t € T se escriben como:

Ty = Lo+ Brxi—1 + Boxpo + -+ BpTi—p + €&

donde los coeficientes (3;, con i = 1,...,T", son constantes y representan la dependencia
de la variable X® en el instante actual respecto de los p estados anteriores. De aqui nace
el término “auto”, pues la propia variable X depende de su valor en un tiempo anterior.
Usando la biblioteca statsmodels podemos observar que necesitaremos dos coeficientes
para modelar la variacién del PIB.
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CAPITULO 6. ANEXO

10 Diagrama de autocorrelacion
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Figura 27: Diagrama de barras con los valores de /3, la regién azul indica los valores signi-
ficativos, por lo que consideraremos tnicamente dos coeficientes que aportan informacion
significativa.

A su vez, existen modelos de autorregresion mas complejos que incorporan medias
moviles (ARMA) o los modelos de autorregresion integrados con media mévil (ARIMA)
que intentan modelar procesos no estacionarios transformandolos a modelos estacionarios.

A la hora de trasladar este concepto a los modelos ocultos de Markov, tendremos que
tener en cuenta que las observaciones dependen unas de otras y, ademas, puede existir una
variacién en los pardmetros de las distribuciones de observacién! a lo largo del tiempo.

Figura 28: [17] Grafo ilustrando la nueva dependencia de los estados en los ArHMM. En
este caso las observaciones dependen tinicamente de la observacién anterior, pero podrian
depender de p observaciones anteriores.

De esta forma, la estructura autorregresiva recogerd la dependencia temporal de las
observaciones, mientras que la cadena oculta de Markov recogera como se transita entre
los posibles estados. Este concepto de variaciéon de los modelos ocultos de Markov se

conoce como modelos ocultos de Markov con cambios de régimen o Switching Markov
Models.

En cuanto al modelo de autorregresién que siguen las observaciones, se distinguen dos
Casos:

ITambién puede ocurrir una variacién en las probabilidades de transicién.
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6.2. MODELOS OCULTOS DE MARKOV AUTORREGRESIVOS

= Un modelo de autorregresion se considera heterocedastico si las variables del
modelo presentan una varianza diferente en cada estado:

X(t)|X(t71)7 "'7X(t7p)7 S¢ ~ N(IB ’ [xtfh ey I‘t,p]/, Ust)

= Un modelo de autorregresion se considera homocedastico si las variables del mo-
delo presentan la misma varianza en todos los estados:

X(t)|X(t71), ceey X(tip), St~ N(B : [xt—lv tey xt—p]/7 O-)

Para estos casos, si tenemos un gran ntiimero de observaciones (T es grande), la funcién
de densidad sera[21]:

f(X) ~ (27r)*% exp {—%(5()(; ﬁ)}
donde ,
0(X; B8) = ra(0)r(0) +2 ) ra(i)r(i)
B = [Lﬁlaﬁ% cee 7510]/
rp(i) =Y Bubnicon  (By=1),1<i<p

T—i—1

ri)= > YV, 0<i<p

n=0
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