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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado se centra en la Teoria de Grafos y mas en
concreto en la coloreabilidad de grafos. El objetivo principal ha sido realizar un
estudio bibliografico del tema en general, utilizando distintas fuentes, para intro-
ducirnos en el mundo de los grafos partiendo del famoso problema de los 4 colores.
A partir de la teoria explicada en relacion con los grafos se presentan las nociones
de coloreabilidad mencionadas anteriormente. El contenido del trabajo en cuanto
a este aspecto se ha centrado en el estudio de las propiedades matematicas del
nimero cromatico y del polinomio cromatico.

En el cuerpo del trabajo se presentan las definiciones de los conceptos mas
importantes, seguidas de las caracteristicas de estos, asi como de los teoremas
y proposiciones que los relacionan, todo ello explicado con figuras, la mayoria
de elaboracion propia, que ayudaran al entendimiento del texto. A partir del
Capitulo 3 comenzamos con los contenidos principales del trabajo, partiendo de
resultados de grafos en general, seguida por los Capitulos 4 y 5 que se centran en
coloreabilidad.
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= Grafos,

= Coloreabilidad,

= Nimero cromatico,

= Polinomio cromatico.
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Introduccion, objetivos y metodologia

JA quién no le han dado un mapa de Europa o del mundo en el colegio y le
han pedido pintarlo? Cuando eramos pequenos y estudidbamos Geografia, nos
decian que teniamos que colorear el mapa para separar y diferenciar los distintos
paises, de forma que la idea era no pintar dos regiones juntas con el mismo color
y asi visualmente era mas facil distinguir un pais de otro.

Imaginemos ahora que tenemos un mapamundi y que queremos colorearlo tal
que dos paises que compartan frontera no tengan el mismo color. ; Existe alguna
manera de saber con cuantos colores bastaria para colorearlo de dicha forma?
. De cuantas maneras se puede colorear?

Este Trabajo de Fin de Grado trata sobre un tema de las matematicas que da
solucion a este tipo de problemas, y otros similares: la Teoria de Grafos, y mas
en concreto, la Coloreabilidad en Teoria de Grafos.

1.1. Contexto historico

La Teoria de Grafos tiene su origen en 1736 cuando el matematico Leonhard
Euler resolvié el famoso problema de los puentes de Konisberg [3]. Este problema
(Figura 1.1) ponia en duda la posibilidad de cruzar los 7 puentes que unian las
islas de esta region de Prusia, de manera que solo se pasara una vez por cada uno
de ellos.



1.1. Contexto historico

ISLA MAYOR

Figura 1.1: Puentes de Konisberg.

En 1852 el abogado y boténico britanico Fracis Guthiere trabajando con un
mapa politico, se dié cuenta de que podia colorearlo con 4 colores de manera que
dos regiones limitrofes cualesquiera tuvieran colores distintos. De esta forma le
planted a su hermano Frederick la conjetura de los cuatro colores [4]: jse podria
colorear cualquier mapa unicamente con 4 colores? Frederick se lo planted a su
profesor Augusto de Morgan, quien expandi6 el planteamiento del problema a sus
colegas de forma que el enunciado cruzé el mundo. La conjetura que planteaban
tenia algunas restricciones a la hora de definir los mapas a colorear, de forma que
los territorios no se considerarian colindantes cuando su frontera fuera un tinico
punto, por lo que para ser colindantes deberian compartir una frontera como se
indica en la siguiente Figura 1.2:

FRONTERA \

NOes
FRONTERA

Figura 1.2: Explicacién de cuando es frontera.

Tras la muerte de De Morgan en 1871 el problema parecié olvidarse, pero fue
en 1878 cuando el matematico britanico Arthur Cayley volvié a sacarlo a relucir,
publicando el enunciado de la conjetura en un encuentro de la London Mathe-
matical Society [5]. Un ano después, tras leer el enunciado, el abogado britanico
Alfred Kempe se interesé por el problema y publicé en 1879 una demostracion
[6] en la revista Nature. Poco después, en 1880 publicé una actualizacién de su
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Capitulo 1. Introduccién, objetivos y metodologia

demostracion corrigiendo algunas erratas, y esta fue la demostracion al teorema
aceptada por la comunidad matematica hasta una década después.

En 1890, el matematico Percy John Heawood publicé un mapa en el que no se
cumplia la prueba propuesta por Kempe y un ano después, este admitié su error.
A pesar de encontrar este error, la prueba de Kempe fue clave para Heawood
quien la utilizé para demostrar el Teorema de los 5 colores [7].

Pasaron anos hasta que, en 1969, Heinrich Heesc sistematiza la prueba del
Teorema de los 4 colores gracias a un algoritmo que comenté con su alumno
Wolfgang Haken. Para realizar esta prueba se identifica el mapa como un grafo
(Figura 1.3) de manera que a cada pais o region se le asocia un vétice (dos vertices
se unen solo si existe una frontera entre ambos paises).

Figura 1.3: Asociacién de un grafo al mapa de Espana y su coloracién.

Fuente: Imagen obtenida de “Polinomio cromdtico. Introduccién a la coloracién robusta.”[1]

Haken junto con Appel consiguen completar unos 6 anos después la demos-
tracién mediante un ordenador [8]. Esta prueba necesitaba unos 50 dias aproxi-
madamente y 3 ordenadores de la Universidad de Illinois para su ejecucion.

En 1996 un grupo de investigadores del Instituto de Tecnologia de Georgia
simplificé la prueba y el algoritmo [9], de manera que la verificacién solamente
necesita unas 3 horas en cualquier ordenador doméstico.

Con esta verificacion por ordenador se da por concluida la demostracién del
Teorema de los Cuatro colores, pero una cuestién filoséfica en torno a este pro-
blema sigue abierta entre la comunidad matematica... jes de verdad una demos-
tracion si no puede realizarse a mano por un humano?



1.2. Objetivos generales y especificos

1.2. Objetivos generales y especificos

A continuacién se explican los objetivos generales y especificos del trabajo,
asi como la metodologia empleada en su desarrollo.

El objetivo més general de este Trabajo de Fin de Grado es introducirnos
en el mundo de la Teoria de Grafos, y méas especificamente comprender algunos
conceptos y nociones de la coloreabilidad en la Teoria de Grafos.

En el Capitulo 2 se abordan los conceptos matematicos mas generales y nece-
sarios para comprender este tema. Se explican mas en particular algunos tipos de
grafos que existen y que utilizaremos en el desarrollo de la teoria del trabajo, se
exponen algunas de las caracteristicas que afectan a los grafos, se enuncian teore-
mas y proposiciones, asi como sus demostraciones y se muestran figuras y dibujos
de grafos para poder representar visualmente algunas de las explicaciones.

El Capitulo 3 comienza con el estudio de la coloreabilidad en grafos y se
centra en el nimero cromatico de un grafo, concepto de gran importancia para
comentar los Teoremas de los 4, 5 y 6 colores, los cuales hacen referencia al
problema de coloracién de mapas que se explicaba al inicio del trabajo. También se
explican algunas propiedades, con sus respectivas demostraciones, de los nimeros
cromaticos.

En el Capitulo 4 se introduce el concepto de polinomios cromaticos, porque
como veremos, si se puede colorear un mapa o un grafo con cierto nimero de
colores, pero jde cuantas formas distintas podemos colorearlo con dichos colo-
res? En este capitulo se exponen los resultados necesarios para responder a esta
cuestion.

1.3. Metodologia

La metodologia utilizada en este trabajo es basicamente de revisiéon bibliografi-
ca. Se ha llevado a cabo una bisqueda de informacién mediante la cual y a través
de su interpretacion, se ha llegado a las conclusiones explicadas en el proyecto.

La estructura que se sigue en el desarrollo del marco tedrico es la siguiente:
primeramente se desarrollaran los conceptos mas generales de la Teoria de Gra-
fos (definicién de grafo, tipos, caracteristicas, ejemplos etc.), a continuacién se
mencionaran algunos de los teoremas y proposiciones més importantes y conoci-
dos relacionados con esta misma teorfa (por ejemplo el Teorema de Euler). Estas
nociones generales de grafos nos seran tutiles para entender la coloreabilidad. Des-
pués, entraremos en detalle en coloreabilidad de grafos. Siguiendo la estructura
previa, primero definiciones, conceptos y ejemplos y a continuacién los teoremas
que dan solucién al problema planteado.



Capitulo 1. Introduccién, objetivos y metodologia

Algunas de las figuras o dibujos que se mostraran a lo largo del trabajo son
recogidas de la bibliografia y otras de ellas son de elaboracién propia.



1.3. Metodologia




Conceptos basicos de Teoria de Grafos

2.1. Definiciones y caracteristicas generales

A continuacion se explican algunos conceptos generales relacionados con la
Teoria de Grafos, que son necesarios para entender el contenido del trabajo y
que se vieron en la asignatura “Matemaética Discreta”de Primer ano del grado
en matematicas. También fijaremos la notaciéon que se utilizara a lo largo del
texto. Estos conceptos los encontramos en cualquier texto de Teoria de Grafos
(por ejemplo [3], [L0], [L1]) pero se incluyen en el propio trabajo para que este
sea autocontenido.

2.1.1. Conceptos generales

Comenzamos definiendo el gran protagonista del trabajo y de la Teoria de
Grafos, tal y como su propio nombre indica:

Definicién 2.1.1 (Grafo). Geométricamente podemos definir un grafo como un
conjunto de puntos (a los que llamamos vértices), y lineas (que llamamos aristas)
en el espacio, de forma que algunos de los puntos estan unidos entre si mediante
dichas aristas.

Matematicamente un grafo se puede definir del siguiente modo: sea V un
conjunto de vértices, distinto del vacio, y sea E un conjunto de aristas del grafo
G, entonces definimos un grafo como un par ordenado G = (V, E). Las aristas
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2.1. Definiciones y caracteristicas generales

de G son pares no ordenados de elementos del conjunto F, es decir siu y v € V
entonces {u,v} = {v,u} € E.

V3

WV

Figura 2.1: Ejemplo de un grafo.

En la Figura 2.1 tenemos un ejemplo de grafo G = (V,FE) donde V =

{Uh Vg2, U3, U4, U5} y

E = {{1}1, ’02}, {’UQ, ’U3}7 {’02, U4}, {U5, UQ}, {Ug, 7)4}, {U4, U5}, {1)5, U5}}.

Cabe destacar que el conjunto V' no tiene por qué ser finito. Sin embargo todos
los grafos con los que se trabajard en este Trabajo Fin de Grado seran finitos.
Intuitivamente un grafo finito serd aquel que tiene un nimero finito de vértices
y aristas, veamos ahora una definicion mas formal.

Definicién 2.1.2. Llamaremos orden del grafo G al nimero de vértices que
posee dicho grafo, y llamaremos tamano del grafo al nimero de sus aristas. De-
cimos entonces que un grafo finito es aquel que tiene tanto orden como tamano
finitos.

Tomando como ejemplo la Figura 2.1, podemos decir que esta es un grafo
finito, cuyo orden es 5 y su tamano 7.

También, como se observa en la misma figura, una o mas aristas pueden incidir
en un mismo vértice. Es mas, una misma arista puede tener su origen y su final
en el mismo vértice, es lo que llamamos lazo. En la Figura 2.2 la arista en color
rojo es un lazo.
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Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

Figura 2.2: Ejemplo de un grafo con su lazo.

También existen otro tipo de aristas llamadas aristas multiples, que son
aquellas que unen los mismos vértices.

Sea G = (V, E) un grafo y definimos 1) la aplicacién

v: E — VXV
(ax) = (vi,vy)

que asocia a cada elemento de F un par de vértices de V' de manera que la arista
ar € F une a los vértices v; y v; € V. Entonces, cuando la funcién 3 no es
inyectiva, se dice que a,, ..., a; son aristas multiples. Si un grafo no contiene ni
lazos ni aristas multiples se dice que es un grafo simple.

Figura 2.3: Grafo con arista multiple.

Como se puede observar en las figuras previas, de un vértice pueden salir dis-
tintos nimeros de aristas. En matematicas, este concepto tiene nombre partiular:
grado de un vértice, y lo denotamos como g(v) con v € V. En la Figura 2.2 por
ejemplo, las aristas {vq, v3} v {v3,v4} inciden en el vértice vs, luego g(vs) = 2.

Puede pasar que todos los vértices de un grafo tengan el mismo grado. Cuando
esto sucede, estamos ante un grafo regular. Ademsés, si G = (G, FE) un grafo
cuyos vértices tienen grado g(v) = k Vv € V entonces es un grafo k — regular.

Si tenemos como ejemplo, la Figura 2.4, estamos ante un grafo 2-regular.
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2.1. Definiciones y caracteristicas generales

Figura 2.4: Grafo regular.

Recordemos el problema de los puentes de Kénigsberg (Figura 1.1): jpodriamos
cruzar todos los puentes sin repetir ninguno? Tal y como se dijo en la introduccién,
este problema puede resolverse usando un grafo: ;cuando es posible recorrerlo sin
pasar dos veces por la misma arista o el mismo vértice? Vamos a construir el grafo
asociado al problema en la Figura 2.5, de forma que habra tantos vértices como
zonas hay en el problema: 1 la isla mayor, 2 la isla menor, 3 la orilla norte, 4 la
orilla sur. Y pondremos tantas aristas como puentes haya conectando las zonas.

Figura 2.5: Grafo asociado a los puentes de Konigsberg.

Ahora bien, para responder a las preguntas anteriormente formuladas de si
podemos cruzar todos los puentes sin repetir ninguno, se deben definir primero
algunos conceptos.

Definicién 2.1.3. Definimos un camino en un grafo G = (V, E) entre los
vértices v; y v; como una sucesién de aristas que pertenecen a F de la forma
{vi, vy by {0k, V8 } {Vkos Vks }--{ Uiy, v;}. Un camino es cerrado si empieza y aca-
ba en el mismo vértice.

Ademas, afirmamos que existen dos tipos de caminos: eulerianos y hamilto-
nianos.

Definicién 2.1.4. Dado un grafo G = (V, E) decimos que un camino es eu-
leriano si dicho camino contiene todas las aristas del grafo, y cada arista solo
aparece una vez. Decimos que un camino es hamiltoniano cuando dicho camino
contiene todos los vértices del grafo y cada vértice aparece solo una vez.

12



Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

Contestando a las preguntas realizadas en el problema de los puentes de
Konigsberg, y teniendo en cuenta el grafo asociado a este problema (Figura 2.5),
es imposible recorrer todos los puentes sin repetir ninguno, y por tanto no existe
ningin camino euleriano. Sin embargo, si podemos encontrar un camino hamil-
toniano como es el siguiente: {vy, v3}, {vs, vo}, {va, v4} .

2.1.2. Algunos tipos de grafos

Después de esta breve introduccion de algunas de las definiciones y carac-
teristicas de la Teoria de Grafos, se nombran y explican algunos de los tipos de
grafos mas comunes, los cuales utilizaremos para el desarrollo del marco tedrico
de la coloreabilidad de grafos. La teoria de esta seccién ha sido obtenida a partir
de algunos textos de la bibliografia: [10], [12], [13] y [14].

1. Grafo simple. Decimos que un grafo GG es un grafo simple cuando no posee
ni lazos ni aristas multiples.

2. Grafo conexo. Un grafo G = (V| E) es conexo si dados dos vértices cuales-
quiera que pertenecen a V existe algin camino que los une. Las componen-
tes conexas de un grafo son subgrafos inducidos por este, donde cualquier
par de vértices estda unido mediante un camino. En otras palabras, son los
conjuntos de vértices alcanzables entre si.

-

(a) Grafo conexo (b) Grafo no conexo

Figura 2.6: Ejemplos grafos conexo y no conexo.

3. Grafo planar. Un grafo planar es aquel que se puede dibujar en el plano sin
que ninguna de sus aristas se crucen. Este grafo divide al plano en diferentes
regiones llamadas caras. Cabe destacar que la parte “exterior”del grafo, la
cual no posee frontera con el plano, también es considerada como una cara.

13



2.1. Definiciones y caracteristicas generales

(a) Grafo planar (b) Grafo no planar

Figura 2.7: Ejemplos grafos planar y no planar.

4. Grafo dual. Un grafo dual se forma mediante un grafo previo planar de la
siguiente manera. Dado G = (V, E') un grafo planar, entonces un grafo dual
es otro grafo G’ = (V', E’) de forma que existe un nuevo vértice pertene-
ciente a V' por cada cara que perteneciera al grafo G, y estos vértices del
nuevo grafo G’ estan unidos mediante aristas, las cuales existiran siempre y
cuando las caras previas correspondientes a los nuevos vértices v] y vy, € V/
a los que unen, tuvieran una frontera en comun en el grafo G.

Figura 2.8: Grafo dual.

Tal y como se muestra en la Figura 2.8, a partir de un grafo planar G, se
ha obtenido otro G’ tal y como se ha explicado.

5. Grafo bipartito. Se dice que un grafo G = (V| E) es bipartito cuando
el conjunto V' admite una particién en dos conjuntos disjuntos (es decir,
que no tienen elementos comunes) V; y V4 de manera que toda arista que
pertenezca a F posee un extremo en el conjunto V; y el otro extremo en el
conjunto V5.

14



Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

Figura 2.9: Grafo bipartito.

6. Grafo lineal (L,). Es un grafo formado por n vértices vy, ...,v, y n — 1
aristas aq, ..., a, de tal manera que la arista a; = (v;, v;41). Todos los vértices
tienen grado 2 excepto el primero y el dltimo que tienen grado 1.

VAVAN

Figura 2.10: Grafo lineal.

7. Grafo completo (K,,). Es un grafo simple de manera que cada par de vérti-
ces del grafo estan conectados mediante una arista. El nimero de aristas
que poseen este tipo de grafos G = (V| E) es

E:(Z):W

Este ntiimero es el mayor nimero de aristas que puede tener un grafo simple,
de ahi su nombre de grafo completo.

(a) Grafo completo K4. (b) Grafo no completo.

Figura 2.11: Ejemplos grafos completo y no completo.

15



2.1. Definiciones y caracteristicas generales

8. Grafo Ciclo (C,). Un ciclo es un camino cerrado, simple y no trivial.
Poseen n vértices y n aristas. Cabe destacar que es un grafo regular ya que
todos los vértices tienen grado 2.

Por tanto, se observa que si G = (V, E) es un C,, entonces 1(a;) = (v;, vi41)
con i < ny YPla,) = (vn,v1) con i = n, siendo ¢ la aplicacién definida
previamente en la seccién 2.1.1.

W1

-
-
-l

LA

V3 Vi
Figura 2.12: Grafo ciclo Cs.

9. Arbol (7,,). Se dice que un grafo es un arbol cuando es un grafo conexo
y sin ciclos, es decir, que para cada 2 vértices cualesquiera hay un tnico
camino que los une.

Figura 2.13: Grafo arbol.

Ahora, veamos una propiedad importante sobre los grafos arboles:

Proposicién 2.1.1. Sea G = (V, E) un arbol con n vértices y m aristas,
entonces n = m + 1.

Demostracion. Hagamos la demostracién por induccion sobre el niimero de
vértices n:

Veamos primero que ocurre si el grafo solamente tiene un vértice, es decir
n = 1. Como sabemos que G es un arbol sabemos que no tiene ciclos, y como

16



Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

solamente tiene un vértice, entonces no tendra ninguna arista, de modo que

m=0=>n=m+1=0+1=1 (2.1)

Ahora supongamos que la proposicion es cierta para los arboles con menos
de n vértices (hipétesis de induccién).

u

Figura 2.14: Grafo G con n > 2 vértices.

Sea G un arbol con n > 2 y sea a € E la arista con extremos u y v tal y
como se muestra en la Figura 2.14. Como G es conexo, sabemos que solo
hay un camino que une los vértices u con v. Ahora, si quitamos la arista a
que es la que los une, G \{a} no es conexo y su nimero de componentes
conexas es 2 como se observa en la Figura 2.15.

u

Figura 2.15: Grafo G \ {a}.

Llamemos G; y Gy a dichas componentes, las cuales son subgrafos de GG

) b
son conexas, y no poseen ciclos, entonces por definicién, como son conexas
y sin ciclos, son arboles, con lo que por hipétesis de induccién, sabemos que

se cumple que
n(G;) =m(G;) +1Vi=1,2. (2.2)

Entonces

m(G) =m(G\{a}) + 1=m(G) +m(Gz) + 1
=m(G1)+1+m(Gy) +1-1
=n(G1) +n(Gz) — 1 =n(G) — 1.
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Por tanto, m(G) = n(G) — 1 y en consecuencia n(G) = m(G) + 1. O

2.2. Teoremas generales de grafos

Después de introducir las caracteristicas basicas sobre algunos tipos de grafos
con los que trabajaremos durante el desarrollo del texto, se exponen algunos
de los teoremas més conocidos e importantes sobre Teoria de Grafos los cuales
nos seran utiles para entender algunas de las nociones de coloreabilidad que se
explican mas adelante. Estos conceptos son faciles de encontrar en numerosas
publicaciones y textos cientificos que podemos encontrar en la bibliografia, como
son [2], [10], [14].

El siguiente teorema que vamos a ver, relaciona el nimero de vértices, el
nimero de aristas y el nimero de caras entre si mediante la conocida férmula de
Euler.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Euler). Sea G' un grafo plano y conexo con C
numero de caras, A numero de aristas y V numero de vértices, entonces

V-A+C=2 (2.3)

Demostracion. Primero, supongamos que G no tiene aristas, es decir A = 0.
Como G es conexo, tiene un tunico vértice y por tanto tiene una sola cara (la
exterior). Por ello sustituyendo en la férmula, obtenemos que

V-A4+C=1-0+1=2. (2.4)
Continuamos con la demostraciéon viendo qué ocurre cuando el grafo si tiene

aristas. Lo vemos por induccién sobre el niimero de aristas de G.

Suponemos entonces el resultado cierto para un grafo con n vértices (hipdtesis
de induccién). Veamos qué ocurre cuando tiene n+ 1 vértices. Tenemos dos casos:

Opcion 1: Si G no tiene ciclos. Entonces por definicién, G es un arbol, por lo
tanto posee una sola cara (C' = 1). Ademads, por la Proposicién 2.1.1, sabemos
que si V es el niumero de vértices y A es el niimero de aristas de G, entonces

V=A+1 (2.5)

Por lo tanto:

V_A+C=A+1-A+1=2 (2.6)

Obteniendo asi la féormula de Euler.
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Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

Opcion 2: Si G tiene un ciclo. Consideramos el grafo G con n + 1 vértices y
la arista a € A aquella que forma el ciclo.
Ahora llamemos H al grafo resultante de quitar la arista a al grafo GG, es decir
H = G\ {a}. Sabemos que es conexo y con n aristas, luego, por hipétesis de
induccién se cumple la férmula de Euler. Por tanto tenemos que:

Vi — Ag + Cy = 2. (2.7)

Es sencillo ver que el nimero de caras de G es Cg = Cy + 1, puesto que al
anadir la arista a que era la que formaba el lazo, aparece una nueva cara. Ademas,
tenemos una arista mas, es decir, Aq = Ay + 1. Por lo tanto:

Vo — Ac + Cq

— Vi — (Ag+ 1) + (Cr + 1)
=Vy—Ag+Cyp—1+1
=Vy — Ay + Cy.

Sabemos por la ecuacién (2.7) que Vg — Ay + Cy = 2 y por tanto se cumple
también la férmula de Euler.

]

A partir de la férmula que se presenta en el siguiente teorema, se puede acotar
el niimero de aristas de un grafo en relacién con su nimero de vértices, de manera
que se garantiza una condicién necesaria para que un grafo simple sea plano.

Teorema 2.2.2. Si G es un grafo planar y simple con al menos 3 vértices, en-
tonces

A<3V -6, (2.8)

donde A es el nimero de aristas y V' el ntiimero de vértices.

Demostracion. Sea V' el nimero de vértices de un grafo G, que supongamos que
es un grafo planar maximal (aquel que posee todas las aristas posibles), cada cara
entonces, esta delimitada por tres o mas aristas. Ahora, podriamos decir que cada
cara tiene al menos 3 aristas y cada arista pertenece a 2 caras, entonces

3C < 2A. (2.9)

Ahora, aplicando el Teorema de Euler y multiplicando por 3, tenemos que

V-A+C=2=3V-3A+3C =6.

Utilizando ahora la ecuacién (2.9) y sustituyendo en la expresién anterior
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2.2. Teoremas generales de grafos

tenemos
3V-3A4+24>26=3V-A>26=A<3V —-6.

Si el grafo no fuera maximal, entonces anadimos las aristas necesarias para
completar los tridngulos posibles y conseguir las condiciones que se exponen al
principio de la demostracion. [

Otro teorema relevante en la Teoria de Grafos lleva el nombre de la metafora
que se explica a continuacion. Imaginemos que entramos en una fiesta, lo primero
que hariamos es saludar a las personas que se encuentran en ella estrechandoles
la mano. Con un poco de imaginacién podriamos representar con un grafo esta
accion. Siendo cada persona un vértice y representando las aristas cuando dos
personas se saludaran y “juntaran”sus manos, podriamos decir que con dos brazos
de dos personas que se saludan se crea una arista que uniria los vértices que
representan a cada persona. He aqui el nombre del siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (Apretén de Manos). Sea un grafo G = (V, E) y sea g(v) el
grado del vértice v € V' entonces

D gv) =2x A, (2.10)

veV

donde A es el nimero de aristas.

Demostracion. Supongamos un grafo G con A numero de aristas y con g(v) el
grado de los vértices. Como cada arista une 2 vértices, contaremos cada arista
dos veces, una por cada vértice que “toca”. Entonces, la suma de los grados es el

doble del nimero de aristas, con lo que obtenemos la expresién que buscabamos
(2.10). ]

El siguiente resultado nos asegura que un grafo planar tiene al menos un
vértice con 5 o menos aristas que salen de él. Este teorema nos sera 1til para
demostrar un teorema del siguiente capitulo.

Teorema 2.2.4. Un grafo planar tiene al menos un vértice de grado 5 o menos.

Demostracion. Sean V' el numero de vértices, A el de aristas y C' las caras del
grafo GG. Por reduccion al absurdo, supongamos que no se cumple el teorema y
que todos los vértices son de grado 6 o mas.

Primero, sabemos que cada arista conecta 2 vértices. Ahora, vamos a decir que
la mitad de una arista pertenece a un vértice y la otra mitad al otro. Entonces,
podemos decir que cada vértice posee la mitad de cada arista que sale de él.
Como en nuestra suposicion, cada vértice posee al menos 6 aristas, entonces cada
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Capitulo 2. Conceptos basicos de Teoria de Grafos

vértice posee g = 3 aristas. En otras palabras, el nimero de aristas es al menos

3 veces el nimero de vértices, luego obtenemos que

A
AZ23V =V <L 3 (2.11)
Centrandonos ahora en las aristas que “separan” caras: sabemos que para delimi-
tar una cara son necesarias al menos 3 aristas, puesto que con 1 o 2 se formarian
lazos o aristas miultiples, tal y como se muestra en la Figura 2.16. Algo que no se

puede dar porque estamos suponiendo un grafo planar.

@ -

Figura 2.16: Grafos con 1 y 2 vértices.

Ahora, si nos fijamos en una arista que delimite dos caras, vamos a “asociar”’la
mitad de la arista con una cara y la otra mitad con la otra cara.
Teniendo como ejemplo la Figura 2.17, la arista {v1,v3}, contard la mitad para
la cara A y la mitad para la cara B.

Figura 2.17: Grafo con 3 caras.

Habra otras aristas que no separen caras, como la arista {vy, v5} de la figura del
mismo ejemplo, en este caso la contamos una sola vez para la cara exterior C.

De esta manera, cada cara posee 3 o mas aristas que la tocan y “contamos”la

mitad de cada una, luego tenemos % aristas por cada cara y por tanto

A> ;C:>C< %. (2.12)

Ahora, por la férmula de Euler sabemos que V' — A+4C = 2 y usando las ecuaciones
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(2.11) y (2.12) en esta férmula tenemos que

A 2A
V—A+C’<§—A+?:A—A:0. (2.13)
Por tanto,
V-A+C<KNO. (2.14)

Pero sabemos que V' — A + C' = 2 como hemos visto en (2.3). Hemos llegado a
una contradiccion. Por lo que nuestra suposicién es falsa y es imposible que un
grafo planar tenga todos sus vértices de grado 6 o més.Y por tanto, al menos
existe un vértice cuyo grado es 5 o menos.

]
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Numero cromatico de un grafo

Siguiendo en linea con el problema principal del Trabajo Fin de Grado, si
quisiéramos colorear un mapa de forma que dos regiones con frontera comun tu-
vieran colores distintos, ;cémo sabriamos con cuantos colores bastaria? Es mas,
si tenemos un grafo cualquiera, ;podemos saber cuantos colores como minimo
hacen falta para colorearlo? A continuacién se explican algunas nociones bésicas
sobre coloreabilidad en Teoria de Grafos que nos servirdan para responder a es-
tas cuestiones y muchas otras. La informacion explicada en este capitulo se ha
obtenido de distintas fuentes bibliogréficas sobre coloreabilidad, entre otras: [10],
1], [12] y [14].

Definicién 3.0.1. Dado un grafo G = (V, E)) una coloracién es una asociacién
de colores con los vértices de este, de manera que dos vértices que son adyacentes
no puedan tener el mismo color. En ese caso decimos que el grafo es coloreable.

(a) Coloracién. (b) No coloracién.

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo bien coloreado y mal coloreado.

Por ejemplo, en la Figura 3.1b, el grafo no esta coloreado tal y como hemos
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definido la coloracién, puesto que este grafo tiene dos vertices adyacentes del mis-
mo color, rojo en este caso. Sin embargo en la Figura 3.1a, los vertices adyacentes
siempre tienen distintos colores, y por lo tanto es una coloracién correcta.

En el resto del Trabajo Fin de Grado al hablar de coloracion de grafos, siempre
estaremos trabajando con grafos simples, puesto que si tenemos un grafo con un
lazo, como la arista empieza y finaliza en el mismo vértice, dicho vértice por ser
adyacente a si mismo deberia tener dos colores, pero esto es imposible.

Como cada grafo se puede colorear con un numero diferente de colores, a
continuacion se define un término para referirnos a cada uno de ellos.

Definicién 3.0.2. Decimos que un grafo G es k — coloreable cuando solamente
necesita k colores para ser coloreado.

No hay un método general para colorear grafos pero si existen algunos al-
goritmos que proporcionan soluciones mas o menos 6ptimas para obtener una
coloracion adecuada. Uno de estos algoritmos es el Algoritmo Greedy o Voraz
([14], [L1]), el cual se explica a continuacién. Este procedimiento asegura una
manera adecuada de colorear un grafo dado sin demasiados colores. Sin embargo
no garantiza usar el minimo nimero de colores necesarios.

Para su procedimiento, se deberan ordenar los vértices para saber en qué or-
den colorearlos, y también se deberan ordenar los colores con un indice de menos
a mas. De forma que tendremos por ejemplo k colores ordenados de la forma
{color 1, color 2,..., color k} y los vértices V = {A, B,C...}. A continuacién el
procedimiento de coloracion:

1°. Coloreamos el primer vértice (A) con el color de indice mds bajo sin usar
(en este caso color 1).

Figura 3.2: Paso 1 del Algoritmo Greedy.
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Capitulo 3. Niimero cromético de un grafo

22 Pasamos al siguiente vértice (B). Escogemos el color con indice més bajo:
- Si ninguno de los vértices adyacentes ha sido coloreado con dicho color, lo colo-
reamos y pasamos al siguiente vértice.
- Si este color ya ha sido usado para alguno de sus vértices adyacentes, elegimos
el color con el siguiente indice, realizamos esta eleccién de colores sucesivamente
hasta que encontremos el indice mas bajo cuyo color no se haya usado aun en
ninguno de los vértices adyacentes. En este ejemplo el color 2.

Figura 3.3: Paso 2 del Algoritmo Greedy.

3°. Repetimos este paso previo hasta que todos los vértices hayan sido colo-
reados.

color 1
color 2

color 1
color 2

color 1
color 2

Figura 3.4: Paso 3 del Algoritmo Greedy.

Cabe destacar que el nimero de colores a utilizar varfa segiin establezcamos el
orden de los vértices a colorear. Por ejemplo, en la Figura 3.5 tenemos un ejemplo
de otra coloracion distinta a pesar de ser el mismo grafo del ejemplo anterior. En
este caso hemos necesitado 5 colores, uno mas que en la coloracién previa. Esta
coloracion es distinta, porque si nos fijamos en la figura, se ha comenzado a
colorear por un vértice distinto.
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color 2

color &

Figura 3.5: Ejemplo de una coloracion distinta.

Una vez explicada una manera de colorear un grafo dado, y visto que no solo
existe una unica coloracion para un mismo grafo, y que de hecho, dependiendo
de las coloraciones, se utilizan m&s o menos colores, introducimos un concepto
que va ligado a esta idea: el niimero cromaético.

Definicién 3.0.3 (Nimero cromético). El nimero cromético de un grafo dado G
es el nimero minimo necesario para que este sea coloreable. Es decir es el niimero
k de manera que G sea k — coloreable. Lo denotamos como x(G).

3.1. Propiedades y resultados basicos

En esta seccion se explican distintas propiedades, teoremas o proposiciones
(con sus correspondientes demostraciones) en torno al nimero cromaético.

Es obvio que si un grafo G tiene nimero cromatico x(G) = 1 entonces dicho
grafo es un grafo nulo', porque si tiene al menos una arista, son necesarios al
menos 2 colores, uno para cada vértice. Cabe destacar que los grafos que tienen
nimero cromdtico x(G) = 2 vienen determinados por la siguiente proposicion:

Proposicién 3.1.1. Un grafo G tiene nimero cromético x(G) = 2 si y solo si
tiene aristas y es un grafo bipartito.

Demostracion. Comenzamos la demostracion viendo que si el niimero cromatico
de un grafo es 2, entonces tendra aristas y serd bipartito. Sea por lo tanto G =
(V, E) un grafo cuyo nimero cromatico x(G) = 2 y sea ¢ una coloracién de G
con dos colores: 1 y 2. Es obvio que G tiene al menos una arista. Sean V; y V,

1Un grafo con n vértices pero ninguna arista se llama grafo nulo (N,,) [15].
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los conjuntos formados por todos los vértices de GG coloreados en ¢ por los colores
1 y 2 respectivamente. Entonces V; y V5 son particiones disjuntas de V. Ademéds
como es una 2-coloracion, los extremos de cada arista son de distinto color, luego
un vértice de un extremo estard en Vj y el otro vértice del extremo opuesto de la
arista estard en V5. Entonces, por definicién, G = (V, E) es un grafo bipartito.

Por tltimo veamos que si tenemos un grafo G = (V, E') bipartito con aristas,
entonces su numero cromatico sera 2. Enronces, siendo V' su conjunto de vértices,
es obvio que no se puede colorear con un solo color. Sean V; y V5 dos particiones
de V', asignamos el color 1 a V; y el color 2 a V5. Como no hay aristas que unan
vértices de V] con vértices de V; ni vértices de V5 con vértices de V5, tenemos una
2-coloracién, entonces y(G) = 2. O

Esta claro que el nimero cromatico depende en gran parte del niimero de
aristas incidentes en cada vértice. El siguiente teorema nos ofrece una cota en
base a esta observacion.

Teorema 3.1.1. Sea G = (V, E) un grafo y sea K su grado méximo, entonces

X(G) < K +1. (3.1)

Demostracion. Veamos primero que el niimero cromatico de dicho grafo es menor
que K + 1 y después que puede ser exactamente K + 1.

Sabemos que en el conjunto de vértices V', cada uno de ellos tiene como mucho
K vértices adyacentes. Por el Algoritmo Greedy, visto antes, en la coloracidn,
no se utilizan mas de K + 1 colores: si llamamos v al vértice cuyo grado es
K y asignamos un color distinto a cada vértice adyacente a v ya hemos usado
entonces K colores, pero faltaria asignar un color diferente a los ya coloreados a
dicho vértice v, por tanto hemos usado como mucho K + 1 colores, y por tanto
obtenemos que

X(G) < K + 1.

Ahora, veamos que x(G) también puede ser exactamente K + 1.
Sea n = numero de vértices. Existen dos casos:

Caso 1: Sin = 1. Entonces K = 0 y por lo tanto se colorea con un tnico color,
con lo que obtenemos
XG)=1=K+1

y el resultado es cierto.

Caso 2: Si n > 1. Por induccién sobre el nimero de vértices, supongamos el
resultado cierto para n vértices (hipdtesis de induccién), veamos que ocurre para
n+ 1.
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Sea G un grafo con n + 1 vértices y v un vértice de G, y sea el grafo G’ el
grafo resultante de eliminar v de G, es decir G’ = G/{v}. Y tiene, por lo tanto,
n vértices.

Sabemos que todo vértice de G’ tiene grado menor o igual que cualquier vértice

de G. Por lo tanto K(G') < K(G).

G G’

Figura 3.6: Gy G'.

Ahora, por hipdtesis de induccién, sabemos que existe una coloraciéon (que
llamaremos C) de G’ con K +1 colores como mucho, es decir, que x(G') < K+1.

A partir de esta coloracién C; podemos obtener otra Cy para el grafo G
anadiendo otro color distinto al vértice v. Como el grado de v es g(v) < K, tiene
como mucho K vértices adyacentes, luego C'; tiene como mucho K colores que no
podemos usar para colorear v. Basta con asignar a v un color que no sea ninguno
de los de C} con lo que obtendriamos K + 1 colores para el grafo G con n + 1
vértices. [

El trabajo ha comenzado con una pregunta relacionada con la coloracion de
mapas. Y aunque se ha llegado a la conclusion de que con 4 colores bastan, antes
de alcanzar demostracion de dicho teorema, distintos autores intentaron formular
la demostracién sin éxito hasta anos méas tarde. Aun asi, gracias a los errores que
tuvieron por el camino se pudieron demostrar los teoremas de los 6 y de los 5
colores, los cuales se explican y demuestran a continuacion.

Teorema 3.1.2 (Teorema de los Seis Colores). Cualquier mapa cuyas regiones
sean continuas y adyacentes puede ser coloreado con 6 o menos colores.

Demostracion. En primer lugar, veamos un ejemplo concreto. Supongamos que
tenemos un grafo G con 6 vértices. Es obvio que dicho grafo es 6-coloreable,
puesto que como mucho podremos usar 6 colores distintos para colorearlo (un
color para cada vértice).

Ahora supongamos otro grafo con 7 vértices. Sabemos por el Teorema 2.2.4
que existe un vértice v cuyo grado es g(v) < 5. Imaginemos que suprimimos
temporalmente el vértice v asi como las aristas adyacentes a este, obtenemos
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entonces un grafo con 6 vértices, que sabemos que es 6-coloreable. Anadimos ahora
el vértice y las aristas previamente retiradas, e intentamos colorear el vértice v.
Como sabemos que su grado es como mucho 5, sabemos también que como mucho
tendra 5 colores en los vértices adyacentes y que no podemos utilizar para colorear
dicho vértice, pero en este caso, tenemos atin un color restante (de los 6 posibles y
que ya hemos utilizado en el grafo 6-coloreable), bastaria entonces adjudicar dicho
color al vertice v obteniendo asi una 6-coloracién para el grafo con 7 vértices.

Veamoslo ahora de una forma mas general por induccién sobre el nimero de
vértices n. Supongamos un grafo G con n vértices que es 6-coloreable (hipdtesis
de induccién). Veamos si también lo es un grafo G’ con n + 1 vértices siguiendo
el razonamiento anterior.

En efecto, por el Teorema 2.2.4 sabemos que existe un vértice v € V' en el grafo
G’ tal que g(v) < 5. Eliminemos dicho vértice asi como sus aristas adyacentes.
Sabemos por hipétesis de induccién que el grafo resultante es 6-coloreable, puesto
que tiene n vértices.

Anadimos nuevamente el vértice y las aristas eliminadas, y solamente faltaria
colorear el vértice v, y al igual que anteriormente, como tendréd como maximo 5
vértices adyacentes y por lo tanto como maximo 5 colores en dichos vértices, nos
queda atin el 6° color sin utilizar, el cual le asignamos al vértice v consiguiento
una 6-coloracién en el grafo con n + 1 vértices, probando asi el teorema.

O

Teorema 3.1.3 (Teorema de los Cinco Colores). Cualquier mapa con regiones
continuas adyacentes puede ser coloreado usando no mas de 5 colores. Ademas
todo grafo plano es 5-coloreable.

Demostracion. Veamoslo por induccién sobre el niimero de vértices n.

Primeramente, es obvio que si G tiene como méaximo 5 vértices, es decir n < 5,
entonces es H-coloreable. Supongamos ahora un grafo plano con n — 1 vértices
que es 5-coloreable (hipétesis de induccién). Entonces, ¢lo serd también uno con
n vértices?

Sea G un grafo planar de n vértices con n > 6.

Sabemos por el Teorema 2.2.4 que existe un vértice v € G con g(v) < 5.
Sea entonces H el grafo resultante de quitar dicho vértice v al grafo G, es decir
H = G \ {v}. Por hipétesis de induccién H es 5-coloreable.

Ahora solo falta asignar un color de entre los 5 ya utilizados a v para com-
probar que G también sea 5-coloreable. Sea ¢ una coloracion de H con 5 colores.
Veamos que ocurre con el vértice v. Como su grado es g(v) < 5 existen dos casos:

Caso 1: El grado es estrictamente menor que 5 en la coloraciéon c. En este
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caso se usan a lo sumo 4 colores para pintar los vértices vecinos de v en H. Para
colorear GG entonces, valdria con asignarle un nuevo color al vértice v, obteniendo
as{ una 5-coloracién en G.

(a) 4 colores (b) 5 colores

Figura 3.7: Ejemplo grafo G' con g(v) < 5.

Caso 2: El grado de v es exactamente cinco. Vedmoslo por reduccion al ab-
surdo. Supongamos que G no admite 5-coloracion. Sean vy, ..., v5 los vértices ad-
yacentes a v ordenados en el sentido de las agujas del reloj de tal forma que el
color de v; es 1 Vi =1,...,5 en la coloracién c.

Figura 3.8: Grafo G con g(v) = 5.

Estos vértices tienen colores distintos, porque si los 5 vértices se colorearan
con solo 4 colores, podriamos dar una 5-coloracién tal y como se ha explicado en
el caso 1.

Llamamos ahora H;; el subgrafo de H formado por los vértices coloreados con
el color 7 y color 7 en la coloraciéon ¢. Supongamos colores concretos, por ejemplo
1=1,7=3.

Ahora sea P;; un camino del subgrafo Hf; desde v; hacia v;. Consideramos
el circulo completo C' con P, 3 a através de v. Este circulo separa vy, de vy tal y
como se observa en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Circulo C con P, 3 a través de v.

Pero por el Teorema de la curva de Jordan ?, el camino P, 4 debe cruzar el
circulo C'. Ahora, como el grafo G es planar, los caminos deben pasar solo por
vértices compartidos (puesto que si se cruzaran aristas ya no serfa planar). Los
vértices de P; 3 solo tienen colores 1y 3, y los vértices de P, 4 solo tienen colores
2 y 4. Luego los caminos P 3 y Pa4 no tienen colores (ni vértices) en comin,
los caminos no se pueden cruzar, luego hemos llegado a una contradiccion y por
tanto G es b-coloreable.

]

Teorema 3.1.4 (Teorema de los Cuatro colores). Dado cualquier mapa geografi-
co con regiones continuas (grafo planar), este puede ser coloreado con 4 colores.

La demostracién de este teorema, tal y como se ha explicado al inicio del
texto, hasta ahora solamente ha sido probada mediante un ordenador, por ello
no se expone en este trabajo, pero puede consultarse en [17].

2Teorema de la curva de Jordan: Sea C una curva cerrada y simple en el plano euclideo,
entonces R? \ C no es conexo y consta exactamente de dos componentes conexas que tienen a
C' como frontera comin [16].
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3.1. Propiedades y resultados basicos
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Polinomio cromatico

No solo es interesante saber cuantos colores son suficientes para conseguir
una coloracion adecuada, también lo es saber de cuantas maneras es posible
realizar dicha coloracion, en este capitulo se habla sobre conceptos relacionados
con esta idea. La teoria descrita a continuaciéon ha sido obtenida de distintas
fuentes bibliograficas como: [10], [1], [18] y [19].

El concepto principal del capitulo se denomina polinomio cromatico, el cudl
indicara la cantidad de maneras de colorear un grafo.

Definicién 4.0.1. Si G = (V, F) es un grafo simple, el polinomio cromatico
Pg(k) es una funcién que para cada 0 < k < n cumple que Pg(k) es el nimero
de k — coloraciones de G.

Proposicién 4.0.1. El polinomio cromatico definido es un polinomio en k de
grado n.

Demostracion. Sean k'y r € Z* con k > r. Supongamos que tenemos k colo-
res disponibles para pintar el grafo G = (V, E) y tenemos una particién de los
V' vértices en r conjuntos (los distintos colores que utilizaremos para colorear),
llamaremos P,(G) al nimero de estas posibles particiones de los vértices en r
clases.

Ahora si tenemos k colores disponibles para colorear G' entonces hay k() =
kx (k—1)...x (k—r41) formas de elegir el color que asignamos a cada una de
las r clases.
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Pongamos un ejemplo para entenderlo mejor: En la Figura 4.1 observamos un
grafo GG, y disponemos de una paleta de 6 colores representada con cuadrados.
En este caso se ha hecho una particién con r = 3 colores escogidos entre los 6
disponibles. Para la clase r; tenemos disponibles los 6 colores, es decir k colores
(hemos escogido el rojo), continuamos con la clase ry donde disponemos de 5
colores puesto ya no podemos contar con el rojo, es decir, £ — 1 colores. Por
ultimo, para la clase r3 al igual que antes, no podemos disponer ni del rojo ni
del verde, luego solamente nos quedan 4 colores, que corresponden a k — 2. De
esta forma para una particién de 7 = 3 tenemos ki) =k x (k= 1) x (k —2) =
(k—1) x ... x (k—r+1) formas de asignar color.

k=6

HEOENEON

bt
L

Figura 4.1: Ejemplo de una particion.

Como G tiene n vértices, existira una particion V' en exactamente n conjuntos
independientes, es decir, 7 = n (un conjunto por cada vértice) y no existird
ninguna particién con mas de n conjuntos, luego su grado maximo sera n.

Ahora, como cada coloracién de k() es diferente, y ademéds cada una de ellas
puede describirse en términos de sus clases de color, el niimero de maneras de
colorear GG con k colores es:

Po(k) = Yk x (k—1)... x (k—r + 1) x P(G) que es claramente un
polinomio en k de grado n. [

Para la construccion de algunos polinomios cromaticos necesitaremos dos ope-
raciones utilizadas en Teoria de Grafos. Una de ellas es el borrado de una arista
de un grafo dado: sea grafo G = (V| E) y sea una arista a € E, denotamos como
G\ a al grafo resultante al eliminar la arista a de G.

Otra de las operaciones es la contraccién de la arista, en este caso deno-
taremos G /a al grafo que resulta al eliminar la arista a e identificar sus antiguos
extremos como uno solo tal y como se indica en la siguiente figura.
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Capitulo 4. Polinomio cromatico

uv Gla

u
~ v u v
Gla

Figura 4.2: Contraccién y Borrado.

Una vez explicadas estas operaciones podemos redactar elsiguiente teorema
que nos da una formula relacionada con el polinomio cromatico.

Teorema 4.0.1 (Borrado-Contraccién). Sea G = (V, E) un gafo, y sea a € E
una arista de este. Sea G \ a el grafo resultante al eliminar la arista a de Gy G/a
el grafo que resulta al contraer la arista a de la manera previamente mencionada.

De esta manera y con k colores disponibles, el polinomio cromatico de G es

Po(k) = Pena(k) — Peya(k). (4.1)

Demostracion. Si tenemos una k-coloracion en G, entonces tenemos una colora-
cién en G\ a. Y si es k-coloracién en G\ a, entonces es coloracién en G si y solo
si u y v tienen colores distintos.

De esta forma, podemos contar las coloraciones de G quitando a las colora-
ciones de G\ a aquellas que tienen u y v del mismo color. Estas coloraciones son

exactamente las k-coloraciones de G/a al contraer u y v en un mismo vértice, por
lo tanto Pg(k) = Peove(k) — Paya(k). O

4.1. Propiedades de los polinomios cromaticos

A continuacion se explican algunas de las propiedades principales del polino-
mio cromatico.

Sabemos que las coloraciones de un grafo que tiene diferentes componentes
conexas, se realizan de manera independiente puesto que no hay aristas que unan
distintas componentes conexas. Si conocemos el polinomio cromatico de cada
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4.1. Propiedades de los polinomios cromaticos

componente conexa de un grafo, podremos saber el polinomio cromatico del grafo
tal y como se explica en la siguiente proposicion.

Proposiciéon 4.1.1. Sea G = (V,FE) un grafo y sean G; = (V1, Fy), Gy =

(Va, Es), ... , G, = (V,, E,) sus componentes conexas y k los colores disponibles
entonces: .
G=G1UGU..UG, = Pg(k) = [ Pe.(k). (4.2)
i=1

Demostracion. Por definicién, no existe ninguna arista que una las diferentes
componentes conexas, luego cada coloracion es independiente del resto, de forma
que se obtiene el resultado. O

Veamos otra proposicion que nos permitird calcular el polinomio cromatico
de grafos con algunas caracteristicas especificas.

Proposicién 4.1.2. Sea G = (V, E) un grafo y sean Hy = (V4, E1), Hy = (Vs, E»)
subgrafos tales que sus vértices Vi UV, =V y que Vi NVy = {v} con v € V. Si
ademas sus aristas cumplen que F; U Ey = E| y siendo k los colores disponibles
para la coloracién entonces:

o PH1(k) X PH2<k)
= ’ .

Pa(k) (4.3)

Demostracion. Dada una coloracién propia de Hy, tenemos que asignar colores a
los vértices de Hy que no esten en V. Como sabemos que VNV, = {v}, tendremos
que colorear todos los vértices de Hy excepto dicho vértice v. Dejando fijo el color
de v, eliminamos todas las variantes de asignacién sobre este vértice. Obtenemos

que el nimero de coloraciones posibles sobre Hy para cada coloracién en H; es
Py, (k)

~—, entonces:

% PH2<k) _ PHl(k) X PH2<k)

Pg(k) = Pg, (k) 2 2

(4.4)

]

A continuacién, se presenta otro resultado que nos va a permitir calcular el
polinomio cromético de un grafo dividiéndolo en dos subgrafos cuya interseccion
sea un grafo completo.

Proposicién 4.1.3. Sean G = (V,E) un grafo y sean H, = (V4,Ey), Hy =
(Va, Es) subgrafos tales que sus vértices V3 U Vo, = V' y que la interseccién de los
subgrafos es un grafo completo de orden m, es decir, H; N Hy, = K,,, entonces

o PHl(k) X PHQ(k)
- Py (k)

Pa (k) (4.5)
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Capitulo 4. Polinomio cromatico

Demostracion. Para cada coloraciéon de Hy, nos faltan colorear los vértices de Hy
que no hayamos coloreado ya. Como H1NHy = K, tenemos m vértices coloreados.
Eliminando las posibilidades que existen sobre estos vértices, tenemos que para
PH2 (k)

). (k=(m—1))

_ PH2<k) o PH1 (k) X PH2<k)
Fo(k) = P (k) k(k—1)...(k—(m—1) k(k—1)..(k—(m—1))

cada coloracion de H; hay R maneras de colorear Hs, entonces

4.2. Polinomios cromaticos de familias de grafos

A continuacién se exponen los polinomios cromaticos para algunos de los
grafos més comunes y los cuales se han explicado en la Seccién 2.1.2 para n
vértices y k colores disponibles.

1. Grafo lineal: Py, (k) =k x (k — 1)1

Sea el grafo lineal L, = (V, E) con V = vy, vg, ..., Up.

Vi Va Vi Vi

[

. Py

@ @ )
@ @ ®

Figura 4.3: Coloracion grafo lineal.

Empezamos a colorear por v, y tenemos k colores disponibles para dicho
vértice. Seguimos con el vértice adyacente vq, y tenemos disponibles todos
los colores menos el que se haya usado en el vértice anterior, luego hay
disponibles k£ —1 colores. Continuamos con vz, que no puede tener el mismo
color que vy pero si que vy, por lo tanto tenemos disponibles & — 1 colores.
Asi continuamos sucesivamente hasta llegar a v,,. Entonces todos los vértices
excepto por el que comenzamos (n— 1 vértices) se pueden colorear con k— 1
colores, y el primero con k colores. = k x (k — 1)(*=1,

2. Grafo completo: Pk, (k) =k x(k—1)x .. x(k—n—1)= (Z)n'
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4.2. Polinomios cromaticos de familias de grafos

Primero veamos un ejemplo concreto para n = 3 = Kj3. Tenemos k colores
disponibles.

Vi Vi Vi

Figura 4.4: Coloracion Ksj.

Si comenzamos coloreando el vértice v disponemos de k colores. Seguimos
coloreando vy y disponemos de £ — 1 colores puesto que vy y ve son ad-
yacentes. Finalizamos con vs, para el que solamente disponemos de k — 2
colores, puesto que por adyacencia no puede ser ni del color del vértice vy,
ni del color de vy. Luego obtenemos que Py, (k) =k x (k—1) x (k —2).

Notemos que si k =16 k = 2, entonces Py, (k) =0=k > n.

Ahora veamos la expresién general por induccién sobre n:
Supongamos que la expresion es cierta para n — 1 vértices (hipdtesis de
induccién), entonces tenemos que

Pr. (k) =k x (k—1) % ... x (k— (n—1) — 1),

Definimos K, = K,,_1 + v con v € V(K,_1). Por hipdtesis de induccién si
ya tenemos coloreado K,,_; solamente faltaria colorear el vértice v, al que
se le pueden asignar k — (n — 1) colores. Luego a las posibles coloraciones
de K, _1, que ya las sabemos por nuestra hipétesis (Pg,_,), solo hay que
anadirle las posibles coloraciones del vértice anadido v, que hemos dicho
que son k — (n — 1). Luego

Py, (k)
:PKH71X/{Z—(H—1)
=kx(k-1)x..x(k—(n—-1)—1)xk—(n—-1).

Notemos que también podemos expresar las posibilidades de coloracién co-
mo (Z)n!, que son las diferentes formas de elegir n colores (para los n

vértices) entre los k colores totales disponibles, y multiplicado por n! que
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Capitulo 4. Polinomio cromatico

son las distintas maneras de asignar los k colores a los n vértices.

N B R k(k—1)---1
<k>”‘_n!(k—n)!"'_ G-n)! (k-—mk—(n-1) -1
k(k—1)---1 ‘

:(k—n)(k—n+1)...1:k(/f—l)--~(k—n+1),

3. Arboles: T con n vértices. Pr, (k) =k x (k—1)".

Veamoslo por Induccién sobre el nimero de vértices n. Supongamos que es
cierto para n — 1 vértices (hipdtesis de induccién), luego

Pro_1(k) = k(k — 1) D=L = k(k — 1" 2

Definimos T,,_y = T, \ {v} donde v € V(T},) es un vértice hoja, el cual
se puede colorear con £ — 1 colores como hemos visto en el razonamiento
anterior del polinomio cromético del grafo lineal.

N
A

W
Figura 4.5: Coloracion Grafo Arbol.

Por hipétesis de induccion ya tenemos las distintas coloraciones de T, 1,
luego solo nos hace falta anadir las distintas coloraciones del vértice v para
obtener las de T,,, lo que resulta:

Pr, =k(k—1)"2x(k—1)=k(k— 1" = k(k - 1)"".

n

4. Grafo ciclo: Pp, = (k—1)" + (=1)"(k — 1).

Veamos primero que ocurre con un ciclo de 4 vértices Cy: si tenemos k
colores disponibles, comenzamos a colorear v; para el cual tenemos los k
colores aun disponibles. Seguimos coloreando, ahora el v, para el cual te-
nemos (k — 1) colores disponibles puesto que es adyacente a v; y no puede
ser del mismo color. Continuamos ahora con vs, pero tenemos dos opciones
como se muestra en la siguiente figura:
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4.2. Polinomios cromaticos de familias de grafos

Vi V2 Vi V2
V Va
4[__-:"—\ o) V3 9 VE
(a) Opcién 1 (b) Opcién 2

Figura 4.6: Coloraciéon Ciclo ¢y.

1. v3 es del mismo color que v;: en este caso, por adyacencia, nos quedan
disponibles k — 1 colores para v, puesto que el tinico color que no se puede
usar es el color usado para vy y vs, por tanto k(k — 1)2.

2. vz es de distinto color que v;: v3 no es del mismo color que v; y no puede
ser del mismo color que vy por adyacencia, luego tenemos k — 2 colores para
v3. Para vy no podemos utilizar ni el color de vy ni el de v3, luego tenemos
k — 2 posibilidades, por tanto k(k — 1)(k — 2)2.

Como se puede observar en el razonamiento anterior y por el principio de
adyacencia, tenemos que Pc, = k(k —1)? + k(k — 1)(k — 2)?. Pero jpara el
resto de C,,? En este caso no podemos obtener una expresién general para
el polinomio cromatico como hemos hecho en los razonamientos anteriores
analizando las posibilidades de color para cada vértice.

Lo haremos utilizando el teorema de Borrado-contraccién (Teorema 4.0.1)
y por induccién sobre el niimero de vértices n:

Supongamos que es cierto para n — 1 (hipétesis de induccién), tenemos
Pe, (k) = (k= 1)""" + (=1)""'(k - 1).

,Sera cierto entonces para n vértices?

Sea a € E(C,,) y por el Teorema 4.0.1 tenemos que

Pe, (k) = Po

wa(k) = Fo, (k) = P, (k) = P, (k).

Aplicando ahora nuestra hipétesis de induccién:

PLn(k)—Pcnl(k)—k( —D) = (k=1 = (k=" = ()" (k= 1)
=k(k—1)" = (k= 1"+ (=1)"(k = 1)
=(k—1)"" (k1) + (-1)"(k—1) =
= (k=D"(=1)"(k = 1).
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Capitulo 4. Polinomio cromatico

Obteniendo de esta forma una expresion general para calcular el polinomio
cromatico.
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Conclusiones, aplicaciones y trabajos
futuros

A lo largo de los capitulos anteriores hemos podido introducirnos en el mundo
de la Teoria de Grafos conociendo algunas nociones bésicas sobre estos. Una vez
comprendido estos conceptos y propiedades podriamos preguntarnos para qué
sirven estos conocimientos matematicos.

Aunque parezca dificil de creer, la Teoria de Grafos estd mas presente en
diferentes ambitos de nuestra vida de lo que creemos. Actualmente la Teoria de
Grafos permite resolver diversos problemas en diferentes areas de la ciencia y la
tecnologia. A continuacién vamos a describir algunas aplicaciones practicas en las
que aparece la Teoria de Grafos y asi acercar a la realidad la teoria descrita en el
trabajo.

Si pensamos en grafos en general podemos hablar de muchas aplicaciones
en la vida real: Existe un famoso problema llamado “El problema del cartero
Chino” que surge por el matemético chino Meigu Guan en 1962 [20]. El problema
es simple: consiste en averiguar la ruta ideal de un cartero para realizar bien su
trabajo, dicha ruta sera aquella que implique no repetir ninguna calle, y si esto es
imposible, buscar la manera de repetir el menor ntimero de calles posibles. ; Nos
recuerda a algin concepto visto previamente? Podria recordarnos al problema
de los puentes de Konigsberg en efecto. Este problema tan concreto podria ex-
trapolarse a empresas de reparto y distribucién de productos y minimizacion de
recorridos y tiempos empleados en estas, entre otros.

En la mayor parte de aplicaciones reales, los grafos no solo son lineas y nodos,
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normalmente estas poseen valores asociados a costes, distancias etc. de manera
que el problema se vuelve un poco mas completo y ya no solo buscamos la manera
mas rapida de realizar un recorrido sino también se busca minimizar costes, tiem-
po o kilometraje. Pensemos en unas vacaciones organizadas por nosotros mismos,
hay veces que nos interesara realizar desplazamientos en el menor tiempo posible
y otras buscar el minimo coste, aunque sean mas largos los tiempos de viaje.

Este ultimo ejemplo forma parte de muchas aplicaciones relacionadas con la
planificacién y la optimizacién llevadas a cabo mediante grafos y que muchas em-
presas y paises ponen en practica. Una aplicaciéon que surge a partir de la Segunda
Guerra Mundial y motivada por los estadounidenses tanto a nivel civil, como mi-
litar, son las técnicas de planificacion basadas en el camino critico “CPM” por sus
siglas en inglés (Critical Path Method) y en el método PERT (Program Evalua-
tion and Review Technique) [21]. Ambas son técnicas de gestion, planificacién y
programacion de proyectos complejos basados en redes que muestran la secuencia
y el flujo de las distintas actividades y eventos conectandolos entre si.

Ejemplo - Construccion de una casa

Cimientos
® —(2) (3
Excavacion

Inicio Plomeria
exterior

Obra negra

“olado

Paredes

... Flcticio
xvieriores

interior

Instalaciones p@
eléciricas
Rﬂu:[uv @
A//P'/inlura

Plomer ml

fiionn Pintura exterior
interior
/ \Y'\ I]Emr.lcinn
@ exterior
Ficticio Demrntlnn Final
interior fma 14

Figura 5.1: Ejemplo de aplicacién de un diagrapa PERT en la construccién.

Fuente: “Teorfa de Grafos”[2]

Hoy en dia las redes sociales tienen un papel fundamental en el flujo de infor-
macién y conocimiento ([22]). No hablamos de las redes sociales como Twitter o
Instagram, que también, sino en conexiones entre sujetos o instituciones conecta-
das entre si. La Teoria de Grafos tiene un papel fundamental en el anélisis de las
estructuras y el cdlculo de las interacciones e intercambio de informacion entre
los miembros de las redes sociales.
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Un tema a la orden del dia y que a todos nos sonara es el COVID19, la
Teoria de Grafos también puede aplicarse en el campo de la epidemologia, en este
caso los nodos se denominan huéspedes y las aristas contactos ([23]). Usando las
herramientas de esta teoria se pueden identificar y estudiar cercania de huéspedes,
portadores etc. para poder modelar la expansion del contagio y de esta forma
poder implementar politicas de control.

Si nos centramos en la coloreabilidad, multitud de aplicaciones en el campo
de las matematicas o en muchos otros pueden ser beneficiosos.

Una aplicacién muy practica podria ser en el diseno y gestién de horarios, ya
sea en un centro educativo o a la hora de planificar una conferencia ([24]). Este
problema se puede modelizar utilizando grafos donde los vértices podrian ser, por
ejemplo, las distintas charlas que se daran durante las conferencia, y las aristas
representarian la asistencia de las personas a las distintas charlas, de manera que
el objetivo es encontrar una coloracién de dichos vértices con el menor ntimero
de colores posible, donde cada color representa una hora disponible.

Otra aplicacién puede ser a la hora de llevar una metodologia basada en la
gamificacion en la didactica de las matemdticas. Un ejemplo de ello puede ser
con el famoso juego Sudoku: si asociamos un vértice a cada casilla y asociamos
dichos vértices mediante aristas siempre y cuando estén en la misma fila, columna
o region, obtenemos un grafo a partir de la cuadricula del Sudoku clasico. La
coloracion del grafo entrara en juego a la hora de colocar los niimeros, de forma
que asignamos un color a cada cifra distinta. Esta es una de tantas formas de
introducir las matematicas como algo divertido, lidico y entretenido tal y como se
plantea en el articulo “Empleo didactico de juegos que se matematizan mediante
grafos: una experiencia.” ([25]).

Una vertiente interesante planteada como nueva linea de investigacién podria
ser el estudio de la relacién entre la coloreabilidad de grafos y los sistemas de
ecuaciones polinémicas ([26]). De esta forma podria explorarse si hay distintas
formas de expresar el problema de coloreado utilizando sistemas de ecuaciones.
Esta idea estd muy relacionada con las bases de Grobner, ya que una de las
aplicaciones de esta teoria es la coloracién de grafos.

Existe una rama de la informaética y las matematicas que estudia la dificultad
de los problemas que se pueden resolver mediante computacion. Esta complejidad
se mide en funcién de ciertos recursos como el tiempo, memoria etc. Segin la
complejidad del problema, este se clasifica en P, NP, NP-completo o NP-dificil
([27]). El problema de la coloracién de grafos es un problema de la clase de
complejidad NP-completo porque aunque si se puede verificar si una coloracién es
valida o no en un tiempo polinémico, no se conoce un algoritmo polinémico para
encontrar una coloracion 6ptima. Por ello sigue siendo un desafio el desarrollo de
una solucion para crear algoritmos eficaces y eficientes para resolver esta cuestion

([28]).
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En este Trabajo de Fin de Grado se ha estudiado el problema de la coloreabi-
lidad en Teoria de Grafos, se ha revisado algunos conceptos basicos de la teoria
de grafos, asi como algunos resultados clasicos y actuales sobre la coloracién de
estos. Con este trabajo se ha ofrecio una visiéon general del problema de la colo-
reabilidad para de esta forma intentar despertar el interés por este fascinante y
amplio mundo de los grafos.

Como hemos visto con algunos ejemplos, la aplicaciéon de esta teoria es muy
amplia, la continuidad en el estudio e investigacion es esencial para la mejora y
ampliacién de las aplicaciones en diferentes situaciones cotidianas. Una posible
extension del trabajo podria ser la implementacion de cédigo en algin lenguaje
de programacién para resolver ciertas cuestiones planteadas como por ejemplo el
problema de la gestion de horarios mediante coloracién de grafos. Hemos hablado
de coloracion de grafos, pero centrandonos tunicamente en colorear los vértices,
otra posible ampliacién a partir de la teoria comentada podria ser el profundizar
en el coloreado de aristas.
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