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Resumen

Este Trabajo de Fin de Grado se centra en la Teoŕıa de Grafos y más en
concreto en la coloreabilidad de grafos. El objetivo principal ha sido realizar un
estudio bibliográfico del tema en general, utilizando distintas fuentes, para intro-
ducirnos en el mundo de los grafos partiendo del famoso problema de los 4 colores.
A partir de la teoŕıa explicada en relación con los grafos se presentan las nociones
de coloreabilidad mencionadas anteriormente. El contenido del trabajo en cuanto
a este aspecto se ha centrado en el estudio de las propiedades matemáticas del
número cromático y del polinomio cromático.

En el cuerpo del trabajo se presentan las definiciones de los conceptos más
importantes, seguidas de las caracteŕısticas de estos, aśı como de los teoremas
y proposiciones que los relacionan, todo ello explicado con figuras, la mayoŕıa
de elaboración propia, que ayudarán al entendimiento del texto. A partir del
Caṕıtulo 3 comenzamos con los contenidos principales del trabajo, partiendo de
resultados de grafos en general, seguida por los Caṕıtulos 4 y 5 que se centran en
coloreabilidad.

Palabras clave:

Grafos,
Coloreabilidad,
Número cromático,
Polinomio cromático.
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4.1. Propiedades de los polinomios cromáticos . . . . . . . . . . . . . . 35
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Imagen obtenida de “Polinomio cromático. Introducción a la coloración robusta.”[1] . . . 5

2.1. Ejemplo de un grafo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 10

2.2. Ejemplo de un grafo con su lazo. . . . . . . . . . . . . . . . . . . 11
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1
Introducción, objetivos y metodoloǵıa

¿A quién no le han dado un mapa de Europa o del mundo en el colegio y le
han pedido pintarlo? Cuando eramos pequeños y estudiábamos Geograf́ıa, nos
dećıan que teńıamos que colorear el mapa para separar y diferenciar los distintos
páıses, de forma que la idea era no pintar dos regiones juntas con el mismo color
y aśı visualmente era más facil distinguir un páıs de otro.

Imaginemos ahora que tenemos un mapamundi y que queremos colorearlo tal
que dos paises que compartan frontera no tengan el mismo color. ¿Existe alguna
manera de saber con cuántos colores bastaŕıa para colorearlo de dicha forma?
¿De cuántas maneras se puede colorear?

Este Trabajo de Fin de Grado trata sobre un tema de las matemáticas que da
solución a este tipo de problemas, y otros similares: la Teoŕıa de Grafos, y más
en concreto, la Coloreabilidad en Teoŕıa de Grafos.

1.1. Contexto histórico

La Teoŕıa de Grafos tiene su origen en 1736 cuando el matemático Leonhard
Euler resolvió el famoso problema de los puentes de Könisberg [3]. Este problema
(Figura 1.1) pońıa en duda la posibilidad de cruzar los 7 puentes que uńıan las
islas de esta región de Prusia, de manera que solo se pasara una vez por cada uno
de ellos.
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1.1. Contexto histórico

Figura 1.1: Puentes de Konisberg.

En 1852 el abogado y botánico británico Fracis Guthiere trabajando con un
mapa poĺıtico, se dió cuenta de que pod́ıa colorearlo con 4 colores de manera que
dos regiones limı́trofes cualesquiera tuvieran colores distintos. De esta forma le
planteó a su hermano Frederick la conjetura de los cuatro colores [4]: ¿se podŕıa
colorear cualquier mapa únicamente con 4 colores? Frederick se lo planteó a su
profesor Augusto de Morgan, quien expandió el planteamiento del problema a sus
colegas de forma que el enunciado cruzó el mundo. La conjetura que planteaban
teńıa algunas restricciones a la hora de definir los mapas a colorear, de forma que
los territorios no se consideraŕıan colindantes cuando su frontera fuera un único
punto, por lo que para ser colindantes debeŕıan compartir una frontera como se
indica en la siguiente Figura 1.2:

Figura 1.2: Explicación de cuando es frontera.

Tras la muerte de De Morgan en 1871 el problema pareció olvidarse, pero fue
en 1878 cuando el matemático británico Arthur Cayley volvió a sacarlo a relucir,
publicando el enunciado de la conjetura en un encuentro de la London Mathe-
matical Society [5]. Un año después, tras leer el enunciado, el abogado británico
Alfred Kempe se interesó por el problema y publicó en 1879 una demostración
[6] en la revista Nature. Poco después, en 1880 publicó una actualización de su
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Caṕıtulo 1. Introducción, objetivos y metodoloǵıa

demostración corrigiendo algunas erratas, y esta fue la demostración al teorema
aceptada por la comunidad matemática hasta una década después.

En 1890, el matemático Percy John Heawood publicó un mapa en el que no se
cumpĺıa la prueba propuesta por Kempe y un año después, este admitió su error.
A pesar de encontrar este error, la prueba de Kempe fue clave para Heawood
quien la utilizó para demostrar el Teorema de los 5 colores [7].

Pasaron años hasta que, en 1969, Heinrich Heesc sistematiza la prueba del
Teorema de los 4 colores gracias a un algoritmo que comentó con su alumno
Wolfgang Haken. Para realizar esta prueba se identifica el mapa como un grafo
(Figura 1.3) de manera que a cada páıs o región se le asocia un vétice (dos vertices
se unen solo śı existe una frontera entre ambos páıses).

Figura 1.3: Asociación de un grafo al mapa de España y su coloración.
Fuente: Imagen obtenida de “Polinomio cromático. Introducción a la coloración robusta.”[1]

Haken junto con Appel consiguen completar unos 6 años después la demos-
tración mediante un ordenador [8]. Esta prueba necesitaba unos 50 d́ıas aproxi-
madamente y 3 ordenadores de la Universidad de Illinois para su ejecución.

En 1996 un grupo de investigadores del Instituto de Tecnoloǵıa de Georgia
simplificó la prueba y el algoritmo [9], de manera que la verificación solamente
necesita unas 3 horas en cualquier ordenador doméstico.

Con esta verificación por ordenador se da por concluida la demostración del
Teorema de los Cuatro colores, pero una cuestión filosófica en torno a este pro-
blema sigue abierta entre la comunidad matemática... ¿es de verdad una demos-
tración si no puede realizarse a mano por un humano?
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1.2. Objetivos generales y espećıficos

1.2. Objetivos generales y espećıficos

A continuación se explican los objetivos generales y espećıficos del trabajo,
aśı como la metodoloǵıa empleada en su desarrollo.

El objetivo más general de este Trabajo de Fin de Grado es introducirnos
en el mundo de la Teoŕıa de Grafos, y más espećıficamente comprender algunos
conceptos y nociones de la coloreabilidad en la Teoŕıa de Grafos.

En el Caṕıtulo 2 se abordan los conceptos matemáticos más generales y nece-
sarios para comprender este tema. Se explican más en particular algunos tipos de
grafos que existen y que utilizaremos en el desarrollo de la teoŕıa del trabajo, se
exponen algunas de las caracteŕısticas que afectan a los grafos, se enuncian teore-
mas y proposiciones, aśı como sus demostraciones y se muestran figuras y dibujos
de grafos para poder representar visualmente algunas de las explicaciones.

El Caṕıtulo 3 comienza con el estudio de la coloreabilidad en grafos y se
centra en el número cromático de un grafo, concepto de gran importancia para
comentar los Teoremas de los 4, 5 y 6 colores, los cuales hacen referencia al
problema de coloración de mapas que se explicaba al inicio del trabajo. También se
explican algunas propiedades, con sus respectivas demostraciones, de los números
cromáticos.

En el Caṕıtulo 4 se introduce el concepto de polinomios cromáticos, porque
como veremos, śı se puede colorear un mapa o un grafo con cierto número de
colores, pero ¿de cuántas formas distintas podemos colorearlo con dichos colo-
res? En este caṕıtulo se exponen los resultados necesarios para responder a esta
cuestión.

1.3. Metodoloǵıa

La metodoloǵıa utilizada en este trabajo es básicamente de revisión bibliográfi-
ca. Se ha llevado a cabo una búsqueda de información mediante la cual y a través
de su interpretación, se ha llegado a las conclusiones explicadas en el proyecto.

La estructura que se sigue en el desarrollo del marco teórico es la siguiente:
primeramente se desarrollarán los conceptos más generales de la Teoŕıa de Gra-
fos (definición de grafo, tipos, caracteŕısticas, ejemplos etc.), a continuación se
mencionarán algunos de los teoremas y proposiciones más importantes y conoci-
dos relacionados con esta misma teoŕıa (por ejemplo el Teorema de Euler). Estas
nociones generales de grafos nos serán útiles para entender la coloreabilidad. Des-
pués, entraremos en detalle en coloreabilidad de grafos. Siguiendo la estructura
previa, primero definiciones, conceptos y ejemplos y a continuación los teoremas
que dan solución al problema planteado.
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Caṕıtulo 1. Introducción, objetivos y metodoloǵıa

Algunas de las figuras o dibujos que se mostrarán a lo largo del trabajo son
recogidas de la bibliograf́ıa y otras de ellas son de elaboración propia.
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1.3. Metodoloǵıa
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2
Conceptos básicos de Teoŕıa de Grafos

2.1. Definiciones y caracteŕısticas generales

A continuacion se explican algunos conceptos generales relacionados con la
Teoŕıa de Grafos, que son necesarios para entender el contenido del trabajo y
que se vieron en la asignatura “Matemática Discreta”de Primer año del grado
en matemáticas. También fijaremos la notación que se utilizará a lo largo del
texto. Estos conceptos los encontramos en cualquier texto de Teoŕıa de Grafos
(por ejemplo [3], [10], [11]) pero se incluyen en el propio trabajo para que este
sea autocontenido.

2.1.1. Conceptos generales

Comenzamos definiendo el gran protagonista del trabajo y de la Teoŕıa de
Grafos, tal y como su propio nombre indica:

Definición 2.1.1 (Grafo). Geométricamente podemos definir un grafo como un
conjunto de puntos (a los que llamamos vértices), y ĺıneas (que llamamos aristas)
en el espacio, de forma que algunos de los puntos están unidos entre śı mediante
dichas aristas.

Matemáticamente un grafo se puede definir del siguiente modo: sea V un
conjunto de vértices, distinto del vaćıo, y sea E un conjunto de aristas del grafo
G, entonces definimos un grafo como un par ordenado G = (V,E). Las aristas
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2.1. Definiciones y caracteŕısticas generales

de G son pares no ordenados de elementos del conjunto E, es decir si u y v ∈ V
entonces {u, v} = {v, u} ∈ E.

Figura 2.1: Ejemplo de un grafo.

En la Figura 2.1 tenemos un ejemplo de grafo G = (V,E) donde V =
{v1, v2, v3, v4, v5} y

E = {{v1, v2}, {v2, v3}, {v2, v4}, {v5, v2}, {v3, v4}, {v4, v5}, {v5, v5}}.

Cabe destacar que el conjunto V no tiene por qué ser finito. Sin embargo todos
los grafos con los que se trabajará en este Trabajo Fin de Grado serán finitos.
Intuitivamente un grafo finito será aquel que tiene un número finito de vértices
y aristas, veamos ahora una definición más formal.

Definición 2.1.2. Llamaremos orden del grafo G al número de vértices que
posee dicho grafo, y llamaremos tamaño del grafo al número de sus aristas. De-
cimos entonces que un grafo finito es aquel que tiene tanto orden como tamaño
finitos.

Tomando como ejemplo la Figura 2.1, podemos decir que esta es un grafo
finito, cuyo orden es 5 y su tamaño 7.

También, como se observa en la misma figura, una o más aristas pueden incidir
en un mismo vértice. Es más, una misma arista puede tener su origen y su final
en el mismo vértice, es lo que llamamos lazo. En la Figura 2.2 la arista en color
rojo es un lazo.
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Caṕıtulo 2. Conceptos básicos de Teoŕıa de Grafos

Figura 2.2: Ejemplo de un grafo con su lazo.

También existen otro tipo de aristas llamadas aristas múltiples, que son
aquellas que unen los mismos vértices.

Sea G = (V,E) un grafo y definimos ψ la aplicación

ψ : E −→ V × V
(ak) 7−→ (vi, vj)

que asocia a cada elemento de E un par de vértices de V de manera que la arista
ak ∈ E une a los vértices vi y vj ∈ V . Entonces, cuando la función ψ no es
inyectiva, se dice que ai, ..., ak son aristas múltiples. Si un grafo no contiene ni
lazos ni aristas múltiples se dice que es un grafo simple.

Figura 2.3: Grafo con arista múltiple.

Como se puede observar en las figuras previas, de un vértice pueden salir dis-
tintos números de aristas. En matemáticas, este concepto tiene nombre partiular:
grado de un vértice, y lo denotamos como g(v) con v ∈ V . En la Figura 2.2 por
ejemplo, las aristas {v2, v3} y {v3, v4} inciden en el vértice v3, luego g(v3) = 2.

Puede pasar que todos los vértices de un grafo tengan el mismo grado. Cuando
esto sucede, estamos ante un grafo regular. Además, si G = (G,E) un grafo
cuyos vértices tienen grado g(v) = k ∀v ∈ V entonces es un grafo k − regular.

Si tenemos como ejemplo, la Figura 2.4, estamos ante un grafo 2-regular.
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2.1. Definiciones y caracteŕısticas generales

Figura 2.4: Grafo regular.

Recordemos el problema de los puentes de Königsberg (Figura 1.1): ¿podŕıamos
cruzar todos los puentes sin repetir ninguno? Tal y como se dijo en la introducción,
este problema puede resolverse usando un grafo: ¿cuándo es posible recorrerlo sin
pasar dos veces por la misma arista o el mismo vértice? Vamos a construir el grafo
asociado al problema en la Figura 2.5, de forma que habrá tantos vértices como
zonas hay en el problema: 1 la isla mayor, 2 la isla menor, 3 la orilla norte, 4 la
orilla sur. Y pondremos tantas aristas como puentes haya conectando las zonas.

Figura 2.5: Grafo asociado a los puentes de Königsberg.

Ahora bien, para responder a las preguntas anteriormente formuladas de si
podemos cruzar todos los puentes sin repetir ninguno, se deben definir primero
algunos conceptos.

Definición 2.1.3. Definimos un camino en un grafo G = (V,E) entre los
vértices vi y vj como una sucesión de aristas que pertenecen a E de la forma
{vi, vk1}, {vk1 , vk2}, {vk2 , vk3}...{vk1 , vj}. Un camino es cerrado si empieza y aca-
ba en el mismo vértice.

Además, afirmamos que existen dos tipos de caminos: eulerianos y hamilto-
nianos.

Definición 2.1.4. Dado un grafo G = (V,E) decimos que un camino es eu-
leriano si dicho camino contiene todas las aristas del grafo, y cada arista solo
aparece una vez. Decimos que un camino es hamiltoniano cuando dicho camino
contiene todos los vértices del grafo y cada vértice aparece solo una vez.
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Caṕıtulo 2. Conceptos básicos de Teoŕıa de Grafos

Contestando a las preguntas realizadas en el problema de los puentes de
Königsberg, y teniendo en cuenta el grafo asociado a este problema (Figura 2.5),
es imposible recorrer todos los puentes sin repetir ninguno, y por tanto no existe
ningún camino euleriano. Sin embargo, śı podemos encontrar un camino hamil-
toniano como es el siguiente: {v1, v3}, {v3, v2}, {v2, v4} .

2.1.2. Algunos tipos de grafos

Después de esta breve introducción de algunas de las definiciones y carac-
teŕısticas de la Teoŕıa de Grafos, se nombran y explican algunos de los tipos de
grafos más comunes, los cuales utilizaremos para el desarrollo del marco teórico
de la coloreabilidad de grafos. La teoŕıa de esta sección ha sido obtenida a partir
de algunos textos de la bibliograf́ıa: [10], [12], [13] y [14].

1. Grafo simple. Decimos que un grafo G es un grafo simple cuando no posee
ni lazos ni aristas múltiples.

2. Grafo conexo. Un grafo G = (V,E) es conexo si dados dos vértices cuales-
quiera que pertenecen a V existe algún camino que los une. Las componen-
tes conexas de un grafo son subgrafos inducidos por este, donde cualquier
par de vértices está unido mediante un camino. En otras palabras, son los
conjuntos de vértices alcanzables entre śı.

(a) Grafo conexo (b) Grafo no conexo

Figura 2.6: Ejemplos grafos conexo y no conexo.

3. Grafo planar. Un grafo planar es aquel que se puede dibujar en el plano sin
que ninguna de sus aristas se crucen. Este grafo divide al plano en diferentes
regiones llamadas caras. Cabe destacar que la parte “exterior”del grafo, la
cual no posee frontera con el plano, también es considerada como una cara.
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2.1. Definiciones y caracteŕısticas generales

(a) Grafo planar (b) Grafo no planar

Figura 2.7: Ejemplos grafos planar y no planar.

4. Grafo dual. Un grafo dual se forma mediante un grafo previo planar de la
siguiente manera. Dado G = (V,E) un grafo planar, entonces un grafo dual
es otro grafo G′ = (V ′, E ′) de forma que existe un nuevo vértice pertene-
ciente a V ′ por cada cara que perteneciera al grafo G, y estos vértices del
nuevo grafo G′ están unidos mediante aristas, las cuales existirán siempre y
cuando las caras previas correspondientes a los nuevos vértices v′1 y v

′
2 ∈ V ′

a los que unen, tuvieran una frontera en común en el grafo G.

Figura 2.8: Grafo dual.

Tal y como se muestra en la Figura 2.8, a partir de un grafo planar G, se
ha obtenido otro G′ tal y como se ha explicado.

5. Grafo bipartito. Se dice que un grafo G = (V,E) es bipartito cuando
el conjunto V admite una partición en dos conjuntos disjuntos (es decir,
que no tienen elementos comunes) V1 y V2 de manera que toda arista que
pertenezca a E posee un extremo en el conjunto V1 y el otro extremo en el
conjunto V2.
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Figura 2.9: Grafo bipartito.

6. Grafo lineal (Ln). Es un grafo formado por n vértices v1, ..., vn y n − 1
aristas a1, ..., an de tal manera que la arista ai = (vi, vi+1). Todos los vértices
tienen grado 2 excepto el primero y el último que tienen grado 1.

Figura 2.10: Grafo lineal.

7. Grafo completo (Kn). Es un grafo simple de manera que cada par de vérti-
ces del grafo están conectados mediante una arista. El número de aristas
que poseen este tipo de grafos G = (V,E) es

E =

(
n

2

)
=
n× (n− 1)

2
.

Este número es el mayor número de aristas que puede tener un grafo simple,
de ah́ı su nombre de grafo completo.

(a) Grafo completo K4. (b) Grafo no completo.

Figura 2.11: Ejemplos grafos completo y no completo.

15



2.1. Definiciones y caracteŕısticas generales

8. Grafo Ciclo (Cn). Un ciclo es un camino cerrado, simple y no trivial.
Poseen n vértices y n aristas. Cabe destacar que es un grafo regular ya que
todos los vértices tienen grado 2.

Por tanto, se observa que si G = (V,E) es un Cn entonces ψ(ai) = (vi, vi+1)
con i < n y ψ(an) = (vn, v1) con i = n, siendo ψ la aplicación definida
previamente en la sección 2.1.1.

Figura 2.12: Grafo ciclo C5.

9. Árbol (Tn). Se dice que un grafo es un árbol cuando es un grafo conexo
y sin ciclos, es decir, que para cada 2 vértices cualesquiera hay un único
camino que los une.

Figura 2.13: Grafo árbol.

Ahora, veamos una propiedad importante sobre los grafos árboles:

Proposición 2.1.1. Sea G = (V,E) un árbol con n vértices y m aristas,
entonces n = m+ 1.

Demostración. Hagamos la demostración por inducción sobre el número de
vértices n:

Veamos primero que ocurre si el grafo solamente tiene un vértice, es decir
n = 1. Como sabemos que G es un árbol sabemos que no tiene ciclos, y como
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solamente tiene un vértice, entonces no tendrá ninguna arista, de modo que

m = 0 ⇒ n = m+ 1 = 0 + 1 = 1. (2.1)

Ahora supongamos que la proposición es cierta para los árboles con menos
de n vértices (hipótesis de inducción).

Figura 2.14: Grafo G con n ≥ 2 vértices.

Sea G un árbol con n ≥ 2 y sea a ∈ E la arista con extremos u y v tal y
como se muestra en la Figura 2.14. Como G es conexo, sabemos que solo
hay un camino que une los vértices u con v. Ahora, si quitamos la arista a
que es la que los une, G \{a} no es conexo y su número de componentes
conexas es 2 como se observa en la Figura 2.15.

Figura 2.15: Grafo G \ {a}.

Llamemos G1 y G2 a dichas componentes, las cuales son subgrafos de G,
son conexas, y no poseen ciclos, entonces por definición, como son conexas
y sin ciclos, son árboles, con lo que por hipótesis de inducción, sabemos que
se cumple que

n(Gi) = m(Gi) + 1 ∀i = 1, 2. (2.2)

Entonces

m(G) = m(G \ {a}) + 1 = m(G1) +m(G2) + 1

= m(G1) + 1 +m(G2) + 1− 1

= n(G1) + n(G2)− 1 = n(G)− 1.
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Por tanto, m(G) = n(G)− 1 y en consecuencia n(G) = m(G) + 1.

2.2. Teoremas generales de grafos

Después de introducir las caracteŕısticas basicas sobre algunos tipos de grafos
con los que trabajaremos durante el desarrollo del texto, se exponen algunos
de los teoremas más conocidos e importantes sobre Teoŕıa de Grafos los cuales
nos serán útiles para entender algunas de las nociones de coloreabilidad que se
explican más adelante. Estos conceptos son fáciles de encontrar en numerosas
publicaciones y textos cient́ıficos que podemos encontrar en la bibliograf́ıa, como
son [2], [10], [14].

El siguiente teorema que vamos a ver, relaciona el número de vértices, el
número de aristas y el número de caras entre śı mediante la conocida fórmula de
Euler.

Teorema 2.2.1 (Teorema de Euler). Sea G un grafo plano y conexo con C
número de caras, A número de aristas y V número de vértices, entonces

V − A+ C = 2. (2.3)

Demostración. Primero, supongamos que G no tiene aristas, es decir A = 0.
Como G es conexo, tiene un único vértice y por tanto tiene una sola cara (la
exterior). Por ello sustituyendo en la fórmula, obtenemos que

V − A+ C = 1− 0 + 1 = 2. (2.4)

Continuamos con la demostración viendo qué ocurre cuando el grafo śı tiene
aristas. Lo vemos por inducción sobre el número de aristas de G.

Suponemos entonces el resultado cierto para un grafo con n vértices (hipótesis
de inducción). Veamos qué ocurre cuando tiene n+1 vértices. Tenemos dos casos:

Opción 1: Si G no tiene ciclos. Entonces por definición, G es un árbol, por lo
tanto posee una sola cara (C = 1). Además, por la Proposición 2.1.1, sabemos
que si V es el número de vértices y A es el número de aristas de G, entonces

V = A+ 1. (2.5)

Por lo tanto:

V − A+ C = A+ 1− A+ 1 = 2. (2.6)

Obteniendo aśı la fórmula de Euler.
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Opción 2: Si G tiene un ciclo. Consideramos el grafo G con n + 1 vértices y
la arista a ∈ A aquella que forma el ciclo.
Ahora llamemos H al grafo resultante de quitar la arista a al grafo G, es decir
H = G \ {a}. Sabemos que es conexo y con n aristas, luego, por hipótesis de
inducción se cumple la fórmula de Euler. Por tanto tenemos que:

VH − AH + CH = 2. (2.7)

Es sencillo ver que el número de caras de G es CG = CH + 1, puesto que al
añadir la arista a que era la que formaba el lazo, aparece una nueva cara. Además,
tenemos una arista más, es decir, AG = AH + 1. Por lo tanto:

VG − AG + CG

= VH − (AH + 1) + (CH + 1)

= VH − AH + CH − 1 + 1

= VH − AH + CH .

Sabemos por la ecuación (2.7) que VH − AH + CH = 2 y por tanto se cumple
también la fórmula de Euler.

A partir de la fórmula que se presenta en el siguiente teorema, se puede acotar
el número de aristas de un grafo en relación con su número de vértices, de manera
que se garantiza una condición necesaria para que un grafo simple sea plano.

Teorema 2.2.2. Si G es un grafo planar y simple con al menos 3 vértices, en-
tonces

A ⩽ 3V − 6, (2.8)

donde A es el número de aristas y V el número de vértices.

Demostración. Sea V el número de vértices de un grafo G, que supongamos que
es un grafo planar maximal (aquel que posee todas las aristas posibles), cada cara
entonces, está delimitada por tres o más aristas. Ahora, podŕıamos decir que cada
cara tiene al menos 3 aristas y cada arista pertenece a 2 caras, entonces

3C ⩽ 2A. (2.9)

Ahora, aplicando el Teorema de Euler y multiplicando por 3, tenemos que

V − A+ C = 2 ⇒ 3V − 3A+ 3C = 6.

Utilizando ahora la ecuación (2.9) y sustituyendo en la expresión anterior
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tenemos
3V − 3A+ 2A ⩾ 6 ⇒ 3V − A ⩾ 6 ⇒ A ⩽ 3V − 6.

Si el grafo no fuera maximal, entonces añadimos las aristas necesarias para
completar los triángulos posibles y conseguir las condiciones que se exponen al
principio de la demostración.

Otro teorema relevante en la Teoŕıa de Grafos lleva el nombre de la metáfora
que se explica a continuación. Imaginemos que entramos en una fiesta, lo primero
que haŕıamos es saludar a las personas que se encuentran en ella estrechándoles
la mano. Con un poco de imaginación podŕıamos representar con un grafo esta
acción. Siendo cada persona un vértice y representando las aristas cuando dos
personas se saludaran y “juntaran”sus manos, podŕıamos decir que con dos brazos
de dos personas que se saludan se crea una arista que uniŕıa los vértices que
representan a cada persona. He aqúı el nombre del siguiente teorema.

Teorema 2.2.3 (Apretón de Manos). Sea un grafo G = (V,E) y sea g(v) el
grado del vértice v ∈ V entonces∑

v∈V

g(v) = 2× A, (2.10)

donde A es el número de aristas.

Demostración. Supongamos un grafo G con A número de aristas y con g(v) el
grado de los vértices. Como cada arista une 2 vértices, contaremos cada arista
dos veces, una por cada vértice que “toca”. Entonces, la suma de los grados es el
doble del número de aristas, con lo que obtenemos la expresión que buscábamos
(2.10).

El siguiente resultado nos asegura que un grafo planar tiene al menos un
vértice con 5 o menos aristas que salen de él. Este teorema nos será útil para
demostrar un teorema del siguiente caṕıtulo.

Teorema 2.2.4. Un grafo planar tiene al menos un vértice de grado 5 o menos.

Demostración. Sean V el número de vértices, A el de aristas y C las caras del
grafo G. Por reducción al absurdo, supongamos que no se cumple el teorema y
que todos los vértices son de grado 6 o más.

Primero, sabemos que cada arista conecta 2 vértices. Ahora, vamos a decir que
la mitad de una arista pertenece a un vértice y la otra mitad al otro. Entonces,
podemos decir que cada vértice posee la mitad de cada arista que sale de él.
Como en nuestra suposición, cada vértice posee al menos 6 aristas, entonces cada
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vértice posee 6
2
= 3 aristas. En otras palabras, el número de aristas es al menos

3 veces el número de vértices, luego obtenemos que

A ⩾ 3V ⇒ V ⩽
A

3
. (2.11)

Centrándonos ahora en las aristas que “separan” caras: sabemos que para delimi-
tar una cara son necesarias al menos 3 aristas, puesto que con 1 o 2 se formaŕıan
lazos o aristas múltiples, tal y como se muestra en la Figura 2.16. Algo que no se
puede dar porque estamos suponiendo un grafo planar.

Figura 2.16: Grafos con 1 y 2 vértices.

Ahora, si nos fijamos en una arista que delimite dos caras, vamos a “asociar”la
mitad de la arista con una cara y la otra mitad con la otra cara.
Teniendo como ejemplo la Figura 2.17, la arista {v1, v3}, contará la mitad para
la cara A y la mitad para la cara B.

Figura 2.17: Grafo con 3 caras.

Habrá otras aristas que no separen caras, como la arista {v4, v5} de la figura del
mismo ejemplo, en este caso la contamos una sola vez para la cara exterior C.

De esta manera, cada cara posee 3 o más aristas que la tocan y “contamos”la
mitad de cada una, luego tenemos 3

2
aristas por cada cara y por tanto

A ⩾
3

2
C ⇒ C ⩽

2A

3
. (2.12)

Ahora, por la fórmula de Euler sabemos que V −A+C = 2 y usando las ecuaciones
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(2.11) y (2.12) en esta fórmula tenemos que

V − A+ C ⩽
A

3
− A+

2A

3
= A− A = 0. (2.13)

Por tanto,
V − A+ C ⩽ 0. (2.14)

Pero sabemos que V − A + C = 2 como hemos visto en (2.3). Hemos llegado a
una contradicción. Por lo que nuestra suposición es falsa y es imposible que un
grafo planar tenga todos sus vértices de grado 6 o más.Y por tanto, al menos
existe un vértice cuyo grado es 5 o menos.
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3
Número cromático de un grafo

Siguiendo en ĺınea con el problema principal del Trabajo Fin de Grado, si
quisiéramos colorear un mapa de forma que dos regiones con frontera común tu-
vieran colores distintos, ¿cómo sabŕıamos con cuántos colores bastaŕıa? Es más,
si tenemos un grafo cualquiera, ¿podemos saber cuántos colores como mı́nimo
hacen falta para colorearlo? A continuación se explican algunas nociones básicas
sobre coloreabilidad en Teoŕıa de Grafos que nos servirán para responder a es-
tas cuestiones y muchas otras. La información explicada en este caṕıtulo se ha
obtenido de distintas fuentes bibliográficas sobre coloreabilidad, entre otras: [10],
[11], [12] y [14].

Definición 3.0.1. Dado un grafo G = (V,E) una coloración es una asociación
de colores con los vértices de este, de manera que dos vértices que son adyacentes
no puedan tener el mismo color. En ese caso decimos que el grafo es coloreable.

(a) Coloración. (b) No coloración.

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo bien coloreado y mal coloreado.

Por ejemplo, en la Figura 3.1b, el grafo no está coloreado tal y como hemos
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definido la coloración, puesto que este grafo tiene dos vertices adyacentes del mis-
mo color, rojo en este caso. Sin embargo en la Figura 3.1a, los vertices adyacentes
siempre tienen distintos colores, y por lo tanto es una coloración correcta.

En el resto del Trabajo Fin de Grado al hablar de coloración de grafos, siempre
estaremos trabajando con grafos simples, puesto que si tenemos un grafo con un
lazo, como la arista empieza y finaliza en el mismo vértice, dicho vértice por ser
adyacente a si mismo debeŕıa tener dos colores, pero esto es imposible.

Como cada grafo se puede colorear con un número diferente de colores, a
continuación se define un término para referirnos a cada uno de ellos.

Definición 3.0.2. Decimos que un grafo G es k − coloreable cuando solamente
necesita k colores para ser coloreado.

No hay un método general para colorear grafos pero śı existen algunos al-
goritmos que proporcionan soluciones más o menos óptimas para obtener una
coloración adecuada. Uno de estos algoritmos es el Algoritmo Greedy o Voraz
([14], [11]), el cual se explica a continuación. Este procedimiento asegura una
manera adecuada de colorear un grafo dado sin demasiados colores. Sin embargo
no garantiza usar el mı́nimo número de colores necesarios.

Para su procedimiento, se deberán ordenar los vértices para saber en qué or-
den colorearlos, y también se deberán ordenar los colores con un ı́ndice de menos
a más. De forma que tendremos por ejemplo k colores ordenados de la forma
{color 1, color 2,..., color k} y los vértices V = {A,B,C...}. A continuación el
procedimiento de coloración:

1º. Coloreamos el primer vértice (A) con el color de ı́ndice más bajo sin usar
(en este caso color 1).

Figura 3.2: Paso 1 del Algoritmo Greedy.

24
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2º Pasamos al siguiente vértice (B). Escogemos el color con ı́ndice más bajo:
- Si ninguno de los vértices adyacentes ha sido coloreado con dicho color, lo colo-
reamos y pasamos al siguiente vértice.
- Si este color ya ha sido usado para alguno de sus vértices adyacentes, elegimos
el color con el siguiente ı́ndice, realizamos esta elección de colores sucesivamente
hasta que encontremos el ı́ndice más bajo cuyo color no se haya usado aún en
ninguno de los vértices adyacentes. En este ejemplo el color 2.

Figura 3.3: Paso 2 del Algoritmo Greedy.

3º. Repetimos este paso previo hasta que todos los vértices hayan sido colo-
reados.

Figura 3.4: Paso 3 del Algoritmo Greedy.

Cabe destacar que el número de colores a utilizar vaŕıa según establezcamos el
orden de los vértices a colorear. Por ejemplo, en la Figura 3.5 tenemos un ejemplo
de otra coloración distinta a pesar de ser el mismo grafo del ejemplo anterior. En
este caso hemos necesitado 5 colores, uno más que en la coloración previa. Esta
coloración es distinta, porque si nos fijamos en la figura, se ha comenzado a
colorear por un vértice distinto.
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Figura 3.5: Ejemplo de una coloración distinta.

Una vez explicada una manera de colorear un grafo dado, y visto que no solo
existe una única coloración para un mismo grafo, y que de hecho, dependiendo
de las coloraciones, se utilizan más o menos colores, introducimos un concepto
que va ligado a esta idea: el número cromático.

Definición 3.0.3 (Número cromático). El número cromático de un grafo dado G
es el número mı́nimo necesario para que este sea coloreable. Es decir es el número
k de manera que G sea k − coloreable. Lo denotamos como χ(G).

3.1. Propiedades y resultados básicos

En esta sección se explican distintas propiedades, teoremas o proposiciones
(con sus correspondientes demostraciones) en torno al número cromático.

Es obvio que si un grafo G tiene número cromático χ(G) = 1 entonces dicho
grafo es un grafo nulo1, porque si tiene al menos una arista, son necesarios al
menos 2 colores, uno para cada vértice. Cabe destacar que los grafos que tienen
número cromático χ(G) = 2 vienen determinados por la siguiente proposición:

Proposición 3.1.1. Un grafo G tiene número cromático χ(G) = 2 si y solo si
tiene aristas y es un grafo bipartito.

Demostración. Comenzamos la demostración viendo que si el número cromático
de un grafo es 2, entonces tendrá aristas y será bipartito. Sea por lo tanto G =
(V,E) un grafo cuyo número cromático χ(G) = 2 y sea c una coloración de G
con dos colores: 1 y 2. Es obvio que G tiene al menos una arista. Sean V1 y V2

1Un grafo con n vértices pero ninguna arista se llama grafo nulo (Nn) [15].
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los conjuntos formados por todos los vértices de G coloreados en c por los colores
1 y 2 respectivamente. Entonces V1 y V2 son particiones disjuntas de V . Además
como es una 2-coloración, los extremos de cada arista son de distinto color, luego
un vértice de un extremo estará en V1 y el otro vértice del extremo opuesto de la
arista estará en V2. Entonces, por definición, G = (V,E) es un grafo bipartito.

Por último veamos que si tenemos un grafo G = (V,E) bipartito con aristas,
entonces su número cromático será 2. Enronces, siendo V su conjunto de vértices,
es obvio que no se puede colorear con un solo color. Sean V1 y V2 dos particiones
de V , asignamos el color 1 a V1 y el color 2 a V2. Como no hay aristas que unan
vértices de V1 con vértices de V1 ni vértices de V2 con vértices de V2, tenemos una
2-coloración, entonces χ(G) = 2.

Está claro que el número cromático depende en gran parte del número de
aristas incidentes en cada vértice. El siguiente teorema nos ofrece una cota en
base a esta observación.

Teorema 3.1.1. Sea G = (V,E) un grafo y sea K su grado máximo, entonces

χ(G) ≤ K + 1. (3.1)

Demostración. Veamos primero que el número cromático de dicho grafo es menor
que K + 1 y después que puede ser exactamente K + 1.

Sabemos que en el conjunto de vértices V , cada uno de ellos tiene como mucho
K vértices adyacentes. Por el Algoritmo Greedy, visto antes, en la coloración,
no se utilizan más de K + 1 colores: si llamamos v al vértice cuyo grado es
K y asignamos un color distinto a cada vértice adyacente a v ya hemos usado
entonces K colores, pero faltaŕıa asignar un color diferente a los ya coloreados a
dicho vértice v, por tanto hemos usado como mucho K + 1 colores, y por tanto
obtenemos que

χ(G) < K + 1.

Ahora, veamos que χ(G) también puede ser exactamente K + 1.

Sea n = número de vértices. Existen dos casos:

Caso 1: Si n = 1. Entonces K = 0 y por lo tanto se colorea con un único color,
con lo que obtenemos

χ(G) = 1 = K + 1

y el resultado es cierto.

Caso 2: Si n > 1. Por inducción sobre el número de vértices, supongamos el
resultado cierto para n vértices (hipótesis de inducción), veamos que ocurre para
n+ 1.
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Sea G un grafo con n + 1 vértices y v un vértice de G, y sea el grafo G′ el
grafo resultante de eliminar v de G, es decir G′ = G/{v}. Y tiene, por lo tanto,
n vértices.

Sabemos que todo vértice deG′ tiene grado menor o igual que cualquier vértice
de G. Por lo tanto K(G′) ≤ K(G).

Figura 3.6: G y G′.

Ahora, por hipótesis de inducción, sabemos que existe una coloración (que
llamaremos C1) de G

′ con K+1 colores como mucho, es decir, que χ(G′) ≤ K+1.

A partir de esta coloración C1 podemos obtener otra C2 para el grafo G
añadiendo otro color distinto al vértice v. Como el grado de v es g(v) ≤ K, tiene
como mucho K vértices adyacentes, luego C1 tiene como mucho K colores que no
podemos usar para colorear v. Basta con asignar a v un color que no sea ninguno
de los de C1 con lo que obtendŕıamos K + 1 colores para el grafo G con n + 1
vértices.

El trabajo ha comenzado con una pregunta relacionada con la coloración de
mapas. Y aunque se ha llegado a la conclusión de que con 4 colores bastan, antes
de alcanzar demostración de dicho teorema, distintos autores intentaron formular
la demostración sin éxito hasta años más tarde. Aún aśı, gracias a los errores que
tuvieron por el camino se pudieron demostrar los teoremas de los 6 y de los 5
colores, los cuales se explican y demuestran a continuación.

Teorema 3.1.2 (Teorema de los Seis Colores). Cualquier mapa cuyas regiones
sean continuas y adyacentes puede ser coloreado con 6 o menos colores.

Demostración. En primer lugar, veamos un ejemplo concreto. Supongamos que
tenemos un grafo G con 6 vértices. Es obvio que dicho grafo es 6-coloreable,
puesto que como mucho podremos usar 6 colores distintos para colorearlo (un
color para cada vértice).

Ahora supongamos otro grafo con 7 vértices. Sabemos por el Teorema 2.2.4
que existe un vértice v cuyo grado es g(v) ⩽ 5. Imaginemos que suprimimos
temporalmente el vértice v aśı como las aristas adyacentes a este, obtenemos
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entonces un grafo con 6 vértices, que sabemos que es 6-coloreable. Añadimos ahora
el vértice y las aristas previamente retiradas, e intentamos colorear el vértice v.
Como sabemos que su grado es como mucho 5, sabemos también que como mucho
tendrá 5 colores en los vértices adyacentes y que no podemos utilizar para colorear
dicho vértice, pero en este caso, tenemos aún un color restante (de los 6 posibles y
que ya hemos utilizado en el grafo 6-coloreable), bastaŕıa entonces adjudicar dicho
color al vertice v obteniendo aśı una 6-coloración para el grafo con 7 vértices.

Veámoslo ahora de una forma más general por inducción sobre el número de
vértices n. Supongamos un grafo G con n vértices que es 6-coloreable (hipótesis
de inducción). Veamos si también lo es un grafo G′ con n + 1 vértices siguiendo
el razonamiento anterior.

En efecto, por el Teorema 2.2.4 sabemos que existe un vértice v ∈ V ′ en el grafo
G′ tal que g(v) ⩽ 5. Eliminemos dicho vértice aśı como sus aristas adyacentes.
Sabemos por hipótesis de inducción que el grafo resultante es 6-coloreable, puesto
que tiene n vértices.

Añadimos nuevamente el vértice y las aristas eliminadas, y solamente faltaŕıa
colorear el vértice v, y al igual que anteriormente, como tendrá como máximo 5
vértices adyacentes y por lo tanto como máximo 5 colores en dichos vértices, nos
queda aún el 6º color sin utilizar, el cual le asignamos al vértice v consiguiento
una 6-coloración en el grafo con n+ 1 vértices, probando aśı el teorema.

Teorema 3.1.3 (Teorema de los Cinco Colores). Cualquier mapa con regiones
continuas adyacentes puede ser coloreado usando no más de 5 colores. Además
todo grafo plano es 5-coloreable.

Demostración. Veámoslo por inducción sobre el número de vértices n.

Primeramente, es obvio que si G tiene como máximo 5 vértices, es decir n ⩽ 5,
entonces es 5-coloreable. Supongamos ahora un grafo plano con n − 1 vértices
que es 5-coloreable (hipótesis de inducción). Entonces, ¿lo será también uno con
n vértices?

Sea G un grafo planar de n vértices con n ⩾ 6.

Sabemos por el Teorema 2.2.4 que existe un vértice v ∈ G con g(v) ⩽ 5.
Sea entonces H el grafo resultante de quitar dicho vértice v al grafo G, es decir
H = G \ {v}. Por hipótesis de inducción H es 5-coloreable.

Ahora solo falta asignar un color de entre los 5 ya utilizados a v para com-
probar que G también sea 5-coloreable. Sea c una coloración de H con 5 colores.
Veamos que ocurre con el vértice v. Como su grado es g(v) ⩽ 5 existen dos casos:

Caso 1: El grado es estrictamente menor que 5 en la coloración c. En este
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caso se usan a lo sumo 4 colores para pintar los vértices vecinos de v en H. Para
colorear G entonces, valdŕıa con asignarle un nuevo color al vértice v, obteniendo
aśı una 5-coloración en G.

(a) 4 colores (b) 5 colores

Figura 3.7: Ejemplo grafo G con g(v) < 5.

Caso 2: El grado de v es exactamente cinco. Veámoslo por reducción al ab-
surdo. Supongamos que G no admite 5-coloración. Sean v1, ..., v5 los vértices ad-
yacentes a v ordenados en el sentido de las agujas del reloj de tal forma que el
color de vi es i ∀i = 1, ..., 5 en la coloración c.

Figura 3.8: Grafo G con g(v) = 5.

Estos vértices tienen colores distintos, porque si los 5 vértices se colorearan
con solo 4 colores, podŕıamos dar una 5-coloración tal y como se ha explicado en
el caso 1.

Llamamos ahora Hc
ij el subgrafo de H formado por los vértices coloreados con

el color i y color j en la coloración c. Supongamos colores concretos, por ejemplo
i = 1, j = 3.

Ahora sea Pij un camino del subgrafo Hc
ij desde vi hacia vj. Consideramos

el ćırculo completo C con P1,3 a através de v. Este ćırculo separa v2 de v4 tal y
como se observa en la Figura 3.9.
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Figura 3.9: Circulo C con P1,3 a través de v.

Pero por el Teorema de la curva de Jordan 2, el camino P2,4 debe cruzar el
ćırculo C. Ahora, como el grafo G es planar, los caminos deben pasar solo por
vértices compartidos (puesto que si se cruzaran aristas ya no seŕıa planar). Los
vértices de P1,3 solo tienen colores 1 y 3, y los vértices de P2,4 solo tienen colores
2 y 4. Luego los caminos P1,3 y P2,4 no tienen colores (ni vértices) en común,
los caminos no se pueden cruzar, luego hemos llegado a una contradicción y por
tanto G es 5-coloreable.

Teorema 3.1.4 (Teorema de los Cuatro colores). Dado cualquier mapa geográfi-
co con regiones continuas (grafo planar), este puede ser coloreado con 4 colores.

La demostración de este teorema, tal y como se ha explicado al inicio del
texto, hasta ahora solamente ha sido probada mediante un ordenador, por ello
no se expone en este trabajo, pero puede consultarse en [17].

2Teorema de la curva de Jordan: Sea C una curva cerrada y simple en el plano eucĺıdeo,
entonces R2 \ C no es conexo y consta exactamente de dos componentes conexas que tienen a
C como frontera común [16].
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4
Polinomio cromático

No solo es interesante saber cuantos colores son suficientes para conseguir
una coloración adecuada, también lo es saber de cuántas maneras es posible
realizar dicha coloración, en este caṕıtulo se habla sobre conceptos relacionados
con esta idea. La teoŕıa descrita a continuación ha sido obtenida de distintas
fuentes bibliográficas como: [10], [1], [18] y [19].

El concepto principal del caṕıtulo se denomina polinomio cromático, el cuál
indicará la cantidad de maneras de colorear un grafo.

Definición 4.0.1. Si G = (V,E) es un grafo simple, el polinomio cromático
PG(k) es una función que para cada 0 ⩽ k ⩽ n cumple que PG(k) es el número
de k − coloraciones de G.

Proposición 4.0.1. El polinomio cromático definido es un polinomio en k de
grado n.

Demostración. Sean k y r ∈ Z+ con k ≥ r. Supongamos que tenemos k colo-
res disponibles para pintar el grafo G = (V,E) y tenemos una partición de los
V vértices en r conjuntos (los distintos colores que utilizaremos para colorear),
llamaremos Pr(G) al número de estas posibles particiones de los vértices en r
clases.

Ahora si tenemos k colores disponibles para colorear G entonces hay k(r) =
k× (k− 1)...× (k− r+ 1) formas de elegir el color que asignamos a cada una de
las r clases.
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Pongamos un ejemplo para entenderlo mejor: En la Figura 4.1 observamos un
grafo G, y disponemos de una paleta de 6 colores representada con cuadrados.
En este caso se ha hecho una partición con r = 3 colores escogidos entre los 6
disponibles. Para la clase r1 tenemos disponibles los 6 colores, es decir k colores
(hemos escogido el rojo), continuamos con la clase r2 donde disponemos de 5
colores puesto ya no podemos contar con el rojo, es decir, k − 1 colores. Por
último, para la clase r3 al igual que antes, no podemos disponer ni del rojo ni
del verde, luego solamente nos quedan 4 colores, que corresponden a k − 2. De
esta forma para una partición de r = 3 tenemos k(r) = k × (k − 1) × (k − 2) =
(k − 1)× ...× (k − r + 1) formas de asignar color.

Figura 4.1: Ejemplo de una partición.

Como G tiene n vértices, existirá una partición V en exactamente n conjuntos
independientes, es decir, r = n (un conjunto por cada vértice) y no existirá
ninguna partición con más de n conjuntos, luego su grado máximo será n.

Ahora, como cada coloración de k(r) es diferente, y además cada una de ellas
puede describirse en términos de sus clases de color, el número de maneras de
colorear G con k colores es:

PG(k) =
∑n

r=1 k × (k − 1)... × (k − r + 1) × Pr(G) que es claramente un
polinomio en k de grado n.

Para la construcción de algunos polinomios cromáticos necesitaremos dos ope-
raciones utilizadas en Teoŕıa de Grafos. Una de ellas es el borrado de una arista
de un grafo dado: sea grafo G = (V,E) y sea una arista a ∈ E, denotamos como
G \ a al grafo resultante al eliminar la arista a de G.

Otra de las operaciones es la contracción de la arista, en este caso deno-
taremos G/a al grafo que resulta al eliminar la arista a e identificar sus antiguos
extremos como uno solo tal y como se indica en la siguiente figura.
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Caṕıtulo 4. Polinomio cromático

Figura 4.2: Contracción y Borrado.

Una vez explicadas estas operaciones podemos redactar elsiguiente teorema
que nos da una fórmula relacionada con el polinomio cromático.

Teorema 4.0.1 (Borrado-Contracción). Sea G = (V,E) un gafo, y sea a ∈ E
una arista de este. Sea G\a el grafo resultante al eliminar la arista a de G y G/a
el grafo que resulta al contraer la arista a de la manera previamente mencionada.

De esta manera y con k colores disponibles, el polinomio cromático de G es

PG(k) = PG\a(k)− PG/a(k). (4.1)

Demostración. Si tenemos una k-coloración en G, entonces tenemos una colora-
ción en G \ a. Y si es k-coloración en G \ a, entonces es coloración en G si y solo
si u y v tienen colores distintos.

De esta forma, podemos contar las coloraciones de G quitando a las colora-
ciones de G \ a aquellas que tienen u y v del mismo color. Estas coloraciones son
exactamente las k-coloraciones de G/a al contraer u y v en un mismo vértice, por
lo tanto PG(k) = PG\a(k)− PG/a(k).

4.1. Propiedades de los polinomios cromáticos

A continuación se explican algunas de las propiedades principales del polino-
mio cromático.

Sabemos que las coloraciones de un grafo que tiene diferentes componentes
conexas, se realizan de manera independiente puesto que no hay aristas que unan
distintas componentes conexas. Si conocemos el polinomio cromático de cada
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componente conexa de un grafo, podremos saber el polinomio cromático del grafo
tal y como se explica en la siguiente proposición.

Proposición 4.1.1. Sea G = (V,E) un grafo y sean G1 = (V1, E1), G2 =
(V2, E2), ... , Gr = (Vr, Er) sus componentes conexas y k los colores disponibles
entonces:

G = G1 ∪G2 ∪ ... ∪Gr ⇒ PG(k) =
r∏

i=1

PGi
(k). (4.2)

Demostración. Por definición, no existe ninguna arista que una las diferentes
componentes conexas, luego cada coloración es independiente del resto, de forma
que se obtiene el resultado.

Veamos otra proposición que nos permitirá calcular el polinomio cromático
de grafos con algunas caracteŕısticas espećıficas.

Proposición 4.1.2. Sea G = (V,E) un grafo y seanH1 = (V1, E1),H2 = (V2, E2)
subgrafos tales que sus vértices V1 ∪ V2 = V y que V1 ∩ V2 = {v} con v ∈ V . Si
además sus aristas cumplen que E1 ∪ E2 = E, y siendo k los colores disponibles
para la coloración entonces:

PG(k) =
PH1(k)× PH2(k)

k
. (4.3)

Demostración. Dada una coloración propia de H1, tenemos que asignar colores a
los vértices deH2 que no esten en V1. Como sabemos que V1∩V2 = {v}, tendremos
que colorear todos los vértices de H2 excepto dicho vértice v. Dejando fijo el color
de v, eliminamos todas las variantes de asignación sobre este vértice. Obtenemos
que el número de coloraciones posibles sobre H2 para cada coloración en H1 es
PH2

(k)

k
, entonces:

PG(k) = PH1(k)×
PH2(k)

k
=
PH1(k)× PH2(k)

k
. (4.4)

A continuación, se presenta otro resultado que nos va a permitir calcular el
polinomio cromático de un grafo dividiéndolo en dos subgrafos cuya intersección
sea un grafo completo.

Proposición 4.1.3. Sean G = (V,E) un grafo y sean H1 = (V1, E1), H2 =
(V2, E2) subgrafos tales que sus vértices V1 ∪ V2 = V y que la intersección de los
subgrafos es un grafo completo de orden m, es decir, H1 ∩H2 = Km, entonces

PG(k) =
PH1(k)× PH2(k)

PKm(k)
. (4.5)
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Caṕıtulo 4. Polinomio cromático

Demostración. Para cada coloración de H1, nos faltan colorear los vértices de H2

que no hayamos coloreado ya. ComoH1∩H2 = Km tenemosm vértices coloreados.
Eliminando las posibilidades que existen sobre estos vértices, tenemos que para

cada coloración de H1 hay
PH2

(k)

k(k−1)...(k−(m−1))
maneras de colorear H2, entonces

PG(k) = PH1(k)×
PH2(k)

k(k − 1)...(k − (m− 1))
=

PH1(k)× PH2(k)

k(k − 1)...(k − (m− 1))
.

4.2. Polinomios cromáticos de familias de grafos

A continuación se exponen los polinomios cromáticos para algunos de los
grafos más comunes y los cuales se han explicado en la Sección 2.1.2 para n
vértices y k colores disponibles.

1. Grafo lineal: PLn(k) = k × (k − 1)(n−1)

Sea el grafo lineal Ln = (V,E) con V = v1, v2, ..., vn.

Figura 4.3: Coloración grafo lineal.

Empezamos a colorear por v1 y tenemos k colores disponibles para dicho
vértice. Seguimos con el vértice adyacente v2, y tenemos disponibles todos
los colores menos el que se haya usado en el vértice anterior, luego hay
disponibles k−1 colores. Continuamos con v3, que no puede tener el mismo
color que v2 pero śı que v1, por lo tanto tenemos disponibles k − 1 colores.
Aśı continuamos sucesivamente hasta llegar a vn. Entonces todos los vértices
excepto por el que comenzamos (n−1 vértices) se pueden colorear con k−1
colores, y el primero con k colores. ⇒ k × (k − 1)(n−1).

2. Grafo completo: PKn(k) = k × (k − 1)× ...× (k − n− 1) =
(
n
k

)
n!
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Primero veamos un ejemplo concreto para n = 3 ⇒ K3. Tenemos k colores
disponibles.

Figura 4.4: Coloración K3.

Si comenzamos coloreando el vértice v1 disponemos de k colores. Seguimos
coloreando v2 y disponemos de k − 1 colores puesto que v1 y v2 son ad-
yacentes. Finalizamos con v3, para el que solamente disponemos de k − 2
colores, puesto que por adyacencia no puede ser ni del color del vértice v1,
ni del color de v2. Luego obtenemos que PK3(k) = k × (k − 1)× (k − 2).

Notemos que si k = 1 ó k = 2, entonces PK3(k) = 0 ⇒ k ⩾ n.

Ahora veamos la expresión general por inducción sobre n:
Supongamos que la expresión es cierta para n − 1 vértices (hipótesis de
inducción), entonces tenemos que

PKn−1(k) = k × (k − 1)× ...× (k − (n− 1)− 1).

Definimos Kn = Kn−1 + v con v ̸∈ V (Kn−1). Por hipótesis de inducción si
ya tenemos coloreado Kn−1 solamente faltaŕıa colorear el vértice v, al que
se le pueden asignar k − (n − 1) colores. Luego a las posibles coloraciones
de Kn−1, que ya las sabemos por nuestra hipótesis (PKn−1), solo hay que
añadirle las posibles coloraciones del vértice añadido v, que hemos dicho
que son k − (n− 1). Luego

PKn(k)

= PKn−1 × k − (n− 1)

= k × (k − 1)× ...× (k − (n− 1)− 1)× k − (n− 1).

Notemos que también podemos expresar las posibilidades de coloración co-
mo

(
n
k

)
n!, que son las diferentes formas de elegir n colores (para los n

vértices) entre los k colores totales disponibles, y multiplicado por n! que
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son las distintas maneras de asignar los k colores a los n vértices.(
n

k

)
n! =

k!

n!(k − n)!
n! =

k!

(k − n)!
=

k(k − 1) · · · 1
(k − n)(k − (n− 1)) · · · 1

=
k(k − 1) · · · 1

(k − n)(k − n+ 1) · · · 1
= k(k − 1) · · · (k − n+ 1).

.

3. Árboles: T con n vértices. PTn(k) = k × (k − 1)n.

Veámoslo por Inducción sobre el número de vértices n. Supongamos que es
cierto para n− 1 vértices (hipótesis de inducción), luego

PTn−1(k) = k(k − 1)(n−1)−1 = k(k − 1)n−2.

Definimos Tn−1 = Tn \ {v} donde v ∈ V (Tn) es un vértice hoja, el cual
se puede colorear con k − 1 colores como hemos visto en el razonamiento
anterior del polinomio cromático del grafo lineal.

Figura 4.5: Coloración Grafo Árbol.

Por hipótesis de inducción ya tenemos las distintas coloraciones de Tn−1,
luego solo nos hace falta añadir las distintas coloraciones del vértice v para
obtener las de Tn, lo que resulta:

PTn = k(k − 1)n−2 × (k − 1) = k(k − 1)n−2+1 = k(k − 1)n−1.

4. Grafo ciclo: PCn = (k − 1)n + (−1)n(k − 1).

Veamos primero que ocurre con un ciclo de 4 vértices C4: si tenemos k
colores disponibles, comenzamos a colorear v1 para el cual tenemos los k
colores aún disponibles. Seguimos coloreando, ahora el v2 para el cual te-
nemos (k − 1) colores disponibles puesto que es adyacente a v1 y no puede
ser del mismo color. Continuamos ahora con v3, pero tenemos dos opciones
como se muestra en la siguiente figura:
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(a) Opción 1 (b) Opción 2

Figura 4.6: Coloración Ciclo c4.

1. v3 es del mismo color que v1: en este caso, por adyacencia, nos quedan
disponibles k − 1 colores para v4 puesto que el único color que no se puede
usar es el color usado para v1 y v3, por tanto k(k − 1)2.

2. v3 es de distinto color que v1: v3 no es del mismo color que v1 y no puede
ser del mismo color que v2 por adyacencia, luego tenemos k−2 colores para
v3. Para v4 no podemos utilizar ni el color de v1 ni el de v3, luego tenemos
k − 2 posibilidades, por tanto k(k − 1)(k − 2)2.

Como se puede observar en el razonamiento anterior y por el principio de
adyacencia, tenemos que PC4 = k(k − 1)2 + k(k − 1)(k − 2)2. Pero ¿para el
resto de Cn? En este caso no podemos obtener una expresión general para
el polinomio cromático como hemos hecho en los razonamientos anteriores
analizando las posibilidades de color para cada vértice.

Lo haremos utilizando el teorema de Borrado-contracción (Teorema 4.0.1)
y por inducción sobre el número de vértices n:

Supongamos que es cierto para n− 1 (hipótesis de inducción), tenemos

PCn−1(k) = (k − 1)n−1 + (−1)n−1(k − 1).

¿Será cierto entonces para n vértices?

Sea a ∈ E(Cn) y por el Teorema 4.0.1 tenemos que

PCn(k) = PCn\a(k)− PCn/a
(k) = PLn(k)− PCn−1(k).

Aplicando ahora nuestra hipótesis de inducción:

PLn(k)− PCn−1(k) = k(k − 1)n − (k − 1)− (k − 1)n−1 − (−1)n−1(k − 1)

= k(k − 1)n − (k − 1)n−1 + (−1)n(k − 1)

= (k − 1)n−1(k − 1) + (−1)n(k − 1) =

= (k − 1)n(−1)n(k − 1).
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Caṕıtulo 4. Polinomio cromático

Obteniendo de esta forma una expresión general para calcular el polinomio
cromático.
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5
Conclusiones, aplicaciones y trabajos

futuros

A lo largo de los caṕıtulos anteriores hemos podido introducirnos en el mundo
de la Teoŕıa de Grafos conociendo algunas nociones básicas sobre estos. Una vez
comprendido estos conceptos y propiedades podŕıamos preguntarnos para qué
sirven estos conocimientos matemáticos.

Aunque parezca dificil de creer, la Teoŕıa de Grafos está más presente en
diferentes ámbitos de nuestra vida de lo que creemos. Actualmente la Teoŕıa de
Grafos permite resolver diversos problemas en diferentes áreas de la ciencia y la
tecnoloǵıa. A continuación vamos a describir algunas aplicaciones prácticas en las
que aparece la Teoŕıa de Grafos y aśı acercar a la realidad la teoŕıa descrita en el
trabajo.

Si pensamos en grafos en general podemos hablar de muchas aplicaciones
en la vida real: Existe un famoso problema llamado “El problema del cartero
Chino”que surge por el matemático chino Meigu Guan en 1962 [20]. El problema
es simple: consiste en averiguar la ruta ideal de un cartero para realizar bien su
trabajo, dicha ruta será aquella que implique no repetir ninguna calle, y si esto es
imposible, buscar la manera de repetir el menor número de calles posibles. ¿Nos
recuerda a algún concepto visto previamente? Podŕıa recordarnos al problema
de los puentes de Konigsberg en efecto. Este problema tan concreto podŕıa ex-
trapolarse a empresas de reparto y distribución de productos y minimización de
recorridos y tiempos empleados en estas, entre otros.

En la mayor parte de aplicaciones reales, los grafos no solo son ĺıneas y nodos,

43



normalmente estas poseen valores asociados a costes, distancias etc. de manera
que el problema se vuelve un poco más completo y ya no solo buscamos la manera
más rapida de realizar un recorrido sino también se busca minimizar costes, tiem-
po o kilometraje. Pensemos en unas vacaciones organizadas por nosotros mismos,
hay veces que nos interesará realizar desplazamientos en el menor tiempo posible
y otras buscar el mı́nimo coste, aunque sean más largos los tiempos de viaje.

Este último ejemplo forma parte de muchas aplicaciones relacionadas con la
planificación y la optimización llevadas a cabo mediante grafos y que muchas em-
presas y paises ponen en práctica. Una aplicación que surge a partir de la Segunda
Guerra Mundial y motivada por los estadounidenses tanto a nivel civil, como mi-
litar, son las técnicas de planificación basadas en el camino cŕıtico “CPM”por sus
siglas en inglés (Critical Path Method) y en el método PERT (Program Evalua-
tion and Review Technique) [21]. Ambas son técnicas de gestión, planificación y
programación de proyectos complejos basados en redes que muestran la secuencia
y el flujo de las distintas actividades y eventos conectándolos entre śı.

Figura 5.1: Ejemplo de aplicación de un diagrapa PERT en la construcción.
Fuente: “Teoŕıa de Grafos”[2]

Hoy en d́ıa las redes sociales tienen un papel fundamental en el flujo de infor-
mación y conocimiento ([22]). No hablamos de las redes sociales como Twitter o
Instagram, que también, sino en conexiones entre sujetos o instituciones conecta-
das entre śı. La Teoŕıa de Grafos tiene un papel fundamental en el análisis de las
estructuras y el cálculo de las interacciones e intercambio de información entre
los miembros de las redes sociales.
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Un tema a la orden del d́ıa y que a todos nos sonará es el COVID19, la
Teoŕıa de Grafos también puede aplicarse en el campo de la epidemoloǵıa, en este
caso los nodos se denominan huéspedes y las aristas contactos ([23]). Usando las
herramientas de esta teoŕıa se pueden identificar y estudiar cercańıa de huéspedes,
portadores etc. para poder modelar la expansión del contagio y de esta forma
poder implementar poĺıticas de control.

Si nos centramos en la coloreabilidad, multitud de aplicaciones en el campo
de las matemáticas o en muchos otros pueden ser beneficiosos.

Una aplicación muy práctica podŕıa ser en el diseño y gestión de horarios, ya
sea en un centro educativo o a la hora de planificar una conferencia ([24]). Este
problema se puede modelizar utilizando grafos donde los vértices podŕıan ser, por
ejemplo, las distintas charlas que se darán durante las conferencia, y las aristas
representaŕıan la asistencia de las personas a las distintas charlas, de manera que
el objetivo es encontrar una coloración de dichos vértices con el menor número
de colores posible, donde cada color representa una hora disponible.

Otra aplicación puede ser a la hora de llevar una metodoloǵıa basada en la
gamificación en la didáctica de las matemáticas. Un ejemplo de ello puede ser
con el famoso juego Sudoku: si asociamos un vértice a cada casilla y asociamos
dichos vértices mediante aristas siempre y cuando estén en la misma fila, columna
o región, obtenemos un grafo a partir de la cuadŕıcula del Sudoku clásico. La
coloración del grafo entrará en juego a la hora de colocar los números, de forma
que asignamos un color a cada cifra distinta. Esta es una de tantas formas de
introducir las matemáticas como algo divertido, lúdico y entretenido tal y como se
plantea en el art́ıculo “Empleo didáctico de juegos que se matematizan mediante
grafos: una experiencia.” ([25]).

Una vertiente interesante planteada como nueva ĺınea de investigación podŕıa
ser el estudio de la relación entre la coloreabilidad de grafos y los sistemas de
ecuaciones polinómicas ([26]). De esta forma podŕıa explorarse si hay distintas
formas de expresar el problema de coloreado utilizando sistemas de ecuaciones.
Esta idea está muy relacionada con las bases de Gröbner, ya que una de las
aplicaciones de esta teoŕıa es la coloración de grafos.

Existe una rama de la informática y las matemáticas que estudia la dificultad
de los problemas que se pueden resolver mediante computación. Esta complejidad
se mide en función de ciertos recursos como el tiempo, memoria etc. Según la
complejidad del problema, este se clasifica en P, NP, NP-completo o NP-dif́ıcil
([27]). El problema de la coloración de grafos es un problema de la clase de
complejidad NP-completo porque aunque si se puede verificar si una coloración es
válida o no en un tiempo polinómico, no se conoce un algoritmo polinómico para
encontrar una coloración óptima. Por ello sigue siendo un desaf́ıo el desarrollo de
una solución para crear algoritmos eficaces y eficientes para resolver esta cuestión
([28]).
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En este Trabajo de Fin de Grado se ha estudiado el problema de la coloreabi-
lidad en Teoŕıa de Grafos, se ha revisado algunos conceptos básicos de la teoŕıa
de grafos, aśı como algunos resultados clásicos y actuales sobre la coloración de
estos. Con este trabajo se ha ofrecio una visión general del problema de la colo-
reabilidad para de esta forma intentar despertar el interés por este fascinante y
amplio mundo de los grafos.

Como hemos visto con algunos ejemplos, la aplicación de esta teoŕıa es muy
amplia, la continuidad en el estudio e investigación es esencial para la mejora y
ampliación de las aplicaciones en diferentes situaciones cotidianas. Una posible
extensión del trabajo podŕıa ser la implementación de código en algún lenguaje
de programación para resolver ciertas cuestiones planteadas como por ejemplo el
problema de la gestión de horarios mediante coloración de grafos. Hemos hablado
de coloración de grafos, pero centrándonos únicamente en colorear los vértices,
otra posible ampliación a partir de la teoŕıa comentada podŕıa ser el profundizar
en el coloreado de aristas.
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