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RESUMEN

Este trabajo de fin de grado analiza en detalle la respuesta del Filtro de Kalman Lineal, el Filtro
de Kalman Extended y el Filtro de Kalman Unscented en el seguimiento de la trayectoria de una
aeronave de pequenas dimensiones que realiza un ascenso, un vuelo en crucero y un viraje.

Para este fin se definen las ecuaciones del vuelo en ejes viento. Estas ecuaciones,
posteriormente, se linealizan para encajarlas en las férmulas que describen cada uno de los
filtros que se estudian.

Al mismo tiempo, este trabajo, tiene como objetivo realizar una comparacion entre los diferentes
filtros en cada fase mediante graficas y errores absolutos que son presentados junto a sus
respectivas conclusiones.

Los resultados de este estudio muestran cual de los tres filtros de Kalman reacciona mejor en
cada fase de vuelo. En el caso del ascenso y vuelo horizontal rectilineo las correcciones
mediante el Filtro de Kalman Extendido son bastante buenas y préximas a las medidas reales lo
que coincide otros estudios realizados sobre sistemas ligeramente no lineales, mientras que las
estimaciones del Filtro de Kalman Unscented ofrecen buenos resultados en el viraje.
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1 INTRODUCCION

1.1 Motivacion

“El algoritmo del filtro de Kalman es una potente herramienta para estimar y predecir los estados
de un sistema en presencia de incertidumbre.” [1] .

El filtro de Kalman en sus diferentes versiones se ha extendido a diferentes campos tanto de
econometria, como de guiado, control y seguimiento de objetivos y en la prediccién en general
debido a sus buenos resultados [2].

Puesto que existen diferentes filtros de Kalman, la finalidad de este trabajo es analizar el
comportamiento de estos filtros en el seguimiento de la trayectoria de una aeronave y, por tanto,
poder definir cual de éstas seria la mejor opcidn para seguir la trayectoria de una aeronave en
la realidad.

Ademas, un punto muy interesante es el analisis del comportamiento de estos filtros segun el
tipo de actuacion: ascenso, vuelo horizontal rectilineo y viraje. Este analisis permite averiguar en
qué actuaciones divergen mas los filtros de las medidas y a qué se debe, si se debe a la definicidon
de valores de entrada inexactos al algoritmo o carencias del propio filtro. El resultado de los
puntos débiles de los filtros servira para que en futuros usos se puedan pulir detalles dentro de
los filtros y por tanto obtener mejores resultados en esas actuaciones criticas.

1.2 QObjetivos

El filtro de Kalman es un algoritmo que busca modelar y aproximar resultados deterministas a la
realidad.

Los modelos deterministas se basan en modelos matematicos que no recogen todos los efectos
reales que suceden en la realidad, por lo que, por ejemplo, la prevision de un suceso en el futuro
puede quedar muy desviada de la realidad. Sin embargo, el filtro de Kalman utiliza un modelo
estocastico que ademas de basarse en modelos matematicos se retroalimenta con el entorno
corrigiendo este modelo para ser mas acertado en las siguientes medidas ya que tiene en cuenta
los ruidos, errores, distorsiones y entorno ambiental ya sea del filtro o del entorno fisico. De esta
manera los resultados seran lo mas proximo posible a la realidad [3].

En la actualidad, el filtro de Kalman esta sirviendo a diferentes campos entre los que destaca el
seguimiento de objetivo y en el guiado, navegacion y control, como se hace en el control de
vehiculos autbnomos o en los motores de las aeronaves para estimar el valor de una sefal que
no se puede medir [4].

En el presente existen diferentes tipos del filtro de Kalman como son: el Filtro de Kalman Lineal,
el Filtro de Kalman Extendido (FKE), Filtro de Kalman Unscented (FKU), Filtro de Kalman de
Conjunto (EnKF) y el Filtro de Kalman Restringido (CKF). Entre estos, los mas conocidos son el
Filtro de Kalman Lineal o Estandar y el Filtro de Kalman Extendido (una aproximacion para
sistemas casi lineales), aunque en los ultimos tiempos el FKU ha ido cogiendo su lugar ya que
para sistemas altamente no lineales responde mejor.

Por ello, el objetivo de este trabajo tal y como se menciona en el aparatado 1.1 es realizar una
comparacion entre el Filtro de Kalman Lineal, el Filtro de Kalman Extendido y el Filtro de Kalman
Unscented para determinar cual de ellos realiza un seguimiento o prevision mejor de la posicion
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y velocidad de una aeronave en distintas fases de vuelo. La estimacion de la posicion de la
aeronave se refiere a aproximar el valor de la posicion con datos de entrada inestables. Para ello,
se simula la siguiente situacion:
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La aeronave a la que se va a perseguir despega del aeropuerto de Josep Tarradellas Barcelona-
El Prat en una manana soleada con un ligero viento de cara. Al alcanzar los 200 metros de altitud
una antena que se encuentra en tierra comienza a seguir la trayectoria de la aeronave mientras
que un equipo en tierra tiene programadas las férmulas matematicas que describen la actitud
de la aeronave y los algoritmos del

Filtro de Kalman Lineal, Filtro de

Kalman Extendido y Filtro de Kalman

Unscented. Estos filtros compararan las
medidas recibidas por la antena y los
calculos matematicos, de manera que
en las futuras estimaciones sean mas
acertadas. Ademas, el coédigo genera
unas graficas donde se pueden Q
observar las comparaciones de las

estimaciones entre los diferentes filtros

de Kalman. Gréafica 1-1. Funcionamiento del radar. Fuente:

www.ondosense.com

1.3 Estado del arte

Cada uno de los filtros tiene sus ventajas y desventajas, dependiendo del problema al que se
aplique pues lo mas probable es que en un sistema lineal el FKL sea mas acertado, en un sistema
no lineal el FKE sera mejor que los demas y el caso de un sistema altamente no lineal el FKU
seria mas apropiado.

Por otro lado, es importante analizar la viabilidad o complejidad de estos algoritmos, el hecho de
que el FKE sea uno de los mas utilizados se debe a sus buenos resultados y también a sus
ecuaciones simples que no presentan complejidades en las operaciones matematicas [2].

En cambio, el FKU es poco utilizado y hoy en dia no se encuentra el mismo contenido ni con la
misma claridad ni ejemplos que los otros dos filtros de Kalman en cuestién, uno de esos motivos
se debe a la alta complejidad de sus ecuaciones, que entre otras como se vera en el apartado
2.3.2 incluye la operacion de una raiz cuadrada de la matriz de covarianza P.

La siguiente tabla muestra un resumen de las ventajas y desventajas que presenta cada filtro
segun se ha estudiado hasta dia de hoy.

Tipo de filtro de

Kalman

VENTAJAS

DESVENTAJAS

Filtro de Kalman
Lineal

El FKL es 6ptimo en el sentido de
que proporciona las estimaciones
de estado y covarianza minimas en
términos de error cuadratico
medio [5]. Esto lo convierte en un
método muy eficiente para estimar
variables en sistemas lineales con
ruido gaussiano [6].

Es eficiente computacionalmente y
tiene una complejidad algoritmica
baja, lo que lo hace adecuado para
aplicaciones en tiempo real o con

Solo es aplicable a sistemas
lineales. Si el sistema contiene no

linealidades, el FKL no
proporcionara estimaciones
precisas y puede producir

resultados incorrectos [7].

Para utilizar el FKL de manera
Optima, se requiere un
conocimiento completo y preciso
de las estadisticas del ruido del
sistema. Esto puede ser dificil de

obtener en la practica y puede

Vi
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limitaciones de

computacionales.

recursos

afectar la precision de las

estimaciones [5].

Filtro de Kalman
Extendido

Las ecuaciones son simples vy
viables.

Suele responder bien en un gran
numero de problemas no lineales.
A pesar de ser mas complejo que
el FKL, el FKE sigue siendo
computacionalmente eficiente en
comparacién con otros métodos
de estimacion no lineales mas
complejos.

El FKE puede adaptarse a
diferentes modelos y tipos de
sistemas no lineales, lo que lo hace
aplicable en una amplia gama de
aplicaciones [2].

Necesidad de linealizar el sistema
dinamico en un solo punto
conduciendo a errores de
aproximacion, los cuales no se
tienen en cuenta en la prediccion ni
en la actualizacion del estado [2].
Introduce errores significativos en
sistemas dindmicos altamente no
lineales [2] [6].

Solo puede aplicarse a modelos
controlados por ruidos gaussianos
[6].

En algunos casos, el FKE puede
converger a estimaciones
incorrectas o  divergir  por
completo, especialmente si las
condiciones o las incertidumbres
iniciales estan mal especificadas

[6].

Filtro de Kalman
Unscented

Aproximacidon mas precisa en
sistemas no lineales [6].

No se necesitan derivadas de
forma cerrada [2].

Mejor manejo de la incertidumbre:
El FKU es capaz de propagar la
incertidumbre de manera mas
precisa.

Tedricamente, alcanza mayor
orden de distribucion que la
linealizacion [8].

El FKU tiende a ser mas robusto
cuando se trata de condiciones
iniciales mal especificadas.

No es una aproximacion
verdaderamente global, sino que
se basa en un pequefo conjunto de
puntos de prueba [2].

No funciona bien con covarianzas
casi singulares, es decir, con
sistemas casi deterministas.
Requiere mas calculos que FKE o
FKL, p. e€j., factorizaciones
Cholesky en cada paso.

Sélo puede aplicarse a modelos
controlados por ruidos gaussianos.
Necesidad de alta capacidad
computacional y por tanto mayor
coste computacional.

En sistemas con dimensiones muy
altas, el FKU puede sufrir de la

sensibilidad de la alta
dimensionalidad, lo que puede
afectar la precision de las

estimaciones y aumentar aun mas
la carga computacional [9].

Requiere una seleccién adecuada
de pardmetros, como ya se vera

adelante, los puntos sigma [6].

Tabla 1-1. Ventajas y Desventajas de los distintos tipos de filtros de Kalman estudiados

1.4 Metodologia

La realizacion de este trabajo se ha caracterizado en diferentes etapas: investigacion, definicion
del problema, definicién de ecuaciones y de las caracteristicas del entorno de simulacion,
eleccion de herramientas, pruebas, consolidacion de los resultados y analisis de resultados.

Vil
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En la primera etapa de investigacion se comenz6 trazando un primer camino que sirvié de guia.
Este camino incluyé la definicion de objetivos, recopilacion de los puntos de conocimiento del
autor sobre el tema, consulta bibliografica para consolidar los conocimientos del autor y
entender mejor el comportamiento del filtro y sus nociones basicas.

Tras conocer los diferentes filtros, se definio el vuelo que realizara la aeronave junto a sus
diferentes fases y datos cuantitativos, ademas de las ecuaciones de la mecanica de vuelo y el
sistema de referencia empleado.

Una vez forjada la base, se procedi6 a la definicién de las herramientas para la simulacion de la
aeronave y a la escritura del codigo de programacion que incluyo los algoritmos que realizaran
el seguimiento. Para la simulacién se utiliza Simulink y para la programacion MATLAB.

La fase de pruebas se comenzé estructurando el problema en MATLAB y Simulink realizando
unas primeras pruebas para ir definiendo cada vez mas todos los detalles necesarios hasta
alcanzar una version final que responda como debe, es decir, simulando correctamente las
actuaciones de las fases del avién para las diferentes fases de vuelo y observando que los
resultados de los filtros para las diferentes actuaciones en MATLAB son coherentes.

En el ultimo paso se analizé el comportamiento de cada filtro, se realizé un analisis comparativo
entre los diferentes filtros por cada fase de vuelo y, por ultimo, se determiné el filtro mas
adecuado para el seguimiento de la trayectoria de la aeronave en cada fase de vuelo.

1.5 Organizacion del Trabajo

En el capitulo 2 se presentan las nociones basicas del filtro de Kalman y sus diferentes tipos
incluyendo una descripcion de sus origenes y sus ecuaciones. En el capitulo 3 se cifien las bases
de las ecuaciones que describen el comportamiento de la aeronave, resaltando el sistema de
referencia escogido y la deduccion de las ecuaciones. En el capitulo 4 se orienta al lector sobre
las actuaciones que realizara el piloto, asi como se describe el modelo de avidon escogido y
finalmente se proporcionan los datos atmosféricos y aerodinamicos que afectan activamente a
la aeronave durante el vuelo. En el capitulo 5 se ejemplifica la implementacion del modelo
dinamico en el programa escogido y se ofrecen los resultados graficos que se obtienen de él.
En el capitulo 6 se comparan los resultados entre los tres filtros de Kalman para determinar cual
responde mejor a las actuaciones de la aeronave, y finalmente en el capitulo 7 se resume el
resultado de este estudio y se ofrecen unos trabajos futuros que podrian llevarse a cabo para
extender este trabajo.
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2 EL FILTRO DE KALMAN

El filtro de Kalman fue desarrollado por el ingeniero eléctrico Rudolf Rudy Emil Kalman
(Budapest, HU 1930 - Gainesville, EE. UU. 2016) en el afio 1960, cuando en la NASA se
demostrd el potencial del filtro para la estimacion de la trayectoria de la nave espacial del
programa APOLO. Realmente, un algoritmo parecido fue desarrollado por Thorvald Nicolai
Thiele y Peter Swerling [10].

Actualmente, entre las aplicaciones del filtro de Kalman se encuentra la estimacion de variables
econométricas, senales biolégicas (como la evolucion del coronavirus), vision electronica,
comunicacion, meteorologia, oceanografia y radar (estimacion de la trayectoria de aeronaves)
entre otras [1].

2.1 Filtro de Kalman Lineal

El algoritmo de Filtro de Kalman Lineal (FKL) es un algoritmo recursivo para estimar y predecir
los estados de un sistema lineal con ruido gaussiano. En la actualidad el uso del FKL se ha
quedado limitado puesto que la mayoria de los sistemas reales no son lineales [11].

Antes de desarrollarse el FKL se utilizaron otras técnicas mas basicas como son: Dead
Recknoging, Estimacion multisensorial y Filtro a — .

A diferencia de estos, el FKL afiadi6 la caracterizacion del sistema dinamico utilizando el espacio
de los estados para una funcion 6ptima. Ademas, el filtro tiene en cuenta componentes como
los sistemas receptores que estan afectados por fuentes externas e internas de ruido e
interferencia, estos son: ruido térmico, efectos atmosféricos, precision del reloj del
receptor...etc., de manera que ofrece una estimacion de los estados ocultos incluso cuando las
mediciones son imprecisas e inciertas [3] [11].

Es importante tener en cuenta que el FKL es una herramienta poderosa, pero tiene sus
limitaciones. En casos donde el sistema es no lineal o hay incertidumbre significativa en el
modelo, pueden ser necesarios enfoques mas avanzados como el FKE o el FKU para obtener
estimaciones precisas [2].

El algoritmo funciona retroalimentandose a través de dos fases:

o Fase de prediccion: El filtro de Kalman estima las variables de estado junto a una
incertidumbre, y se estima segun los valores de entrada definidos si se trata del
comienzo del filtro, o de las variables de estados corregidos del instante anterior en
observaciones posteriores.

e Fase de correccidn o actualizacion: en ésta se corrige el valor de las variables de
estado utilizando una ponderacion entre la matriz de covarianzas y la medida del
instante actual que se recibe del sensor.
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2.1.1 Fases y ecuaciones del Filtro

INICIALIZACION (Solo para k = 0):

* Media inicial y Covarianza iniciales _
k+1:k Medidas z;,
Xiere = Xp+1k
ﬁ% Py = Preq i 2

CORRECCION:

* Ganancia de Kalman
B « Actualizacion del Espacio de Estados
Prri * Actualizacion de la Covarianza
k=k
Xk = Xk
Py = Py

Xe+1,k

Gréfica 2-1. Esquema de las fases del Filtro de Kalman Lineal

La primera ecuacion que describe el FKL es la ecuacién de extrapolacion del estado o modelo
de espacio de estados. Con esta ecuacion se puede predecir la situacion del sistema dinamico
en el siguiente instante k+1, siendo el instante actual y conocido k.

x;+1'k = Axk'k + Buk + Wi (2-1)

Donde:
e Aes lamatriz del estado de transicion.
e B esla matriz de control.
*  Xj41k ©s el espacio de estados predicho.
e X es el espacio de estados estimado en el instante anterior.
e Uy es lavariable de control de entrada y es medible.
e Wy es el ruido del proceso.
(1]

Esta ecuacion del espacio de estados se extrae de las ecuaciones diferenciales de alto orden,
éstas se reducen definiendo nuevas variables y sustituyéndolas en los términos de orden alto.
Como ejemplo, la siguiente ecuacidn diferencial se describe con su derivada mas alta despejada:

d'x l; dx Ly, d™1x 1

- LT dt T

donde n es la dimension del sistema.
Se definen nuevas variables para éstas:
x1 =X

_dx
T dt

d" 1x

Xn = dt‘n—l
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Sustituyendo las variables anteriores por sus correspondientes nuevas variables y extrayendo la
primera derivada de x,, se obtiene:

dx l l L, 1
n:—_oxl__lxz_..._n_lxn+_F

dt L, L, L, (2-2)

Pero este no es el Unico paso que se da para alcanzar las ecuaciones que se desean. La

ecuacion anterior puede ser representada como:

x(t) = A'x(t) + B'u(t) (2-3)
donde:

e A’ es la Matriz del estado de transicion antes de discretizar.
e B’ esla Matriz de control antes de discretizar.

El siguiente paso sera discretizar, ya que la ecuacion del espacio de estados anterior es un
modelo de tiempo continuo entonces, se procede de la siguiente manera:

X - X
e . LK = A'x(t) + B'u(t)

X1k = (A" + DAtxy g + B'Atu(t) (2-4)

Obteniendo la ecuacion (2-1):

x;+1'k = Axk,k + Buk + W

De esta manera se obtiene un sistema de ecuaciones mucho mas facil de manejar dentro de las
ecuaciones que forman el filtro de Kalman lineal.

Uno de los puntos importantes para la buena estructuracion del FKL es la eleccién de las
variables de estado y variables de control del sistema y diferenciar entre ellas. En el caso de una
aeronave las variables de estado pueden ser la posicién y la velocidad ya que representan el
comportamiento de la aeronave, por otro lado, atributos que cambien y afecten éstas se
consideran variables de control como el empuje T, aceleracion a y el angulo de ataque a.

La matriz de covarianza de estado: es la incertidumbre de las estimaciones del espacio de
estados y consiste en las varianzas asociadas a las variables de estado y las correlaciones entre
ellas.

Piy1x = AP AT +Q (2-5)

donde:
e Py 1 eslamatriz de covarianzas del estado predicho.
e Py eslamatriz de covarianzas del estado actual.
e A eslamatriz de transicién y AT es su traspuesta.

e @ es la matriz de covarianza del ruido del proceso.

Hay efectos que no se modelan en la ecuacion de espacio de estados y que causan errores en
la prediccion, por ello esta matriz de covarianza del ruido del proceso se define para tener en
cuenta esta incertidumbre.
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Si el valor de la matriz Q es demasiado pequefio esta puede crear un error de retraso haciendo
que la estimacién converja, pero si @ es demasiado alto copia el comportamiento de las
mediciones y genera estimaciones ruidosas. [12]

Como nuestro sistema es dinamico se opta por una matriz de covarianza dependiente, es decir,
no lineal, para ello se define una variacion aleatoria de la aceleracion Jg que es la causa de las
variaciones en la posicion y en la velocidad.

La siguiente formula para calcular la matriz Q es un modelo utilizado modelo de ruido discreto:

At* A3

_ [ VAR(x) COV(x,V)\ _ 4 2
Q_(COV(x,V) VAR(V) )_”‘% At3

2

(2-6)
At?

Esta matriz se ha obtenido tras aplicar la varianza de la posicién y de la velocidad para los valores
en la diagonal, y la covarianza entre la posicion y la velocidad para el resto, ademas, estas
ecuaciones se han solucionado tomando las ecuaciones de la posicién y velocidad obtenidas
integrando temporalmente la aceleracion a.

VAR(x) = -2, (6 — )2 6 VAR(x) = E(x?) — i
VAR(V) = 3N, (Vi —w,)? 6 VAR(Y)=EWV?) -}
1 ,
COV(x,V) = s Zi (i — ) (Vi — y) 6 COV(x,V) = E(XV) — petty

A partir de este punto se actualiza el tiempo para la correcciony k pasaaser k — 1,y k + 1 pasa
aserk.

Tras la prediccion, y obtener la medida del sensor en el instante k, se actualiza el espacio de
estados teniendo en cuenta la ganancia de Kalman K, las medidas del sensor z, y la matriz de
observacion H:

X = X -1+ K (Zg — HXpe—1) 2-7)

Donde:
* Xy k-1 €s el espacio de estados predicho en el instante anterior.
e X es el espacio de estados actualizado.

K. es el peso relativo entre las mediciones y la estimacion del estado actual, y cuantifica la
confianza que damos a los sensores y la que damos al estado predicho. El fin de éste es obtener
una media ponderada entre la medida y la prediccién. Si reordenamos la ecuacion (2-7):

Xk = (I —KH)xp g + Kiz (2-8)

La ganancia de Kalman debe cumplir con:

0<Ky<1
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El peso del estado estimado es 1 — K, y el peso de la medida es K, esto significa que cuando
la incertidumbre de la medida es alta, la ganancia es baja y se le da mas peso al valor predicho
que a la medida, y cuando la incertidumbre de medida es baja, la ganancia de Kalman es alta.

La ganancia del filtro de Kalman se calcula siguiendo la siguiente ecuacion:

Ky = Py H (HP) ,—H" + R)™* (2-9)

R es la matriz de covarianza de ruido de medicion. Esta matriz recoge los errores de medicion
del sensor.

La matriz Q y R son dos matrices importantes de ajustar para poder obtener un resultado de
estimaciones que converja con la realidad. En general estas ecuaciones, tras la experiencia del
experto, se pueden ajustar a mano. Conociendo la fortaleza y la calidad de nuestro receptor
podemos estimar las varianzas y covarianzas del ruido de proceso y las varianzas y covarianzas
del ruido de medida.

Por ultimo, para actualizar la matriz de la covarianza, se recurre a la siguiente ecuacion:

Py = -KH)Py; (I - K H)" + KR K, (2-10)

El comportamiento deseado de esta Ultima ecuacién es que la matriz de covarianzas disminuya
su valor mientras la ganancia tiende a estabilizarse en un valor bajo para que las estimaciones
sean cada vez menos ruidosas.

La siguiente tabla recoge los términos mencionados y sus respectivas dimensiones:

TERMINO | DESCRIPCION DIMENSIONES

X Espacio de estados predicho n, X1
X Espacio de estados actualizado ny X1
A Matriz de estado de Transicion N, X Ny
B Matriz de control n, XNy
u Variable de control n, X1
P~ Matriz de covarianzas predicho Ny, X Ny
P Matriz de covarianzas actualizadas Ny X Ny
Q Incertidumbre del ruido del proceso Ny X Ny
R Incertidumbre de la medida ny Xny,
K Ganancia de Kalman Ny X n,
H Matriz de observacion Ny X Ny
z Vector de mediciones del sensor n, X1

Tabla 2-1. Dimensiones de los términos del Filtro de Kalman
Notacion de dimensiones:
e 10, esladimension del vector de espacio de estados.

e n, esladimension de las variables de espacio de estados medidos.

e n, esladimensién de las variables de control.
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2.2 Filtro de Kalman Extendido

El Filtro de Kalman Extendido (en adelante FKE) es uno de los algoritmos de estimacién no lineal
mas extendido y utilizado en el seguimiento y prediccidén del comportamiento de sistemas
dinamicos [6].

Puesto que la mayoria de los sistemas dinamicos tienen un comportamiento no lineal como es
el caso del vuelo de una aeronave, se necesita un filtro de Kalman que se pueda ajustar mas aun
a estos comportamientos.

El problema al que se enfrenta el usuario es que el Filtro de Kalman Lineal (FKL) solamente sirve
para funciones lineales y distribuciones gaussianas y una funcién no lineal no tiene una
distribucion Gaussiana. Para solucionar este problema se acude a la herramienta de las series
de Taylor para crear una aproximacion lineal del problema [13].

La aplicacion de la serie de Taylor para el FKE se basa en coger la media de la Gaussiana de la
funcidén no lineal y realizar sobre ésta un numero de derivadas para aproximarla a una funcion
lineal.

2.2.1 Fases y ecuaciones del filtro

Las fases que incluye el Filtro de Kalman Extendido son las mismas que fueron descritas en el

FKL, es decir, incluye una fase de prediccion y otra de correccion:

* Ganancia de Kalman
* Actualizacion del Espacio de Estados

INICIALIZACION (Solo para k = 0):
* Media inicial y Covarianza iniciales

CORRECCION:

. matriz Jacobiana de las ecuaciones de
Prrir _ k =k medida
Pl Xk = Xgk * Actualizacion de la Covarianza
Pyy = Pyx

Gréfica 2-2. Esquema de las fases del Filtro de Kalman Extendido

Se parte de la ecuacién de estados una vez las ecuaciones han sido discretizadas tal y como se
ilustra en la ecuacion (2-4). En este caso las ecuaciones se muestran en unico conjunto, en vez
de dos matrices separadas.

Xiev1x = f Kigpo W)

La matriz de covarianzas hace uso de una matriz jacobiana designada como ®, esta matriz es la
derivada de primer orden del espacio de estados, y se resuelve de la siguiente manera:

oh o
ox; ~ Ox

¢ = ST (2-11)
o " o
ox;  0x,

Teniendo en cuenta la nueva matriz jacobiana, la prediccion de la matriz de covarianzas se
obtiene:

Piiix = PrsriPriPhore + Q (2-12)




u

A partir de este punto se actualiza el tiempo para la correcciony k pasaaserk — 1,y k + 1 pasa
aserk.
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Una vez el sensor recibe las medidas del estado que ha sido predicho, se comparan las
mediciones con los resultados de prediccion ponderandolas segun la ganancia de Kalman Kj,:

Ky = Pyj—1H"(Hi Py H" + R)™! (2-13)

Una vez obtenido el valor de la ganancia se actualiza el espacio de estados y la matriz de
covarianzas correspondiente, con las siguientes ecuaciones:

(2-14)
(2-15)

Xk = X -1+ K (Z = h(xg —1))
Py =U—-KHP (I - K DT + K R K"

donde h(x} _1) es el vector de ecuaciones de medidas no lineal y H es la matriz jacobiana de
ésta, que se obtiene utilizando la siguiente férmula:

ohy
P

oh,
dxq

oh,

2
oh,,
ax,

(2-16)

La siguiente tabla muestra un resumen de los términos utilizados y sus correspondientes
dimensiones:

TERMINO DESCRIPCION DIMENSIONES

X Espacio de estados predicho n, X1
X Espacio de estados actualizado n, X1
() Matriz jacobiana del espacio de estados Ny, X Ny
P~ Matriz de covarianzas predicho Ny X Ny
P Matriz de covarianzas actualizadas Ny X Ny
Q Incertidumbre del ruido del proceso N, X Ny
R Incertidumbre de la medida ny Xny
K Ganancia de Kalman ny Xn,
h Ecuaciones de medidas no lineal ny, X1

H Matriz jacobiana de h ny, X Ny
z Vector de mediciones del sensor n, X1

Tabla 2-2. Dimensiones de los términos del Filtro de Kalman Extendido

2.3 Unscented Kalman Filter — Filtro de Kalman Unscented

El FKU nace tras las dificultades observadas en el FKE, ya que usando este ultimo es dificil de
afinar y adaptar sistemas altamente no lineales, y solamente es mas fiable para sistemas casi
lineales debido a su uso de la linealizacién de primer orden, lo que hace que aparezcan grandes
errores e incluso divergencias. Por ello el FKU ha sido objeto de gran interés para obtener
resultados mas precisos en sistemas no lineales. Y finalmente fue propuesto por parte de S. J.
Julier y J. K. Uhlmann y posteriormente desarrollado por Wan and van der Merwe que
demostraron las ventajas que presenta el FKU en el control no lineal [8].
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El FKU pertenece a la familia de filtro Kalman de Puntos Sigma que utilizan una técnica de
linealizacion estatica. La aplicacion del FKU se basa en propagar un conjunto de puntos
obtenidos a partir de la media y covarianza de una sefal aleatoria a través de una funcion no
lineal y posteriormente usarlos para predecir una nueva media y covarianza, lo que es conocido
como Transformacion Unscented [8].

2.3.1 Transformacion Unscented

La transformacion Unscented tiene como objetivo estimar la media del estado de prediccion
haciendo uso del modelo de proceso del Filtro y la media del estado anterior.

La transformacion Unscented genera un conjunto de puntos esparcidos a cierta distancia de la
media de la sefial aleatoria, por lo tanto, estos puntos tienen la misma media y covarianza. Estos
a su vez son sometidos a la funcién no lineal obteniendo una nube de puntos transformados.
Posteriormente asignando a estos una ponderacion se calcula una media y covarianza [14].

2.3.2 Fases y ecuaciones del filtro

INICIALIZACION (Solo para k = 0):
Media inicial y Covarianza iniciales
Ponderacidn para la media del primer Punto
Sigma

Medidas

Ponderacion para la media del resto de
Puntos Sigma

CORRECCION:
Transformacion de los P.S. al estado de
medicion
Media y Covarianza de

b

Covarianza Cruzada
X P, &x;, Ganancia de Kalman
- o : :
Xii1k Correccién de la media del espacio de
estados
Correccion de la covarianza del estado

i
Xk+1,k
x7k+1,k &PI;+1

x_k+1,k & PE{’I
X1k

Gréfica 2-3. Esquema del Filtro de Kalman Unscented

2.3.2.1 Conjunto de Puntos Sigma

Un conjunto de puntos sigma se define como el vector X, cuyo tamano es 2n+1, donde n es la
dimension del espacio de estados. Los puntos sigma que componen este vector y sus
ponderaciones se representan como [15]:

X, = (x},wi),j=01,..,2n (2-17)
donde:

° x{c es un punto sigma numero j y en el instante k.

e WIE peso correspondiente al punto sigma j.

Para el célculo de los puntos sigma se siguen las siguientes ecuaciones:

X =%, (2-18)
wo = - i - (2-19)

xt =%, +,/(n+ )Py, parai=1...n (2-20)
xt =%, —./(n+ )Py, parai=n+1...2n (2-21)
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Wi = 2@1+n)’ parai=1...2n (2-22)

Se debe cumplir la siguiente condicién:
2n
Z wi=1
j=0

e A es el factor de escala que indica cuan lejos de la media se debe elegir los puntos
sigma. Este valor normalmente es: 1 = 3 — n.

e El término ,/(n+ A1) es el desplazamiento caracteristico de la transformacion
Unscented.

(2-23)

donde:

° \/P_k es la raiz cuadrada de la covarianza y es una operacion compleja por lo que para
resolverla se utilizara la técnica de la descomposicion de Cholesky, que consiste en
factorizar la matriz cuadrada en dos matrices: una matriz triangular inferior que contiene
ceros por encima de la diagonal principal y otra matriz cuadrada triangular superior con
ceros por debajo de la diagonal.

Para que se cumpla la factorizacion de Cholesky, la covarianza debe ser una matriz
simétrica definida positiva.

2.3.2.2  Propagacion de puntos sigma - Prediccion

Una vez hallados los puntos sigma, estos son transformados a través del modelo del proceso
que es el conjunto de funciones no lineales, F(x) que describen el comportamiento de nuestro
sistema:

-Jj _ Jj
Xivie = F(x3)

Los puntos transformados son usados para calcular la media y la covarianza del valor previsto
(a priori) ahadiendo a esta ultima la covarianza del ruido de proceso Q,:

2n
Terie = ) Wil (2-24)
j=0
2n
. o= — —j —
Pirie= ) W (xiyx = Xern) Kihx — Xierr)' + Qx (2-25)
j=0

2.3.2.3  Correccion del estado predicho
A partir de este punto se actualiza el tiempo para la correcciony k pasaaserk — 1,y k + 1 pasa
aserk.

e En este punto tras haber calculado la nueva media y covarianza del valor previsto,
se puede continuar con los puntos sigma previamente calculados, o bien calcular de
nuevo los puntos sigma predichos de la siguiente manera:

Xpje = X1 (2-26)
xfak =Xpp—1+ /(M +DPg_q,parai=1...n (2-27)

Xik = Fig—r —/(n + APy y_q1, Parai=n+1...2n (2-28)
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El conjunto de estos puntos sigma se definen como X ; y su tamafio es n filas y
2n+1 columnas.

e Propagacion de los puntos sigma a través del modelo de observacion no lineal
Yir = H( Xy x) (2-29)
e (Calculo de la media y covarianza de la propagacion de los puntos sigma, donde al

igual que la ecuacion (2-24) cada punto sigma es ponderado. Junto a la covarianza
se afade la covarianza del ruido de la medida Ry,:

2n
Viek = Z Wy k (2-30)
=0
2n
Py = Z Wj(yi,k — Vi) (y{(,k - yl;,k)T + Ry (2-31)
=0

e Cdlculo de la covarianza cruzada entre X y yg:

En esta se involucran los puntos sigma transformados y los puntos sigma
propagados para determinar la correlaciéon entre ambos

2n

Pyiye = ) Wi —Ficg—1) Ohyrp = Yiok-1)" (2-32)
j=0

e (Calculo de la ganancia de Kalman:

K.,=P,,P,, " (2-33)

XkYk™ YkVk

e Correccion de la media del estado:

Xk = Xgr—1 + K — Vier) (2-34)

e Correccion de la covarianza del estado: Se utiliza la ganancia para corregir la
covarianza a priori

Pyy = Pry—1 — Ky Py, Ki (2-35)

Tras llegar a este punto, la media y covarianza corregidas se trasladan al punto de partida y se
utilizan para calcular los nuevos puntos sigma. Los datos de inicializacién como la ponderacion
de los puntos sigma no se vuelven a calcular.

La siguiente tabla recoge los términos mencionados y sus respectivas dimensiones:

TERMINO DESCRIPCION DIMENSIONES
X Puntos sigma n, X1
x Media de puntos sigma n, X 1
X Conjunto de puntos sigma n, X 2n, + 1)
y Vector de salida n, X1
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y Media de conjuntos n, X1

Y Conjunto de medidas n, X (2n, + 1)

P Estimacion de la incertidumbre N, X Ny
P,, Covarianza de la medida ny Xn,
Py, Covarianza cruzada N, Xn,

Q Incertidumbre del ruido del proceso Ny X Ny

R Incertidumbre de la medida ny, Xn,

K Ganancia de Kalman N, X1,

Tabla 2-3 Dimensiones de los términos del Filtro de Kalman Unscented FKU
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3 ECUACIONES GENERALES DE LA
MECANICA DE VUELO

La definicién de las ecuaciones que rigen el movimiento de la aeronave es una base soélida para
coordinar las ecuaciones utilizadas en las diferentes actuaciones. Por otro lado, la eleccién
correcta del sistema de referencia para escribir estas ecuaciones simplifica la complejidad de
las ecuaciones matematicas, reduciendo la carga de trabajo y los errores cometidos a la hora de
proyectar las fuerzas.

3.1 Sistemas de referencia en la mecanica de vuelo

Dependiendo del campo y del tema que se trate existen diferentes sistemas de referencia. En el
caso de la mecanica de vuelo existen seis sistemas de referencia comunes. De forma general,
estos sistemas de referencia tienen en comun que cuentan con un origen O y tres ejes
perpendiculares, dibujando un triedro a derechas (x,y,z).

Estos sistemas son:

e el sistema de referencia inercial: es un sistema basado en el concepto de la inercia
en el que un cuerpo en movimiento se mantiene en movimiento a una velocidad
constante y en una linea recta respecto a las estrellas fijas, a no ser que una fuerza
externa actue sobre él.

En el caso de la aviacién un sistema inercial puede ser aquel cuyo origen es el centro
de la tierra donde el eje z se corresponde con el eje de rotacidn de la tierra y apunta
al polo norte, el eje X esté fijado en el Ecuador y el eje y, forma un triedro a derecha
con las dos anteriores [16].

o ¢l sistema de referencia geocéntrico giratorio: es un sistema de referencia
utilizado para la georreferenciacion sobre la superficie terrestre y es ampliamente
utilizado en la navegacion.

Este sistema de referencia tiene su centro en el centro de la tierra, pero a diferencia
del sistema de referencia inercial gira respecto a este siguiendo la rotacion propia
de la Tierra. El eje X4 se encuentra contenido en el Meridiano de Greenwich, y en
caso de que se escoja como origen de tiempos X; el angulo entre éstas sera Ot
donde Q es la velocidad angular de rotacién de la Tierra y t es el tiempo.

o el sistema de ejes tierra: es un sistema de coordenadas topocéntricas también
llamado “sistema navegacional” que tienen su centro en el centro del punto deseado
sobre la superficie de la tierra. Este punto respecto al centro de la tierra esta definido
por una longitud Te vy latitud A, y los ejes z. que apunta hacia el centro de la tierra,
Xe que se encuentra contenido en un plano horizontal y se dirige normalmente hacia
el norte y el eje ye que forma un triedro a derechas.

e ¢l sistema de ejes horizontal local: es un sistema de referencia que se dibuja
paralelo al sistema de ejes tierra. El origen del sistema puede ser un punto del plano
de simetria del avion que normalmente se considera el centro de masas CG.
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o el sistema de ejes cuerpo: este sistema esta disefiado para representar al avion. Al
igual que el sistema de ejes horizonte local, su centro puede estar situado en
cualquier punto del plano de simetria del avion y preferentemente en el centro de
masas. El eje z, esta contenido en el plano de simetria del avion y suele apuntar
hacia la tierra, el eje Xy, también contenido en el plano de simetria, es paralelo a una
linea de referencia del mismo y estéa dirigido hacia el morro de la aeronave y el eje
Yb es perpendicular al plano de simetria y apunta hacia el lado derecho del ala (o
semiala derecha).

e Finalmente, el sistema de ejes de viento: este sistema esta basado en la velocidad
aerodinamica de la aeronave, y su origen es el mismo que en caso de ejes horizonte
local y ejes cuerpo, el centro de masas. El eje z, esta contenido en el plano de
simetria del avion y suele apuntar hacia la tierra, el eje Xy se dirige siempre segun la
direccion y sentido del vector de velocidad aerodindmica y el eje ywforma un triedro
a derechas con los otros ejes.

Los sistemas de referencia que seran utilizados en este trabajo seran los sistemas de ejes cuerpo
y viento. En el caso que corresponda se indicara cual sera el sistema utilizado.

3.2 Ecuaciones del movimiento de la aeronave

Para la modelacion del comportamiento de la aeronave se desarrollan las ecuaciones
fisicomatematicas que las describen lo suficientemente bien siguiendo las leyes
correspondientes. Este aparatado se basa en las ecuaciones del movimiento definidas en [16].

Hipdtesis empleadas para la simplificacion de las ecuaciones:

e El avién se considera como un sodlido rigido con seis grados de libertad: tres de
traslacion de su centro de masas respecto a cierto sistema de ejes tierra y tres de
rotacion del sistema de referencia de ejes cuerpo respecto al sistema de ejes de
horizonte local.

e Lavariaciéon de la masa es bastante lenta de manera que se puede despreciar el término
mv.

Donde m es la variacion de la masa con el tiempo y V es el vector velocidad.

e Hipotesis de tierra plana: considerando aviones convencionales junto a valores tipicos
para el vuelo se ha llegado a la conclusion que la aceleracion centripeta y la aceleracion
de Coriolis se pueden despreciar de la ecuacion de aceleraciones de la Mecanica
Clasica:

GSe = ags + 0 x (0 x #y,c6) + 20 x VEE

SCG ~

o (3-1)
apr = agg

donde G5 es la aceleracion del centro de masas del avion respecto al sistema de ejes

-
tierra, Q1 es el vector velocidad angular de la Tierra, FOICG es el vector que une el centro

N
de la Tierra con el centro de masas del avién y V.5 es la velocidad del avién respecto a
los ejes tierra.

Para la obtencidn de las ecuaciones que describiran la trayectoria de la aeronave se parte del
teorema de la cantidad de movimiento, anadiéndole el producto vectorial del vector velocidad
angular del sistema de ejes cuerpo respecto al sistema inercial, ya que se conoce la derivada
respecto al tiempo del vector velocidad en el sistema de ejes cuerpo:
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Esto se describe como:

at (3-2)
Donde:
e W es el vector de velocidad angular compuesto por: w = (P 4 7”)T.
« V es el vector de velocidad aerodinamica V = u v wl.
e F eslaresultante de las fuerzas exteriores F = (F, F, F)T
e Y m eslamasade |la aeronave.
Operando la ecuacion (3-2) se obtiene:
F, u—rv+qw
E |=m|v+ru—pw (3-3)
F, W —qu + pv

Estas ecuaciones son parte de las denominadas ecuaciones de Euler del movimiento del avion,
la otra parte es el llamado teorema del momento cinético que queda fuera del alcance de este
trabajo, pero puede ser consultado en el libro [16] capitulo 2.

Para seguir desarrollando la ecuacion, se introducen las fuerzas externas a las aeronaves
compuestas por fuerzas propulsivas, fuerzas aerodinamicas y fuerzas gravitatorias.

o Lafuerza propulsiva T que generan los dos motores del avion, se expresa en los ejes
cartesianos del sistema de referencia de ejes cuerpo como: Fr,, Fr, y Fr,. En el caso
de expresarla en ejes viento, ésta esta dirigida en un punto del espacio comprendido
entre los tres ejes que forma el sistema de referencia de ejes viento segun el angulo
de ataque y resbalamiento del empuje.

e Las fuerzas aerodinamicas son las formadas por las fuerzas aerodinamicas segun
los ejes X, Y, z: Fay, Fay Y Fu,- En €jes viento, estas fuerzas se expresan como L, Dy
Q respectivamente.

e La fuerza gravitatoria esta dirigida segun el eje zn segun el sistema de referencia de
horizonte local y se define como (ﬁ'G)h = (0 0 mg)T donde g es la aceleracion

de la gravedad. Para obtener esta ecuacion en el sistema de ejes cuerpo, utilizamos
la matriz de rotacion entre ejes cuerpo y ejes de horizonte local Ly,

cosOcosy cosfsiny —sinf
Lpy = | singsinfcosy — cosOsiny singsinfsiny + cosbcosyp singcosO (3-4)
cosgsinfcosy + sinfsin)  cospsinfsiny — sinfcosy cosypcosd

donde 9 es el angulo de asiento del avion y es el angulo que forma el eje x» del avidn
y su proyeccion sobre el plano horizontal (el plano formado por xny yny donde éstas
se encuentran contenidas), Y es el angulo de guinada del avion y es el angulo que
forma la direccién del eje xny la proyeccién de x» sobre el plano horizontal, por ultimo,
¢ es el angulo de balance y es el angulo formado por el eje y» y su proyeccion sobre

el plano horizontal.
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Aplicando la siguiente ecuacion se obtiene la fuerza gravitatoria proyectada en ejes
cuerpo del avién:

—mgsinf
) (3-9)

(ﬁa)b = Lbh(ﬁG)h = (mgcosesincp
mgcosOcosp

Por otro lado, el vector de velocidades angulares W puede ser desarrollado segun la derivada

primera respecto al tiempo de los angulos de Euler: 9, 1/) y (I) Y teniendo en cuenta las hipdtesis
mencionadas al comienzo se obtiene que:

W=wy,=® a 1 = ¢y + 6055 + Pk,

Cada velocidad angular se presenta en su sistema puesto que los giros del sistema de referencia
de horizonte local al de ejes cuerpo se realizan en el orden del eje z del sistema inicial, giro en
el eje y del sistema de referencia intermedio y el Ultimo giro sobre el eje x» del sistema de
referencia final deseado. Proyectando los versores al sistema de ejes cuerpo se obtiene:

w = (¢ — Psind)y, + (Bcosp + Pcosbsing)j, + (—Osing + WcosOcosp)k,  (3-6)

Por otra parte, las ecuaciones cinematicas se proyectan en ejes tierra partiendo del vector de
velocidad en ejes cuerpo V = (u v w)7, y utilizando la matriz de transformacion Ly, = Lpp:

V= (te Yo 2)T =LpyV (3-7)

Resolviendo la ecuacion interior se obtienen las relaciones cinematicas lineales:

Xe = (cosOcosy)u + (singsinfcosy — cospcosyp)v
+ (cos¢sinbcosy + singsin)w
Ye = (cosOsin)u + (singsinfsiny + cospcosy)v (3-8)
+ (cos¢sinfsiny — sinpcosy)w
Z, = —sinfu + (singcosO)v + (cospcosd)w

3.2.1 Ecuaciones en gjes cuerpo

Las siguientes ecuaciones describen el comportamiento de la aeronave en cada eje del sistema
de referencia de ejes cuerpo:

—mgsing + Fr, + Fy,
= m(u — (—0sing + Pcosbcosp)v
+ (écos¢ + lpcosﬁsimp)w)

mgcosbsing + Fry, + Fy, (3-9)
= m(1'7 + (—ésingb + 1[)0059005(]5)14 — (¢ - 1/)sin9)w)

mgcosOcos¢p + Fr, + Fp, = m(w — (9c05¢ + 1/)c0595in¢)u + (d) - ll)sine)v)

3.2.2 Ecuaciones en gjes viento

El uso de los ejes viento para el estudio de las actuaciones es mas conveniente que usar las
ecuaciones en ejes cuerpo. Para describir las ecuaciones de la ecuacion (3-9) en ejes de



L3
oee SEGUIMIENTO DE LA TRAYECTORIA DE UNA

AERONAVE UTILIZANDO DIFERENTES FILTROS DE
KALMAN

referencia viento se sustituyen los dngulos de orientacion, velocidades lineales, velocidades
angulares, fuerza aerodinamica y fuerza propulsiva.

e Los angulos de orientacion: angulo de guifiada de velocidad y, angulo de asiento de
velocidad y y angulo de balance de velocidad p.

e El vector de velocidades esta compuesto Unicamente por la velocidad aerodinamica V
por lo que v y w se sustituyen por 0, esto se debe a la que la velocidad va dirigida en el
eje x de ejes viento por lo que el vector solo tiene un componente no nulo y, por tanto,
a diferencia de los ejes cuerpo, las componentes dirigidas en los ejes ywy Xw son nulas.

e Las velocidades angulares se definen como 7, p,, ¥V Q-

e Las fuerzas aerodinamicas se sustituyen como sigue: Fy, por la resistencia -D, Fy,, por
la fuerza lateral -Q y Fy4, por la sustentacion -L.

e La fuerza propulsiva se sustituye de la siguiente manera: Fr, por T cose cosv, Fr,, por

T cose sinv y Fr, por —T sine.

mgsiny + T cose cosv — D = mV
mgcosysiny + T cose sinv — Q = mV (—ysinu + ycosycosu) (3-10)
mgcosycosy — T sine — L = mV (ycosu + ycosysinu)

Introduciendo los cambios mencionados en la ecuacion (3-8), se obtienen las relaciones
cineméticas lineales expresadas en el sistema de ejes viento:

X, = V(cosycosy)
Y. = V(cosysiny) (3-11)
Zy = —Vsiny
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4 ENTORNO SIMULADO

En este capitulo se van a presentar las diferentes actuaciones que la aeronave efectuara en la
simulacién, acompanadas de los datos numéricos que las caracterizan y del modelo de avién
escogido. Se definen dos actuaciones principales: la fase de ascenso y la fase de crucero. Dentro
de éstas, la aeronave realiza diferentes maniobras para obtener un vuelo lo mas proximo a la
realidad.

4.1 Fases de Vuelo

4.1.1 Ascenso

En el ascenso de una aeronave el empuje generado es alto, es algo mas alto al requerido en la
fase de crucero ya que el empuje necesario debe vencer a la resistencia aerodinamica D, a la
componente del peso de la aeronave W correspondiente a su sentido y, ademas, al empuje
necesario para ascender y en su caso acelerar [17].

En general, la fase de ascenso se suele realizar en diferentes etapas que en su conjunto dibujan
un escaldn. Aunque en la actualidad se esta trabajando para poder realizar ascensos continuos
(Continuous Climb Operations, CCO) hasta la altura de crucero deseada, de manera que la
aeronave realiza el ascenso con un rendimiento de combustible mayor, reduce el volumen de
trabajo del comandante y aumenta los beneficios ambientales, como son la reduccién de
emisiones y ruidos [18]. Por ello el vuelo simulado realizara este tipo de ascenso considerando
que es viable en el disefno del espacio aéreo en el que se encuentra.

mp—— /
W o
Soapee, S
Ascenso continuo — =— =— Ascenso escalonado

Figura 4-1. Trayecto del ascenso continuo y escalonado — Vista del Plano Vertical

En las ecuaciones presentadas se considera que la velocidad angular del angulo de asiento es
practicamente nula. En la realidad variara ligeramente de manera que es despreciable, y ademas
esto garantiza la estabilidad y la controlabilidad de la aeronave que se considera en todo
momento positiva.

4.1.2 Crucero

Una vez la aeronave alcance la altura deseada, comenzara la fase de crucero. Esta fase consistira
principalmente en dos tramos:

e En el primer tramo la aeronave realiza un vuelo horizontal rectilineo y nivelado (VHR).
e En el segundo tramo la aeronave realiza un viraje coordinado.



SEGUIMIENTO DE LA TRAYECTORIA DE UNA
AERONAVE UTILIZANDO DIFERENTES FILTROS DE

i

KALMAN
Ay
"
h ¢ "
~7 ,T\
~
\ X

+
i
v

L T
s
Figura 4-2. Trayectoria realizada en la fase de crucero - Vista del plano horizontal

4.1.2.1 Vuelo horizontal rectilineo
El vuelo horizontal rectilineo se realiza a angulo de ascenso nulo para garantizar una altitud
constante y alas a nivel para garantizar el vuelo rectilineo.

En este tramo se presentaran tres casos que representan casos que se pueden dar en un vuelo,
con el fin de observar el comportamiento de los diferentes filtros de Kalman y la destreza y
solidez de éstos ante cambios inesperados y continuos.

e Caso 1: Vuelo horizontal rectilineo, nivelado, no acelerado (VHRU), con angulo de
ataque constante.

e Caso 2: Vuelo horizontal rectilineo (VHR), nivelado, en el que se varia en angulo de
ataque y para mantener el nivel de vuelo se ajusta el empuje a éste.

e Caso 3: Vuelo horizontal rectilineo (VHR), nivelado, en el que se varia el empuje y para
mantener el nivel de vuelo se ajusta el angulo de ataque.

El avidn tiene la posibilidad de volar en diferentes velocidades como pueden ser la velocidad de
minima resistencia, velocidad maxima correspondiente al empuje disponible, o una velocidad
entre estas dos. En el caso de estudio, se considera que la aeronave vuela en una velocidad
intermedia, donde en general se suele encontrar la velocidad de crucero. Esta velocidad
escogida debe ser compensada por un angulo de ataque para mantener la sustentacion
constante, lo que significa controlar simultaneamente la palanca de gases y el volante. Aunque
esta ultima aclaracion puede ser omitida en casos de simplificaciones, cuando cuentas con una
Unica variable de control o simplemente al considerar las variaciones de la sustentacion tan bajas
que apenas se aprecian los cambios de nivel [19].

4.1.2.2  Viraje en plano horizontal

Figura 4-3. Viraje de la aeronave hacia el lado izquierdo

En este segundo tramo la aeronave realiza un viraje para cambiar de direccion y dibujar un
circulo en el aire. Esta maniobra es una de las mas complicadas de realizar ya que se tiene que
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mantener el angulo de alabeo deseado, sin resbalar y a su vez mantener el vuelo nivelado. Por
ello, el piloto debe actuar sobre todos los controles primarios coordinadamente (alerones, timén
de profundidad y timén de direccién) ademas de aumentar el empuje para mantener el vuelo
nivelado [20].

En el presente estudio, a modo de simplificacion, se considera que la aeronave se mantiene
nivelada en todo momento por lo que no es necesario actuar sobre el timén de profundidad.

Para evitar que la aeronave resbale, el piloto se fija en la bola situada en el instrumento de vuelo
llamado bastén-bola o indicador de viraje. La bola funciona de manera que sigue la fuerza masica
e indica el signo de resbalamiento S. Si la bola se desplaza hacia la derecha del plano de simetria
del avién entonces S sera positiva y el piloto para eliminar el resbalamiento debe pisar el pedal
derecho del mando direccional generando un momento de guifiada positivo y viceversa [16].

Por ultimo, el angulo de alabeo, la tasa de giro y la velocidad aerodinamica permaneceran
constantes durante el viraje.

4.2 Modelo del avidn

CITATION CJ3+

Figura 4-4. Cessna Citation CJ3+. Fuente: cessna.txtav.com

La aeronave escogida para simular el vuelo es el Cessna Citation CJ3+. Este Cessna, lanzado
en el 2014, es una aeronave ligera de fuselaje estrecho y de pequefias dimensiones utilizada
principalmente en la aviacion general [21].

La eleccion de este modelo se debe a la baja complejidad de la aeronave, ya que posee
turbofanes los cuales aportan valores de empuje en unidades Newton, asi como el ala presenta
un diseno aerodinamico simple y en fase de crucero es posible volar sin superar velocidades
subsoénicas en ningun punto del ala.

Los datos relevantes y que seran utilizados de la aeronave se muestran en la siguiente tabla:
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DIMENSIONES EXTERNAS

Longitud 15,6

Altura 4,6 m
Envergadura (b) 16,26 m
Superficie Alar (S) 27,32 m2
Alargamiento (AR)* 9,6774

Peso maximo de despegue (MTOW) 6,291

Peso maximo de aterrizaje (MLW) 5,783 kg
Peso maximo sin combustible 4,842 kg
Basic Operating Weight 3,874 kg

Carga maxima

ACTUACIONES

Velocidad maxima de crucero km/h
Tasa maxima de ascenso 1,365 mpm**
Velocidad méxima 0,737 Mach
Alcance maximo (Xmax) 3,778 km
Techo maximo (hmax) 13,716

Empuje por cada motor 12,54

*El Alargamiento es el resultado de dividir la envergadura al cuadrado entre la superf|C|e alar, y es una
medida de lo esbelta que es el ala.

** mpm = metros por minuto.

Tabla 4-1. Caracteristicas del Cessna Citation CJ3+. Fuente: cessna.txtav.com

A modo de ilustracion del alcance maximo de la aeronave se proyecta sobre el globo terraqueo
el area que acapara del Cessna Citation CJ3+ si despegase desde el Aeropuerto de Josep
Tarradellas Barcelona-El Prat.

" Un nodo (kts) equivale a 0,514444 m/s
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Figura 4-5. Rango del alcance maximo — Fuente: Textron Aviation

4.2.1 Consumo de combustible

Otro dato relevante que se utilizara durante los calculos de las actuaciones en el software es el
consumo de combustible c. Esta ratio nos indica la cantidad de volumen que se consume por
unidad de tiempo.

En el caso del Cessna Citation CJ3+ el consumo de combustible promedio es de 150 galones
por hora, lo que es equivalente a 567,75 litros por hora [22].

Ya que la masa de la aeronave sera tratada en kilogramos y la unidad temporal sera en segundos,
entonces, es preferible trabajar el consumo en unidades de kg/s. Para ello, se considera que la
aeronave consume el tipo de combustible de avion comun Jet A-1, cuya densidad media es de
0,8 kg/L. Multiplicando el consumo por la densidad y dividiendo por el equivalente de una hora
en segundos, obtenemos un consumo de 0.1261666 kg/s (454,2 kg/h).
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4.3 Datos atmosféricos y aerodinamicos

Los datos aerodinamicos son aquellos datos
que caracterizan los cuerpos solidos cuando
se encaran a un fluido. En este caso es el aire
atmosférico de la troposfera, que es la capa
que se extiende desde el nivel medio del mar
hasta la altitud de 11.000 metros segun la
clasificacion de la estructura térmica
atmosférica.

Figura 4-6. Aerodinamica del avién. Fuente:
www.instrumentacionycontrol.es

La mayoria de las aeronaves realizan sus
vuelos de crucero en esta capa ya que los
motores funcionan de manera Ooptima.
Teniendo en cuenta estos datos se pueden conocer los datos atmosféricos estandares que
envuelven la aeronave como son la temperatura, la densidad y la presion, en funcion de la altitud.

Las formulas a las que se rigen estas variables se expresan como [23]:

Densidad
A-hy R
de(h) = de(0) (1 + T—) kg/m®  (4-1)
0
Presion
A-h\RA
p() =p©)- (1+7-) Nim? - (4-2)
0
Temperatura
T(z) =Ty + Ah K (4-3)
donde:

e 1es el gradiente térmico y su valor es de -6.5 x 103 K/m.
e heslaaltitud a la que se encuentra la aeronave y se expresa en metros.

e T, Y go son la temperatura y la gravedad al nivel medio del mar y sus valores
correspondientes son T, = 288.15 K & g, = 9.81 m/s2.

e R eslaconstante del aire y su valor es de 287 m?/(s?K).

Durante todas las fases de vuelo se considera que el avidon se enfrenta a un viento de cara de
8,33 m/s de velocidad.

Aunque el cuerpo entero de una aeronave reaccione aerodindmicamente al aire que lo bafa, las
superficies aerodinamicas disefiadas especificamente para generar sustentacion son las que
mas reaccionan a este fendmeno. Estas superficies aerodinamicas son: el ala y el estabilizador
horizontal, ademas de las superficies hipersustentadoras como los flaps que se activan al
despegar y en la fase de aproximacion.

En el caso de estudio tanto en el ascenso como en crucero, se considera como unica superficie
generadora de sustentacion el ala, considerando que la sustentacion de los demas perfiles
aerodinamicos es despreciable frente a la que produce el ala.
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El perfil alar utilizado para el presente estudio es el NACA 23008. Los perfiles NACA de 5 digitos
fueron creados para incrementar el coeficiente de sustentacién maximo y se hizo acercando el
punto de camber al borde de ataque [24].

Para la obtencion de las curvas aerodinamicas se recurre a la herramienta XFLR5 que entre
otras analiza los perfiles aerodinamicos, alas y aviones que operan a numeros de Reynolds bajos.

————— #-———INACR 23008

SBB000588800-000-

888
e I-.-.'.'.'.-.~.~.7.~.~.‘.-. 0-4.
094000944
0099y
-0-8-9.9.9
"“.“....
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. = -8-8
400808 Y 00800 0890880000000 0%

Grafica 4-1. Perfil NACA 23008. Fuente: xflr5

Las siguientes gréaficas contienen las curvas del coeficiente sustentacion, del coeficiente de
resistencia y del coeficiente de momentos para un nimero Reynolds de 7x108:

Grafica 4-2. Curva del Coeficiente de Sustentacion. Fuente: xflr5
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Grafica 4-4. Curva del Coeficiente de Momentos. Fuente: xflrS

Gréfica 4-5. Curva de la Eficiencia Aerodinamica. Fuente: xflr5
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A partir de las gréaficas anteriores se extraen las ecuaciones del coeficiente de sustentacion C; y
coeficiente de resistencia Cp:

CL = CLO + CLaO( (4'4)
CD = CDO + kCl? (4-5)

Donde:

e (o es el coeficiente de sustentacion para a = 0, obteniéndolo de la grafica € =
0,1379,

e (4 eslapendiente de la curva de sustentacion, C;, = 6,7781,
e « es el angulo de ataque,

e (po Y k son las llamadas coeficientes de la polar. Cp, = 0,00635 y el coeficiente k
se calcula segun la siguiente formula:

1

" mAe

Donde A es el alargamiento y e es el Factor de Oswald cuyo valor es 0.85 (valor
recomendado para un avion moderno subsoénico) [23].

4.4 Datos de Simulacién

La informacion anteriormente expuesta son las ecuaciones y datos generales para todas las
fases simuladas, pero ademas de estos datos, se requieren datos especificos a las diferentes
fases debido a la naturaleza de estos: angulos, coeficientes aerodinamicos, velocidad, empuje y
densidad.

4.4.1 Datos en fase de ascenso

Las ecuaciones que se utilizan para la fase ascenso se extraen de las ecuaciones (3-10) y (3-11)
aplicando las siguientes simplificaciones e hipotesis:

e El ascenso es estacionario y rectilineo por lo que las velocidades angulares son
nulas:y = y =0,

e El vuelo es simétrico y por tanto el angulo de resbalamiento y el angulo de
resbalamiento del empuje son nulos: 8 = v = 0y por tanto Q = 0,

e Las alas estan a nivel y ademas el movimiento en y, = 0 resultando y = y = 0.

X, =Vcosy =V,

Ze = —Vsiny
mgsiny + T — D = mV
mgcosy — L =mVy (4-6)

Anadiendo la ecuacién de la variacion de la masa:
m(t) =m; — (c *t)

Donde m; es la masa inicial y c es el consumo de combustible por unidad de tiempo.
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Es importante subrayar que las ecuaciones dinamicas del apartado 3.2.2 no tuvieron en cuenta
la variacion de la masa bajo la suposicion de que en los tiempos de estudio la variacion es
insignificante, aunque en la realidad si varia y se tendra en cuenta en los codigos y simulaciones
realizados en MATLAB y Simulink.

En la fase de ascenso rectilineo uniforme, la aeronave asciende con un angulo de asiento de
velocidad de y = 4°, Este angulo es pequefio en comparacion con los angulos de asiento tipicos,
pero para el caso de estudio es un angulo suficiente y cumple con los objetivos.

El empuje total que producen los motores del Citation es de T = 4964 [N] y la velocidad
aerodinamica 94 [m/s], estos valores de empuje y velocidad permiten un vuelo ascensional
rectilineo al angulo de ascenso indicado.

La siguiente tabla resume todos los valores de los parametros que definen la fase de ascenso

TERMINO DESCRIPCION VALOR
m; Masa inicial 5000 kg
a Angulo de ataque 2°
y Angulo de asiento 40°
h; Altura inicial 200 m
de Densidad 1,202 kg/m?®
vV, Velocidad del viento 8,333 m/s
vV Velocidad aerodinamica 94 m/s
T Empuije total de los dos motores 4964 N

Tabla 4-2. Datos en la fase de ascenso

4.4.2 Datos en fase de crucero

Las ecuaciones que describen el comportamiento de la aeronave en la fase de crucero se
extraen de las ecuaciones (3-10) y (3-11) aplicando las siguientes simplificaciones e hipétesis:

e El vuelo es estacionario y rectilineo por lo que las velocidades angulares son
nulas:y = y =0,

e El vuelo es simétrico y por tanto el angulo de resbalamiento y el angulo de
resbalamiento del empuje son nulos: f = v = 0y por tanto Q = 0,

e Las alas estan a nivel y ademas el movimientoen y, =z, = Oresultandou =y =y =

0.
X, =V -V,
T—D=mV
mg—L=0 (4-7)

m(t) =m; — (c*t)

4.4.2.1 Fase de crucero VHRU

El empuje total que producen los motores del Citation es de T = 1563 [N] y la velocidad
aerodinamica 95 [m/s], estos valores de empuje y velocidad permiten un vuelo de crucero
estable y sin variacion de nivel de vuelo. Como se aprecia para una velocidad aerodinamica
similar a la empleada en la fase de ascenso, el empuje total necesario es 3 veces menor ya que
el empuje generado solo es necesario para igualar en valor o superar la resistencia D.

La siguiente tabla resume todos los valores de los parametros que definen la fase de crucero
para una velocidad constante.
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TERMINO ‘ DESCRIPCION VALOR
m; Masa inicial 5000 kg
a Angulo de ataque 2°
h Altura de vuelo 3000 m
de Densidad 0,9086 kg/m?
vV, Velocidad del viento 8,333 m/s
/4 Velocidad aerodinamica 95 m/s
T Empuije total de los dos motores 1563 N

Tabla 4-3. Valores de las variables utilizadas en VHRU

4.4.2.2  VHR con variacion del angulo de ataque «

Durante el vuelo el comandante se encuentra con una turbulencia que hace que varie el angulo
de ataque durante 20 segundos, durante los cuales el piloto hace frente a la situacion para
controlarla y no permitir que el nivel de vuelo varie, ya que no se le esta permitido para mantener
la distancia de seguridad con otras aeronaves en el area. Las ecuaciones que describen el
comportamiento de la variacién de a son las siguientes:

e Enlos primeros 10 segundos de variacion del angulo:

3 131
= - 4-8
T =50 T 3607 (4-8)

e Enlos ultimos 10 segundos de variacion del angulo:

1 109
S a2 4-9
225"t T 3285" (4-9)

Por otro lado, el piloto ajusta el empuje en ambos casos por lo que el empuje también varia.

Ayp =

TERMINO | DESCRIPCION VALOR
m; Masa inicial 5000 kg
a; Angulo de ataque inicial 20
as Angulo de ataque final 4°
h Altura de vuelo en crucero 3000 m
de Densidad 0,9086 kg/m?
Vy Velocidad del viento 8,333 m/s
V; Velocidad aerodinamica inicial 155 m/s
T; Empuije inicial total de los dos empujes 3900
T, Empuje para la primera variacion de a 3800
T, Empuje para la segunda variacién de « 3700
T Empuje al estabilizar la aeronave 3500

Tabla 4-4. Valores de las variables utilizadas en VHR con variacion de &

4.4.2.3  VHR con variacion del empuje T

En un momento determinado del vuelo el comandante decide aumentar la velocidad
aerodinamica, por lo que, empujando la palanca de gases, durante 20 segundos, T aumenta
segun la siguiente ecuacion:

35 22600
T:_?t2+805t_T (4'10)

Tal y como sucede en el apartado anterior el piloto a su vez disminuye el angulo de ataque
para mantener el nivel de vuelo, y por tanto « varia.



u

SEGUIMIENTO DE LA TRAYECTORIA DE UNA
AERONAVE UTILIZANDO DIFERENTES FILTROS DE

KALMAN

TERMINO DESCRIPCION VALOR
m; Masa inicial 5000 kg
a; Angulo de ataque inicial 2°
a, Angulo de ataque durante la variacién 1,75°
as Angulo de ataque final 1,5°

h Altura de vuelo en crucero 3000 m
de Densidad 0,9086 kg/m?
vV, Velocidad del Viento 8,333 m/s
V; Velocidad Aerodinamica inicial 155 m/s
T; Empuje inicial total de los dos empujes 3900

T Empuje para la primera variacién de « 6000

Tabla 4-5. Valores de las variables utilizadas en VHR con variacién de T

4.4.3 Datos en viraje en plano horizontal

Tras recorrer una distancia en vuelo rectilineo el piloto recibe instrucciones del centro de control
de area (Area Control Center-ACC) que hace girar al avidon una vuelta completa dibujando una
circunferencia de un radio de aproximadamente 275 m.

Puntualmente, por simplicidad las ecuaciones se reescriben para expresarlas segun el triedro
intrinseco de la trayectoria: tangente, normal y binormal. Estas ecuaciones se expresan teniendo
en cuenta las siguientes simplificaciones:

El vuelo esta nivelado en el plano horizontal: y =y = 0,

El vuelo es simétrico y por tanto el angulo de resbalamiento y el angulo de

resbalamiento del empuje son nulos: § = v = 0y por tanto Q = 0.

El angulo de ataque del empuje es pequefio € « 1.

X, = Vcosy =V,

Ve = Vsiny
T—D=mV
Lsinu =mVy

mg — Lcosu =0

(4-11)

Los primeros 60 segundos de este tramo es rectilineo y el resto pertenece al viraje. Los datos
que configuran el viraje se describen en la siguiente tabla:

TERMINO DESCRIPCION VALOR

m; Masa inicial 5000 kg
a Angulo de ataque 2°

u Angulo de viraje/balance de la velocidad 20°

X Velocidad angular de guifiada 25 rad/s
h Altura de vuelo 3000 m
de Densidad 0,9086 kg/m?
vV, Velocidad del viento 8,333 m/s
V, Velocidad aerodinamica para el tramo rectilineo 103 m/s
V, Velocidad aerodinamica para el tramo de viraje 165 m/s
T, Empuje para el tramo rectilineo 1543 N
T, Empuje para el tramo de viraje 3982 N

Tabla 4-6 Valores de las variables utilizadas en Viraje
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5 FORMULACION DE LOS CASOS
DE ESTUDIO

En este capitulo se adaptaran las ecuaciones de la mecanica de vuelo que representan el
comportamiento de la aeronave para introducirlas en las formulas de los distintos filtros de
Kalman.

Antes de comenzar, el Filtro de Kalman Lineal es un filtro que es valido para sistemas lineales y
el comportamiento de una aeronave es no lineal. Las ecuaciones no se pueden adaptar
facilmente a las ecuaciones recogidas en el punto 2.1, ya que en varias ecuaciones dos variables
del espacio de estado se multiplican entre si de manera que no se pueden separar. Para
aproximar el sistema lineal al no lineal se utiliza la serie de Taylor para varias variables tal y como
se explica en el punto 5.1.

5.1 Linealizacion para Filtro de Kalman Lineal

Puesto que las ecuaciones son no lineales se deben modificar para poder encajar en las
ecuaciones del filtro de Kalman lineal, véase 2.1.1. El método que se utiliza es la linealizacion
utilizando la serie de Taylor para matrices. Las ecuaciones y pasos que conforman este método
son los siguientes:

La siguiente formula describe la ecuacion del espacio de estado linealizada [25]:

Ex(t) = Ax(t) + Bu(t)
x(t) = E"YAx(t) + E"'Bu(t)
donde:

e E es el gradiente (generalizacion multivariable de la derivada) de la funcion matricial
f(x,x,u) = 0 respecto de cada variable derivada del espacio de estados:

of o

<V,-,f1> 0%, T ox,

E = : = : . :
Vo) \Un On

0%, T ox,

e A es el gradiente de la funcién matricial f(x,x,u) = 0 respecto de cada variable
del espacio de estados:

o on

_ Vifi ox,  0x,
A:< s )= S
Vfin % %

ox, ~ 0x,



SEGUIMIENTO DE LA TRAYECTORIA DE UNA
AERONAVE UTILIZANDO DIFERENTES FILTROS DE
KALMAN

i

e B eslafuncion matricial f(x,x,u) = 0 respecto de cada variable de control:

o o
Vufi ou;  duy

B = < : ) = &
Vufm % %
ou;  duy

e El subindice m es el numero de funciones del sistema, el subindice n la dimension
del espacio de estados y el subindice d la dimension de las variables de control.

5.2 Ascenso

El primer paso para adaptar las ecuaciones a los diferentes filtros de Kalman es escoger las
variables del espacio de estado que seran la posicidon de la aeronave en el gje x,, la posicion de
la aeronave en el eje z, y en el sentido opuesto h, = —z,, la velocidad aerodinamica, V, y el
angulo de asiento de la velocidad, y. Por otro lado, las variables de control se consideran el
empuje, T, y el angulo de ataque, a, que para mayor facilidad se expresara en su lugar el
coeficiente de sustentacion €, («). Las variables de salida y seran la posicion en el eje x,, la
posicion en el gje z, y la velocidad aerodinamica V.

Las variables del espacio de estados se renombran como x; = x,, X, = h,, x3 =V yx, =.
Las variables de salida se renombran como y, = x,., y, = h,, y3 =V

De cada ecuacioén dinamica se despeja la derivada primera de estas variables, ademas, en los
lugares correspondientes a la resistencia D y a la sustentacién L se introduce sus expresiones
que son dependientes entre otras de la velocidad aerodinamica, V, y el angulo de ataque a:

X, = x3€08x4 — V,
X, = X3Sinx,

T 1
L r 1, 2 )
X5 = gsinx, + - 2mpx35 (CDO + kCL(a’)) (5-1)
-9 =
Xy = o COSX, 2mpx3SCL(0()
Por otro lado, la matriz de extrapolacion de la covarianza inicial sera la matriz identidad 4x4:

0 0 O
P0=

S O O

100
010 (5-2)
00 1

Y la matriz ruido de procesamiento y la matriz de ruido de medida seran:

0,0069 0 0 0

0,5535 0 0
e=| ¢ oili1 00 53 R=( 0 05535 0 (5-4)
0 0 10 0 0 05535
0 0 0 4 ’
La matriz de observacion H para el filtro de Kalman y el filtro de Kalman extendido sera una

matriz de identidad 3x4:

100 0
H=<O 10 o) (5-5)

0 0 1 0
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5.2.1 Filtro de Kalman Lineal

Aplicando las ecuaciones de linealizacion expuestas a las ecuaciones que describen el
comportamiento de ascenso del punto 4.1.1, se obtienen las siguientes matrices de estado de

transicion y de control:

1 0 Atcosx,, —Atx3,5iNxy,
0 1 Atsinx,, Atxs ,COSXy,
At 2
A=]0 0 1- pr3‘eS<CDO+kCL,e(a')) —gAtcosx,, (5-6)
S sin
\o 0 P2 o) gy /
m X3¢
0 0
0 0
At At
B = _prs,eSkCL,e(a) m (5-7)
At
o PX3.eS 0

Las variables del espacio de estados que incluyen el subindice e son las variables en el punto
de linealizacion, y su valor es conocido desde el comienzo siendo, éstas: x3, = 94 [m/s] y x,, =
4°, Estas cifras se han definido segun los valores de vuelo que se desean en el ascenso.

5.2.2 Filtro de Kalman Extendido
Discretizando las ecuaciones del punto 4.1.1 en las ecuaciones del FKE, 2.2, se obtiene:

(x5cosxy — V,,)At + x;
x3Atsinx, + x,

_ . r.1., 2
Xirrk = | | gsinx, + — %px35 (CDO + kCf (a)) At + x5 (5-8)
g 1
—cosy — — px3SC,(a) + x4
X3 2m
1 0 Atcosx, —Atx;sinx,
0 1 Atsinx, Atx;cosx,
1
¢=|0 0 1+ <——px3S (CDO + kC? (0())) At —gAtcosx, (5-9)
m
At (1 mg At
0 0 — | =pSC. () + —-cosx, 1+ (—gsinx4>
m\ 2 x5 X3

5.2.3 Filtro Kalman Unscented

Las ecuaciones dinamicas que se utilizan son las mismas que la ecuacion (5-8) del Filtro de
Kalman Extendido.
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(x3cosxy — V)AL + x4
x3Atsinx, + x,
y , T 1 5
X = | | gsinx, +E—ﬂpx3S(CD0 + kCL(a)) At + x4 (5-10)
g ! SC /
x; COSY g P¥a ()

5.3 Crucero

Para la fase de crucero las ecuaciones necesarias son menos ya que el avion solamente se dirige
en el gje x,,, por lo tanto, la dimension del espacio de estados es n = 2. Estas variables de estado
seran la posicion y la velocidad del avion en ejes tierra siendo ésta ultima: V, = x, =V —V,,. Las
variables de salida seran la posicién y la velocidad respecto a la tierra.

Al igual que en el apartado anterior, de las ecuaciones dinamicas del apartado 4.4.2 se despejan
las variables del espacio de estados, sustituyendo x, por x; y V; por x,, obteniendo:

J'Ce=V—VW=V:q
T —D =mV =my,
)'Clzxz

T

. 1
Xy = E - ﬁp(xz + VW)ZS (CDO + kcg(a)) (5'11)

De la ecuacion (5-11) se igualan los términos de la aceleracion aerodindmica y la aceleracién en
ejes tierra puesto que la velocidad del viento es constante y por tanto su aceleracién nula.

Las variables de salida se describen como: y; = x,, y, =V,

Por otro lado, la matriz de extrapolacién de la covarianza inicial sera la matriz identidad 2x2:

P2 ) o

Y la matriz del ruido de procesamiento y la matriz de ruido seran:

Q= (0’36 0,%4) (>-13) R= (0’7(()) 35 0,7(())35) (19

La matriz de observacion H sera una matriz de identidad 2x2:

a3 ) 619

5.3.1 Filtro de Kalman Lineal

Tras utilizar las formulas de linealizacién descritas anteriormente se obtienen las siguientes
ecuaciones matriciales:
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1 At
A= At
(0 1= —p(xze +%)S (Cno + kCie(a))> (5-16)
0 0
= At SkAt
B (E - P (xz,e + VW)ZCL,E(O()> (5'17)
5.3.2 Filtro de Kalman Extendido
Discretizando las ecuaciones (4-7) en las ecuaciones del FKE se obtiene:
Xy + x,At
- = T 1
Yetrke = | &, + (— ——p(x, +V,)°S (CDO + kcf(a))) At (5-18)
m 2m
1 At
= At
¢ (o 1= —p(x, + %S (Coo + ka(a))) (5-19)

5.3.3 Filtro de Kalman Unscented

Las ecuaciones dinamicas de la fase de crucero que se utilizan son las mismas que la ecuacién
(5-18) del Filtro de Kalman Extendido.
X1 + x,At
- _ T 1 -
Xk = | o, 4 (E — = pCe; + )% (Coo + kci(a))) At (5-20)

5.4 Viraje

En el viraje se considera que la aeronave se mueve en dos dimensiones x e y por tanto la
dimension del espacio de estados es 4. Para adecuar las ecuaciones presentadas en el apartado
4.1.2.2 se despejan de estas las variables de estado que seran la posicién en la direccion x, x,,
la posicion en el eje y, y., la velocidad aerodinamica, V, y el angulo de giro de la aeronave y.
Estas ademas se nombran como: x; = x,, x, = ¥,, X3 =V y x, = . Las variables de salida y
seran la posicidn en eje x, la posicion en el eje y y la velocidad aerodinamica.

X, = x3€08x4 — V,
X, = X3Sinx,
T

. 1 2
£ = = s (Cop + KCH(@)) (5-21)

1
X4 = %px3SCL(a)sinu

Las variables de salida se sustituyen como y; = x,, y, =y, Y x3 =V
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Por otro lado, la matriz de extrapolacion de la covarianza inicial sera la matriz identidad 4x4:

0 0 O
P0=

o O O

1 0 0
01 0 (5-22)
0 0 1

Y la matriz del ruido de procesamiento y la matriz de ruido de medida seran:

R
0'0869 . 1211 8 8 0,6992 0 0 0
Q ’ (5-23) _ 0 0,6992 0 0 (5-24)
0 0 25 0 =
0 0 0 4 0 0 0,6992 0
0 0 0 0,6992
La matriz de observacion H para el FKL y el FKE sera una matriz de identidad 4x4:
1 0 0 O
[0 1 0 0
H=10 010 (5-25)
0 0 0 1

5.4.1 Filtro de Kalman Lineal

Tras realizar la linealizacion correspondiente a las ecuaciones (4-11), se obtienen las siguientes
matrices Ay B.

1 0 Atcosx,, —Atx;,SiNxy,
/ 0 1 Atsinx, Atx3 ,COSXy, \
At 2
A=|0 0 1- <;px3,95 (CDO + kCL,e(a))> 0 (5-26)
pS N &
0 0 <E Cpe(o)sinu — E) At 1
0 0
0 0
At
B=|— 0 (5-27)
m

At
0 ﬂpxS,eSCL,e (a)cosp

5.4.2 Filtro de Kalman Extendido
Discretizando las ecuaciones y calculando las ecuaciones del FKE se obtiene:

X3C08x,At + xq
x3zAtsinx, + x,

_ T 1 5 2
xk+1,k = E - _px35 (CDO + kCL (C{)) At + X3 (5_28)

2m

At
— px35C; (o)siny
2m
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1 0 Atcosx, —Atx;sinx,
0 1 Atsinx, Atx;cosx,
1
p=l0 0 1- <; p,5 (Cpo + kCLZ(a))) At 0 (5-29)
At
\0 0 — pSC,(a)sinu 1 /
2m

5.4.3 Filtro de Kalman Unscented

Las ecuaciones dinamicas que se utilizan son las mismas que la ecuacion (5-28) del Filtro de
Kalman Extendido.

X3COSX, At + x4
x3Atsinx, + x,

-j T 1 2 2
%= | (5= 5o paS (CDO + kCL(a)) At + x5 (530)

At )
ﬁpngCL (a)sinu
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6 IMPLEMENTACION Y
RESULTADOS

En este capitulo se van a exponer los diagramas de bloques utilizados para simular las diferentes
actuaciones y los resultados obtenidos en MATLAB. En el Anexo se mostrara un ejemplo del
codigo correspondiente a uno de los casos estudiados.

La simulacion en Simulink representa la aeronave y de ésta se obtienen las mediciones ruidosas
para actualizar el estado predicho y las mediciones reales para realizar una posterior
comparacion.

Cadigo MATLAB

( o Retroalimentacion
‘ Prediccion | <================

+ Medidas z #\ .

Simulink - Aeronave % ——————————— Filtro de Kalman

Correccion ‘

1
1
v

Gréficas |\

6.1 Fase de Ascenso

A continuacién, se muestra el diagrama de bloques disefiado en Simulink y los resultados de
cada uno de los filtros de Kalman para la fase de ascenso.

El diagrama de bloques disefiado en Simulink simula la fase de ascenso desde una altitud de
200 metros tal y como se explica en los apartados 4.1.1 y 4.4.1. El diagrama incluye dos lineas
de bloques para el calculo de las posiciones x y -z, una zona de subsistemas para el calculo de
los coeficientes aerodinamicos, la sustentacion L y la resistencia, D, bloques para la introduccion
de las variables de control y contantes desde MATLAB v, por ultimo, bloques de salida para la
exportacion de las medidas ruidosas y reales.
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6.1.1 Simulink

Ruido Blanco Aleatorio

Datos de
entrada

variables
(empuje)

siminT

[ Datos ruidosos

R
Datos reales

i

A

O
0

Obtencion de posicion en el gje x

Subsistemas para calculos aerodinamicos

{'—El

lteracion

Obtencion de posicion en el gj

m! [

ouLX_N
‘H: T
—a
o
S4n5 ] 9

\'

- 2 = —_E'_ﬂ v, e |

LH-—

' —— [

Obtengion del angulo de guifiada y —_

-

R M
. L)

lteracion

.]I ouLGamma_R |
]|

=

Gréfica 6-1 Diagrama de bloques para la fase de ascenso
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6.1.2 Resultados con Filtro de Kalman Lineal

Las siguientes graficas ilustran los resultados del comportamiento simulado de la aeronave
(Real), el comportamiento medido por el sensor (Medidas), el comportamiento predicho (Estado
Predicho) y el comportamiento corregido por el filtro de Kalman que se actualiza basandose en
la prediccién y medicién (Estado Corregido).

Posicion en plano vertical de la aeronave
1000 T T T T T T T T T
Medidas

Estado Corregido
Estado Predicho
— Real

900

800 |
700 |

600
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400
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Gréafica 6-2. Posicion de la aeronave en el ascenso — FKL
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Grafica 6-3 Velocidad de la aeronave en la fase de ascenso - FKL

La sefial corregida de la posicion se encuentra cefida a la sefal real sin formar picos mientras
que la sefnal predicha se dibuja paralela a las demas con una separacion clara del resto de
sefales. Esto se debe a que el modelo se fia mas de las medidas que de las predicciones y
puede deberse a que los valores de incertidumbre del proceso Q son altos y los de
incertidumbre de la medida R bajos.
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En el caso de la velocidad sucede algo parecido, la sefal corregida se encuentra mas proxima
a la sefal de medida, mientras que la sefial predicha se encuentra a 5 m/s por debajo de la sefial
real. De nuevo el modelo se fia mas de la sefal de medidas.

6.1.3 Resultados con Filtro de Kalman Extendido

o Posicion en plano vertical de la aeronave

Medidas
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Estado Predicho
800 ——— Real
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Grafica 6-4. Posicion de la aeronave en el ascenso - FKE

Velocidad aerodinamica de la aeronave
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Gréfica 6-5. Velocidad de la aeronave en el ascenso - FKE

La sefnal de la posicion corregida se encuentra entre la sefial de medidas y la sefal predicha de
manera casi equidistante debido a que ninguna de las dos se encuentra muy proxima a la seial
real. De esta manera la sefial corregida se encuentra lo mas proxima a la senal real.

En cuanto a la velocidad, el comportamiento es similar y la sefal corregida se encuentra entre
la sefial predicha y de la sefal de medidas. Esta correccion no es lo suficientemente notable ya

que la sefial de medidas y la sefal predichas son bastante similares.
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6.1.4 Resultados con Filtro de Kalman Unscented
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Gréfica 6-6. Posicion de la aeronave en el ascenso - FKU

110

105

100

Velocidad V

85T

Velocidad aerodinamica de la aeronave

Medidas
Estado Corregido
Estado Predicho

Real

80

40

60

80

Tiempo

100

120

Grafica 6-7. Velocidad de la aeronave en el ascenso — FKU

En este caso la sefial de prediccion de la posicion se aleja y se acerca alrededor de los valores
reales de una manera ligeramente ondulatoria, por tanto, el modelo al detectar esta inestabilidad
corrige la prediccion acercandose mucho a la sefial de medidas.

En cuanto de la velocidad, la sefal de prediccion tiene valores cambiantes en forma de seno

debido a los senos y cosenos que se encuentran en las ecuaciones de ascenso. Esta sefal se
llega a alejar hasta 9 m/s respecto a los valores reales. Al igual que en la posicién la sefnal
corregida se aproxima mas a la sefial de medidas.
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6.2 Fase de Crucero - VHRU

A continuacién, se muestra el diagrama de bloques disefiado en Simulink y los resultados de
cada uno de los filtros de Kalman en la fase de vuelo horizontal rectilineo uniforme (VHRU).

El diagrama de bloques disefiado en Simulink simula la fase de crucero que consiste en una
trayectoria recta a un mismo nivel de vuelo y sin variaciones en la velocidad, tal y como se explica
en los apartados 4.1.2.1 y 4.4.2.1. El diagrama incluye una linea principal de bloques para el
célculo de la posicion de la aeronave en el eje x, una zona de subsistemas para el célculo de los
coeficientes aerodinamicos y la resistencia, D, bloques para la introduccion de las variables de
control y contantes desde MATLAB vy, por ultimo, bloques de salida para la exportacién de las
medidas ruidosas y reales.

6.2.1 Simulink
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Gréfica 6-8. Diagrama de bloques de la fase de VHRU

6.2.2 Resultados con Filtro de Kalman Lineal
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Grafica 6-9. Posicion de la aeronave en la fase de VHRU - FKL
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Gréfica 6-10. Velocidad en la fase de VHRU — FKL

La senal corregida de la posicidn se encuentra entre la sefal predicha y la sefal de medidas, y
con el paso de tiempo se aproxima mas a la sefial de medidas ya que ésta Ultima se encuentra
mas proxima a la sefal real.

La sefal corregida de la velocidad se encuentra entre la sefial predicha y la sefial de medidas,
mientras que la sefal predicha, en este caso, es mas cercana al valor real en comparacién con
las medidas del sensor, esto se puede deber a que las ecuaciones del FKL para esta actuacion
son mas acertadas que en otros casos.

6.2.3 Resultados con Filtro de Kalman Extendido
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Grafica 6-11. Posicion de la aeronave en la fase de VHRU - FKE
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Gréfica 6-12. Velocidad en la fase de VHRU - FKE

La sefal corregida de la posicién se encuentra entre la seial predicha y la seihal de medidas,
esto se debe a que la sefial predicha se encuentra mas alejada de la sefial real que la de medidas.

La sefal corregida de la velocidad se encuentra entre la sefal predicha y la sefial de medidas,
mientras que la sefal predicha, en este caso, es mas cercana al valor real en comparacién con
las medidas del sensor.

6.2.4 Resultados con Filtro de Kalman Unscented
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Grafica 6-13. Posicion de la aeronave en fase de VHRU - FKU
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Grafica 6-14. Velocidad de la aeronave en fase de VHRU — FKU

La sefal corregida de la posicion se encuentra cefiida a la sefial de medidas y ésta, a su vez,

se encuentra mas cerca de la sefal real que la sefal predicha. Esto se debe a que las medidas
son mas fiables.

Al contrario, la sefal corregida de la velocidad se encuentra mas préxima a la sefal predicha

puesto que ésta es menos ruidosa y se aproxima mejor a la sefial real en comparacién con la de
medidas.
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6.3 VHR - Variacion del angulo de ataque de a

A continuacion, se muestra el diagrama de bloques disefiado en Simulink y los resultados de la
posicioén y velocidad para todos los filtros en la fase de VHR con variacion de a.

El diagrama de bloques disefiado en Simulink simula la fase de crucero con variacion de a que
consiste en una trayectoria recta a un mismo nivel de vuelo y con variaciones en el angulo de
ataque y en el empuje, tal y como se explica en los apartados 4.1.2.1 y 4.4.2.1. El diagrama
incluye una linea principal de bloques para el célculo de la posicidon de la aeronave en el gje X,
una zona de subsistemas para el calculo de los coeficientes aerodinamicos vy la resistencia, D,
bloques para la introduccion de las variables de control y contantes desde MATLAB y, por ultimo,
bloques de salida para la exportacién de las medidas ruidosas y reales.

6.3.1 Simulink
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Grafica 6-15. Diagrama de bloques para el VHR con variaciéon de a

Los subsistemas que calculan el coeficiente de resistencia C, y la resistencia D son los mismos
presentados en el punto 6.1.1 y seran los mismos para el resto de los apartados.
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6.3.2 Resultados con Filtro de Kalman Lineal
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Gréfica 6-16 Posicion de la aeronave en fase de VHR con variacion de a - FKL
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Gréfica 6-17. Velocidad de la aeronave en fase de VHR con variacion de a - FKL

La sefal corregida de la posiciéon se encuentra entre la predicha y la de medidas, algo mas
cercana a esta ultima ya que representa mejor los valores reales.

La sefal de velocidad del estado corregido en este caso tiene una respuesta muy similar a la
sefal de medidas puesto que ésta se encuentra mas cercana a la realidad.
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6.3.3 Resultados con Filtro de Kalman Extendido
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Grafica 6-18. Posicion de la aeronave en fase de VHR con variacion de a - FKE
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Grafica 6-19. Velocidad de la aeronave en fase de VHR con variacion de a — FKE

La sefal corregida de la posicién se encuentra entre la predicha y la de medidas ya que la sefal
predicha se encuentra bastante alejada de los valores reales.

La sefal corregida de la velocidad también se encuentra entre la sefial predicha y la sefial de
medidas. Siendo la sefial de medidas la que menos ruidosa es.
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6.3.4 Resultados con Filtro de Kalman Unscented
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La sefal corregida de la posicion se encuentra entre la predicha y la de medidas ya que la sefal
predicha se encuentra bastante alejada de los valores reales. Igualmente, la correccion del FKU

segun los valores de Ry Q hace que la sefial corregida se encuentra méas cerca de la predicha

a pesar de que ésta se encuentre mas alejada.

La sefale de velocidad del estado corregido también se encuentra entre la sefial predicha y la

sefal de medidas. Al igual que en los casos anteriores la sefial de medidas es menos ruidosa y

por tanto comete menos errores que |

a sefal de medidas.
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6.4 VHR - Variacion del empuje T

A continuacién, se muestra el diagrama de bloques disefiado en Simulink y los resultados de la
posicién y de la velocidad de la fase de VHR con variacion de T. El diagrama de bloques es el
mismo que el expuesto en el punto 6.3.1 puesto que ambas variables de control varian en los
dos casos.

6.4.1 Resultados con Filtro de Kalman Lineal
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Grafica 6-22. Posicion de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKL
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Grafica 6-23. Velocidad de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKL

En ambas gréficas, la seial corregida se encuentra entre la sefial predicha y la sefial de medidas,
de manera que la correccion se aproxima mas a los valores reales en comparacion con la seial
predicha. El modelo se fia algo mas de las medidas que en efecto se acercan mas a los valores

reales.
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6.4.2 Resultados con Filtro de Kalman Extendido
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Grafica 6-24. Posicion de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKE
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Gréfica 6-25. Velocidad de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKE

Tanto en la posicién como en la velocidad, la sefial corregida se encuentra mas proxima a la
sefal de medidas, aunque la sefal predicha es la que mas se aproxima a la realidad. Esto se
debe a que el modelo se fia mas de la sefial de medidas.
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6.4.3 Resultados con Filtro de Kalman Unscented
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Gréfica 6-26. Posicion de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKU
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Grafica 6-27. Velocidad de la aeronave en fase de VHR con variacion de T - FKU

Al igual que en el FKE en ambas graficas la sefial corregida imita el comportamiento de la sefial
de medidas a pesar de estar esta mas alejada de la sefal real. Esto se debe a que el sistema se
fia mas de las medidas debido a valores de las matrices Q y R que lo favorecen.
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6.5 Fase de Crucero — Viraje

A continuacion, se muestra el diagrama de bloques disefiado en Simulink y los resultados de la
posicioén y de la velocidad para el viraje en la fase de crucero.

El diagrama de bloques disefiado en Simulink simula un viraje en la fase crucero como se explica
en los apartados 4.1.1 y 4.4.3. El diagrama incluye dos lineas de bloques para el calculo de las
posiciones x e y, una zona de subsistemas para el calculo de los coeficientes aerodinamicos, la
sustentacion L y la resistencia, D, bloques para la introduccion de las variables de control y
contantes desde MATLAB vy, por ultimo, bloques de salida para la exportacion de las medidas
ruidosas y reales.
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Gréafica 6-28. Diagrama de bloques para la simulacion del viraje
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6.5.2 Resultados con Filtro de Kalman Lineal
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Grafica 6-29. Posicion de la aeronave en fase de Viraje - FKL
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Grafica 6-30. Velocidad de la aeronave en fase de Viraje — FKL

La sehal de la posicion corregida se encuentra algo mas cerca de la sefal real y de la de
medidas, y la sefal predicha se va alejando aun mas en la circunferencia.

En unos primeros instantes de observacion las sefales del estado predicho y de la sefal del
estado corregido de la velocidad se encuentran cercanas a la sefial de medidas y a la sefal real
encontrandose la sefial corregida mas cerca de la de medidas. A partir de los 100 segundos la
sefal predicha y la sefal corregida comienzan a despegarse del conjunto. Esto se puede deber
a un error de retraso durante la aceleracién, pero mas adelante vuelven a converger ambas
sefales para seguir el ritmo de la sefal de medidas y de la seial real.
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6.5.3 Resultados con Filtro de Kalman Extendido
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Gréfica 6-32. Velocidad de la aeronave en fase de Viraje — FKE

La sefal de la posicion corregida se encuentra cefida a la sefial de medidas. El sistema se fia
mas de las medidas cuando en realidad la sefial de medidas se encuentra mucho mas lejos

respecto a la senal real.

Al igual que en la posicion, la sefal corregida de la velocidad se encuentra mucho mas pegada
a la sefial de medidas.
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6.5.4 Resultados con Filtro de Kalman Unscented
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Gréfica 6-33. Posicion de la aeronave en fase de Viraje - FKU
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Grafica 6-34. Velocidad de la aeronave en fase de Viraje — FKU

La sefal de la posicion corregida se encuentra cefida a la sefial de medidas que a su vez esta
cefida a la sefal real. La sefial predicha se encuentra alejada de estas y en la circunferencia se
aleja aun mas.

Al igual que en la respuesta del FKL la sefal corregida y predicha de la velocidad se alejan para
luego converger de nuevo creando un agujero. Esto puede deberse por el mismo motivo, el error
de retraso.
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7 COMPARATIVA  ENTRE  LOS
DIFERENTES FILTROS DE
KALMAN

En este capitulo se van a analizar los datos de la posicion corregida de la aeronave en las
diferentes fases de vuelo frente a la posicion real de la aeronave y, ademas, se comparara los
tres tipos del filtro de Kalman entre si con el objetivo de determinar cual de los tres filtros
responde mejor y por tanto tiene un menor error.

Para este analisis comparativo se ha basado en los resultados obtenidos en el capitulo 6 es decir
la sefial corregida y la sefal real. Por otro lado, la formula del error absoluto es la siguiente:

& = |xr,i - Xi| (7'1)
donde:

e X,; eslaposicion real de la aeronave en el instante i.
e X; esla posicion del estado corregido en el instante i.

Un valor alto de ¢ indicara que la posicion del estado corregido se encuentra lejos de la posicion
real de la aeronave mientras que un valor pequefo indicara que la correccion se encuentra
bastante cerca de la posicion real.

Puesto que se obtiene un error absoluto para cada instante se realiza una media aritmética para
cada filtro de Kalman de manera que se observa cual de ellos en media es mas proximo a la
posicion real. Ademas, puesto que en los primeros instantes los sistemas aun no se estabilizan
y los errores son muy altos y pueden distorsionar la conclusion, entonces se calcula otra media
a partir del instante en el que la respuesta de los tres filtros de Kalman es mas estable y regular:

e Media aritmética total:

£ %Z & (7-2)

e Media aritmética a partir de la estabilidad:

n

_ 1
S_n—ezgi (7-3)

L=e

Donde: n es el tiempo de observacion total de la fase correspondiente y e es el instante donde
los valores de los errores de los tres filtros de Kalman se estabilizan.
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7.1 Fase de Ascenso
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Gréafica 7-1. Error de la prediccion actualizada de la posicién en eje X

Enlaimagen alaizquierda de la Gréfica 2-1 se observa que el error del FKE y del FKL comienzan
con errores de la posicion proyectada en el eje x altos, hasta 85 metros de error en la primera y
25 en la segunda, seguidamente a los 3 segundos ambos se estabilizan. En la imagen a la
derecha, que abarca un rango de resultados de la estabilizacion, se observan claramente las
diferencias.

El FKL es el que ofrece resultados mas alejados de la posicion real de la aeronave con una media
de error de 5,5 metros. A simple vista no se puede determinar cual entre el FKE y el FKU se
encuentra mas cerca a la posicion real, por ello recurriendo a datos cuantitativos, sin incluir los
primeros 3 segundos, el FKE tiene un error absoluto medio de 0,6 metros mientras que el FKU
0,7 metros.

Error posicionen eje Z
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Gréfica 7-2. Error de la sefal actualizada de la posicién en eje Z
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En el caso de la posicion de la aeronave proyectada en el eje Z los filtros reaccionan de una
manera diferente. EI FKE comienza con un error de aproximadamente 6,5 metros para
seguidamente descender a unos niveles similares a los del resto de los filtros. En la zona estable,
imagen derecha, se observa que el FKL y el FKU son muy parecidos, de hecho, presentan la
misma media de error 0,7 metros mientras que el FKE, aunque dibuja los mismos picos, es el
que presenta valores mas bajos de error absoluto.

Puesto que se trata de la fase de ascenso la posicidn de la aeronave viene definida por ambas
posiciones, x e 'y, y por tanto se debe analizar el comportamiento de cada filtro fusionando ambas
posiciones. En conclusion, el filtro de Kalman que mejor respuesta da es el FKE seguido por el
FKU y, por ultimo, el FKL.

7.2 Fase de Crucero - VHRU
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Grafica 7-3. Error de la sefal actualizada de la posicion VHRU

En laimagen a la izquierda de la Gréfica 7-3 se observa que los errores FKE y del FKL son altos
al comienzo, hasta 90 metros de error en el primero y 25 el segundo, seguidamente a los pocos
segundos se estabilizan aproximadamente en errores absolutos bajos. En laimagen a la derecha,
que abarca un rango de resultados de la estabilizacion, se observan claramente las diferencias.

El FKL tiende a mantener resultados mas lejanos de la posicidn real con una media de 0,79
metros, el FKU como se observa a menudo se encuentra entre las otras dos sefales en una
media de 0,7 y, por ultimo, el FKE es el que mas préximo se encuentra de la posicion real de la
aeronave marcando una media de 0,68 metros.
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7.3 VHR - Variacion del angulo de ataque a
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Graéfica 7-4. Error de la sefal actualizada de la posicién VHR con variaciéon de a

Enlaimagen a la izquierda de la Gréfica 7-4 se observa que el error del FKE y del FKL comienzan
con errores altos, hasta 145 metros de error en el primero y 40 en el segundo, seguidamente a
los pocos segundos se estabilizan. En la imagen a la derecha, que abarca un rango de resultados
de la estabilizacion, se observan mejor las diferencias entre los resultados de los filtros.

Aunque en la imagen aparece que el FKL es el que mas valores de error marca, en el total del
tiempo de observacion, el FKU es el que mayor media de error absoluto tiene, 1,65 metros,
seguido por el FKL 1,3 metros vy, por ultimo, el FKE es el que mejor resultado ofrece con 0,7
metros, menos de la mitad en comparacion con los otros dos.

7.4 VHR - Variacion del empuje T
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Gréfica 7-5. Error de la sefal actualizada de la posicién VHR con variacion de T
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Al igual que en los casos anteriores el error del FKE y del FKL al comienzo son altos, hasta 145
metros de error en el primero y 45 el segundo, seguidamente a los pocos segunda se estabilizan.
En la imagen a la derecha se observa como el FKE y el FKL se mantienen en niveles de error
mas bajos en comparacion con el FKU que en este caso presenta picos de error elevados que
llegan a rozar los 2,5 metros.

El filtro que menos error absoluto medio presenta es el FKE con 0,69 metros, seguido por el FKL
0,70 y por ultimo el FKU 1,43 metros, el doble de error que el resto de los filtros.

7.5 Fase de Crucero — Viraje
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Graéfica 7-6. Error de la prediccion actualizada de la posicion en eje X - Viraje

Durante el viraje que da comienzo en el segundo 60 de esta observacion, se observa que los
filtros FKE y FKL cometen altos errores, de hecho, el FKL alrededor del segundo 155 alcanza un
error absoluto de 155 metros.

En el tramo de viraje, a partir del segundo 60, la media del error absoluto del FKL es de 75,52
metros, del FKE 9,09 metros y el FKU es el que mas ceiido se mantiene a la posicion real de la
aeronave presentando un error de 1,30.



Posicion X (m)

10
35
30
25
20
15
10

[
oee SEGUIMIENTO DE LA TRAYECTORIA DE UNA
AERONAVE UTILIZANDO DIFERENTES FILTROS DE
KALMAN

Error posicionen eje Y
Error posicionen eje Y

80

70 W’W
60

50

40

30

20
10

m)

Posicion X {

60 70 20 90 140 145 150 155 160 165 170 175

Ti
Tiempo (s) fempo (s)

—8—FKL —@®—FKE —@&—FKU
—8—FKL —®—FKE —@—FKU

Graéfica 7-7. Error de la prediccidn actualizada de la posicion en eje Y - Viraje

En el tramo de viraje en concreto los errores se disparan en el caso del FKL y FKE, alcanzando
el primero errores de hasta 75 metros y el segundo, picos de hasta 65 metros.

Al igual que en el ascenso, las respuestas de los filtros estudiados en los ejes X e Y deben
fusionarse para dar una conclusion coherente. En este caso, la respuesta de la posicion de la

aeronave en esta fase es la misma a las anteriores, donde el FKU es el que mejor respuesta
ofrece.
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8 CONCLUSIONES Y TRABAJOS
FUTUROS

La siguiente tabla muestra los puestos en los que quedan cada filtro en cada fase basandose en
el error € absoluto medio. La ultima columna recoge el numero de veces en que cada filtro ha
sido el que mejor resultado ofrece de los tres.

Filtro Ascenso VHR VHR - « VHR-T Viraje Total
FKL 3 2 2 2 3 0
FKE 1 1 1 1 2 4
FKU 2 3 3 3 1 1
Tabla 8-1. Ranking de los filtros en las diferentes fases

Filtro Error medio de todas las fases de vuelo (metros)

FKL 12,25

FKE 2,34

FKU 1,11

Tabla 8-2. Media aritmética de los errores de todas las fases para cada filtro de Kalman

En general, el FKE es el filtro que mejor realiza el seguimiento de la aeronave,
mientras que el FKU y el FKL responden peor. Esto se debe a que las actuaciones
realizadas, salvo el viraje, al ser rectilineas pueden considerarse casi lineales donde
reina el FKE.

En las actuaciones de ascenso y crucero, el FKE corona el puesto 1.

En el ascenso rectilineo, aunque pueda parecer menos lineal que la fase de vuelo
horizontal rectilineo sigue siendo rectilineo. Sumandole las simplificaciones
consideradas se puede considerar casi lineal, y por ello, el FKE es el que mejor
actua.

En caso de que el ascenso no hubiera sido rectilineo muy probablemente el FKU
hubiera sido el que mejor responda ya que el comportamiento seria ain mas no
lineal o altamente no lineal.

En los tres casos de vuelo horizontal rectilineo el FKE es el que mas cerca se
encuentra a la realidad.

El FKL es el segundo que mejor se adapta al VHR pudiendo deberse a que las
ecuaciones de la mecanica linealizadas se adaptan bastante bien a la trayectoria
ademas de la casi-linealidad de esta actuacion.

El caso del viraje se puede considerar un caso altamente no lineal ya que el angulo
de guinada varia y en este caso como era de esperar, el FKU es el que mejor
responde con diferencia.

El FKU es ademas el filtro que mejor respuesta ofrece en los primeros instantes en
todas las fases estudiadas, o mas rapida respuesta tiene, pues los errores absolutos
son del mismo rango de observaciones mientras que el FKE y el FKL convergen
hasta alcanzar un rango de valores en el que se estabilizan.
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e A pesar de que el FKE sea el que mas fases del vuelo ha conquistado, el FKU es el
que menos media de error presenta en el total de las actuaciones lo que indica que
es un filtro estable y que en general su aproximacion a la realidad es bastante buena.

En conclusién, se puede observar que dependiendo del problema es necesario escoger el filtro
adecuado, ya que cada uno de ellos se comporta mejor en un entorno que en otro. Y tal y como
ya se esperaba, el FKE es el mejor en los casos casi lineales y el FKU en los casos altamente no
lineales.

A partir de este momento, para desarrollar ain mas este trabajo se pueden investigar los
siguientes puntos:

e Anadir a las ecuaciones y los bloques la controlabilidad de la aeronave para que ésta
no sufra situaciones de inestabilidad que en un vuelo real no se pueden ni deben dar
y por ende los datos sean mas reales.

e Analizar nuevos algoritmos recursivos basados en los filtros de Kalman aplicandolos
en las actuaciones de una aeronave. Estos algoritmos pueden ser en Ensemble
Kalman filter y el Constrained Kalman filter.

e Comparar el filtro qué mejor ha respondido en este estudio, el FKE, frente a otros
filtros que no pertenezcan a la familia del filtro de Kalman.

e Tomar datos de una aeronave real, en tiempo real con unos sensores y realizar el
seguimiento de esta con los tres filtros de Kalman, teniendo en cuenta la posicion de
los sensores y su situacion respecto a la aeronave.
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ANEXO

%Ejemplo de coédigo MATLAB para el Filtro de Kalman Extendido
clear

%---Cessna Citation CJ3+---
%---Perfil NACA 23008---

N_it = 181; %Tiempo de simulacidn en s

%Datos de la aeronave
mi = 5000; % Peso total inicial de la aeronave [kg]
CC = 757/6000; %Ratio de consumo de combustible en kg/s
%Exportar la variacion de la masa a Simulink:
clear simin;
sampleTime = 1;
numSteps = N_it;
m = zeros(1,numSteps);
for g=1:1:numSteps
m(g) = mi - (CC*g);
end
time = sampleTime*(@:numSteps-1);
time = time';
data = m;
data = data’;
simin.time = time;
simin.signals.values = data;
b = 16.26; % Envergadura del ala [m]
S = 27.32; % Superficie alar [m"2]
Alar = b"2/S; % Alargamiento [m]
e = 0.85; % Factor de Oswald, 0.85 para un avidén moderno subsdénico
k = 1/(pi*Alar*e); % Parametro de resistencia inducida

%Datos Aerodinamicos

CL_® = 0.1379;

CL_Alpha = 6.7781; %[1/rad]

Alpha = 2*pi/180; % Angulo de ataque en radianes

CL = CL_@ + (CL_Alpha*Alpha); % Coeficiente de Sustentaciodn
CD_© = 0.00635;

CD = CD_O@ + k * CL"2; % Coeficiente de Resistencia

%Datos Atmoféricos
de = 0.9086; % Densidad para una altura de 3000 m sobre nvm [Kg/m"3]
V_w = 25/3; % Velocidad del viento de cara [m/s]

%Datos de actuacion

% Empuje total de ambos motores [N]

T = 1563;

V_0 = 95;

V_max = 213.89; % Velocidad maxima en crucero [m/s]

%Ejecucion automatica del vuelo real
out = sim("Sim_FKE_VHR");
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%Definicion del sistema

inc_T = 1; %frecuencia de toma de datos
%Matriz de Observaciodn

H=1[190; 01];

%Matriz de la estimacidén de la incertidumbre en el momento inicial
%P inicial es una matriz identidad
P=1[10; 01];

sigma_a = 0.8; %Varianza aleatoria de la aceleracidn

%Matriz Q de la incertidumbre del ruido del proceso
Q = (sigma_a”2)*[(inc_T™4)/4, 0; @, (inc_T"2)];

%0btencidon de las varianzas las variables de estado

%Posicion horizontal en eje X
M_XR = out.X_R.'; %Datos reales de la aeronave
M_ XN = out.X_N.'; %Datos ruidosos de la aeronave
sum_p = 0;
for c=1:1:N_it
sum_p = (M_XN(c)-M_XR(c))"2 + sum_p;
end
sigma_p = (1/N_it)*sum_p ;

%Velocidad Aerodinamica
M_VR = out.VX_R.';
M_VN = out.VX_N.';
sum_v = 0;
for f=1:1:N_it
sum_v = (M_VN(f)-M_VR(f))"2 + sum_v;
end
sigma_v = (1/N_it)*sum v ;

%Matriz R de la incertidumbre de las medidas
R = [sigma_p~2 0; © sigma_v~2];

%Condiciones iniciales
x1l = 0;
X2 = V_0-V_w;

%Medidas
Z = [M_XN;M_VNJ;

%Vectores para guardar los datos obtenidos
XX = zeros(1,N_it);

W = zeros(1,N_it);

tt = zeros(1,N_it);

xx_predicted = zeros(1,N_it);

vv_predicted = zeros(1,N_it);

for t=1:1:181

fl = x1 + x2 * inc_T;

2 = x2 + inc_T*((T/m(t)) - de*S*CD*(((x272 + V_w"2)/2)+ V_w*x2)/m(t));
Fi = [1 inc_T;0 (1-(de*S*CD*(x2+V_w)*inc_T)/(m(t)))]1;

%Prediccion
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X_menos = [f1;f2];
X_menos_na = [fl_na;f2_na];
P_menos = Fi*P *Fi' +Q;

if(t == 1)
%Este if se debe a que inv(...) de algo nulo da error
K =1[00;0 0];

P = (eye(2) - K*H) *P_menos;
X = X_menos + K *(Z(1:2,t) - H*X_menos);
else
K = P_menos *H'/(H *P_menos *H'+ R);
X = X_menos + K *(Z(1:2,t) - H*X_menos);
P = (eye(2) - K*H) *P_menos*(eye(2)-K*H) ' '+K*R*K";
end
%Actualizacion
x1 = X(1);
x2 = X(2);

%Recopilacion de datos para las graficas
xx_predicted(t) = X_menos(1);
vv_predicted(t) = X_menos(2);

XX(t) = X(1);

W(t) = X(2);

tt(t) = t;

end

%Dibujar figuras

figure

plot(tt,M_XN,tt,XX,tt,xx_predicted,tt,M_XR)

title(' Posicién de la aeronave')

legend('Medidas', 'Estado Corregido', 'Estado Predicho', 'Real')
xlabel('Tiempo")

ylabel('Posicion')

figure

plot(tt,M_VN,tt,vV,tt,vv_predicted,tt,M VR)

title(' Velocidad de la aeronave respecto al suelo')
legend('Medidas', 'Estado Corregido', 'Estado Predicho', 'Real’)
xlabel('Tiempo")

ylabel('Velocidad")
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