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1.1. Por qué es necesaria, tipos e historia.

1.1.1. Introduccion

= La logica formal es la ciencia que estudia las leyes de inferencia en los razona-
mientos.

= Trata de resolver diversos problemas basdndose en la formacion del lenguaje y
sus reglas bésicas.

= Se aplica en multitud de dreas:
* En matemdticas para demostrar teoremas

* En ciencias de la computacion para verificar si son o no correctos los pro-
gramas

* En las ciencias fisica y naturales, para sacar conclusiones de experimentos

* En las ciencias sociales y en la vida cotidiana, para resolver una multitud
de problemas.

Lenguaje natural

= [enguaje natural: lenguaje usado en la comunicacién humana.
= Dentro del lenguaje encontramos sintaxis y semantica.
* Sintaxis: las reglas de formacidn de frases correctas.

* Semdntica: las frases deben tener significado completo e independiente.

Analisis sintactico

< ,‘*-: :\
g S

CAMINOS A LA VICTORIA HAY,
DISTINTOS QUE APLASTAR
A UN ENEMIGO.
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1.1. Por qué es necesaria, tipos e historia.

m No es valida sintacticamente.
Analisis semantico

= Una vez que una frase es valida sintacticamente, se puede analizar su semantica.

* Si tiene (0 no) sentido desde el punto de vista semdntico.

Ejemplo del nivel semantico

*VEO-VEQ' | —

W froe-power-point templates.com ’

Limitaciones

= Es complicado (o casi imposible) dar una representacion completa de las reglas
sintacticas de los lenguajes hablados.

= No podemos formular afirmaciones que se definan como correctas (sintdctica-
mente) o verdaderas (semanticamente) sin ambigiiedad.

Tenemos que definir un lenguaje mds preciso: Un lenguaje formal.

Lenguaje formal

= El lenguaje formal se construye a partir de proposiciones
¢ Elementos basicos (atomicos)
* Simples.

* Se les puede asociar valores de verdad sin ninguna ambigiiedad.

1.1.2. Légica

= El objetivo de la l6gica es estudiar la validez formal de un razonamiento.

= Razonamiento: la obtencién de un nuevo conocimiento (conclusidn) a partir de
una serie de conocimientos (premisas).

3



INTRODUCCION

= Validez formal de un razonamiento: si la conclusion es verdadera, siendo las
premisas verdaderas.

Sistemas légicos

= La estructura de todo sistema logico viene definido por:

* Sintaxis: definicién axiomatica de los elementos basicos del lenguaje y de
las reglas que permiten obtener nuevas expresiones correctas.

* Semantica: definicion de un conjunto de significados (verdadero o falso)
que permiten definir la validez de un razonamiento.

* Sistemas de demostracion: sistemas formales que permiten averiguar
cuando un razonamiento es (o no es) valido.

1.1.3. Tipos de légicas

= Ldgica proposicional: se estudian las féormulas proposicionales construidas a
partir de férmulas atdmicas y conectivos 16gicos.

= Ldgica de predicados de primer orden: es una generalizacion de la 16gica de
proposiciones. Distingue entre los objetos del discurso y sus relaciones entre

ellos.
Légica proposicional Légica de primer orden
= “Tiene un perro” p. = “x es una mascota” M(x).
= “Tiene una mascota” m. = “xes un perro” P(x).
= “Es adorable” a. = “x es adorable” A(x).
= “Si tiene un perro y tiene una = “Todas las mascotas que sean pe-
mascota, entonces es adorable” rros, son adorables”

pAm—a V.M (x) AP(x) — A(x)

1.1.4. Algo de historia
Logica y filosofia

= S. IV a.C.: Aristételes formaliza el razonamiento humano. Fundé la 1égica clé-
sica o légica aristotélica. Por Ejemplo:

Todos los hombres son mortales. Socrates en un hombre. Luego Socrates es mortal.

4



1.1. Por qué es necesaria, tipos e historia.

= En el s. XIII: Santo Tomas de Aquino empled la 16gica en el contexto de discu-
siones teoldgicas.

= s. XVIII: Leibniz fue el primero en formular la 16gica como base del razona-
miento matematico.

Aristételes Leibniz

Loégica y matematicas

= En 1854: George Boole defini6 la 16gica como sistemas formal. Esto proporcio-
n6 un modelo algebraico de la l6gica de proposiciones.

= En 1879: Gottlob Frege formalizé la 16gica de predicados.

Boole Frege

= 1910-1913: Alfred North Whitehead y Bertrand Russell publican “Principia
Mathematica”.

= 1920: Hilbert propone el problema de la axiomatizacién de las matemaéticas...

= ...en 1930: Godel rebate esta posibilidad al demostrar los teoremas de incomple-
titud.

Russel



INTRODUCCION

Légica e informatica

= 1965: Alan Robinson publica un método de resolucién para légica de primer
orden. Sienta las bases de la deduccién automatica:

* Verificacion automadtica de programas: a partir de su especificacién formal
y utilizando demostradores automédticos de teoremas.

= 1972: Alain Colmerauer crea Prolog, el primer lenguaje de programacion logica.
Sienta las bases de la inteligencia artificial:

* Permite inferir/deducir conocimiento a partir de una base de conocimientos
y una serie de reglas (de inferencia).

Colmerauer

1.2. Teoria de conjuntos, relaciones, funciones y alge-
bra de Boole.

1.2.1. Teoria de Conjuntos

Definicién de conjunto y pertenencia.

= Un conjunto A es una coleccidn, finita o infinita, de objetos de un universo U tal
que para todo objeto x se puede determinar si x pertenece a A (x € A).

Si no perteneciera se indicaria como: (x & A).

Los objetos que pertenecen a un conjunto se conocen como elementos del con-

junto.

Representacion

= Una manera muy comun de representar relaciones y operaciones entre conjuntos
son los diagramas de Venn.



1.2. Teoria de conjuntos, relaciones, funciones y algebra de Boole.

Cuadrados Elementos
verdes

Inclusién e igualdad

= Si todo elemento x de un conjunto A es también elemento de un conjunto B,
diremos que A estd contenido en B, o que A es un subconjunto de B:

ACB

= Si A es un subconjunto de B y existe un elemento de B que no pertenece a A,
entonces A es un subconjunto propio de B:

ACB

= Dos conjuntos serds iguales (A = B), si contienen los mismo elementos:

ACByBCA
Conjunto vacio

= El conjunto vacio @ es el conjunto que no tiene elementos:

0=1{}

= Dado el conjunto A = {0}. ;Cual es la respuesta correcta?:

A=0 o A#0

Operaciones

Union

= [a unién de dos conjuntos A y B, es el conjunto A U B de todos los elementos de
A o de B, es decir:

AUB={x:x€A o x€B}



INTRODUCCION

Union

10

12

AUB=1{1,2,3,4,5,6,8,10,12}

Interseccion

= La interseccién de dos conjuntos A y B, es el conjunto AN B de todos los ele-
mentos que pertenecen a A a de B, es decir:

ANB={x:x€A y xe€B}

Intersection

10

12

ANB={2,4,6}

Complemento relativo

= El complemento relativo de B respecto de A (o diferencia A — B), es el conjunto
A\B de todos los elementos de A que no pertenecen a B, es decir:

A\B={x : x€A y x¢B}



1.2. Teoria de conjuntos, relaciones, funciones y algebra de Boole.

Producto cartesiano

= El producto cartesiano de dos conjuntos no vacios A y B, es el conjunto de todos
los pares ordenados (a,b) cona € Ay b € B, es decir:

AxB={(a,b) \ a€A ybeB}

» DadoA={1,2} yB={a,b,c}

AxB = {(lva)v (lab)’ (170)7 (2,61), (Z,b), (270)}
Partes de un conjunto

= Sea A un conjunto, se llama conjunto de las partes de A, P(A), al conjunto cuyos
elementos son exactamente los subconjuntos de A.

= Dado A = {1,2,3}, el conjunto de las partes de A es:

P(A) ={0,{1},{2},{3},{1,2},{1,3},{2,3},{1,2,3}}

Propiedades de las operaciones

= Sean A, By C tres conjuntos. Las principales propiedades de las operaciones con
conjuntos son las siguientes:

1. Idempotencia de la unién y de la interseccion:
AUA=A

ANA=A

2. Conmutatividad de la unién y de la interseccion:
AUB=BUA

ANB=BNA
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3. Asociatividad de la unién y de la interseccion:
AU(BUC)=(AUB)UC

AN(BNC) = (ANB)NC

4. Distributiva de la unién respecto de la interseccion y de la interseccion
respecto a la union:
AU(BNC)=(AUB)N(AUC)

AN(BUC)=(ANB)U(ANC)

5. Leyes de Morgan: B
C\(AUB) = (C\A)N(C\B) AUB=AN

|

C\(ANB) = (C\A)U(C\B) ANB=AUB

6. Otras propiedades interesantes:
(A\B)JUB=AUB

(A\B)NB=10
A\(A\B)=ANB
Cardinal

= El cardinal de un conjunto, Card(A) o |A], es el nimero de elementos de dicho
conjunto.

= Sean A y B dos conjuntos finitos cualesquiera:
Card(AUB) = Card(A) +Card(B) — Card(ANB)
|AUB| = |A|+ |B| —|ANB|

1.2.2. Relaciones Binarias

= Una relacién binaria entre A y B es un subconjunto R del producto cartesiano
AxB. Si (a,b) € R se dird que a y b estan relacionados:

aRb

= Dado A ={1,2} y B=1{a,b,c}, cuyo producto cartesiano es:

AxB ={(1,a),(1,b),(1,¢),(2,a),(2,b),(2,c)}
= Si consideramos R = {(1,c¢),(2,b),(1,a)} entonces tenemos que:

1Re,2Rb, 1Ra

10



1.2. Teoria de conjuntos, relaciones, funciones y algebra de Boole.

Definiciones

= Dada una relacién binaria R C AxB, se denomina:

* Domino de R:

dom(R)={x€A:JyeB | (x,y) €ER} dom(R) CA
* Imagen directa (o rango) de R:

Im(R)={y€B:3x€A | (x,y) €ER} Im(R) CB
* Imagen inversa (o reciproca) de un subconjunto C de B:

RN C)={xcA:FyeC | (x,y) €R} R (C)CA

* Codominio de R al conjunto B

Homogéneas

= Sea R una relacion binara homogénea en un conjunto A, no vacio (R C AxA). La
relacion binaria R puede ser:

1. Reflexiva: VxeA | (x,x) €ER
2. Simétrica: Vx,y€A | (x,y) €R— (y,x) €R
3. Antisimétrica: Vx,yeA | (x,y) ERAN(y,x) ER—x=y
4. Transitiva: Vx,y,z€A | (x,y) ERA(y,z2) ER— (x,27) ER

de Equivalencia

= Una relacién binaria homogénea R, en un conjunto no vacio A, se denomina
relacion de equivalencia si es reflexiva, simétrica y transitiva.

= Si R es una relacion de equivalencia en lugar de R se escribe ~.

= Sia € Ay ~ esuna relaciéon de equivalencia en A, se define la clase de equiva-
lencia como:

11



INTRODUCCION

Cla)={x€A: x~a}

1.2.3. Relaciones n-arias

= Una relacién n-aria entre n conjuntos A, As, ..., Ay, €s un subconjunto R del
producto cartesiano A xAzx...xA,.

= Es una generalizacion de la relacion binaria donde R estd formada por una tupla
de n términos:

R={(x1,x0,...,%0) : X1 EX] AX2€Xp A ...
.o N Xy € X,y A R(x1,x2,...,X,) = verdadero}

= El predicado n-ario: R(x1,x3,...,X,) es una funcion que asigna el valor de verdad
verdadero si y solo si (x1,x2,...,X,) € R.

1.2.4. Funciones n-arias

= Una funcién (o aplicacién) n-aria, f : AjxAzx...xA,, — B, de un conjunto no va-
cio A =A1xAsx...xA, aun conjunto no vacio B se puede definir como una “regla
de correspondencia” que asigna a cada elemento elemento(ay,as,...,a,) € A un
unico elemento b € B:

flay,az,...,a,)=>b

= Una funcién f : AjxArx...xA, — B es a su vez una relacién binaria en-
tre el conjunto A = AxAyx...xA, y el conjunto B, tal que a cada elemento
(ay,az,...,a,) € A le corresponde un tnico elemento f(aj,as,...,a,) del con-
junto B.

1.2.5. Algebra de Boole
Definicion

= Definida en 1847 por el matematico inglés George Boole.
= Es un dlgebra con sélo dos valores, p.ej.: Falso o Verdadero.

...una variable ldgica tiene dos valores posibles, uno excluye al otro.
= Sobre estos valores defini6 tres operaciones bdésicas, p.ej.:

* NOT (—): negacién légica o funcién complemento.

12



1.2. Teoria de conjuntos, relaciones, funciones y algebra de Boole.

* OR (V): suma légica o funcién union.

* AND (A): producto 16gico o funcién interseccion.

- | | v F
V| F vIi Vv V \% F
F |V F|V F F|F F

= Son Algebras de Boole (entre otras):
({®7U}7N7@7®)’ ({F7V}7_‘7\/7/\)’ ({07 1}7_7—’_7.)’ y (P(U)7_7U7m)

Interpretacion

= [os elementos del dlgebra de Boole representa estados diferentes de un disposi-
tivo, p.€j., abierto/cerrado, encendido/apagado, etc.

= Matemadticamente se representan por 1y 0, y responde a la pregunta:
» ;Como expresar la clase not-X (clase de individuos que no son Xs)?
* Laclase X y la not-X juntas hacen el Universo, representado por 1.
e Por lo tanto, si la clase X es x, la clase not-X es 1 — x.

= ...y muchas maés. p.ej.:

* Todos Xs son Ys y todos Ys son Xs. X=y
* Todos Xs son Ys. x(I—y)=0
* No Xs son Vs. xy=0

* Todos Ys son Xs y algunos Xs son Ys.

* ctc...

Propiedades y teoremas

= Usando la notacién matemadtica del dlgebra de Boole:

13
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Propiedades Suma Producto
Conmutativa x+y=y+x X-y=y-x
Elemento neutro | O+x=x l-x=x
Distributiva x-(y+z)=xy)+(xz) x+@z)=x+y) (x+2)
Asociativa x+O+z)=x+y)+z  x-(y-2)=xy) -z
Complementario | x+x=1 x-x=0

Teoremas

Idempotencia x+x=x X X=X

Identidad x+1=1 x-0=0
Absorcién X+x-y=x x-(x+y)=x
DeMorgan X+y=x-y Xy=x+y

Simplificacion de ecuaciones

= Aplicando propiedades y teoremas podemos simplificar ecuaciones:

_ ?
X2 X1+X2-X1 +Xx2-X0 =X2

X2 X1 +Xx2-X1+x2-Xx0= Distributiva
=xp- (%1 +X1) +x2-x0 = Complemento
=x2-14+x2-x9= Distributiva
=x2-(14+x) = Identidad
=x-1= Elemento neutro
=x

...para ver si son equivalentes y/o para construir circuitos mas baratos.

= Las ecuaciones simplificadas se llaman formas candnicas. Hay dos:

* Suma de productos. * Producto de sumas.

14
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LOGICA PROPOSICIONAL
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2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

2.1.1. Lenguaje proposicional

= En el contexto de la l16gica formal se requiere un lenguaje:
* Sintdcticamente preciso y no ambiguo.

* Con un significado (semdntica) univoco, y no que una palabra pueda signi-
ficar cosas distintas segin algun tipo de contexto.

* Cuya definicién sea muy compacta.

= Queremos simbolos para representar hechos 16gicos, es decir, enunciados por los
que tiene sentido preguntarse si son verdaderos o falsos.

= [os enunciados mds sencillos son los que no dependen de otros:
* Llueve.
* Nadal gan6 el US Open 2019.

Alfabeto

= [os simbolos de proposicion representan este tipo de hechos:
* p puede representar “llueve”.
* g puede representar “Nadal gané el US Open 2019”.

= Para enunciados mds complejos necesitamos simbolos que representen la rela-
cidén entre los mds sencillos que los componen:

¢ llueve o nieva.

* si p representa “llueve” y r representa “nieva”,
pV r representaria “llueve o nieva”.

= Alfabeto de un lenguaje proposicional:

16



2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

* Simbolos de proposicién: p, g, r, ..., pl, p2, ...
* Conectivas logicas: =, V, A, —, <.

Formula Bien Formada

= Del conjunto de todas las posibles secuencias (finitas) de simbolos de un alfabe-
to, /cudles se consideran expresiones bien formadas?

= Son féormula bien formada (FBF):
* F si F es un simbolo de proposicion.
* —F si F es un simbolo de proposicion.
* ysi F'y G son FBFs, también son FBFs:
o F AG (conjuncidn).
o F VG (disyuncion).
o F — G (implicacién).
o F <+ G (doble implicacion).
Definicion recursiva de formulas bien formadas.

= Dado un alfabeto A, el conjunto (infinito) de FBFs que se pueden definir sobre
A se denomina FBF,4.

Precedencia

= ;Que dice la siguiente férmula?
p—>q/\r{p%q/\r (a)
p— qAT (b)
(a) Si p entonces ¢, y ademas r.
(b) Si p entonces suceden dos cosas: gy r.
= Se define la siguiente precedencia entre las conectivas:
* — mayor precedencia que Ay V.
* Ay V mayor precedencia que — y <.

* En caso de igual precedencia se agrupan de derecha a izquierda.

Paréntesis

= Si los paréntesis siguen las reglas de precedencia no son necesarios:

17



LOGICA PROPOSICIONAL

PAGAT es igual a pPA(gNAT)
pAGVT es igual a pA(qVr)
g—riA-r2 es igual a q— (rtA(=r2))
cgmApV-—q< 1l esiguala (cgmA(pV(=(—q)))) <1l
p—q—r—s esigual a p—(g—(r—y))
—mmmmp esiguala  =(=(=(=(=(=(=p))))))

= [ os paréntesis son necesarios para dar otro “significado’:

PAGAT seria (pANg)Nr
cgmApV g1l seria  (cgmAp)V(——g < 1l)
p—=q—>r—s seria (p—q)— (r—s)

Ejercicios: FBF y paréntesis

= Determinar si son FBFs las siguientes férmulas y eliminar paréntesis superfluos
usando las convenciones de precedencia:

;_\

[ SL VSR S

- (gn=(p)) = (=(g) V).

- (pA=(gVr)V(=(p) V)

- ((pV@)V=(r) < (rAq).

- (pA=(gV )V (=(= p)).

- (p) e ((pAg)V (PN (—(9)))-

Ejercicios: Formalizacion

» Formalizar en 16gica proposicional:

1.

N kA LD

8.

Es necesario abrir la botella para disfrutar su contenido.
Basta con romper el sello para perder la garantia.
Llama al 112 cuando tengas una emergencia.

Perderé el tren a menos que coja un taxi.

Cambia la bombilla sélo y siempre que esté fundida.
No iré€ al cine a no ser que me inviten.

No pulse la alarma de incendios excepto cuando detecte humo en la esca-
lera.

Pulse la alarma s6lo y tinicamente si detecta humo en la escalera.

= Formalizar en 16gica proposicional (Manzano y Huertas, 2004):

9.
10.

Sélo si Pedro juega(p) jugard también Alex(q)
Pedro ird al dentista(p), tanto si quiere(q) como si no quiere(—q)
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2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

11. La magia se revela(p) s6lo si Pinocho miente(q) o Blancanieves muerde la
manzana(r)

12. El certificado tiene validez(p) si estd firmado por el director(q) o el tutor
del proyecto(r)

13. La inflacién aumentard(p) a menos que baje la emision de moneda(q) u
ocurra un milagro(r)

» Formalizar en 16gica proposicional (Manzano y Huertas, 2004):

14. Leeré a Proust(p) si me voy de vacaciones(q) y encuentro sus libros en
oferta(r)

15. Siel mal existe en el mundo(p) y no se origina por las acciones humanas(q),
entonces Dios no quiere(r) o no puede(s) impedirlo

16. Te regalaré el cuadro que te gusta(p) y viajaremos juntos a Italia(q) cuando
me toque la loteria(r), o dejo de llamarme Ernesto(s)

17. Es necesario que llueva(p) o que haga viento(q) para que disminuya la con-
taminacion(r)

18. Si llueve(p) y hace viento(q), disminuye la contaminacion(r)

2.1.2. Semantica de la légica proposicional

Proposicion: Una condicidén/afirmacion posible del mundo sobre el que quere-
mos decir algo.

Una proposicién puede ser Verdadera (V) o Falsa (F).

Proposiciones simples:

* Su valor de verdad no depende de otra proposicion.

Proposiciones compuestas (FBF):

* Su valor de verdad depende del que tengan las proposiciones simples que
la definan y

* del significado de las conectivas (definido por las funciones de verdad).

Funciones de verdad

= Primero definimos una funcién de verdad (s) para cada conectiva:

e s (V)=F s(F)=V

e sA(V,V)=V SAN(V,F)=sp(F,V)=sp(F,F)=F

e sy(F,F)=F sy(V.F)=sy(F,V)=sy(V,V)=V

e s (V,F)=F s (FF)=s,(F,V)=s,(V,V)=V
s (V\V)=s54(F,F)=V so(VF)=s4(F,V)=F
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LOGICA PROPOSICIONAL

Funciones de interpretacion

= Una funcién de interpretacion, i, asignar un significado a todas y cada una de las
FBFs de un alfabeto A.

i: FBFy = {V,F}

= La interpretacion de una FBF se define como:
* i(p) =V/F si p es una proposicion p.
* i(—G) = 5-(i(G)) si G es una FBF.
* ysi Gy H son FBFs:

o i(GAH) = sp(i(G),i(H)).
o i(GVH) = sy(i(G),i(H)).

o i(G— H) = s, (i(G),i(H))
o i(G 4 H) = 55, (i(G),i(H))

Ejercicios

= Asignar significado a las siguientes férmulas cuando:
i(p)=ilqg)=Vyi(r)=F.

1. (p—=qVr)—=(pANg— —r)
2. (pA(=gV=r)) < (—(pVaq) —r)

= Asignar significado a las siguientes férmulas para toda posible interpretacion:
1. =(pVgq) < —pA—q
2. (-p—=q)N(=gAp)
3. (pvg)—(pAq)

2.1.3. Satisfacibilidad

Definicion Se dice que una interpretacion i satisface una férmula proposi-
cional G € FBFy, siy solo si (sii) es verdadera bajo esa interpretacion:

i(G)=V
= Para conjuntos de férmulas {G,...,G,},G; € FBFy paratodo i: 1 <i<n:
Una interpretacion i satisface {Gy,...,G,} sii

i(G;j) =V paratodoi:1<i<n
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2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

Definicion
» Una férmula G € FBF} es satisfacible sii
existe (al menos) una interpretacion i tal que i(G) =V.

» Una férmula G € FBF} es insatisfacible sii
no existe ninguna interpretacion i tal que i(A) =V

= Modelo de una férmula: Una interpretacion que la satisface.

= Contramodelo de una férmula: Una interpretacion que la hace falsa.

Validez

Atendiendo a su semantica, una férmula G es:

» Contradiccion sii no existe una interpretacion i tal que i(G) =V.

= Vilida (o tautologia) sii no existe una interpretacion i tal que i(G) =
F (se representa - G).

= Contingente sii existe alguna interpretacion i tal que i(G) =V y
existe alguna interpretacion i’ tal que i'(G) = F.

s Una férmula G es valida sii —G es una contradiccion.

= Una férmula G es contingente sii ~A es contingente.

Conclusion

» Una férmula es valida sii
* no tiene contramodelos sii
* todas sus interpretaciones son modelos sii
* todas sus interpretaciones la satisfacen.
= Una férmula es una contradiccion sii
* no tiene modelos sii
* todas sus interpretaciones son contramodelos sii
* es insatisfacible.
= Una férmula es contingente sii

* tiene modelos y contramodelos.

Ejecicios: Satisfacibilidad

= Determinar para cada una de las siguientes formulas si es vélida, contradictoria
o contingente, indicando la(s) interpretacion(es) que lo demuestran:
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LOGICA PROPOSICIONAL

pPAG— p.

pVgq—p.

p—p.

pVg— (rVs—p).

(=) N(pA—gq).
(p—=a)N(g—r)—=(p—r).
=(pVq) < —pVq.
=(pVgq) <> pA—g.

® NN R W=

= Determinar para cada una de las siguientes formulas si es vélida, contradictoria
o contingente, indicando la(s) interpretacion(es) que lo demuestran:

9. (p = —q) A\=(rA=p) = (g = —r).
10. (pAg—r)—=(p—=(g—r)).

1. =(p—q) <> pA—g.

12. p—(qg—r).

13. p—= (gAN—q— —p).

14. (p—>q)A(g—p).

15. (p—q) = ((p—=r) = (p—=qAT)).

2.1.4. Teoria interpretativa

Consecuencia Légica

= Dado un lenguaje proposicional LP, un conjunto de férmulas {Ay,...,A,}, A; €
FBFpparatodoi:1 <i<n,yunaférmula B € FBFyp:

Consecuencia logica
* B es consecuencia logica de {Ay,...,A,}.

A1,..., A EB

o sii toda interpretacion que satisface {Ay,...,A,} también sa-
tisface B.

o sii no existe ninguna interpretacion que satisfaga
{A1,...,A,} y no satisfaga a B.

Argumento correcto

= Un argumento con premisas {Aj,...,A,} y consecuente B es correcto
sii [Ay,..., Ay FB

= Para decidirlo se pueden hacer dos analisis:
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2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

1 Ver si todas las interpretaciones que satisfacen {Aj,...,A,} también satis-
facen B.
2 o bien ver que no existe una sola interpretacién que satisfaga {Aj,...,A,}

y no satisfaga B.

* El caso 1 requiere examinar todas las interpretaciones posibles y ver si se
cumple la condicion.

* El caso 2 podemos centrarnos en definir una interpretacién i tal que
i{A,...,A,})=VyiB)=F

Teoria interpretativa: Consecuencia Logica: Ejemplo I

= Analiza si se cumple la relacién de consecuencia ldgica:

{p—(g—=r)phgtFr

A, A B
pla|r|qg=r|po(@—=r) | pAg || {p=(g—=r),pAg) | T
VI iv|iv] v v v A% %
V| VI|F F F % F F
VIF|V]| Vv % F F %
V|F|F Y \Y% F F F
F|lVv|Vv]| Vv % F F Y%
F|V|F F Y% F F F
F|F|V]| V \% F F %
F|F|F Y% v F F F

= De todas las interpretaciones posibles, s6lo una hace verdad a las dos premisas
(A1 yAj),y esainterpretacion también hace verdad al consecuente (B). Por tanto,
si hay relacién de consecuencia logica.

Teoria interpretativa: Consecuencia Logica: Ejemplo 11

= Analiza si se cumple la relacion de consecuencia ldgica:

{pA-mq,r}EqVs
= tratamos de definir un contramodelo del argumento:
1. i(p A\——gq)=Vsii
a) i(p)=V b) yi(——g)=Vsiii(—g) =Fsiii(g) =V

2. i(r)=V
3. i(gVs)=Fsii
a) i(q) = F (en contradiccion con 1.b) b) yi(s)=F

= Puesto que no es posible definir un contramodelo:

El argumento es correcto, hay relacion de consecuencia logica.
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LOGICA PROPOSICIONAL

Teoria interpretativa: Consecuencia Logica: Ejemplo II1
= Analiza si se cumple la relacién de consecuencia ldgica:
{png,=(p—=r)iEqN(p—7)

= tratamos de definir un contramodelo del argumento:
1. i(pAg)=Vsii

a) i(p)=V b) yi(g)=V
2. i(~(p—r)=Vsiii(p — r) =Fsii
a) i(p)=V b) yi(r)=F
3. i(gN\(p—r))=Fsii
a) i(q=F (en contradiccion con 1.b)
b) oi(p - r)=F (OK, compatible con 2).
= Existe un contramodelo al argumento: i(p)=i(gq) =V,i(r)=F

El argumento no es correcto. NO hay relacién de consecuencia légica.

Ejercicios: Consecuencia Légica

= Determinar si las siguientes argumentaciones son correctas. Si no lo son, indicar
la interpretacion que lo demuestra (contramodelo).

L. {p,p—q}Fq
{-p,rVva}Fq
{p—=q,-P}F—q
{r—q9,~q}F-p
{peq,-phFq
{pna}FEp
{=(pAN@)}E-PA—gq
{=(pVq)} F-pA—q

® NNk WD

= Determinar si las siguientes argumentaciones son correctas. Si no lo son, indicar
la interpretacion que lo demuestra (contramodelo).

9. {p—aq,p}Fq

10. {pVq}FqVp

1. {pA(gVr)}EPp

12. {pVg—r}Eqg—r

13. {——rA—q}F-r

4. {p—>(g—r}Eq—(p—r)

15. {—~g = nrt——q,~s— —q}FtV-s—r

24



2.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

16. {pV(g—=r)=q,p}Fq
17. {=p = —s,~pVrr— -t} E-sV -t
18. {(p = g)Nt,(rVp)A—gq,—t <> st EFrAs

Equivalencia logica

= Dos formulas A y B son (I6gicamente) equivalentes (A <+ B) sii para toda inter-
pretacion i se cumple que i(A) = i(B).
= Esta definicién implica que:
* Ay B son consecuencia l6gica una de laotra(AF By BFE A).
* La férmula A <+ B es vélida (es una tautologia).

= Por ejemplo: p — g <> —pVg

Pl q|P—>q| pVqg | p—=qgrpVg
V|V v \Y% v
V| F F F \Y%
F |V \" \Y \Y
F | F \" A% \Y

= La equivalencia entre férmulas proporciona numerosas ventajas practicas, entre
ellas:

* permite utilizar indistintamente las férmulas equivalentes en una demostra-
cién (lo utilizaremos mas adelante).

* permite reducir el tamafio de un lenguaje proposicional (disminuir el n® de
conectivas que emplea).

= Por ejemplo, cualquier lenguaje proposicional puede reducirse a otro que sélo
utiliza {—,V}
* Esta reduccién simplifica tareas como:

o construccidn de sistemas sintacticos de demostracion.

o demostracién de las propiedades metaldgicas del sistema formal.
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=(=p) < p
PApP < p
pPAq & qAp

pVqg << q\Vp

pA(gAT) < (pPAg) AT
pVigVvr) < (pvaq)Vr
pA(gVr) < (pAg)V(pAr)
pVignr) < (pVg)A(pVr)
peqg = (p—=q)N(g—p)
p—q < -pVgq

-(pVg) < —-pA—gq
-(pANg) < —pV—gq

Ejercicios: Equivalencia logica

doble negacion

ley de idempotencia
conmutatividad de la conjuncién
conmutatividad de la disyuncién
asociatividad de la conjuncién
asociatividad de la disyuncion

distributividad de la conjuncion res-
pecto a la disyuncién

distributividad de la disyuncion res-
pecto a la conjuncién

definicion de la doble implicacién
en funcién de la implicaciéon

implicacién vs. disyuncion
ley de De Morgan
ley de De Morgan

= De los pares de formulas siguientes, ;en cudles se cumple A F B?, jen cudles se
cumple BF A?, ;jen cudles A y B son equivalentes?

1. A:pVg, B:gVp

2. A:p—aq, B:g—p
3. AipVg—r, B:p—r

4. A: (p—q) —r, B:pVg—r
5. At p—aq, B:p<gq

2.2. Sistemas formales y deduccion natural.

2.2.1. Motivacion

= ;Por qué queremos construir un célculo deductivo?

* Es dificil determinar {A1,...,A,} F B por medios semanticos.

o Confirmar la correccién de un argumento puede ser muy costoso.

* Alternativa: determinar que B se deduce de {Ay,...,A,} por medios sintic-

ticos: {Ay,...,A,} - B

o Encontrar un procedimiento que nos permita construir una argumenta-
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2.2. Sistemas formales y deduccién natural.

cidén paso a paso, manipulando los simbolos de las férmulas, sabiendo
que cada paso es valido.

= El andlisis de la correccién de un argumento por medios sintacticos se hace
siempre en un contexto o marco formal, denominado sistema formal.

= En un sistema formal los simbolos carecen de significado, y al manipularlos
hemos de ser cuidadosos y no presuponer nada sobre sus propiedades, salvo lo
que se especifique en el sistema.

2.2.2. Sistemas formales

= Un sistema formal de demostracion consiste en:

* Un lenguaje formal (alfabeto y reglas sinticticas de formacién de férmu-
las).

* Un conjunto de axiomas légicos o axiomas (férmulas vélidas sin prueba,
podria ser vacio).

* Un conjunto de reglas de inferencia para demostrar férmulas.
* Una definicién de prueba o demostracion.

» Una teoria 7" es un sistema formal ampliado con un conjunto I" de axiomas no
16gicos o premisas (es decir, que se consideran como verdad): 7'[I'].

e SiI' =0 entonces T es la teoria basica del sistema formal.

= Una demostracién o prueba de una férmula B en una teoria 7' [I'] (escrito T'[I'] -
B) es una secuencia finita de férmulas tal que:

* Toda férmula de la secuencia es:
o Un axioma o premisa de la teorfa.

o o, el resultado de aplicar una regla de inferencia a férmulas anteriores
en la secuencia.

e Bes laultima formula de la secuencia

= Un teorema de una teorfa 7'[I'] es una férmula para la que existe al menos una
demostracién en T'[I']

» T[] F Bindica que B se deduce de T[I'] (B es teorema de T'[I'])

Propiedades

Correccién: Teorema de validez. Todos los teoremas de 7'[I'] son conse-
cuencias logicas de I
si T[I'] F B entonces I' = B.

Completitud: Teorema de completitud.

27



LOGICA PROPOSICIONAL

Dada una teorfa T'[I'], todas las consecuencias l6gicas de I" son teoremas
de T[I:
siI' = B entonces T [I'] - B.

Si el célculo es correcto y completo entonces - y = son equivalentes.

2.2.3. Deduccion Natural

= Es un sistema formal para la 16gica proposicional.
* Lenguaje: Lenguaje proposicional.
* Axiomas: No tiene.
* Reglas de inferencia: dos por cada conectiva:
o Introduccién y eliminacion.

* Demostracion: es una secuencia finita de férmulas en la que cada elemento
es:

o Un supuesto o premisa de la teoria.

o o, el resultado de la aplicacién de una regla de inferencia a férmulas
anteriores en la secuencia.

y la dltima férmula de la secuencia es la férmula probada.

Supuestos y Premisas

= Son férmulas afiadidas a una teoria basica T y pueden aparecer en una prueba
sin requerir demostracion. Sin embargo:

* Las premisas: son afiadidas permanentemente

* Los supuestos: son incorporados temporalmente a 7'
o es introducido en un determinado punto de la demostracién
o luego, es cancelado (descargado) en otro punto posterior,
o y como resultado una nueva formula queda demostrada.

= Lo que significa usar un supuesto es lo siguiente:
* “supongamos que A”
* “entonces demuestro (usando A) que B”

* “en realidad acabo de mostrar que si tuviera A como premisa, entonces
podria demostrar B”

* “eso equivale a decir que he demostrado la implicacion A — B”
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2.2. Sistemas formales y deduccién natural.

Teorema de la Deduccion

= Siendo T[A;,As,...,A,] una teorfa basica ampliada con un conjunto de n pre-
misas, A;, si la incorporacién como supuesto de un férmula A permite deducir
otra formula B: entonces
T[A1,A,...,Ay)JU{A} - B
entonces:
T[Al,Az, e ,An] FA—B

Teorema de la deduccién: En general, tanto para premisas como para su-
puestos:

T/A]F-BsiysélosiTHA— B

Reglas de inferencia I

= En la definicion de las reglas de inferencia vamos a usar A y B, que no son sim-
bolos de proposicidn: son variables sobre férmulas del lenguaje (metavariables)

* Mediante metavariables podemos razonar sobre conjuntos (infinitos) de
férmulas que comparten una misma forma légica.

o Por ejemplo: A A —=A agrupa pA—p,gA\—gq, ....

* Cada regla de inferencia es una metaregla con infinitas instancias.

Deduccion Natural: Reglas de inferencia: Conjuncién
Introduccion de A (I,)

A Tlp.ql-pAq
B 1p premisa
2.9 premisa
AAB 3.pAq I, (1,2)
EliminGCiéﬂ de A (EA) T[p A q] Fp
LpAg premisa
AAB AAB 2.p Ex (1)
A B Tlp A ql*- g
LpAg premisa
2.q Exr (1)
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Deducciéon Natural: Reglas de inferencia: Disyunciéon

Eliminacion de V (Ey)
AvB
A—C
B—C

Introduccion de V (I)

C

A B

AvB

AvB

Deduccion Natural: Ejemplo

= Prueba el ejemplo online

1L.pVg
2.p—-r
3.q—-r
4. -r

Tlp Vq.p—-r,q—-r]--r
premisa
premisa
premisa
Ey (1,2,3)

Tlpl-p Vr
Lp
2.pVr

premisa
I,(1)

Tlpl-r Vp
1

- P
2.rVp

premisa
Iy()

T[sAN(pVq),p— —rqg— —rlEsA-r

Nk W=

sAN(pVq) premisa
pVq EA(1)
p—r premisa
q— —r premisa
-r
s EA(1)
I7(5,6)

s/N\—r

E\/(273a4)

Coo Prolog playground

Q: Embed Docs

[B New Open Save Examplesll Load > More...
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% Copyright (C)2022
% Name: deduccion.pl

% Author: Joaquin Arias

% Date: 15 August 2022

% Purpose: Execute Natural Deduction Proofs

:- module(_,_).

:- op(200, fy, !).

:- op(400, xfy,[and, or, not, !]).
:- op(600, xfy,[-—>, <->]).

%% Ejemplos

ejemplol

main([s and p or q, p ‘r,q tr
ejemplo2

main([!p —> q and !q],p, ['Premisa‘(1),"
ejemplo3

main([p —> !r,!r-->q,pl,q, ['Premisa’ (1)
ejemplod :-

main([p ——> g,q—>r],p-->r, ['Premisa’(1
ejemploMT :-

main([r (q and s), !(q and s)], !'r,

ejemploSupuesto :- %% Falla porque no esta ci
main([s and p or q, p 'r,q tr

data counter/1, formula/2, tabular/1, cer

main(Premisas, Deduccion, ReglasInferencia)
retractall{connter( V)  retractall(farmol

30

use_module('/draft.pl').
yes
7- ejemplol.
Tls and p or q,p——>!r,q—>!r] |- s and!r

1 sandporgq
2
3
4
5 Ir
6 s
7 s andir

yes
|

4

@  Ostar s

@ Share!

Premisa(1)
E and b(1)
Premisa(2)
Premisa(3)
E or(2,3,4)
E and a(1)
I and(6,5)
ok


https://tinyurl.com/deduccionnatural22

Deduccion Natural: Reglas de inferencia: Negacion

Introduccion -~ (I.)
A—Ba-B
-A

Eliminacion -~ (E.)

~-A

A

Tp—=qa-q]Fp
1.7"p—qA"q premisa
2.7 I.(1)
3.p E.(2)

Deduccion Natural: Reglas de inferencia: Implicacion

Eliminacion — (E_)
A—B
A

B

Introduccion — (I_)

A (supuesto)
B

Tlp—-r.,-r—4q,pl-q

1.p—-r premisa
2.p premisa
3.-r E. (1,2)
4.-r—q premisa
5.4 E. (3.4)

A—B

Tp—qq—rl-p—r

lL.p—gq premisa
2.q—r premisa
3 p supuesto
4. q E. (1,3)
5. r E. (2,4)
6.p—>r I, (3.5
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Deducciéon Natural: Reglas de inferencia: Doble Implicacion

Introduccion < (I.)

A—>B T[p—)-.r-l-.p—>p]|—p<_>_,r
B—A Lp—-r premisa
— 2.-r—p premisa
A< B 3.pe-r I, (1,2
Eliminacién < (E.,) Tlp<qar,plrr
lL.pegnar premisa
A< B A< B 2.p—=qaAr E.. (1)
3.p premisa
4.qnr E. (2.3)
A—B B—~A 5. r E, (4)

Ejercicios: Deduccion Natural

= Demostrar los siguientes esquemas argumentales:
1. T[p] F g—p

Tlp—(g—n] = (p—=q9)—=(p—r)

Tl[-p—=—ql & (-p—=4q)—=p

T[-p——q] & qg—p

Tlp—q,q—r] F p—r

Tlp—(q—r)ql b p—r

TipANg—rrAs—t] & pAgAs—t

TipAg—r1] b pA—r— —q

e L o

TlpVg—rs—pl F s—r

—
S

TipANg—r,—-(pVr)—s,p—q] F ~s—r
. Tlpvp] F p

- Tlpl & —p

.TlpVg—r] F g—r

—_—
W N =

Reglas de inferencia Derivadas

= En distintas demostraciones se repiten con frecuencia ciertos pasos:
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2.2. Sistemas formales y deduccién natural.

Tlr—(q A s),~(q A s)]+-r Tlp—qrA-ql-rA-p
Lr—(@QAs) premisa lL.p—g premisa
2.-(q A 's) premisa 2.rA-q premisa
3. r supuesto 3. q EA (2)
4. qAs E— (1,3) 4, p supuesto
5. (QAs)A-(qAs) IA (2,4) 5. q E— (14)
6.r—>(qAs)A-(qAs) I- (3,5 6. q A~ IA (3,5
7.-r I- (6) 7.p—~qA-q I-(4,6)

8. -p I-(7)

9. r EA (2)

10.r A -p IA (8,9)

Aunque son distintas las férmulas que aparecen en estos dos ejemplos, las lineas
destacadas tienen una estructura comun

Podriamos acortar las dos demostraciones si previamente demostramos con ca-
racter general que T|A — B, —B| - —A, para cualesquiera férmulas A y B.

Las reglas derivadas se representan como las reglas basicas:

A—B
-B

-A

Modus Tollens (MT)

Las demostraciones anteriores quedarian ahora:

Tlr—=(q As),~(qAs)+-r Tlp—qrA-qlrrA-p
Lr—(QAs) premisa 1. p—gq premisa
2.-(q A\ s) premisa 2.rA-q premisa
3. -r MT (1,2) 3. EA (2)
4. -p MT (1,3)
5.r EA (2)
6.r A-p IA (89)
Reglas para la implicacion
T[A—B,B—C] - A—C Transitividad
TI[A—B,—-B] - —A Modus Tollens
Reglas para la disyuncion
T[(AVB)VC|] = AV(BVC) Asociatividad
TIAVB] - BVA Conmutatividad

Reglas de Morgan
T[-(AAB)] F —-AV-B
T[-(AVB)]  -AA-B

Reglas de corte

De Morgan
De Morgan
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TIAVB,-A] + B Corte
TIAVB,-B] - A Corte
T[AVB,-AVC] - BVC Corte

Teorema de intercambio

= Sea:
* A una férmula.
* B1 una sub-férmula de A.
Si tenemos:
s HA.
* =Bl < B2.
Entonces tenemos:
o« A

Donde A’ resulta de sustituir en A todas o alguna aparicién de B1 por B2.

= Ejemplo:
Tlp<rqg—s,s—tAr] F g—pAt

1. g—s premisa
2. s—tAr  premisa
3. q supuesto
4 s E_ (1,3)

5 tAT E_ (2,4)

6. p <> r premisa

7 tA\p Intercambio (5,6)
8 pAt conmutatividad (7)
9. g—pAt 1,(3.8)

Ejercicios: Deducciéon Natural

= Demostrar los siguientes formulas y/o esquemas argumentales:
1. T = pANg—p

- p—(g—p)

= (pVa) < (qVp)

2
3,
4. T = (p=qgN(g—=r)—=>(p—r)

N NN
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2.2. Sistemas formales y deduccién natural.

10.

A S A
NN NSNS
T T T T T T

~(pVq) < ~pA—q

(p——q) N=(rA=p) = (g — )
(pANg—1)—=(p—(q—T))
—~(p—q) <> pA—q

p— (gN—g— —p)
(p—=q)—=((p—r1)—(p—qNT))

= Demostrar los siguientes formulas y/o esquemas argumentales:

11.
12.
13.
14.
15.
16.
17.
18.
19.
20.
21.
22.

Tlp—aq,p] F q

Tlp] = pVq

Tlpvp] F p

T[pA(gVvr)] F p

Tlp] = —=p

TlpVg—r] b g—r
Tlp—=(q—=n] - g=(p—r)
Tlp—q| v pvr—qVr
T[—~q—nrt——qg,~s——q] b tVas—r
TlpV(g—r)—=q,pl F q

T[-p— —s,—pVrr——t] & —sV-t
Tl{(p—q)Nt,(rVp)AN—g,—t < —s| + rAs
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

3.1.1. Sintaxis de la légica de primer orden.

= Si este fin de semana nieva y Juan ha terminado el trabajo, ird a esquiar.

Nieva
Juan ha terminado el trabajo
Juan ird a esquiar

= Si este fin de semana nieva y Juan ha terminado el trabajo, ird a esquiar.
Si este fin de semana nieva y Paco ha terminado el trabajo, ird a esquiar.

Nieva

Juan ha terminado el trabajo
Paco ha terminado el trabajo
Juan y Paco irdn a esquiar

= Si este fin de semana nieva, los que terminan su trabajo van a esquiar

Nieva

Juan ha terminado el trabajo
Paco ha terminado el trabajo
Nacho ha terminado el trabajo
Juan, Paco y Nacho irdn a esquiar

= Cada vez que nieva, los que terminan su trabajo van a esquiar

Nieva este fin de semana

Va a nevar el préximo fin de semana

Juan ha terminado el trabajo esta semana
Paco ha terminado el trabajo esta semana
Juan y Paco irdn a esquiar este fin de semana
y (si terminan su trabajo) también el siguiente

= [a deduccidn cldsica por excelencia:
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Si Sécrates es un hombre entonces Socrates es mortal
Socrates es un hombre
Socrates es mortal

Todos los hombres son mortales
Sécrates es un hombre
Socrates es mortal

= Las proposiciones se refieren a individuos:
* Un empleado de los de la empresa.
* Un fin de semana del afio.

= Si tenemos que hablar demds de un individuo (para expresar un hecho mas ge-
neral), las proposiciones se nos quedan cortas.

= Podriamos multiplicar las proposiciones, una para cada individuo y hecho légico
que se refiere a €l, pero:

* Esto lo harfa todo mucho mas largo y pesado...

* ... o imposible. En campos como las matematicas se podria requerir hablar
de conjuntos infinitos.

= Necesitamos ampliar la capacidad expresiva de los lenguajes proposicionales
con nuevos simbolos.

Alfabeto

= Un alfabeto de un LPO se define con los siguientes tipos de simbolos:
* Simbolos de constante: a,b,c,...,a;,az,...
* Simbolos de variable: x,y,z,...,Xx1,x2,...
« Simbolos de funcién: f(_),g(_,_),... ofl.¢%0f/1,8/2

« Simbolos de predicado: P(_),Q(_),... oP',0%0P/1,0/2
* Conectivas logicas: =, V, A\, —, >
* Cuantificadores: 4,V

= Un simbolo de predicado 0-ario es una proposicion

= En un LPO no puede haber simbolos comunes entre los conjuntos de variables y
constantes, ni entre los simbolos de funcién y de predicado

= Simbolos auxiliares de puntuacién: paréntesis y comas
* Innecesarios si la aridad es parte del nombre del simbolo de predicado/fun-
cién
* Mejoran la legibilidad: P(a, f(x,g(b))) en lugar de P?af?xg'b
= El uso de los paréntesis se puede reducir al minimo mediante las convenciones
de precedencia:
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

 {V,3,—} tienen mayor precedencia que {A,V}
» {A,V} tienen mayor precedencia que {—, <>}

Expresiones

= Una expresiéon de un LPO es cualquier concatenacion finita de simbolos de su
alfabeto. Las expresiones relevantes son:

s Términos:
¢ Un simbolo de constante es un término.
¢ Un simbolo de variable es un término.

* Si f es un simbolo de funcién n-aria y #q,...7, son términos entonces
f(t1,...1,) es un término.

» Férmulas (Bien Formadas, FBF):

* Si P es un simbolo de predicado n-ario y #1,...#, son términos entonces
P(ty,...t,) es una férmula (dtomo o férmula atémica).

* Si F y G son férmulas entonces también lo son -F,F NG, FV G, F — Gy
F < G.

* Si F(x) es una férmula en la que x es una variable libre entonces VxF (x) y
dxF (x) son formulas.

= Ejemplos de términos:
* Constantes: a,b,c, 1,spot, john
* Funciones: f/1,g/3,h/2,+/3

* Variables: x,y,m
Correctas: spot, f(john), £(x),+(1,2,3),-+(x,y,m), A(F(h(1,2)),m)
Incorrectas: spot (x),+(1,2),g, f(f(h))

= Ejemplos de férmulas:

* Términos correctos...
* Predicados: dog/1,p/2,4/0,r/0,barks/1

Correctas:  q,q — rnbarks(x) — dog(x),p(x,y),3x(dog(x) N barks(x) A
~q),3y(dog(y) — barks(y)),dog(x),

Incorrectas: gV, dp
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Ejercicios I: Formalizacién

= Seleccionar los predicados, constantes y funciones necesarios para definir un
LPO en el que formalizar las siguientes oraciones:

Vicente es mejicano.

Mi casa es roja.

Luisa y Maria son brasilefias pero Vicente es mejicano.
Jorge adora a Juan.

Jorge adora a su hermano Juan.

Juan ama a Rosa pero ella no le corresponde.

Pedro sujeté a Juan y Maria le atizé.

Homero escribi6 la [liada y la Odisea.

e R R o A

Nieves se peina a si misma y también peina a Juan.

_
e

Titan es satélite de Saturno pero Europa no lo es.

= Seleccionar los predicados, constantes y funciones necesarios para definir un
LPO en el que formalizar las siguientes oraciones:

11. O Pedro o Maria (pero no ambos) son hermanos mios.

12. Si Col6n descubrié América, merece un lugar en la Historia.
13. El asesino de mi padre es Juan o Pedro, pero no Alberto.

14. Maria ama a mi padre mientras que Julia me ama a mi.

15. Cela lefa a Borges aunque éste lo detestaba publicamente.
16. Maria estd enamorada de alguien.

17. Hay al menos un nimero primo.

18. Algunas cantantes de Opera no estan gordas.

19. Cualquier crimen sera castigado.

20. No todos los crimenes merecen la pena capital.

= Seleccionar los predicados, constantes y funciones necesarios para definir un
LPO en el que formalizar las siguientes oraciones:

21. Las novelas de Cela me fascinan.

22. Hay profesores que no saben explicar.

23. Sélo los suecos entienden a Bergman.

24. Todo ciudadano tiene derecho a una vivienda.

25. Hay genios, pero no todos los poetas lo son.

26. No todos los satélites de Jupiter tienen atmosfera.

27. Todos los estudiantes de tercer curso ayudan a al menos uno de primero.
28. Los caballeros las prefieren rubias pero se casan con las morenas.

29. Nadie respeta a quien no se respeta a si mismo.
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30. Hay un pintor a quien todo el mundo admira.

Variables

= Ambito (alcance) de un cuantificador en una férmula:

* La subférmula inmediatamente a su derecha (puede ser necesario el uso de
paréntesis para indicar el alcance del cuantificador):

P(x,y) VO(x,y); A (P(x,y) VO(x,y));
VyaxP(x,y) vV O(x, y); VyAx(P(x,y) V O(x.y))
= Variables libres y ligadas en férmulas de un LPO. Una variable x:

* Se encuentra ligada en una férmula A cuando estd en el &mbito de un cuan-
tificador dx o Vx en A.

* Se encuentra libre en una férmula cuando no se encuentra ligada.

NOTA: Un mismo simbolo de variable puede estar libre y ligado en una misma
férmula.

= Formulas abiertas y cerradas en un LPO:
¢ Es abierta cuando contiene al menos una variable libre.

* Es cerrada cuando todas sus variables estin ligadas.

Ejercicios II: Ligadura de variables

= Sefialar las variables libres y ligadas en las siguientes formulas:

L 3x(P(x, f(y)) = FyQ(x,y))

P (x) — VyQ(x, f(y))
FTy(P(x,y) vV O(x,y)) AR(a,y)

FeIy((Px,y) V O(x,)) AR(x,y))

Vx(x =y — JzP(x,z2))

AvyP(x, f(x,y)) = IyQ(x,y)
Xx=y+z—x<y+z

Vx(x+0=x)

Vx(N(x) — N(s(x)))

Vx3y(P(g(x,a),y) vV O(x) VR(z,b)) ATzS(x,y,2)

D U o

_
e

Sustituciones

= Una sustitucion es una funcion finita de un conjunto de variables de un lenguaje
en el de términos. Se representa como {x;/11,x2/t2,...,X,/t,} donde xp,. .., x,
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son variables diferentes y 1, ...,#, son términos.
e Cada par x;/t; se denomina ligadura.

 Una sustitucién que no sustituye ninguna variable se llama sustitucién va-
cia (0)
= Dada una férmula A y una sustitucion o = {x; /t1,...,x,/t, }, se denomina apli-
cacion de @ a A (Ax) a la férmula obtenida reemplazando simultineamente cada
ocurrencia en A de x; por t;, para cada x; /1; € .

* o= {x/f(a),y/x,2/h(b,y),w/a}
* P(x,y,z)aa = P(f(a), f(a),h(b,f(a))) incorrecto
* P(x,y,z)a0 = P(f(a),x,h(b,y)) correcto

= Notacion: Siendo A una férmula y x una variable de un LPO:
* A(x) indica la aparicion de al menos una ocurrencia libre de x en A

» A{x/t} representa la férmula obtenida a partir de A sustituyendo todas las
apariciones de la variable libre x por el término ¢.

= Ejemplos:
A(x) - P(x, f(y)) = IyQ(x,y) A{x/a} : P(a, f(y)) = IvQ(a,y)
A(y) : F((Plx,y) v O(x,y)) AR(x,Y))

A{y/f(2)} : Ix((P(x.f(2)) V O(x,£(2))) AR(x,f(2)))

= Condiciones para la aplicacién de una sustitucién a una férmula A:

* Se aplica inica y exclusivamente sobre variables libres presentes en A. De
no haberlas, la sustitucién no tiene ningin efecto sobre la expresion inicial.

* Su aplicacién reemplaza todas y sélo las ocurrencias de la variable libre en

la férmula por el término. Errores comunes:
(Vx(P(x, f(y)) = FyQ(x,y))){y/a} : A (P(x, f(a)) = FyQ(x,y))
(Fx(Px, f(v)) = IyQ(x,y)){y/a} : (P (x, f(a)) = Qx,a))
(Ix(P(x, f(y)) A Q(x,¥))){y/a} - A (P(x, f(a)) = Q(x,y))

* Una sustitucién & no se puede aplicar a A si pasa lo siguiente:
(i) o contiene una ligadura x/t y ¢ contiene la variable y.
(i1) hay una ocurrencia de x en A que se puede reemplazar por ¢

(iii) dicha ocurrencia esta dentro del &mbito de un cuantificador sobre y.

Fy(VzP(x,2) AQ){x/f(y)} : Fy(VzP(f(y),2) AN Q(y))

Ejercicios III: Sustituciones

= Realizar las siguientes sustituciones:

L. (3x(P(x, f(y)) = IyQ(x,y)){y/g(2)}
2. (WxVy(P(x,y) — Q(x,y))){y/a}
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(Vx(¥yP(x,y) — O(x,y))){y/a}
(Fx(Vy(P(x,y) vV O(x,y)) AR(x,)){y/b}
(Fx(Vy(P(x,y) vV O(x,y)) AR(x,y)){x/b}
(Fxvy(P(x,y) vV Q(x,y)) AR(x,y)){x/a,y/b}
(Vx(P(x,y) = Q(x,))){y/f(x,a)}

(
(
(
(
(

® NN AW

VyP(x,y) — VxQ(x,y)){y/ f(x,a)}
x=y+z—=x<y+z){x/1,y/2}
x=y+z—=x<y+z){x/s(x)}
x=y+z—=x<y+z){x/s(y)}
Vx(x+0=x)){x/1}

N e N~ —

11.
12.

Composicion de Sustituciones

= Dadas dos sustituciones o = {x1/t1,...,.x,/tn} v B = {01/S1,--sYm/Sm}
su  composicion  af se  define  eliminando del  conjunto

{xi1/t1B,. ... xn/taB,y1/S1,- - Ym/Sm}
e las ligaduras x;/#;3 tales que x; =1;3 ,
* y las ligaduras y;/s; tales que y; € {xy,...,x,}
= Ejemplo:
e sia={x/3,y/f(x,1)} y B ={x/4} entonces
oaf ={x/3,y/f(4 1)}y Ba={x/4,y/f(x,1)}
= Propiedades de la composicion:
* (Fa)p =F(ap)
* (aB)y=a(By)
cal=Aa=q

* aff #pa

Ejercicios IV: Composiciones

= Realizar la composicion de las siguientes sustituciones:
1. {x/a,y/g(z),z/ f(x)} {x/b,z/y}

{x/b,z/y} {x/a,y/(2),2/f(x)}

{x/f(a,y),y/b} {x/a,y/c}

{x/a,y/c} {x/f(a,y),y/b}

{x/y,y/z.z/w} {x/a,y/b,z/c,w/d}

{x/a,y/b,zfc,w/d} {x/y,y/z,z/w}

{x/f(@),y/w} {z/a,w/f(v.2)}
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8.

{z/a,w/f(32)} {x/f(2),y/w}

Ejercicios V: Formalizacion de argumentos

= Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

1.

La Tierra orbita en torno al Sol. La Luna orbita en torno a la Tierra. Todo
cuerpo que orbita en torno al Sol es un planeta. Son satélites los cuerpos
que orbita en torno a planetas. Luego la Tierra es un planeta y la Luna un
satélite.

. Cero es un namero natural. El sucesor de un nimero natural es también un

nimero natural. Uno es sucesor de cero. Luego uno es un nimero natural.

. Cero es un nimero natural. El sucesor de un nimero natural es también

un numero natural. La suma de cualquier nimero natural y cero es igual a
ese mismo numero. La suma de un nimero y el sucesor de otro es igual al
sucesor de la suma del primero més el antecesor del segundo.

= Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

4.

Aquel que no existe no puede engafiarse. Yo me engaio. Luego yo existo.
(A. Deaio)

Solamente las personas bien educadas estdn suscritas al Times. Ningun
puercoespin sabe leer. Las personas bien educadas saben leer. Luego nin-
gln puercoespin estd suscrito al Times. (L. Carroll)

. Todos los filésofos se han preguntado qué es la Filosofia. Todos los que

se han preguntado qué es la Filosofia han dado en la locura. Nietzsche es
un filésofo. El Padre Ceballos no acabd loco. Luego Nietzsche y el Padre
Ceballos no son la misma persona. (A. Deafo)

= Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

7.

10.

11.

Todos los libros de texto son tediosos Algunos libros de texto estan llenos
de ejercicios. Luego algunos libros llenos de ejercicios son tediosos

. Todos los politicos tienen algo que ocultar Algunos politicos salen en tele-

vision. Luego hay quienes tienen algo que ocultar y salen en television

. Todos los chimpancés son primates Sara es un chimpancé. Luego Sara es

un primate
Algunos primates no son chimpancés Algunos chimpancés saben hablar.
Luego algunos primates no saben hablar

Ningtn individuo que no sea chimpancé es un primate Ninguno que no sea
primate es inteligente Sara no es un chimpancé. Luego Sara no es inteli-
gente

= Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

12.

Hay individuos inteligentes o que saben hablar. Juan no sabe hablar. Luego
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Juan no es inteligente.

13. Todo elemento quimico es oxidante o reductor. El carbono es un elemento
quimico no oxidante. Luego el carbono es reductor.

14. No todos los seres humanos saben hablar o son inteligentes. Sara es un ser
humano pero no sabe hablar. En consecuencia, Sara es inteligente.

15. Todos los chimpancés saben hablar. Algunos primates no saben hablar. Al-
gunos primates son humanos. Por tanto, algunos seres humanos son chim-
pancés y saben hablar.

= Definir LPOs en los que formalizar los siguientes argumentos:

16. Todos los chimpancés son primates. Algunos seres humanos son inteligen-
tes. Algunos primates son seres humanos. Juan es un chimpancé y Sara es
un ser humano que sabe hablar. Asi pues , Juan es un primate y Sara es
inteligente.

17. Todos los rinocerontes tienen un cuerno. Todos y s6lo los rinocerontes son
dignos de ser cazados. Luego todos los animales dignos de ser cazados
tienen un cuerno.

18. Todas las selvas tropicales tienen color verde. Nada que tenga color verde
esta seco. Por tanto, ninguna selva tropical esta seca.

19. Ningun fotdgrafo es pintor. Todo aquel que no es fotégrafo es buen dibu-
jante. Asi pues, todos los pintores son buenos dibujantes.

3.1.2. Semantica de la légica de primer orden

= Dado un LPO, definir de modo preciso el significado de sus férmulas.
= Conceptos semanticos empleados en semdantica formal:
* Dominio de interpretacion D: conjunto no vacio de objetos
o Relaciones n-arias: subconjuntos de Dominio”

o Funciones n-arias: n-tuplas de obj. del dominio — obj. del dominio

* Funcién de interpretacion i():

o Férmulas — {V,F}

o Términos — objetos del dominio

o Predicados y funciones — relaciones y funciones en obj. del dominio
* Interpretacion I: (D,i())

o Un dominio no vacio de individuos, D

o Una funcién i() de individuos de D, funciones y relaciones sobre D a
todas las constantes, funciones y predicados del LPO.
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Dominios interpretacion

= Las expresiones de un lenguaje sé6lo significan algo cuando se refieren o hablan
de algo. Esto es el dominio o universo de discurso.

= Punto de partida: eleccién de un dominio no vacio de interpretacion:
* D={Sol,Tierra,Luna}; D ={1,2,3,4,5,...};D={4,0,0}
= A continuacién, se define la funcién de interpretacion para el lenguaje L:
* Paratoda constante a € L: i(a) =d,d € D
o Todo individuo de D debe tener un nombre (distinto) en L

o Si L no tuviera suficientes constantes, se amplia con las constantes
necesarias y se denomina L(D)

e Para toda funcién n-aria f € L: i(f) = fp

o fp:{dy,...,dn) —d (aplicacion de D" en D)
* Para todo predicado n-ario P € L: i(P) = Pp
o Pp:{dy,...,dn) —{V,F} (aplicacion de D" en {V,F})

Interpretacion de Formulas

= Dada una interpretacién I = (D, i()) para un lenguaje de primer orden L:

* Asignar significado a las férmulas de L implica:
o Asignar significado a las férmulas atomicas
o Asignar significado al resto de férmulas mediante induccién

* Asignacion de valor de verdad a las férmulas atomicas de L:

i(P(t1,...,t,)) =V /F sii Pp(i(t1),...,i(ty)) =V /F
o Cada interpretacion concreta asignard un y solo un valor de verdad a
cada férmula atomica de L. Dos interpretaciones sobre un mismo do-

minio y para un mismo lenguaje difieren entre si en el valor de verdad
que asignan.

o En el caso del predicado =, su seméntica es fija, sin variacién entre
interpretaciones:
i(t1 =12) =V /F sii i(t;) es idéntico a / no es idéntico a i(t,)

= Asignacién de valor de verdad a férmulas:
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

i(—A) =V siii(A) =F

(AANB)=V  siii(A)=i(B)=V

i(AVB)=F  siii(A)=i(B)=F

i(A—B)=F siii(A)=Vyi(B)=F

i(A+~>B)=V siii(A)=i(B)

i(IxA) =V sii i(Ax/a) =V para al menos una constante a de L(D)
i(VxA) =V sii i(Ax/a) =V para toda constante a de L(D)

Ejemplo Interpretacion I

Ejemplo I: Vx(M(a,x) AP(x)) — =3y0(y)

= Construimos una interpretacion sobre el dominio de los nimeros naturales:
D={0,1,2,3,4,...}
= El lenguaje de la férmula sélo tiene un simbolo de constante (a), por lo que
ampliamos el conjunto de constantes y definimos L(D):
Ctes. ={a,ay,az,a3,a4,...}
= La funcién de interpretacion i podria ser:
e i(a)=0,i(a1) = l,i(ay) =2,i(az) =3,...
* Pp(x): x es par; Op(x): x es impar; Mp(x,y): x <y

Bajo esta interpretacion: i(Vx(M(a,x) AP(x)) — —3yQ(y)) =V
» i(Vx(M(a,x) AP(x))) = F porque:
* i((M(a,x) \P(x)){x/a}) = i(M(a,a) \P(a)) =
Mp(i(a),i(a)) A Pp(i(a)) = Mp(0,0) APp(0) = F
= i(=3yQ(y)) = F porque:
* i(IyQ(y)) =V porque:
o i(Qy{y/a1}) =i(Q(a1)) = Op(i(a1)) = Op(1) =V

Ejemplo Interpretacion I1

Ejemplo II: Vx(M(a,x) AP(x)) — =3yQ(y)

= Construimos una interpretacion sobre un dominio finito:
D={0,0, ¢}

= El lenguaje de la férmula sélo tiene un simbolo de constante (a), por lo que
ampliamos el conjunto de constantes y definimos L(D):
Ctes. = {a,b,c}
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= [a funcion de interpretacion i podria ser:

+ i) = O, i(b) =1, i(c) =4

Pp Op Mp

Olv O|v Olv]|v]v
0|V ] F ] F|F |V
¢ |V ¢ |V ¢ V|F|F

Bajo esta interpretacion:
i(Vx(M(a,x) AP(x)) = =3y0(y)) = F

» {(Vx(M(a,x) AP(x))) =V porque:
L. i((M(a,x) \P(x)){x/a}) = Mp(i(a),i(a)) A Pp(i(a)) =
Mp(O,O0) NP (O) =V

» i(—3yQ(y)) = F porque:
* i(3y0(y)) =V porque:
o i((Q(y){y/a}) = i(Q(a)) = Op(i(a)) = Op(O) =V

Ejercicio

Ejercicio: Aritmética de Peano

1. Dadas las féormulas:
{N(a),Vx(N(x) = N(s(x))),Vx(N(x) = x+a=x),

VaVy(N(x) AN(y) = x+s(y) = s(x+y)}
interpretarlas en el dominio de los nimeros naturales (con el 0), siendo N(_) la

propiedad de ser un nimero natural, = (_,_) la relacién de identidad y s(_) y
+(_,_) las funciones sucesor y suma, respectivamente.
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

3.1.3. Satisfabilidad

Formulas Abiertas

= Hemos visto como establecer claramente el significado de una férmula cuando
ésta es cerrada, pero ;cOmo interpretar una férmula abierta?

= Ejemplos de férmulas abiertas:
1. Alguien es el rey de Canada: R(x,a)
2. Algo es igual a dos: x =2
3. Alguien va a morir: M(x)
= ;Que significado tienen estas férmulas abiertas?

1. R(x,a) es falsa pues ninguna sustitucion de x produce una afirmacion ver-
dadera: ninguna persona es rey de Canada.

2. x =2 es una férmula que puede ser verdadera si sustituimos x por el
nimero 2, mientras que sera falsa si elegimos otro nimero.

3. M(x) es una férmula que siempre es verdadera para cualquier nombre de
persona que sustituya a x.

= Sea A una féormula abierta de L (LPO):
* A es satisfacible cuando puede ser verdadera:

o Hay wuna interpretacion (D,i()) y una sustitucibn 6 =
{x1/c1,...,xn/cn} de todas sus variables libres por constantes
de L(D) que la hacen verdadera

(existe una (D,i()) y una 0 tal que i(A0) =V)
* A es verdadera en una interpretacion (D, i()) cuando:
o Toda sustitucién 6 de sus variables libres por constantes de L(D) la

hacen verdadera (i(A@) =V paratoda 6 )
A es valida cuando es verdadera en toda interpretacion
o i(A@) =V paratoda (D,i()) y toda 6

Formulas Cerradas

» Dada una férmula abierta A(x,...,x,), definimos:
* Cierre existencial de A(xy,...,x,): dx1,...,x,A
e Cierre universal de A(xy,...,x,): VX1, XpA

Relaciones semdnticas entre férmulas abiertas y cerradas:

= A(xp,...,x,) es satisfacible sii dx1,...,x,A es satisfacible.
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= A(xp,...,x,) es insatisfacible sii 3x1,...,x,A es insatisfacible.
» A(xy,...,x,)es verdaderaen/sii  Vxjp,...,x,A es verdadera en /.
» A(xy,...,x,) es vdlida sii Vxi,...,X,A es valida.

= Satisfabilidad de una férmula:
* Una interpretacion (D, i()) satisface una férmula A sii i(A) =V
 Una férmula A es satisfacible sii existe al menos una interpretacion (D, i())
talque i(A) =V
 Una férmula A es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacion (D, i())
tal que i(A) =V

= Extensién a conjuntos de férmulas {A1,...,A,}:
* Una interpretacion (D,i()) satisface {Ay,...,A,} sii i(A;) =V para todo
i:1<i<n
» {Ay,...,A,} es satisfacible sii existe al menos una interpretacién (D, i())
tal que i(A;) =V paratodoi: 1 <i<n
» {Ay,...,A,} es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacién (D, i())

tal que i(A;) =V paraalgini: 1 <i<n
= Una férmula A es valida sii i(A) = V para toda interpretacién (D, i())

Modelos vs. Contramodelos

= Modelo: una interpretacion / es modelo de una féormula A sii
* i(A) =V cuando A es una férmula cerrada

* i(AQ) =V para toda sustitucién 0 de todas sus variables libres, cuando A
es una férmula abierta

= Contramodelo: una interpretacion / es contramodelo de A sii
* i(A) = F cuando A es una férmula cerrada

* i(AOQ) = F para alguna sustitucién 6 de todas sus variables libres, cuando
A es una férmula abierta

3.1.4. Teoria interpretativa de la 16gica de primer orden.

Validez y Consecuencia Logica

= Validez logica
* Una férmula A € L es valida (I6gicamente valida) sii
es verdadera en toda interpretacion: F A
= Consecuencia logica
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

 Dado un conjunto de férmulas I' = {Ay,...,A,} (A; € L) y una férmula
B € L, B es consecuencia légica de I" (I' F B) sii:

o Todo modelo de I" es también modelo de B
(toda interpretacion que haga verdad a I" también hace verdad a B)

o No existe ninguna interpretacion que haga verdad a I' y que no haga
verdad a B

Ejemplo Validez I

Ejemplo Validez I: F JxVyP(x,y) — Vy3dxP(x,y)

Considerando D = {1,2}, L(D) = {P/2} U{a,b}

La férmula es valida.

= No hay forma de encontar contramodelos. Justificacion:
i(3xVyP(x,y) — Vy3xP(x,y)) = F sii i(IxVyP(x, y)) V sii
. i(¥yP(a,y)) = V sii i(P(a,a)) =V y i(P < b)) =
* obien i(VYyP(b,y)) =V siii(P(b,a)) =V y i(P(b, ))
2. y i(Vy3xP(x,y)) = F sii
* i(IxP(x,a)) = F siii(P(a,a)) = F y i(P(b,a)) =F
* o bien i(3xP(x,b)) = F sii i(P(a,b)) = F y i(P(b,b)) = F
» La imposibilidad de encontrar contramodelos NO es exclusiva de esta interpre-
tacion. Verificar el antecedente es incompatible con hacer falso el consecuente.

Ejemplo Validez 11

Ejemplo Validez II: F Vy3axP(x,y) — JxVyP(x,y)

Considerando D = {1,2}, L(D) = {P/2} U{a,b}

La férmula NO es valida.

= Porque la siguiente interpretacion es un contramodelo:
*i(a)=1
e i(b) =
 Pp(1,1)=V,Pp(1,2)=F,Pp(2,1)=F, Pp(2,2) =V
= Justificacion:
i(Yy3xP(x,y)) =V porque:
a) i(P(a,a)) = V porque Pp(ila),i(a)) = Po(1,1) =V
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b) y i(P(b,b)) =V porque Pp(i(b),i(b)) = Pp(2,2) =V
2. i(3xVyP(x,y)) = F porque:

a) i(P(a,b)) = F porque Pp(i(a),i(b)) = Pp(1,2) =F

b) y i(P(b,a)) = F porque Pp(i(b),i(a)) = Pp(2,1)=F

Ejemplo Consecuencia Iy 11

Ejemplo Consecuencia Légica I

= Sea el argumento: Hay individuos inteligentes o que saben hablar. Juan no sabe
hablar. Luego Juan no es inteligente.

» Y su formalizacién: {3x(I(x) V H(x)),—~H(a)} F —I(a)
= Para determinar la correccion de este argumento (si hay consecuencia légica)

por medios semdnticos, intentamos encontrar un contramodelo, es decir una in-
terpretacion que:

1. Verifique las premisas: i(Ix(I(x) VH(x))) =V yi(—H(a)) =V
2. Haga falsa la pretendida conclusion: i(—I(a)) = F
= Elijamos para ello un dominio de interpretacion, p. ej., D = {Juan, Pedro}

= Ampliemos el lenguaje de formalizacién con una nueva constante: b

= La interpretacion:
1. i(a) = Juan, i(b) = Pedro
2. Ip(Juan) =V, Ip(Pedro) =V, Hp(Juan) = F, Hp(Pedro) =V
= Verifica las premisas 1 y 2 y hace falsa la conclusién 3:
1. i(3x(I(x) VH(x))) =V sii i(I(x) VH(x)){x/c})=V
para alguna constante ¢ de L.
Sea a esa constante: i(I(a) V H(a)) =V sii

la i(I(a)) =V sii: i(I(a)) =V,i(a) =Juany Ip(Juan) =V
1.b obieni(H(a))=V ..
2. yi(—H(a))) =Vsiii(H(a)) = F sii: i(a) = Juan'y Hp(Juan) = F
3. yi(—I(a)) =Fsiii(I(a)) =V sii: i(a) = Juan y Ip(Juan) =V

= ... es un contramodelo, luego el argumento NO es correcto.
Ejemplo Consecuencia Logica I1

= Sea el argumento: Todo elemento quimico es oxidante o reductor. El carbono es
un elemento quimico no oxidante. Luego el carbono es reductor.

= Y su formalizacién: {Vx(E(x) — O(x) VR(x)),E(a) N\—=O(a)} F R(a)
= Para determinar la correccion de este argumento por medios semanticos, trate-
mos de encontrar un contramodelo que:
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3.1. Sintaxis, semantica y teoria interpretativa.

1. Verifique las premisas:
i(Vx(E(x) > O(x) VR(x))) =V yi(E(a) N\=O(a)) =V
2. Haga falsa la pretendida conclusién: i(R(a)) = F

Elijamos para ello un dominio de interpretacion, p. ej., D = {carbono, oxigeno}

Ampliemos el lenguaje de formalizacidon con una nueva constante: b

La interpretacion:
1. i(a) = carbono, i(b) = oxigeno
2. Ep(carbono) = Ep(oxigeno) = V,0p(carbono) = F, Op(oxigeno) =
V,Rp(carbono) = Rp(oxigeno) = F

No puede verificar las premisas y hacer falsa la conclusion:
1. i(Vx(E(x) = O(x) VR(x))) =V sii
a) i(E(a) - O(a)VR(a)) =V sii i(E(a)) =Fo0i(O(a)VR(a))=V
b) i(E(b) — O(b)VR(b)) =V sii i(E(b)) =F 0i(O(b)VR(b))=V
2. i(E(a) N\=0(a)) =V sii
a) i(E(a))=Vyi(O(a))=F por 1.1 R(a) =V
3. i(R(a))=F por 1.1y 2.1 contradiccion.
= ... lo que impide crear el contramodelo no depende de /.

Como no existe contramodelo, el argumento es correcto.

Ejercicios Validez Argumentos

= Determina por medios semanticos la validez de los siguientes argumentos:
1. 0>1.1> 2. Larelacion ¢ >’ es transitiva. Por tanto, 0 > 2.

2. Robin Hood es generoso. Todos los ladrones son generosos. Por tanto, Ro-
bin Hood es un ladrén.

3. Siempre que Pedro discute con Maria, ésta se enfada con su padre. Una
persona que se enfade con otra no la invita a su boda. Luego, si Pedro
discute con Maria, ésta no invitard a su padre a su boda.

4. Todos los ladrones son generosos. Solo los ricos son generosos. Robin
Hood es un ladrén. Por tanto, Robin Hood es rico.

5. Juan Carlos ama a Soffa. Quienes trabajan con Juan Carlos no conocen a
fondo a Sofia. Si se ama a alguien, se le conoce a fondo. Sabino trabaja con
Juan Carlos. Por tanto, Sabino no ama a Sofia.

= Determina por medios semdnticos la validez de los siguientes argumentos:
6. Hay un ladrén generoso. Por tanto, hay un ladrén y hay alguien generoso.
7. Hay un ladrén y hay alguien generoso. Por tanto, hay un ladrén generoso.

8. Todo elemento pesado es metdlico. Por tanto, ninglin no metal es un ele-
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3.2.

3.2.1.

mento pesado.

9. No es cierto que todo sea blanco o negro. Por tanto, hay algo que no es ni
blanco ni negro.

Teorema de la demostracion y deduccion natural.

Decibilidad de la légica de Primer Orden.

Entscheidungsproblem: Denominacién original del problema planteado por Hil-
bert, que consiste en determinar si un argumento dado es correcto o no para la
Légica de Primer Orden.

Problema de la parada: saber si dada una tarea (descripcién de sus instrucciones)
y un input para la misma es posible determinar de manera efectiva si dicha tarea
finalizaria arrojando un output, no importa cudl.

Teorema (Church y Turing 1936)

La Légica de Primer Orden con identidad no es de-
cidible.

Demostracion: Determinar el problema de parada se reduce a demostrar en LPO
la férmula que expresa la existencia de un output a partir de la aplicacién de una
serie de instrucciones previamente fijadas. U

Es decir, NO es posible decidir, para un conjunto cualquiera de férmulas I" de un
LPO,siI'FAobien '/ A.

Ejemplo:
* Seal'={P(a),¥x( P(x) = P(f(x)) )},
« TF P(a),T+ P(£(a)),TF P(£(f(a))).TF P(F(F(£(@)))), ..
* (LEP(f(B)?0 (T P(f(b))?
Estrategias:
1. Extender la deduccion Natural de la 16gica proposicional.
2. Utilizar el método de resolucion de Robinson (1965).
* A partir de férmulas simplificadas (Forma Normal de Skolem).
* Resolver usando el unificador de méxima generalidad (UMG).

* Elegir una estrategia de resolucién computacionalmente eficiente.
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3.2. Teorema de la demostracién y deduccién natural.

3.2.2. Deduccion Natural

= Aligual que en Légica Proposicional podemos aplicar Deduccién Natural inclu-
yendo 4 nuevas reglas de inferencia.

= Hay férmulas de LPO que podemos demostrar sin afiadir nuevas reglas:

T[3xP(x) — VyO(y),VyQ(y) — VzR(z)] F IxP(x) — VzR(z)

= En general las nuevas reglas son necesarias para:

e “abrir” las formulas cuantificadas (eliminar cuantificadores).
* aplicar las reglas de inferencia proposicionales.

e “cerrar” las férmulas resultantes (introducir cuantificadores).

Deducciéon Natural: Reglas de inferencia

Existencial
Introduccion de 3

F(a) TIP(a) v Q(a)] - 3x(P(x) v Q(X))
— 1. P(a) v Q(a) premisa
AxF(x) 2. Ix(P(x) v Q(x)) I 1

Eliminacion de 3

L(x) T[EX(P(x) A Q(x))] - 3IxP(x)
* 1. Ix(P(x) A QX)) premisa
F(a*) 2. P(a*) A Q(a*) E, 1
A 3. P(a*) Enr 2
CONDICION: a*' ha de ser 4. 3xP(x) 1.3
un nombre temporal nuevo : 3

en la demostracion
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Universal
Eliminacion de V
VxF(x) TIVXP(x)] + P(f(b))
— 1. VxP(x) Premisa
F(t) 2.P(f(b)) Ey 1
Introduccion de V
CONDICIONES: o TIVXP(x)] - Vx(P(x) v Q(x))
F(X) a Z:{I :;faes ni una premisa ni un 1. VxP(x) premisa
Q F(x) no incluye nombres temporales | 2. P(x) Ey1
VxF(x) QO X no aparece libre en ninguna 3.P(x) v Q(x) Iv 2
'z;z’:;f:dgl SUPL/est previo ho 4 VX(P(X) v Q(X)) Iv 3

Ejemplos: Deduccion Natural

» T[Ix(P(x) AQ(x))] F 3xP(x) A 3xQ(x)

1. EIx(P(x) AQ(x))  premisa
P(ax) AQ(ax)  E5(1)

3. P(a*) En(2)

4. 3xP(x) 5(3)

5. Q(ax) En(2)

6. 3xQ(x) 5(5)

7. IxP(x) AIxQ(x)  Ir(4,6)
= Se introduce ax como una constante nueva, sélo vigente mientras llegamos a
deducir la férmulas que nos interesan, que son JxP(x) y IxQ(x)

Deduccion Natural: Ejemplo (Incorrecto)

n T[3xP(x) A xQ(x)] F Ix(P(x) AQ(x))
1. Ix(P(x) A3xQ(x) premisa

2. AxP(x) EA(1)
3. P(ax) E5(2)
4. IxQ(x) En(1)
5. Q(ax) E5(4)

6. P(ax) A Q(ax) I7(3,5)

7. A(xP(x) AxQ(x))  I5(6)
= Al usar otra vez ax damos a entender que el elemento que cumple Q es el mismo
que cumple P, y no tiene por qué ser asi.
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3.3. Tema 3.3:

Deducciéon Natural: Ejemplo

= T[Vx(P(x) = Q(x)), Vx(Q(x) = R(x))] - Vx(P(x) = R(x))
x) —

1. Vx(P(x) = Q(x)) premisa
2.Vx(Q(x) — R(x)) premisa
3P0 B(l)

4. Q(x) — R(x) Ey(2)

5. P(x) supuesto
6 oW E.(,5)
7 R(x) E_.(4,6)
8. P(x) — R(x) 1.(5,7)

9.Vx(P(x) = R(x)) Iy(8)
Deduccion Natural: Ejemplo (Incorrecto)

= T[Vx3yM(y,x)] - 3yvxM (y,x)

» T[IxP(x)] F VxP(x)
1. Vx3yM(y,x) premisa

1. 3xP(x) premisa 2. IyM(y,x) Ey(1)
2. P(ax)  Ey(1) 3. M(ax,x) E5(2)
3.VxP(x) Iy(2) 4.VxM(ax,x)  Iy(3)

5. VM (v, x)  I5(4)

= No se puede generalizar una formula que tiene constantes temporales.

3.3. Simplificaciéon de formulas.

3.3.1. Objetivo.

= Queremos simplificar las férmulas mediante transformaciones de una férmula F
a otra F’ (preservando ciertas propiedades):

e La satisfabilidad: Existe un modelo I de F sii existe un modelo I’ (proba-
blemente no el mismo) de F’

SAT(3x p(x)) sii SAT(p(a))
* La semadntica: Para toda interpretacion I, I es un modelo de F sii es un
modelo de F’

Vx p(x) es semanticamente equivalente a =3x —p(x)

= Ejemplo: De LPO a Forma Normal de Skolem (FNS) a Forma Clausular:
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Férmulaen LPO  Jy(Vx(p(x, f(¥)) — q(z)) A—=3w p(g(w),y))

! 3

Férmula en FNS VaVw(—p(x, (b)) V g(a) N—p(g(w),b))
\ 3

Forma Clausular {=p(x,f(D))Vq(a), 7p(g(w),b)}

= Preserva la satisfabilidad pero NO preserva todos los modelos (la seméntica): el
resultado no es equivalente a la férmula original.

3.3.2. Forma Normal de Skolem

= Procedimiento para obtener la Forma Normal de Skolem (FNS) de una férmula
A:
1. Obtener la forma Prenex: Todos los cuantificadores a la cabeza de la for-
mula. La forma Prenex(A) siempre existe, aunque puede no ser Unica.

2. Realizar el cierre existencial: Se quitan las variables libres. Una férmula
A(x) es satisfacible sii Ix A(x) es satisfacible.

3. Obtener la forma normal conjuntiva: Conjuncién de disyunciones. La
forma normal conjuntiva de A siempre existe.

4. Eliminar los cuantificadores existenciales: Dejar solo los cuantificadores
universales. El resultado es la FNS.

Una férmula A es satisfacible sii FNS(A) es satisfacible.

1. Forma Prenex

= Poner cuantificadores a la cabeza de la férmula usando:
* Cambio de nombre de variables ligadas:
VxA(x) <> VyA(x/y) IA(x) < TyA(x/y)
... si y no estd libre en A

¢ Interdefinicion de cuantificadores:

VxA(x) < Ix—A(x) —3xA(x) < Vx—A(x)

* Distribucion de conectivas respecto a cuantificadores:
VXANC < Vx(AAC) (VxA = C) < Ix(A—C)
WANC < I(ANC) (IxXA = C) < Vx(A—=C)
VXAVC + Vx(AVC) (A= VxC) < Vx(A—=C)
WAVC < I(AVC) (A—3]xC) < I(A—-C)

... 81 X no esta libre en la otra subférmula

VXA AVXC < Vx(ANC) (IxAV 3IxC) + Ix(AVC)
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3.3. Tema 3.3:

2. Cierre existencial

= Las variables libres de la férmula se ligan existencialmente poniendo el cuanti-
ficador correspondiente en cabeza de la férmula.

= Ejemplo:
Vy3z(P(x) A Q(y) = r(f(2),x))
1
AvyFz(P(x) AQ(y) = r(f(2),%))

3. Forma normal conjuntiva

» Transformar en conjuncién de disyunciones usando:

* Interdefinicion:

(A—B) & (-AVB)

(A<B) <> (A= B)A(B—B)
* Leyes de De Morgan

—(AAB) <> “AV-B

~(AVB) < ~AA-B
* Distribucién de V y A

AN(BVC) <+ (AAB)V(ANC)

AV (BAC) < (AVB)A(AVC)

4. Eliminacion de cuantificadores existenciales

= Se elimina el cuantificador existencial sustituyendo la variable que ligaba por
una funcién de Skolem o constante de Skolem.

= La funcién de Skolem serd una funcién nueva en la férmula, aplicada a todas la
variables cuantificadas universalmente que aparecen antes que el cuantificador
existencial a eliminar. Si no hay tales variables se utilizard una constante nueva
en la férmula para hacer la sustitucion.

= Ejemplos:
* Vx3y(p(x) = —g(y)) se transforma en Vx(p(x) = —q(f(x))
o xVz(q(x,z) Vr(a,x)) se transforma en Vz(g(b,z) V r(a,b))

o IxVy3z(p(x) Ag(y) — r(f(z),x)) se transforma en
vy(p(a) Aq(y) — r(f(g(y),a))
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3.3.3. Forma Clausular

= Una cldusula es una disyuncidn de literales.

= Laforma clausular es la conjuncién de las cldusulas, cuyas variables estan todas
ellas ligadas universalmente.

= Ejemplo:
A Vxvw(=p(x, f(b)) Vq(a) N—p(g(w),b)e)
i
FC(A) : {~p(x, £(8)) V q(a), ~p(g(w).b)}

Teorema Una formula F es satisfacible sii FC(F) es satis-
facible

Forma Clausular: De una deduccion

= Una deduccion T'[Py, P, ..., P, F C es correcta sii
PiAPy A --- A—C es insatisfacible
= Por lo tanto dada una deduccién TPy, P, ...,P,] F C:
e Obtener la forma clausular de cada P, i <i <n.
* Obtener la forma clausular de —C.
* Realizar la unién de todos los conjuntos de cldusulas.

* Comprobar la satisfacibilidad (p.ej. mediante el método de resolucién de
Robinson).

Objetivo Una deduccién T[Py, P, ..., P,| - C es correcta
sii

{P,P,...,—C} es insatisfacible

3.4. Método de resolucion de Robinson.

3.4.1. Introduccion

= Una férmula A es insatisfacible sii no existe ninguna interpretacién / tal que
I(A) =V (sii todas las interpretaciones la evalian como falsa)

* Si A es una férmula proposicional el nimero de interpretaciones a analizar
es finito: 2", siendo n el nimero de proposiciones diferentes que la integran.
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3.4. Método de resolucién de Robinson.

* Si A es una férmula de primer orden el nimero de interpretaciones a anali-
zar seria infinito y no numerable.

= Solucidn: Las interpretaciones de Herbrand:
* Cuyo nimero sea menor (finito o infinito numerable como mucho).

* Cuyo andlisis fuese suficiente para determinar la insatisfaciblidad de A (si
A es insatisfacible para esas interpretaciones también lo es para cualquier
otra).

3.4.2. Interpretaciones de Herbrand

Universo de Herbrand

= El dominio de la interpretacion de un férmula A en las interpretaciones de Her-
brand, es H, el Universo de Herbrand de A.

= Se define de manera recursiva a partir de las constantes y funciones de A, aplica-
das de todas las formas posibles.

» Sea C el conjunto de constantes de A.

* Sea F el conjunto de funciones de A.
Hy=CsiC#0 0 Hy={a}siC=0
Hi={f(n,....,tn)/1j € (Hi-1U---UHy), f/n € F}

H=HyUH|U---UH;U...

Ejemplos: Universos de Herbrand

= A={P(x),0(»)} C=0 F=0
H():{Cl}
H=H=---=0
H={a}

" A:{P(a)7Q(y)\/_'R(b>f(x))} C:{avb} F:{f/l}
H():{a,b}

Hi ={f(a),f(b)}
H, = {f(a)7f(f(a))>f(b)7f(f(b))}

H={a,b,f(a),f(b),f(f(a)),f(f(B)),...} =
={a,b, f"(a), f"(b),Vn > 1}
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Base de Herbrand

» Atomo basico: Se obtiene aplicando un simbolo de predicado de la férmula a
términos de su universo de Herbrand.

= Base de Herbrand (BH) de una férmula A: Conjunto de todos los 4tomos basi-
cosde A.

= Contiene todos los predicados de A aplicados a todos los términos de H de todas
las formas posibles.

* Sea P el conjunto de predicado de A
BH = {P(t,...,t,)/tj € H,P/n € P}

= A={P(x),0(y)} H ={a}
BH = {P(a),0(a)}

= A={P(a),0(y)V—R(D,f(x))} H ={a,b,f(a),f(b),.--}

P(b),P(f(D)),....P(f"(D)),...,
0(a),0(f(a)),-..,0(f"(a)),- -,
0(b),0(f(D)),-..,Q(f"(D)),- -,
R(a,a),R(a,b),...,R(a, f"(a)),...,
R(b,a),....R(f"(b), f"(a)),...} =

={P(),0(t),R(t,t'), Vt,t' € H}

Definicion

= Finalmente, una interpretaciéon de Herbrand (IH) de una férmula A es un inter-
pretacién sobre H tal que:!

* Cada constante a € C se asocia consigo misma: /H(a) = a
* Cada simbolo de funcién f/n € F se asocia con la funcién fy /n
o fy:H'"=H
o IH(f(t1,t2,...,ty)) = fu(IH(t1),IH(t2),..., IH(t,)) =
fu(ti,t, ... ty) =t
» Cada simbolo de predicado P/n € P se asocia con el predicado Py /n
o Py:H"={V,F}
o IH(P(t1,...,ty)) =Py(IH(ty),...,IH(t,)) =
Py(t,t2,...,t,) =V (0 F)

e Cada atomo basico de BH tiene un valor de verdad.

"Notacién: C es el conjunto de constantes, F el conjunto de simbolos de funcién y
P el conjunto de simbolos de predicado del LPO de A
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3.4. Método de resolucién de Robinson.

Ejemplos: Interpretaciones de Herbrand

» Una interpretacion Herbrand se puede representar como el conjunto de los 4to-
mos basicos de la Base de Herbrand, afirmados si se interpretan como verdaderos
y negados si se interpretan como falsos

= A={P(x),0(»)} BH = {P(a),Q(a)}

IH; ={P(a),0(a)} IH,(P(a))=V, IH(Q(a))=V

IH, = {P(a),~Q(a)} IHy(P(a))=V, IHy(Q(a))=F

IH3 = {-P(a),Q(a)} IH3(P(a))=F, IH,(Q(a))=F

IHy = {~P(a),~Q(a)} IH4(P(a))=F, IH4(Q(a))=F
Satisfabilidad

Una férmula A es insatisfacible sii
A es falsa para todas sus interpretaciones Herbrand (IH;)
= Por lo tanto, para estudiar la insatisfacibilidad de una férmula basta con estudiar
las interpretaciones Herbrand de su forma clausular:
* Si alguna IH; evalia A como verdadera entonces A es satisfacible.
* Sininguna IH; evalia A como verdadera entonces es insatisfacible.
= Ejemplo: A = {P(x),0(y)}
* IH; ={P(a),Q(a)}
es un modelo de A (hace verdad todas las instancias).
* [Hy = {P(a),~Q(a)},IH3 = {~P(a),0(a)},IHs = {~P(a),~Q(a)},

son contramodelos de A (falsifican una o las dos instancias).

3.4.3. Teorema de Herbrand

= Cualquier interpretacion de Herbrand que evalde una férmula A como verdadera,
debe hacer verdad a todas y cada una de las instancias basicas de la féormula.

Teorema de Herbrand

Un conjunto de cldusulas C es insatisfacible sii existe un conjunto finito
de instancias basicas de cldusulas de C que es insatisfacible.

= El teorema sugiere que dado un conjunto de cldusulas C insatisfacible, mediante
un procedimiento mecédnico generar incrementalmente conjuntos de instancias

basicas S1,52,...,5,,... de cldusulas de C y analizar de forma sucesiva la insa-
tisfacibilidad de S1,92,...,Sy,..., se podria detectar un k tal que S es insatisfa-
cible.
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* Pej., método de Resolucion de Robinson (1965).

3.4.4. Meétodo de Resolucion de Robinson

Idea general: Plantear un método de obtencion de nuevas instancias deducidas
del conjunto original, de forma que si llega a deducirse un literal y su negacién
puede concluirse que el conjunto original es insatisfacible.

Estd basado en la regla de resolucién basica: De dos instancias bésicas LV C1
y =LV C2 (L es un literal) puede deducirse una nueva instancia basica C1V C2,
llamada resolvente:

LvcCl -LvC2

~
Clvc2

La aplicacion sucesiva de la regla de resolucidon permite obtener una contradic-
cioén cuando el conjunto original es insatisfacible.

La contradiccién se obtiene cuando se deducen dos instancias basicas (literales
aislados) L y —L. La aplicacién de la regla sobre L y —L genera [|, llamada
clausula vacia.

Para asegurarnos deducir la cldusula vacia hay que tener en cuenta la idempo-
tenciaLVL =L

LvL -Lv =L L -L
\L L/ = \D/
V=

o aplicar la regla de resolucion basica extendida, que de dos instancias LV - -V
LVCly—-LV---V-LVCI deduce C1VC2.

Algoritmo

Dado un conjunto C de instancias bésicas:

1. Generar el conjunto R de todos los resolventes que pueden obtenerse apli-
cando la regla de resolucion entre instancias del conjunto C de todas las
formas posibles.

2. Si [] estd incluida en R entonces terminar = C es insatisfacible.

3. Si R C C significa que ya se han generado todos los resolventes posibles,
entonces terminar = C es satisfacible.

4. Hacer C = CUR y repetir desde paso 1.
El método es correcto: Si deducimos [] entonces C es insatisfacible.
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3.4. Método de resolucién de Robinson.

= El método es completo: Si C is insatisfacible, entonces con la aplicacion de la
regla de resolucién deduciremos [|.

Ejemplo: Método de Resolucion de Robinson

= Resolucién aplicando el procedimiento de saturacidn:

C={Il: -p(a, f(b)), T2:-p(b,f(b)), I3:p(a,f(b))v q(f(b)). I4: p(b,f(b))v ~q(f(b))}

resuelve I1 con I2: NO resuelve I2 con I3: NO
resuelve I1 con I3: q(f(b)) resuelve I2 con I4: -q(f(b))
resuelve I1 con I4: NO resuelve I3 con I4: p(a, f(b)) v p(b, f(b))

R={I5: q(f(b)), I6:-q(f(b)), I7:p(a,f(b))v p(b,f(b))}

EnR no estd 0, por tanto redefinimos C = C U Ry buscamos nuevos resolventes:

resuelve I1 con I5: NO resuelve I2 con I5: NO
resuelve Il con I6: NO resuelve I2 con I6: NO
resuelve I1 con I7: p(b, f(b)) resuelve I2 con I7: p(a, f(b))
resuelve I3 con I5: NO resuelve I4 con I5: p(b, f(b))
resuelve I3 con I6: p(a, f(b)) resuelve I4 con I6: NO
resuelve I3 con I7: NO resuelve I4 con I7: NO

resuelve I5 con I6: 10
resuelve I5 con I7: NO
resuelve I6 con I7: NO

R={p(b, f(b)). pla,f(b)). 0}

Rincluyeall = C es insatisfacible

= En la préctica, la aplicacion de sucesivos pasos de resolucion se puede represen-
tar en forma de arbol (arbol de resolucion):

* Arbol binario invertido (cada dos nodos tienen un “hijo” comun)
» Cada nodo representa una instancia basica.

* So6lo se representan los pasos relevantes para llegar a [|.

Conjunto de instancias basicas: {-p(a, f(b)), —=p(b, f(b)), p(a, f(b)) v q(f(b)), p(b, f(b)) v =q(f(b))}

-p(a, f(b)) p(a, f(b)) v q(f(b))

p(b, f(b)) v -q(f(b)) q(f(b))
Puede deducirse por

resolucién la clausula vacia,
-p(b, f(b)) p(b, (b)) por lo que el conjunto de

\ / instancias es insatisfacible
0
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3.4.5. Resolucion con Unificador de Maxima Generalidad

Sustitucion

= Un sustitucion o = {x; /11,...,x,/t,} es una funcién finita de un conjutno de
variables de un lenguaje en el de términos. Donde x;/¢; es una ligadura.

= Dominio(a)={x; : x;/t; € a}
» Rango(a)={y; : yiapareceent;,x;/t; € o}
= Ejemplos

o ={x/f(a),y/x,z/h(b,y),w/a}  Dominio(oy) = {x,y,z,w} Rango(oy) = {x,y}
op ={x/a,y/a,z/h(b,c),w/f(d)} Dominio(c) = {x,y,z,w} Rango(cp)=10

oz = {x/y,z/w} Renombrado
A={x/xy/y,z/z} Sustitucion vacia
= Dada una férmula F y una sustituciéon @ = {x; /t1,...,X,/t, }, se denomina apli-

cacion de o a F (Fo) a la férmula obtenida reemplazando simultineamente
cada ocurrencia en F de x; por #;, para cada x; /t; € Q.

= Bjemplo: & = {x/f(a),y/x,z/h(b,y),w/a}
e P(x,y,z)a = P(f(a),x,h(b,y)) Correcto
e P(x,y,2)a0 = P(f(a),f(a),h(b,f(a))) Incorrecto
» Si Dominio(a) NRango(a) = 0, o es idempotente y (Fa)a = Fo:
e oy ={x/a,y/f(b),z/v} Es idempotente
P(x,y,w,z)a; = P(a, f(b),w,v) P(a, f(b),w,v)oq = P(a, f(D),w,v)
e op ={x/a,y/f(b),z/x} No es idempotente
P(x,y,w,z)ap = P(a, f(b),w,x) P(a, f(b),w,x)0p = P(a, f(b),w,a)
» F’ esinstancia de F si existe una sustitucién o # 0 tal que F' = Fo

Composicion sustituciones

= Dadas dos sustituciones:

oo ={x1/ti,....xn/ta} y B=A31/51,- -, ym/Sm}
su composicion of se define como el conjunto
{x1/t1B,....xn/taB,y1/51,---,Ym/Sm} una vez eliminadas:
e las ligaduras x;/1;3 tales que x; = 1,3,
* y las ligaduras y;/s; tales que y; € {xy,...,x,}
= Ejemplo: Si o« = {x/3,y/f(x,1)} y B = {x/4} entonces:

* of ={x/3,y/f(41)}
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3.4. Método de resolucién de Robinson.

* Ba={x/4,y/f(x,1)}

= Propiedades de la composicion:
* (Fa)B=F(aB)
* (aB)y=a(BY)
cal=Aa=a

+ af # o

Unificadores y UMG

= Una sustitucion « es un unificador de dos férmulas A y B si A = Ba. En este
caso se dice que A y B son unificables.

= Un unificador @ de A y B se denomina unificador de maxima generalidad

(umg) sii para cualquier otro unificador  de A y B existe alguna sustitucién 7y
tal que B = ay

* Si dos férmulas son unificables entonces tienen umg
* El umg de dos férmulas es tnico (salvo renombrado)
» Ejemplo: A = P(x, f(x,8(y)),z) y B=P(r, f(r,u),a)
oy = {x/r,u/g(y),z/a} o = {x/a,r/a,y/b,u/g(b),z/a}
Aay =Boy = P(r,f(r,g(y)),a) Aoy = Boyp = P(a, f(a,g(b)),a)
= (1 y 0 son unificadores de A y B.
e a1 eselumgde Ay B, porque con Yy = {r/a,y/b}, op = Y.

Algoritmo de Unificacion

= Sean A y B dos dtomos con el mismo simbolo de predicado:

l.a=41
2. Mientras A # Ba:

a) Encontrar el simbolo més a la izquierda en A tal que el simbolo corres-
pondiente en Ba sea diferente.

b) Seanty y tp los términos de Aa y Ba que empiezan con esos simbolos:

e Sini#y nitp son variables o, si uno de ellos es una variable que aparece
en el otro = terminar con fallo (A y B no son unificables)

e En otro caso, sea 4 una variable = el nuevo o es el resultado de
ofta/t}

3. Terminar, siendo &t elumgde Ay B

Ejemplo: Resolucion con UMG: Algoritmo de Unificacion
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= Ejemplo 1: A = P(x,x) y B=P(f(a), f(b))

o Aa Bo (ta,tp)
A P(x,x) P(f(a).f(b)) (x,f(a))
{x/f(a)} P(f(a).f(@) P(f@).f®d) (ab)
FALLO Ay B NO son unificables

= Ejemplo 2: A =P(x, f(y)) y B= P(z,x)
o Aa Ba (tastp)
) P(xf(y)  P@zx) (x,2)
{x/z} Pzf(y)  Pz2) ((y).2)

{x/f(3).2/f(»)} PdEy.y) Py).i(y) EXITO
Ay B son unificables, suumg es {x/f(y),z/f(y)}

Definicion

= Regla de resolucién con umg: Sean L; V---VL,VCyy =L V---V L], VC, dos
clausulas, donde todos los L;; son literales con el mismo simbolo de predicado.
Puede deducirse una nueva cldusula (C;p; V Cp; ), llamada resolvente, donde

* p1 y p2 son renombrados cuyos dominios respectivos son todas las varia-
bles de cada clausula y Rango(p;) NRango(ps) =0
* B es umg de {L1p1,...,anl,—!L,]pz,...,—! 1/np2}
= Laregla de resolucién con umg se apoya en una version de la regla de factori-

zacion para LPO: Dada una clausula L V---V L,V C, siendo Ly, ..., L, literales
con el mismo simbolo de predicado, puede deducirse una nueva cldusula LV Cf3

donde
* B esunificadorde Ly,...,L,
e L=LB =---=L,B Elliteral L se denomina

factorde LV ---VL,VC

= La aplicacion de la regla de resolucion con UMG es correcta.

= La aplicacién de la regla de resolucién con UMG es completa.

Teorema

Un conjunto de cldusulas es insatisfacible sii se puede deducir o a partir
de él por resolucién con umg.

= Por tanto, el método general de insatisfacibilidad se puede reducir a la bisqueda
de [] a partir del conjunto de cldusulas, en lugar de tener que generar conjuntos
de instancias bésicas.
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3.4. Método de resolucién de Robinson.

Ejemplo: Resoluciéon con UMG

= Pueden construirse drboles de resolucion en los que los resolventes de cada dos
clausulas se obtienen en un paso de resolucion con umg.

* Por cada paso de resolucion en instancias bdsicas puede definirse un paso
de resolucién con umg.

Ejemplo:  Cy: -B(x,f(y)) C,: B(a,2) vC(z) C3: B(b,w) v -C(w)
I;: -B(af(a)) I;: -B(b.f(a)) I:B(af(a))vC(f(a)) I B(b.f(a))v -C(f(a))

-B(a,f(a)) B(a,f(a)) v C(f(a)) =B(x.f(y)) B(a,z) v C(2)
{x/a, 2/f(y)}
C(f(a)) B(b.f(a)) v ~C(f(a)) C(f(y)) B(b.w) v ~C(w)
\ / \ W‘(y)}
B(b.f(a)) ~B(b.f(a)) B(b.f(y)) ~B(xf(y))
Arbol de resolucién en Arbol de resolucion {x7/b, y/y}
instancias basicas 0 con umg

3.4.6. Estrategias de resolucion

Motivacion

= Distintas estrategias de resolucidn tienen sus ventajas e incovenientes.

* Pej., laaplicacion del procedimiento de saturacion, sin limitaciones, genera
normalmente muchas cldusulas irrelevantes y redundantes.

= Para hacer el proceso de resolucién computacionalmente eficiente es necesario
aplicar criterios selectivos de forma sistematica que simplifiquen el proceso.
* Estrategias de simplificacion: con el objetivo de reducir el niimero de clau-
sulas en el conjunto.
* Estrategias de refinamiento: con el objetivo de limitar la generacion de
clausulas.
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Ejemplos y propiedades

Estrategia  Correcta Completa

Saturacion Si Si

Lineal Si Si

Input Si No, en el caso general

Dirigida Si Si, si el conjunto soporte
es satisfacible

Ordenada Si No

» Correcta: || se deduce sélo si el conjunto de cldusulas S es insatisfacible:
] — S insatisfacible

= Completa: Si el conjunto de cldusulas S es insatisfacible, se deduce [J:
S insatisfacible — ||

Resolucion lineal

= Aplica las siguientes reglas de simplificacion:

* Eliminacion de clausulas idénticas: Es posible deducir por resolucién |]
a partir de un conjunto de cldusulas C sii es posible deducir por resolucion
[| a partir de C tras eliminar cldusulas idénticas.

* Eliminacion de clausulas con literales puros: Un literal L de un conjunto
de cldusulas es puro si y sélo si no existe ningun otro literal complementa-
rio =L’ en el conjunto tal que L y L' son unificables.

o Una cldusula con un literal puro es inutil de cara a la refutacién porque
el literal nunca podrd eliminarse en el proceso de resolucion.

* Eliminacion de clausulas tautolégicas: Una cldusula tautolégica es ver-
dad para cualquier interpretacién. P.ej., P(x) V —=P(x) V O(y).

= Aplica la siguiente regla de refinamiento:

¢ Derivacion lineal: Una derivacion lineal de C,, a partir de {Cy,....,C,} es
una secuencia Cy,...,C,,Cyyq,...,Cy tal que:

o Cy41 es el resolvente de
dos cldusulas € {Cy,...,C,} (cldusulas de cabecera) y
o Paratodoi > n-+1, C; es el resolvente de
C;—1 con otra cldusula C;, j < i.
= Resolucion lineal: S6lo genera derivaciones lineales

= La resolucién lineal es completa: Un conjunto de cldusulas C es insatisfacible
sii existe una refutacion lineal de C.

* Podemos restringir las derivaciones posibles a derivaciones lineales.
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4.1. Estrategia de resolucion SLD.

4.1.1. Estrategia de resolucion SLD

SLD significa resolucién Lineal con funciénn de Seleccién para cldusulas
Definidas.

Se trata de la estrategia usada por el lenguaje de programacién Prolog.

Es un caso particular de la resolucién general para clausulas de Horn:
* Las cldusulas objetivo no tiene literal afirmado.

* Las cldusulas soporte tienen un literal afirmado (el primero).

Dado un conjunto inicial de clausulas de Horn {Cy,...,C;,...,C,}:
* Existe una secuencia (derivacion) < C;,Cy41,...,[] > tal que:
* C,41 es el resolvente de la cldusula objetivo C; y una cldusula soporte.
* Cy,conk >n+1, es el resolvente de Ci,_; con una cldusula soporte.
¢ Cada paso de resolucién es de la forma LV C,-LVC' — CVC'.
Si y solo si el conjunto inicial es insatisfacible.

Ejercicio: Estrategia de resoluciéon SLD

1. Obtener la forma clausular y resolver usando la estrategia SLD:

Vis Concatenar(|],ls,ls)

Vx,xs,ls,ns  Concatenar(xs,ls,ns) — Concatenar([x|xs|,ls, [x|ns])

Ala,lb Concatenar(la,lb,[1,2,3,4])

2. Comprobar que es equivalente al programa Prolog: “

1 concatenar([],Ls,Ls).

» concatenar ([X|Xs],Ls,[X|Ns]) :- concatenar(Xs,Ls,Ns).
3

4

?- concatenar(La, Lb, [1,2,3,4]).

4.1.2. Arbol de derivacién

= La estrategia de resolucién SLLD, desde el punto de vista de la evaluacién de un
programa Prolog, es un drbol de derivacion:

1. La cabeza es la consulta Q.
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4.2. Tema 4.2:

2. Los nodos hijos son el cuerpo (resolvente) de las cldusulas cuya cabeza
unifica con la consulta.

3. Siel resolvente es [] la consulta tiene éxito:

* Si la consulta tiene variables la solucién es la composicion de las sus-
titucion calculadas (en las aristas).

4. En caso contrario, se “resuelve” un literal del resolvente.
* Se crea un hijo por cada clausula que unifica con dicho literal.
 Se afiade el cuerpo de la clausula al resolvente.
* Se vuelve al punto 3.

Ejemplo: Arbol de derivacién SLD

concatenar(La,Lb, [1,2,3,4])

La=[], Lb=[1,2,3,42/ a=[1]|Xs]
I concatenar(Xs,Lb, [2,3,4])

Xs=[] B .
La=[1], Lb=[2,3[,]4;/ \x\s:[mxs ]

concatenar (Xs',Lb, [3,4])

xs'=3/ \X\s:=[3IXs"]

) o =[1,2], Lb=[3,
= Arbol de derivacion de: L}u'a I concatenar (Xs'',Lb, [4])

Xs''=[]

1 concatenar([],Ls,Ls). La=[1,2,3], Lb=[4j/ "'=[4]Xs' "]

» concatenar ([X|Xs],Ls, [XINs]) :- I concatenar(Xs''',Lb, [1)
3 concatenar (Xs,Ls,Ns) . X'or=[]

4 La=[1,2,3,4], Lb=D/

s 7- concatenar(La, Lb, [1,2,3,4]).

4.2. Prolog & la Programacion Declarativa.

4.2.1. Programacion Declarativa

Programacion Declarativa

= ;Que es la programacion declarativa?

» Paradigma de programacion diferente a la imperativa (R) o la orientada a
objetos (Java).

* Los programas especifican las propiedades del problema a resolver.
* La ejecucion del programa consiste en “encontrar’” la(s) solucion(es).

75


https://bit.ly/3cfvOAl

INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LOGICA

Asignacion Destructiva Recursion
1 def sumalista(lista): I
2 sum = 0 » sumalLista [] = 0
3 for elem in lista: 3 sumalista (n:list) = n + (sumalLista list)
4 sum += elem 4
5 return sum 5

7 print(sumalista([1,2,3,4])) main = print (sumalista [1,2,3,4])

Ejemplos de programacion declarativa:

= Lenguajes funcionales: Haskell, Scala by EPFL.
= Lenguajes 16gicos: Prolog, ASP, Logica by Google.
» Lenguajes algebraicos: Maude, SQL.
= etc...

4.2.2. Programacion Funcional

» [a programacion funcional esta basada en funciones matematicas.

= Funcién: Una funcién es una regla de correspondencia entre dos conjuntos de tal
manera que a cada elemento del primer conjunto le corresponde uno y sélo un
elemento del segundo conjunto.

= Cualquier funcién computable puede expresarse y evaluarse con el calculo lamb-
da.

= El cdlculo lambda fue usado por Church para resolver el Entscheidungsproblem
(1936):

* No hay un algoritmo que determine si dos expresiones lambda arbitraria
son equivalentes.

Calculo Lambda

= Introduccioén al cdlculo lambda.
= Reglas de formacion de las expresiones lambda (A-expresiones):
* x es una A-expresion si x es una variable.
* (Ax.t) es una A-expresion (funcién) si t una expresion y x una variable.

* (t s) esuna A-expresion (aplicacion) si t y s son expresiones.

Evaluando A-expresiones

Funcién identidad aplicada al 3: ((Ax.x) 3) =3

Funcién suma aplicada al 2 y el 3: (((Ax.Ay.x+y) 2) 3) = ((Ay.2+y) 3) = (2+3)
Funcién identidad aplicada a la suma: ((Ax.x) (Ax.Ady.x+y)) = (Ax.Ay.x+y)
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Haskell
Programacion Funcional: Haskell en honor a Haskell Curry (1900-1982).
» Currificacion: Transforma f: (X; XXy X - x X)) = Z
en una secuencia de funciones con un dnico argumen- ) -
to:
curry(f): X1 = Xo — - = X, > Z. haskell.org

Ejemplos de funciones en Haskell
% suma a y b
suma a b = a + b % version con dos argumentos
suma' = \a -> \b -> a + b % version currificada
% sucesor de a
sucesor = suma 1

aplica _ [1 = [] % caso base
aplica £ (n : list) = ((f n) : (aplica f list)) % caso recursivo
main = print (aplica sucesor [1,3,4]) % imprime [2,4,5]

Booleanos en calculo lambda

= Definicién de los booleanos en A:
o true: Ax.Ay.x
o false: Ax.Ay.y
o If-then-else: Ax.Ay.Az.x y z

Evaluacion
If-then-else True PQ = (Ax.Ay.Az. x y z) (Ax.Ay.x) P Q= (Ax.Ay.x) P Q=P

» Implementacién usando Haskell:
1 true = \x -> \y -> x
» false = \x -> \y ->y
3 if_then_else = \x -> \y -> \z -> x y z

s k = if_then_else true 3 2 % icuanto vale k?

= .. ahora, basadas en estas expresiones definimos And, Or y Not:

e And: Ap.Aq.p q false = Ap.Aq.p q (Ax.Ay.y)
e Or: Ap.Aq.p true q = Ap.Aq.p (Ax.Ay.x) q
e Not: Ap.p false true = Ap.p (Ax.Ay.y) (Ax.Ay.x)
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Evaluacion
And True False = (Ap.Aq.p q (Ax.Ay.y)) (Ax1.Ay1.x1) (Ax2.4y2.y2) =

(Ax1.Ay1.x1) (Ax0.Aya.y2) (Ax.Ay.y) = (Ax2.Ays.y2) = False
Or True False = (Ap.Aq.p (Ax.Ay.x) q) (Ax;.Ay;.x1) (Ax. Ayz.y0) =

(Ax1.Ay1.x1) (Ax.Ay.x) (Axp.Ayz.y2) = (Ax.Ay.x) = True
Not True = (Ap.p (Ax.Ay.y) (Ax.Ay.x)) (Ax1.Ay1.x) =
... = (Ax.Ay.y) = False

» Implementacion usando Haskell (cont.):
¢ my_and = \x -> \y -> x y false
7 my_or = \x -> \y -> x true y
s my_not = \x -> x false true

o k = if_then_else (my_and true false) 3 2 % icuanto vale k?

= Alternativa para And, Or y Not:
eAnd: Ap.Aq.p qp
eOr: Ap.Aq.pp q
eNot: Ap.Ax.Ay.p y x (Cuantos argumentos tiene?

Evaluacion
Sin hacer :-), deberes para casa

= Implementacion usando Haskell:
6 {-# LANGUAGE Rank2Types #-}
7 type CB = forall a . a -> a -> a % 0jo, requiere tipos

o my_and = \p -> \q ->pqp
2 my_or =\p ->\q ->ppg

13 % tiene 1 argumento !!!
4 my_not = \p ->\x > \y ->pyx

Caracteristicas y Ventajas

Caracteristicas:

Evaluacion de funciones vs. ejecucion de instrucciones (recursion vs. iteracion).

El valor de una funcién s6lo depende de sus argumentos (siempre se obtiene el
mismo valor, transparencia referencial).

Las funciones son “ciudadanos de primera clase” (argumentos y/o valores)
Ventajas:

Cédigo mas limpio, conciso y expresivo.

78



4.2. Tema 4.2:

m Sin efectos secundarios, al ser el estado inmutable.
* Adecuado para sistemas concurrentes/paralelos.

= Permite verificacion formal y demostracién automatica.

Concatenar listas

1

2

3

4

5

% declaracién de tipos

concatenar [] list = list % caso base
concatenar (x:xs) list = (x: (concatenar xs list)) % recursiodn
k = concatenar [1,2] [3,4] % jcudnto vale k?

4.2.3. Programacion Logica

» La programacion légica esta basada en l6gica de 1¢ orden (LPO).

» Predicados: Un predicado es una afirmacion sobre propiedades de un objeto y/o
una relacién entre dos 0 mds objetos.

= Dado un conjunto de férmulas inferimos nuevo conocimiento. P.ej.:
T[Vx ( Hombre(x) — Mortal(x) ), Hombre(socrates)| = Mortal (socrates)
1 Se reescribe como el siguientes conjunto de cldusulas:

{ Mortal(x)V ~Hombre(x), Hombre(socrates), ~Mortal(socrates) }

donde el consecuente, Mortal (socrates), estan negado.
2 Si es insatisfacible, significa que hay consecuencia légica.

3 Se resuelve aplicando método de Robinson con estrategia SLD.

Clausulas Horn

= Introduccion a las cldusulas de Horn, definidas por Alfred Horn en 1951.

= Dada una cldusula (disyuncion de literales) cualquiera Ly VL,V ---V Ly, es una
cldusula de Horn si tiene como médximo un literal positivo y esta reescrita como
una implicacién. Por ejemplo:

-pV—-gV---V-tVu esunareglay se reescribe como PAGNA--- Nt —u
u es un hecho y se reescribe como u

—pV-gV---V -t sin literal positivo, es una consulta PAGN--- Nt —

79



INTRODUCCION A LA PROGRAMACION LOGICA

Aristoteles: Clausulas: Prolog:
Hombre(socrates) Hombre(socra[es) hombre (socrates) .
Mortal(socrates) —Mortal(socrates) ?7- mortal(socrates).
Prolog
» Predicados: Transforma f: (X; xXp X -+ x X;)) > Z =
en una relacién (n+1)-aria R y define el predicado r tal @
que: \Q.
r(x1,X2,...,2n,2) = true <— (x1,x2,...,2n,2) € R. SWI-Prolog  Ciao Prolog
Aristételes “
i mortal(X) :- hombre(X). % Todos los hombres son mortales.
> hombre(socrates). % Socrates es un hombre.
3
4+ 7- mortal(socrates). % ;Socrates es mortal?

Al invocar la consulta ?7- mortal(socrates) ., Prolog contesta yes si la “pregunta” es
consecuencia légica (no en caso contrario).

Concatenar listas “

| concatenar ([],Lista,Lista).

» concatenar([X|Xs],Lista, [X|N_Listal) :- concatenar(Xs,Lista,N_Lista).
3

4 7- concatenar([1,2],[3,4],Lista). % ;Cudnto vale Lista?

Al invocar la consulta ?- concatenar([1,2],[3,4],Lista)., Prolog devuelve la(s)
sustitucidn(es) que la hace(n) consistente: Lista = [1,2,3,4] ?

Hay algo mas ...

m Mientras las funciones devuelven un dnico resultado:
k = concatenar [1,2] [3,4]

= [os predicados pueden “consultarse” de diferentes formas sin cambiar el pro-
grama:

?- concatenar([1,2], L, [1,2,3,4]).
devuelve:
L =[3,4] 7

= Pero, hay algo mis ...
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4.2. Tema 4.2:

?- concatenar (LA, LB, [1,2,3,4]).
devuelve 5 respuestas:

1. LA =[], LB = [1,2,3,4] 7;

2. LA = [1], LB = [2,3,4] 7;

3. LA = [1,2], LB = [3,4] 7;

4. LA = [1,2,3], LB = [4] ?7;

5. LA =1[1,2,3,4], LB =[] 7
Esto permite usar un tnico predicado para codificar/decodificar mensajes “
char2morse('A','.-'). char2morse('B','-...'). char2morse('C','-.-."')...
?- char2morse('B', Morse). % devuelve Morse = '-...'
?- char2morse(Char, '-.-."). % devuelve Char = 'C'
... mucho mas (CLP)

= Constraint Logic Programming (CLP): Incorpora restricciones que nos permite
expresar relaciones entre variables mediante ecuaciones:

3x+5y=2 1 sol(X,Y) :- 7- s0l(X,Y).

2 3 x X+ 5 xY #= 2, X = -1,

S5x+3y=-2 \ E kX 43 kY #e o Y14
CLP(Q) nos permite definir la relacién de una hipoteca como: “

mg(P,T’—’_’B) - T #: O, B #: P
mg(P,T,R,I,B) :- T #>= 1, NP #= P + PxI - R, NT #= T - 1, mg(NP,NT,R,I,B).

P=principal, T=time periods, R=repayment each period, I=interest rate, B=balance owing.

Podemos consultar de diferentes formas: ... y mucho mas.

?- mg(1000,10,150,0.10,B) .7- mg(P,10,150,0.10,0). ?- mg(P,10,R,0.10,B).
B = 203.13 7 P =921.68 7 P =6.14¥R + 0.38%¥B ?
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4.2.4. UTD HackReason

“Una cosa mas...”’*

UTD HackReason 2021, 2022, ...: January 14-15 (World Logic Day)

S e Society ent
prtificial intell9S1%° o group PTe°
The A ta's rese

Gopal up!

January 14-15, 2021, 10:30AM-12PM CST
Thanks for joining us and developing applications that rely on

simulating human-style common sense reasoning using s(CASP)!
X

Winning Projects

All submissions are viewable here.

*“One More Thing...” is a reference to a practice that started in 1999, where Steve Jobs
would leave (often quite big) announcements to the end of a presentation.
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