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Resumen

La mayoria de los planes de estudios universitarios del grado de Matematicas tien-
den a enfocarse en la parte tedrica con una gran cantidad de contenido abstracto y con-
ceptual. Aunque la teoria resulta imprescindible para comprender los fundamentos de
las matematicas, la falta de aplicacion practica de estos conceptos en situaciones reales
o problemas concretos puede resultar desmotivante para los estudiantes, lo que dismi-
nuye su interés y entusiasmo por la carrera, y, ademads, puede dificultar la transicién
de la universidad al mundo laboral al no disponer de la experiencia préictica necesaria.

El objetivo del presente trabajo es la realizacién de una propuesta de innovacién
docente por medio de la aplicacion de la visién artificial para explicar conceptos ma-
tematicos, fomentando, de esta forma, la motivacion en el aprendizaje. Para ello, se
ha planteado una propuesta de metodologia basada en la imparticién de seminarios
docentes, la realizacién de practicas grupales y la entrega de una practica individual
final. Con ello se pretende involucrar al alumno al hacerle participe del desarrollo de
las aplicaciones de los conceptos que va adquiriendo.

En este trabajo se propone la Descomposicién en Valores Singulares (SVD) como
ejemplo modelo de un seminario a impartir durante un curso de Algebra Lineal, con
las practicas correspondientes realizadas en Matlab, que se llevarian a cabo a lo largo
del curso. La temédtica se enmarca dentro de la asignatura de Algebra Lineal como
una metodologia integradora dentro de la propia metodologia docente y evaluadora
del curso. Se emplearian dos sesiones de dos horas cada una en las que se presentan
las propiedades tedricas de esta importante técnica algebraica y tres de sus posibles
aplicaciones, como son la compresién de imagenes digitales, el reconocimiento facial
(eigenfaces) y la eliminacién de ruido gaussiano (denoising).

Palabras clave:

» Visién Artificial
= Motivacién en el aprendizaje

» Descomposicién en Valores Singulares (SVD)
= Matlab



Abstract

Most undergraduate mathematics curricula primarily emphasize the theoretical as-
pects, with a substantial amount of abstract and conceptual content. While theory is
crucial for grasping the fundamentals of mathematics, the absence of practical applica-
tions in real-world situations or concrete problem-solving can lead to reduced student
motivation. This lack of practical context can dampen their enthusiasm for the subject
and potentially hinder their transition from university to the workforce, as they may
lack the practical experience required for real-world challenges.

The aim of this project is to promote teaching innovation by applying artificial vi-
sion to illustrate mathematical concepts, thereby enhancing student motivation in the
learning process. To achieve this, we have designed a methodology centered around de-
livering teaching seminars, conducting group practices, and assigning a final individual
project. The objective is to engage students actively by involving them in the practical
application of the concepts they are acquiring.

In this project, Singular Value Decomposition (SVD) is presented as a model
example in a seminar, accompanied by corresponding practical exercises conducted
in Matlab. These exercises will span the duration of the course. The topic is situated
within the broader subject of Linear Algebra, serving as an integral component of the
course’s methodology.

The theoretical properties of this significant algebraic technique, along with three
of its potential applications, are covered in two sessions, each lasting two hours. These
applications include digital image compression, facial recognition (eigenfaces), and the
reduction of Gaussian noise (denoising).

Key words:
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Antecedentes

La idea de este Trabajo de Fin de Grado surge a partir de la asignatura Ecuaciones
en Derivadas Parciales (EDP) que el profesor Emanuele Schiavi, del Departamento de
Matematicas Aplicadas, imparte en el tercer curso del Grado de Matematicas en la
Universidad Rey Juan Carlos.

En la primera clase de la asignatura llevé a cabo una presentaciéon del temario y
de los contenidos que ibamos a ver durante el curso, pero, ademads, nos mostré algunas
recientes aplicaciones de este tipo de ecuaciones. Una de ellas fue el procesamiento de
imégenes digitales.

Con el uso del software Matlab se mostraron algunos ejemplos de aplicacion de
las técnicas de procesamiento de imagenes que consiguieron cautivar mi atencién y mi
curiosidad hasta el punto de convertirse en una de las asignaturas que mas me gusto y
en las que obtuve mejores resultados a lo largo de la carrera.

Fue por este motivo por el que decidi hacer mi TFG con el profesor Emanuele
Schiavi como tutor contando, por tanto, con su experiencia docente en distintos grados
y masters. Al tiempo, basdndonos en mi propia experiencia y en mi perfil académico,
estudiante del Doble Grado en Matemaéticas y Educacién Primaria, surgié la idea de
realizar una propuesta de innovacién docente utilizando la vision artificial como aplica-
cién para entender conceptos matematicos de algebra, cdlculo multivariable, ecuaciones
diferenciales y calculo numérico, fomentando asi la motivacion en el estudio y aprendi-
zaje de las matematicas.

Teniendo en cuenta las restricciones de espacio impuestas por el formato de un
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Trabajo de Fin de Grado, las restricciones de tiempo para la imparticién de la materia,
asi como la falta de experimentalidad en la asignaciéon de créditos para los cursos
troncales de matematicas, la metodologia propuesta se estructura en un caso modelo de
aplicacién en un contexto docente realista adaptado a las nuevas tecnologias. Siguiendo
esta metodologia es posible generalizar el diseno y desarrollo de seminarios y practicas
a otras asignaturas del curriculum de matematicas.



Objetivos

Los objetivos del presente TFG se introducen a continuacion.

2.1. Objetivo general

El objetivo principal de este trabajo es realizar una propuesta de innovacién docen-
te por medio de la aplicacién de la visién artificial para explicar conceptos matematicos
y formentar, de esta forma, la motivacién en el aprendizaje.

La propuesta se enmarca en el curriculum del grado de Matematicas, pero se puede
aplicar en otros contextos cuales Ingenierias e Informaticas y en estudios de Grado o
Master. En todos los casos el principio es motivar al alumno en el estudio de técnicas
matematicas mostrando aplicaciones relevantes en distintos campos cientificos.
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2.2.

Objetivos especificos

Los objetivos especificos que se plantean para conseguir dicho fin son los siguientes:

. Desarrollar conocimientos y competencias adquiridas en las asignaturas de Alge-

bra, Célculo Multivariable, EDO, EDP y Métodos Numéricos.

Relacionar y aplicar conceptos y teorias matemaéticas al tratamiento de imagenes
digitales.

. Realizar un puente entre la teoria, el calculo simbdlico, el calculo numérico y la

representacion, aplicaciéon y resolucion de problemas. Validacion e interpretacion
de resultados.

Introducir herramientas de calculo simbdlico y numérico de tipo Matlab y Octave
durante las clases y en el trabajo auténomo o grupal. Ejecucién de algoritmos y
representacion grafica.

Caracterizacién de la Metodologia docente: Seminarios (impartidos por el docen-
te) y practicas de ordenador (trabajo auténomo o grupal).

Caracterizacion de la Metodologia de evaluacion: Examen parcial, final y entrega
de practicas.



Introduccion

3.1. La innovacion educativa

La formacién universitaria espanola tiene una tendencia demasiado tedrica y poco
practica. Diferentes estudios realizados en los tltimos anos han comparado los puntos
de vista centrales de la ensenanza universitaria espanola con los de universidades de
otros paises europeos, exponiendo la voluntad de una formacién universitaria sustentada
con modelos educativos més participativos, a la vez que se incrementen las actividades
académicas de tipo practico [3].

Actualmente la sociedad estd inmersa en un proceso de cambio que estd impulsado
por lo que se conoce como Sociedad de la Informacién. Nuevas tecnologias, procesos y
requerimientos han ido apareciendo y deben tenerse en cuenta en el mundo educativo,
y mas concretamente en la Universidad, para poder preparar a los alumnos para las
transformaciones de la sociedad. Por ello, es necesario un cambio de paradigma educa-
tivo que apueste por una educacién activa y més transversal en la que se haga uso de
las nuevas tecnologias [3].

La innovacion educativa debe ser un proceso permanente, creativo e intencional.
Requiere la formulacién de objetivos concretos sobre qué se quiere ensenar, como se
quiere ensenar y para qué, que seran la base que permita saber los cambios que necesitan
realizarse para lograr tales metas. Innovar en educacién es mejorar la calidad de vida de
las personas a través del desarrollo integral de sus capacidades. El director del Instituto
Internacional de la Unesco para la Educacién Superior en América Latina y el Caribe
(IESALC), Francesc Pedrd, seniala: “Es innovacién si anade valor al aprendizaje” [4].

La educacion superior, especialmente en ingenieria o matematicas, tiene como uno
de sus objetivos primordiales preparar a los alumnos para que tengan capacidad sufi-
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ciente para enfrentar los desafios que su carrera profesional pueda ofrecerles. Por ello,
como mencionan Feisel y Rosa [5], para que la practica educativa sea buena, no solo
debe trabajarse la resolucién de problemas tedricos, sino que deben plantearse aplica-
ciones reales que contribuyan al desarrollo del pensamiento critico y de la capacidad

de resolucién de problemas practicos.

La formacion de profesionales con capacidades y competencias en investigacién e
innovacién es otra de las metas de la educacién superior. Segin Gil y Valdés [5], este
objetivo puede alcanzarse a través de la realizacion de practicas, ya que fomentan la
autonomia y la transmisién del conocimiento.

En concreto, en la mayoria de cursos y asignaturas de los Grados o Maésteres de
Matematicas, Ingenierias e Informaticas, se le da una gran importancia a la parte
tedrica, dejando en un segundo plano la préictica y los beneficios que esta supone.

Es por ello por lo que dentro de esta propuesta de innovacién docente, tras ver a lo
largo del curso problemas y ejemplos modelo sobre los contenidos, se pedira elaborar
una practica en la que se propone el planteamiento, la resolucién y validacién de un
problema novedoso y original que ilustre algtiin aspecto de la teoria y aplicaciones no
cubierto en la colecciéon de problemas.

Implicitamente la tarea requiere una primera fase de estudio y revision del material
que implica la adquisicién de conocimientos. Se trata luego de replicar, a través del uso
del céalculo simbdlico y numérico, unos procesos fisicos sobre la imagen que causan su
transformacion. La posibilidad de realizar un proceso fisico sobre un objeto digital cuyo
resultados se pueden visualizar en tiempo real es de por si motivador para el alumno.

La busqueda de originalidad y creatividad es también un ingrediente fundamental de
la propuesta ya que permite evaluar habilidades que no se suelen medir en los procesos
de aprendizaje y que son, sin embargo, de lo més preciado en mucho contextos laborales.
Se trata por tanto de dar valor a la capacidad de desarrollo de una idea o propuesta.

Motivado por los ejemplos en los que se usan distintas técnicas matematicas para
conseguir distintos efectos sobre imégenes digitales, el alumno empieza a integrar e
identificar la técnica con el proceso fisico resultante sobre la imagen. Puede decirse
que este marco de trabajo permite la obtencion de competencias en el sentido de la
definicién proporcionada por la Sub. Direccién de Calidad de la Escuela de Master
Oficial de la URJC:

....conocimientos son cosas que se aprenden en la asignatura, habilidades son cosas
que se hacen con lo que se ha aprendido, competencias son cosas en las que se convierte
uno cuando adquiere las dos anteriores.

3.2. Metodologias innovadoras

Diferentes investigaciones confirman que el uso de metodologias innovadoras en la
practica docente incrementa la motivacion y participaciéon de los estudiantes, refuerza
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su autonomia, al impulsar el pensamiento creativo e innovador, y favorece el desarrollo
de competencias transversales y profesionales [6].

3.2.1. Visual Thinking

La Sociedad del Conocimiento es aquella que se desarrolla y se transforma a través
del saber humano y del uso de la informacién, que posee un marcado caracter visual
y permite la interpretacién y construccién del concepto del mundo que nos rodea.
Cada vez es mayor la exposicién y el consumo de imagenes y contenidos audiovisuales
de los medios de comunicacién, las redes sociales, la publicidad, etc. Como Gonzélez-
Alba y Cortés-Gonzdlez exponen “la aparente ‘facilidad’ y comodidad que conlleva
la comprensién de imagenes hacen de ellas un medio 1til, practico y atractivo para
transmitir ideas, informacion, sentimientos..., puesto que convierte a sus receptores en
sujetos pasivos” [7].

Gracias a estas caracteristicas las imagenes pueden emplearse como una herramienta
didactica dentro del ambito educativo, transformando esta recepcion pasiva haciendo
de sus receptores sujetos activos. La necesidad de una mejora de la practica docente
y del aprendizaje en si mismo ha favorecido la aparicién de metodologias activas que
giran en torno al protagonismo del alumno [7].

Estas metodologias buscan adaptarse a las nuevas tecnologias, el proceso de digitali-
zacién o las redes sociales, que forman parte de las transformaciones de la sociedad y los
nuevos contextos educativos. Ademds, pretenden dejar atras la metodologia tradicional
de ensenanza creando una nueva relacién entre docente y estudiante [7].

El Visual Thinking o pensamiento visual es una técnica metodolégica que, en pala-
bras de Garbinie Larralde [8], “supone la comprensién de una informacién mediante la
visualizacién estructurada de sus partes”. Urchegui et al. [7] lo define como “el razona-
miento o conjunto de procesos cognitivos que realizamos de manera especifica en torno
a la informacion visual, con los que interpretamos la realidad y que nos conducen a la
accion. Una accién que se articula con los lenguajes”.

Esta herramienta metodolégica tiene como objetivo la mejora de ideas o sistemas,
lo que tiene una gran conexién con la innovacién debido al constante trabajo con metas
difusas o hipétesis dentro de este ambito. Por ello, el pensamiento visual es una via
muy tutil a través de la cual pueden explorarse nuevas areas, contrastarse hipétesis y,
como consecuencia, optimizar la toma de decisiones [6].

Segun reflejan numerosos estudios, la informacion que se observa se retiene mas
facilmente, lo que multiplica el factor de memorizacién con respecto a la informacién
transmitida inicamente mediante la palabra. Otros de los beneficios del uso del Visual
Thinking son el desarrollo del pensamiento visual como dimensién cognitiva, la mejora
de la atencién y la concentracién, el incremento de la motivacién e implicacién en el
proceso de aprendizaje al percibirlo desde una perspectiva mas divertida o la capacidad
de analizar ideas, definir nuevas conexiones o identificar problemas de forma mas eficaz

[7] 8-
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3.2.2. Aprendizaje significativo

El aprendizaje significativo es una tipologia y metodologia del aprendizaje que
puede definirse como aquel que permite construir el propio conocimiento y, ademas,
dotarlo de significado [9].

La teoria del aprendizaje significativo de David Paul Ausubel considera que sélo se
produce aprendizaje significativo cuando los conocimientos o la informacién que se tra-
ta de aprender se relacionan de forma no arbitraria y sustantiva con aspectos relevantes
y preexistentes en la estructura cognitiva. “El aprendiz sélo aprende cuando encuen-
tra sentido a lo que aprende”. En ese sentido, un aprendizaje es significativo cuando
aquel que aprende puede otorgarle una utilidad a la nueva informacién aprendida y
relacionarla con un conocimiento previo [10].

Las actividades que le proporcionan experiencia al alumno son las que definen
el proceso de aprendizaje significativo, pues es la propia experiencia la que es capaz
de producir un cambio en los contenidos anteriores. Para que las actividades sean
significativas el alumno debe disfrutar realizdndolas, participar en ellas con interés y
atencion, trabajar con autonomia y seguridad, desafiar a sus propias habilidades y
propiciar la creatividad y la imaginacién [10].

Esos aspectos relevantes y preexistentes en la estructura cognitiva que se relacionan
con los nuevos conocimientos en el proceso de aprendizaje significativo pueden ser, por
ejemplo, un simbolo ya significativo, un concepto, una proposiciéon, un modelo mental
o una imagen [11].

Las imagenes pueden permitir crear conexiones entre los conocimientos previos y
los nuevos aprendizajes. Fomentan, ademads, el interés y la atencion y favorecen la
imaginacion y la creatividad. Es decir, son actividades significativas y su uso en la
préactica educativa puede traer todos los beneficios del aprendizaje significativo.

Algunas de las multiples ventajas del aprendizaje significativo son la mejora de
los resultados académicos y de la calidad del sistema educativo, el incremento de la
motivacién y participacion de los alumnos y mejora de su comportamiento, la realizacién
personal del profesorado y del alumnado durante el aprendizaje o la contribucién a un
buen clima en el aula [9].



Metodologia

En este capitulo se presenta la metodologia de la propuesta de innovaciéon docente.
Esta pretende dar una respuesta a esa necesidad de cambio en el paradigma educativo
universitario y, ademds, servir como una solicitud de un mayor nivel de experimentali-
dad en el grado de matematicas.

La falta de aplicacién practica de los conceptos en situaciones reales o problemas
concretos genera, no sélo desmotivacion y falta de interés en los estudiantes, sino tam-
bién una sensacién de bajo dominio o, incluso, desconocimiento de los contenidos, lo
que hace mucho maés dificil la incorporacién al mundo laboral.

Un mayor nivel de experimentalidad propiciaria una preparacion mas solida para
enfrentar desafios matematicos en la carrera profesional y un mayor desarrollo del
pensamiento critico y de la capacidad de resoluciéon de problemas préacticos, a la vez
que aumentaria la motivacién del estudiante y, con ello, sus resultados.

La metodologia se divide en docente y evaluadora, incluyendo en esa segunda clase
la fase de reevaluacién o Convocatoria Extraordinaria. En un contexto de Evaluacion
Continua la fase de reevaluacién adquiere una importancia especial ya que permite
la adquisicién de conocimientos y habilidades (luego competencias) utilizando la re-
troalimentacion del profesor. En el desarrollo de practicas individuales el proceso de
retroalimentacion es particularmente efectivo al identificar los puntos débiles del tra-
bajo.
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4.1. Metodologia docente

En este apartado se describe la propuesta de metodologia docente para un curso que
tiene como objetivo explicar a los estudiantes los contenidos de diferentes areas de su
carrera de forma que el aprendizaje se realice desde la motivacién y que la comprension
de los conceptos tenga un caracter global.

Se asume que los alumnos tienen los conocimientos adquiridos en un tercer curso
del Grado de Matemaéticas. Sin embargo, los ejemplos y aplicaciones se pueden realizar
en distintos contextos y disciplinas en donde las aplicaciones tienen un significado atin
mayor al acercar al alumno a las investigaciones y desarrollos de los profesores.

La metodologia que se propone consta de tres partes necesarias para la adquisicién
de competencias y se articula a través de distintas actividades docentes: las clases
magistrales, los seminarios y las practicas.

La primera parte, inicial, de la metodologia se basa en la transferencia de los fun-
damentos tedricos a cédigo, a través de la realizacién de seminarios impartidos por el
docente donde se introduce al alumno al disefio de scripts de Matlab que automatizan
la fase de calculo proponiendo una salida grafica (output) directamente interpretable.
La segunda parte se realiza a través de practicas grupales, que permiten afianzar los
contenidos del seminario, a la vez que se favorece el trabajo en equipo, muy motivador
para los alumnos. Finalmente, en una tercera parte, los conocimientos y habilidades se
plasman en competencias especificas a través de la entrega de un trabajo original que
el alumno sepa validar y, eventualmente, defender en una presentacién oral.

Se presentan a continuacién las distintas actividades docentes que conforman la
estructura de la propuesta.

4.1.1. Seminarios (docentes)

En ellos se introducira a los estudiantes diferentes conceptos y teorias matemaéticas
y, a su vez, se relacionaran y aplicaran a la visién artificial y el tratamiento de imagenes
digitales. La aplicacién concreta al marco de la visién y la participaciéon de los alumnos
de forma grupal permite fijar la atencién del grupo favoreciendo el desarrollo de la
sesién. Para ello, se utilizard el software Matlab, por lo que también se introduciran
algunos de los comandos bésicos, necesarios para la segunda parte de la propuesta.

Los seminarios, disenados e impartidos por el profesor en el laboratorio de in-
formatica, sirven para introducir a los alumnos al uso del calculo simbdlico y numérico
y mostrar (visualizar) la aplicacién de los conceptos a casos practicos. Suelen tener
una duracién de dos horas y se utilizan para descargar de excesivo contenido tedrico
algunas sesiones asi como para afianzar conceptos previos. Digamos que los seminarios
se sitian en la fase de adquisicién de conocimientos y permiten integrar el plantea-
miento del modelo con su resolucién a través de las potente herramientas de calculo
simbodlico y numérico de Matlab. Alternativamente y para doble grados de Informatica
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y Matemaéticas serfa igualmente posible trabajar en Python.

4.1.2. Practicas (grupales)

Entramos ahora en la fase de adquisicién de habilidades lo que, junto a los cono-
cimientos, aportard competencias especificas al alumno. A la vez que los estudiantes
vayan adquieriendo los conocimientos y competencias pertinentes, se les propondra la
realizacién de practicas de ordenador. Estas consistirdn en resolucién de problemas en
los que tengan que poner en practica los conceptos introducidos y explicados durante
los seminarios y experimentar por si mismos las aplicaciones de estos.

El principal objetivo de estas practicas es aumentar su motivacién y, por tanto, pro-
piciar que la adquisicién de los aprendizajes sea mas significativa. Las practicas podran
ser realizadas de forma individual o grupal (en grupos de 2 o 3 estudiantes), dando
preferencia a esta segunda estrategia de trabajo debido a sus beneficios en el proceso
de ensenanza-aprendizaje del alumnado. El trabajo en equipo mejora la atencién y la
implicacién, refuerza la autoestima y potencia la adquisiciéon de conocimientos, al tener
que coordinarse e intractuar dentro del grupo para alcanzar un mismo objetivo.

4.1.3. Entrega de un trabajo (individual)

Otra importante accién metodolégica que tiene un profundo impacto en el desarrollo
y evaluacién de las competencias adquiridas por el alumno y en la mejora de resultados
académicos consiste en reservar un porcentaje de la evaluacion, que puede variar segin
el curso y el grado, para el desarrollo de una practica completamente original en la que
el alumno, con el conocimiento adquirido durante el curso y sin restricciones de tiempo,
pueda mostrar su capacidad, originalidad y creatividad. De esta forma, se propone al
alumno una metodologia evaluadora que no esté sesgada por factores externos (como
el ruido o el calor) o internos (cansancio, fatiga, nerviosismo o estado emocional) del
alumno durante la realizacién de un examen, sino que permite mostrar su verdadera
capacidad en condiciones de trabajo éptimas, elegidas y gestionadas por el alumno.

Un factor importante del trabajo a presentar es que tiene que estar validado, es
decir, el trabajo tiene que ser correcto -formalmente y mateméticamente- para lo cual
se certificaran los resultados utilizando Matlab. Esta validacién de resultados tiene un
impacto profundo en la metodologia de trabajo ya que introduce la idea fundamental
de que cualquier propuesta tiene que estar validada siendo su exactitud lo que se espera
del trabajo de un matematico.

En este sentido, la validacién se ve como una parte del marco de trabajo de la
matematica aplicada que se fundamenta en las fases de Modelado, Planteamiento del
Problema, Aplicacién del Modelo, Resoluciéon simbélica o numérica y Validacién de
Resultados.

El trabajo permite medir muy facilmente la motivaciéon del alumno, lo que se re-
fleja en propuestas interesantes, originales y elaboradas. Finalmente, destacar que se

11
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favorece el uso del Latex para la redaccién y formato de presentacion del trabajo lo
que acerca el alumno al formalismo y estilo tipico de las matemadticas en revistas y
articulos cientificos. Se utiliza la plantilla del TFG, proporcionada por la Coordinacion
del Grado, para acercar el alumno a una redaccién, limpia, clara, coherente y ordenada,
lejos de las tipicas hojas de examen con tachones y borrados que confunden al alumno
y al profesor en su correcciéon y andlisis de los errores cometidos.

4.2. Metodologia evaluadora

4.2.1. Evaluaciéon ordinaria continua

La evaluacion sera continua y progresiva durante el desarrollo de todo el curso.
Constard de tres pruebas de dos tipos diferentes: dos controles y el desarrollo de una
practica. Estas pruebas seran reevaluables en la convocatoria extraordinaria y su nota
minima serd un 3.

Primer control: Consiste en una prueba escrita, de evaluacién continua, que se
realizard al finalizar la primera parte del curso. Supondra el 40 % de la asignatura.

Desarrollo de una practica: Los alumnos deberan realizar una practica original
en la que combinaran los contenidos trabajados junto con Matlab, calculo simbdlico y
numérico, y Latex, competencias necesarias de la asignatura. De esta forma, demos-
trardn su capacidad y dominio de la materia, a la vez que reflejan su motivacién e
interés por la asignatura. Esta practica supondrd un 20 %.

Segundo control: Se trata de una segunda prueba escrita, también de evaluacién
continua, que tendra lugar al finalizar la segunda parte del curso. Supondré el 40 % de
la asignatura.

4.2.2. FEvaluacion extraordinaria

Aquellos estudiantes que no consigan alcanzar la nota minima de 5 sobre 10 deberan
realizar una evaluacién extraordinaria en la que reflejen el nivel de adquisicién de las
competencias del curso. En la convocatoria se evaluaran todas las pruebas en las que
no se alcance la nota minima, puesto que es un requisito necesario para aprobar. Si en
ninguno de los dos controles se alcanza la nota minima, se realizard un examen final
en el que se evaluardn todos los contenidos del curso, correspondiéndole un 80 % de la
nota.

4.2.3. La autoevaluacion
La autoevaluacion o evaluacion a la carta es una potente herramienta para el do-

cente que ha sido historicamente negada o, simplemente, no considerada. Sin embargo,
mide la valoracién del alumno con respecto al trabajo entregado. Lo importante es
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que la autoevaluacién realizada por el alumno resuene al docente para una correcta
valoracion del trabajo y de la madurez cientifica y matematica del alumno. Se trata
de medir, por tanto, la confianza del alumno en el valor del trabajo presentado, siendo
consciente del esfuerzo realizado y de las dificultades encontradas.

La distancia (o diferencia) entre una calificacién objetiva, basada en la experienza
docente, y la autoevaluacién puede indicar la capacidad autocritica del alumno.

13
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4.3. Seminario Parte I: Descomposicién por Va-
lores Singulares (SVD)

En este apartado se propone y describe la primera parte de lo que serd un ejemplo
completo de uno de los seminarios que formarian parte del curso de Algebra Lineal. Este
servird como modelo para el resto del curso. Otras propuestas, en la misma direccion, se
pueden realizar en el contexto del Calculo Multi Variable, las Ecuaciones en Derivadas
Parciales y el Calculo Numérico. Las caracteristicas y los objetivos del seminario serdan
aquellos que han sido descritos en el apartado 4.1.1, adaptandose tanto al niimero de
alumnos como a las caracteristicas individuales del grupo. Para esta primera parte del
seminario se destinard una sesiéon académica, cuya duracién son dos horas.

En primer lugar, empezaremos con el desarrollo teérico del seminario, en el que se
explica la técnica de Descomposicién en Valores Singulares.

La Descomposicién por Valores Singulares (SVD, del inglés singular value descom-
position) es una técnica algebraica que tiene importantes aplicaciones en el campo del
procesamiento de imégenes y, en general, en el andlisis de grandes cantidades de datos
(bigdata analysis).

Se trata de un tema que no se incluye en el temario de Algebra Lineal representando
un puente hacia el Algebra numérica y las aplicaciones. Sin embargo, los fundamentos
matematicos necesarios para la comprension del concepto son los tipicos que aparecen
en el curso de Algebra Lineal, por lo tanto, representa un tema especialmente interesante
para su desarrollo y aplicacién a la Visién Artificial a través de la actividad didactica
del seminario y su implementacién en las préacticas desarrolladas por los alumnos.

Los primeros resultados y propiedades matemaéticas de la SVD aparecen en 1873 y
1874 y se deben a las contribuciones de varios matemaéticos ilustres. Eugenio Beltrami
(1835-1899), Camille Jordan (1838-1921) y James Joseph Sylvester (1814-1897) los ob-
tuvieron a partir del dlgebra lineal. Més tarde, Erhard Schmidt (1876-1959) y Hermann
Weyl (1885-1955) los ampliaron a través del estudio de las ecuaciones integrales [12].
La demostraciéon de la existencia de una descomposicion SVD para cualquier matriz
real o compleja es de Eckart y Joung, en 1936, [13].

El desarrollo, maés reciente, de métodos numéricos eficientes para su calculo se debe
al trabajo de Golub (1965), lo que ha permitido el rdpido desarrollo de las aplicaciones
de la técnica a problemas de andlisis de datos [14].

Una simple observacién inicial justifica el interés, primero tedrico y luego practico,
de la teoria de los valores singulares.

La teoria de los autovalores no puede aplicarse directamente sobre una matriz no
cuadrada, por lo que no sera posible calcular su espectro ni su factorizaciéon espectral.
Sin embargo, la Descomposicién por Valores Singulares ofrece una generalizacién del
concepto de autovalor al caso de matrices no cuadradas. La generalidad de este resulta-
do es maxima ya que permite trabajar (codificar y procesar) con imégenes de cualquier
formato y tamano adaptandose a todos los tipos de sistemas de vision artificial.
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El siguiente teorema demuestra que cualquier matriz real admite una descomposi-
cion en valores singulares.

Teorema 1. Sea A € R™". Entonces existen matrices
U eR™™, S eR™", V eR™"

tales que
Am,n = Um,mzm,nvy;ljn

donde U y V son matrices ortogonales y ¥ es una matriz diagonal no necesariamente
cuadrada (ya que tiene las mismas dimensiones que A).

100 200 300 400 500 600

S v

200 400 600 800 200 400 500 800

Figura 4.1: Descomposicién en valores singulares (SVD) de una imagen del cuadro
La noche estrellada de Van Gogh.

El teorema general de Eckart y Joung, [13] vale para cualquier matriz cuadrada,

real o compleja y la hipdtesis de ortogonalidad se sustituye, en el caso complejo, por la

de matrices unitarias’.

L Aunque no parezca intuitivo pensar en imégenes complejas existen modalidades de imagen
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Definicion 1. Los elementos de la diagonal de ¥ son los Valores Singulares de la
matriz A:
01> ...20,>0

Referente a la unicidad de la descomposicion SVD observamos que los valores sin-
gulares son tnicos pero las matrices U y V no.

Definicion 2. Las columnas de U son los vectores singulares por la izquierda y las
columnas de V son los vectores singulares por la derecha.

n m n n
— n| e
— -
L3
m - -
L ]
A u h vT

Figura 4.2: La descomposicién en valores singulares (SVD). Cada valor singuar
de X tiene asociado un vector singular por la izquerda en U y un vector singular
por la derecha en V. Fuente: The Singular Value Decomposition (SVD) and Low-
Rank Matriz Approzimations, [1].

En efecto, se verifica que:
Am,nvn,l =0Uum,1

para todo vector singular u € R™ y v € R". Esta descomposicién en valores singulares
puede interpretarse desde el punto de vista de una descomposicién espectral.

El siguiente teorema tiene interés tedrico y préactico al indicarnos el camino para el
calculo de los vectores singulares a través de los conocimientos adquiridos con el calculo
de los autovectores.

Teorema 2. Sea A € R™"™ y sean U € R™™ y V € R™"™ matrices que verifican la
descomposicion matricial:

T
Am,n - Um,mzm,n Vn,n

médicas, del tipo imégenes de Resonancia Magnética, cuyos datos se adquieren en el espacio
complejo de frecuencias de Fourier. Tras anti-trasformar estos datos en crudo al espacio de la
imagen los datos siguen siendo complejos. Serd sélo a la hora de generar la imagen para estudio
y analisis médico cuando se considerard el médulo de la imagen lo que es necesariamente real.
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Las columnas de U (vectores singulares por la izquierda) son los autovectores de la

matriz
AAT

Las columnas de V (vectores singulares por la derecha) son los autovectores de la matriz
ATA

En efecto, por la definicién de la matriz traspuesta de un producto y por la propie-
dades de las matrices ortogonales podemos escribir

ATA = wsvhHTusv? = vslvTusv! =vefsv?

y deducir que la matriz V diagonaliza la matriz AT A y por eso los vectores Vj son
autovectores de AT A. Razonando de forma anéloga los alumnos tienen que resolver el
siguiente ejercicio.

(a) Cuadro Guernica de Picasso. La imagen se codifica como una
matriz A de dimensiones 953 x 2105.

ATA

200
400
600
80O
1000
1200
1400
1600
1800

2000

500 1000 1500 2000

(b) Matrices AA”, de dimensiones 953 x 953, y AT A, de dimensiones 2105 x 2105.

Figura 4.3: Representacién de las matrices cuadradas y simétricas AAT y AT A.

Ejercicio 1. Demostrar que la matriz U diagonaliza la matriz AAT
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Lo que lleva a las ecuaciones

AAT = (v wosvhHT =usvivstut =usstu”

Utilizando las descomposiciones de ATA y AAT y observando que los autovalores
de ©7Y y £X7 son iguales, deducimos que las columnas de V son los autovectores de
AT A y las columnas de U son los autovectores de AAT.

Sea r = rank(A). La matriz A tendrd entonces r valores singulares no nulos (posi-
tivos). Los valores singulares no nulos de A son la raiz cuadrada de los autovalores de
AT A, que coinciden con los de AAT. Es decir

02>..>02>0
son los autovalores no nulos de las matrices AT A y AAT.

A través del siguiente ejemplo los alumnos podran observar paso a paso c¢émo se
realiza de forma manual la descomposicién SVD.

Ejemplo 1. Dada la matriz
11
A=11 0
0 1 32

Calcular su Descomposicion en Valores Singulares.

Calculamos

2 1
ATA:< )
12/,

)

cuyos autovalores son

M=3 =1

Los valores singulares de A son
g1 = \/g, 09 = 1

y se tiene (observando que la fila de ceros da consistencia dimensional)

op O V3 0
Y= 0 g2 = 0 1
0 0 39 0 0 39

Los autovectores correspondientes de AT A son

=) ()
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Ya es posible construir la matriz V' de la descomposicién
1 /1 -1
=)

AVl = o014y, AVQ = O2U2

Utilizando las relaciones

se calculan los vectores ortogonales

\)
@)

Tras calcular los valores y vectores singulares podemos comprobar que se verifica la
descomposicién

T T
A =o1u1v] + ousvy

en donde los valores singulares ponderan la importancia relativa de cada sumando
(modo). Se trata en realidad de un resultado méas general y fundamental que se recoge
en el Teorema 3.

Tras realizar una SVD en papel, un posible ejercicio consiste en calcular la SVD de
una matriz dada mediante el uso de Matlab.

Ejercicio 2. Dada la matriz

1 -2 2
-2 4 -1
A= -1 -1 O
0 2 1

4,3

Calcular su Descomposicion en Valores Singulares haciendo uso de Matlab.

En la figuras 4.4 y 4.5 se muestra una grafica visual de cada una de las matrices
resultantes de la descomposicién SVD de la matriz A del Ejercicio 2. En la representa-
cién podemos observar que sélo hay 3 valores singulares positivos, luego rank(A) = 3.
En la figura 4.4 la matriz diagonal ¥ se ha complementado con una fila de ceros para
tener las mismas dimensiones que la matriz de entrada A.

Sin embargo, en la figura 4.5 se aplica la opcién ’econ’ de Matlab para calcular la
SVD truncada, que nos da una versién compacta de la SVD. En este caso, la matriz
diagonal > se construye tunicamente con los valores singulares no nulos de A, elimi-
nando la fila complementaria de ceros. Del mismo modo, podemos observar que en las
columnas de la matriz U se ha eliminado la ultima de ellas, que se correspondia con un

espacio vectorial complementario y ortogonal a las tres primeras columnas que abarca
U.

19



Capitulo 4. Metodologia

Original u S v

HaN

Figura 4.4: Matrices resultantes de la descomposiciéon SVD de la matriz Ay 3 del
Ejercicio 2. Las dimensiones son Uy 4, Y43, V3 3.
Original u

Figura 4.5: Matrices resultantes de la descomposiciéon SVD aplicando la opcién
‘econ” de la matriz A del Ejercicio 2. Las dimensiones son Uy s, 233, V3 3. Se ha

codificado la misma informacién pero eliminando la tltima columna de U y la
ultima fila de X3,

De forma maés general, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3. Sea A € R™", y sean
o1 >09>...20,>0

sus valores singulares (los no nulos son r). Sean uy, ..., u, sus vectores singulares por la
izquierda y v1, ..., U Sus vectores singulares por la derecha. Entonces la factorizacion

A=Uuxvt
se puede escribir en la forma:

A= Jlulvip + ...+ arurv::F (4.1)

Ademds, se tiene:
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1. rank(A) = r < n.
2. La norma 2 de la matriz nos da el valor singular mdximo
1A]|2 = 01 (4.2)
Si A es cuadrada (m=n) y no singular su condicionamiento es

cond(4) = || A[|s]| A2 = = (4.3)

n

Los vectores ui, ..., u, forman una base ortonormal de R(A).
Los vectores Uy 1, ..., un forman una base ortonormal de N'(AT).

Los vectores vi, ..., v, forman una base ortonormal de R(AT).

S oo™ %

Si r < n los vectores vyi1, ..., v, forman una base ortonormal de N'(A).

Mas adelante, en las aplicaciones a la visién artificial, observaremos que, a la hora
de realizar la reconstruccién de una imagen (matriz), el valor singular maximo (4.2)
nos proporciona la informacién de baja frecuencia, es decir, la estructural. Detalles
y texturas, asociadas a las altas frecuencias de la senal se codifican en los valores
singulares positivos pero pequenos.

Por su parte, el condicionamiento de A (4.3) nos da informacién clave para la re-
solucién numéricas de sistemas lineales y problemas de minimos cuadrados asociados a
regresiones lineales. Si hay un condicionamiento malo, es decir, muy grande, significa
que ante pequenas perturbaciones en el sistema, la solucién diferird mucho, perdien-
do, por tanto, estabilidad en el sistema. Esta observacién es clave a la hora de aplicar
algoritmos de algebra numérica para la resolucién de sistemas lineales. Para condicio-
namiento bajo utilizaremos métodos directos (del tipo factorizaciones LU, QR) y para
condicionamiento elevado usaremos algoritmos iterativos (del tipo Jacobi, Gauss-Seidel,
Gradiente, Gradiente Conjugado) basados en el precondicionamiento de la matriz del
sistema.

En relacion al Teorema 3 se les plantea a los alumnos el siguiente ejercicio donde las
propiedades 3, 4, 5 y 6 del teorema permiten el andlisis de sistemas lineales asociados
a datos desconocidos.

Ejercicio 3. Sea dada la matriz del ejemplo
11
10
01 3,2

Calcular la dimension y una base de los espacios N(A) € R?, R(A) € R3, N (AT) € R3,
R(AT) € R2. Clasificar las aplicaciones asociadas fa, far en inyectivas, suprayectivas
y biyectivas. Determinar una base de estos subespacios vectoriales. Utilizar la caracteri-
zacion de los espacios nicleo e imagen de las aplicaciones asociadas a las matrices A y
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AT para estudiar la existencia y unicidad de los sistemas Asoxo1 =b31, Ag3x3,1 =by1

siendo b y b vectores de datos desconocidos.

Finalmente, tras haber entendido el proceso de descomposicién aplicado a una ma-
triz de pequenas dimensiones, se propone a los alumnos que realicen el siguiente ejercicio
en el que tendran que utilizar el calculo simbdlico para calcular, de forma automaética,
la descomposicién SVD de una matriz de grandes dimensiones.

Ejercicio 4. Dada una matriz de dimensiones muy grandes. Calcular su descomposi-
cion en Valores Singulares haciendo uso de Matab.

Para generar una matriz de gran tamano en Matlab puede utilizarse el comando
rand(n,m), que devuelve una matriz de n por m nimeros aleatorios.

Propiedades SVD

A partir de los trabajos de los autores mencionados en el apartado anterior, vamos
a ver algunas de las propiedades fundamentales de la Descomposicién en Valores Singu-
lares. Estas son la Aproximacién de matrices de bajo rango (4.3.1), la Pseudo-Inversa
de Moore-Penrose (4.3.2) y el Andlisis de Componentes Principales (PCA) (4.3.3).

La explicacién de cada una de estas propiedades serd llevada a cabo a continuacién
de los fundamentos teéricos de la SVD, por lo que seguirdn las mismas caracterisiticas
y objetivos del seminario.

4.3.1. Aproximacion de matrices de bajo rango

Una de las importantes propiedades que posee la SVD es la capacidad de propor-
cionar una aproximacién de una matriz mediante otra matriz de menor rango. La SVD,
en particular, ofrece la mejor aproximacion, en términos de la norma de Frobenius y
de minimos cuadrados, de cualquier matriz por otra de las mismas dimensiones, pero
de menor rango [15].

Esto es asi ya que, si queremos aproximar lo mejor posible una matriz A por una
matriz de rango k, la idea seria mantener los k£ datos “més importantes”para dar la
mejor representacion de la matriz original. Y eso es precisamente lo que hace la SVD

[1].

Como hemos visto en 4.1, la factorizacién A = USVT, con rank(A) = r, es equi-

valente a la expresién
.
Z T
A= OiU;v;
i=1
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donde la SVD expresa a la matriz A como una combinacién lineal no negativa de
r matrices de rango 1 (los productos externos de los vectores singulares izquierdo y
derecho), ponderadas por los valores singulares [16].

Luego, si mantenemos los primeros k£ términos, la aproximacion de rango k pro-
puesta es:

k
Ak = Z Jiuiv;f
i=1
donde 01 > 09 > ... > 0} > 0. Como suma de k& matrices de rango 1, es evidente que la
matriz A tiene rango k [16].

Una forma equivalente de ver la aproximacion de rango k es
A = U VT

donde al computar la SVD, tinicamente mantenemos las primeras k filas de V7 (k
vectores singulares por la derecha), las k primeras columnas de U (k vectores singulares
por la izquierda) y los k primeros valores singulares de X [1]. Esta descomposicién se
conoce como SVD truncada.

En Matlab, esta descomposicion se realiza mediante los siguientes comandos:

Cédigo 4.1: Descomposicion SVD truncada

(U, S, V] = svd(A);
Ak = U(C:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)";

El siguiente resultado, conocido como el teorema de Eckart-Young, justifica que la
aproximacion de bajo rango anterior Ay es la mejor aproximacion de A en términos de
la norma de Frobenius y de la norma espectral [17].

Teorema 4. Para cualquier matriz A € R"™"™ con rank(A) = r y B € R™" con
rank(B) <k, 1<k<r

Aj = arg min |A— Bl|r (4.4)
{BeR™": rank(B)<k}

donde argmin||A — B||r denota la distancia minima de la norma de Frobenius.

La optimalidad de la aproximacion mediante SVD de la matriz A se interpreta en

> o2 = |A— Allr < |A- Bllr
i<k

Ok1 = [|A = Agl2 < |A = Bll

la forma:

donde Ay, es la aproximacién de rango k derivada de la SVD de A [16].
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Se dice que la matriz reconstruida Ay es éptima (en sentido de minimos cuadrados)
para matrices de rango k porque satisface la siguiente condicién

14— AllF = Tr{(A - A)(A - Ax)"} = min || A - X||%

para el conjunto de matrices X de rango menor o igual que k. La calidad de la recons-
truccién viene dada por la relacién entre los primeros k valores propios (es decir, los
valores singulares al cuadrado) y la suma de todos los valores propios. Esta cantidad se
interpreta como la proporcion reconstruida o la varianza explicada, y corresponde a la
inversa de la cantidad minimizada por la ecuacion anterior. La calidad de la reconstruc-
cién también puede interpretarse como el coeficiente de correlacién al cuadrado entre
la matriz original y su aproximacién [15].

4.3.2. Pseudo-Inversa de Moore-Penrose

Los sistemas lineales y su resolucién eficiente representan una parte fundamental de
las matematicas que se utiliza en una amplia variedad de campos, incluyendo la fisica,
la ingenieria, la estadistica, la economia y la informética.

Dado un sistema lineal de ecuaciones Ax = b. Si A es una matriz cuadrada e
invertible (es decir, su determinante es distinto de cero), entonces existe una solucién
Unica x para cada b. Sin embargo, cuando A es singular o rectangular puede haber una,
ninguna o infinitas soluciones, dependiendo del vector b y de los espacios de columnas
y filas de A [18].

Consideramos el sistema indeterminado, donde A € R™" y m < n, de manera que
el nimero de ecuaciones es menor que el de incégnitas. Es probable que este tipo de
sistema tenga rango de columna completo, ya que tiene muchas mas columnas que las
necesarias para una base linealmente independiente. En general, si un sistema tiene
rango de columna completo, entonces hay infinitas soluciones z para cada b. El sistema
se denomina indeterminado porque no hay suficientes valores en b para determinar
univocamente la x de dimensién superior.

Del mismo modo, consideramos el sistema sobredeterminado, donde m > n, de
modo que hay maés ecuaciones que incégnitas. Esta matriz no puede tener un rango
de columna completo, por lo que esta garantizado que hay vectores b que no tienen
soluciéon x. De hecho, sélo habré solucion x si b esté en el espacio de columnas de A,
i.e., b€ col(A).

En el caso sobredeterminado, en general, no existe solucion y el objetivo para poder
resolver el sistema es encontrar la “mejor” solucién que minimice la diferencia entre Az y
b, es decir, que minimice el error cuadrético || Az—b||3. Esta es la denominada solucién de
minimos cuadrados. Observar que la solucién de minimos cuadrados también minimiza
[|Az—b||2. En el caso indeterminado, cuando existen infinitas soluciones, para resolver el
sistema debemos encontrar la solucién x con norma minima ||z||2 de modo que Az = b,
que es la denominada solucién de norma minima [18].

Para resolver este tipo de problemas lineales resulta muy 1til la aplicacién de la
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Pseudo-Inversa de Moore-Penrose. Este concepto generaliza la nocién habitual de inver-
sa de una matriz cuadrada, permitiendo su aplicacién a matrices cuadradas singulares
o incluso a matrices no cuadradas. Se define por

Definicién 3. Sea A € R™". Entonces existe la matriz Pseudo-Inversa de Moore-
Penrose, denotada por At y definida por

AT =1im(ATA + el,)LAT = lim AT(AAT +e1,) 7! (4.5)
e—0 e—0

Un algoritmo muy practico para calcular la Pseudo-Inversa se basa en la formula

At =vxiu? (4.6)

donde U, ¥ y V son las matrices proporcionadas por la SVD de A y =1 es la pseudo-
inversa de la matriz diagonal ¥, que se construye tomando el reciproco de los elementos
no nulos de ¥ y después calculando la traspuesta de la matriz resultante.

Si A es cuadrada y no singular (luego invertible) se recupera la matriz inversa:
A~! = At Para las matrices que no son de rango méximo, el paso al limite es necesario
para el calculo de la pseudo-inversa. Para las matrices de rango maximo se tiene:

Teorema 5. Sea A € R™"™ una matriz de rango mdzimo, es decir, rank(A) = min{m,n}.
Si rank(A) = n podemos calcular la Pseudo-Inversa mediante la formula

AT = (AT A)~1AT
Si rank(A) = m podemos calcular la Pseudo-Inversa mediante la formula

AT = AT(AAT)!

Imagen original Pseudo-Inversa

100 f
£ w ] 200 i

150 F= ) LR 200

| 400

500 f

100 200 300 400 500 600 700 800 800 50 100 150 200 250 300 350 400 450 500

Figura 4.6: Representacién del calculo de la Pseudo-Inversa de una imagen del
cuadro La persistencia del tiempo de Dali.

Si A € R™" no es una matriz de rango maximo, es decir, rank(A) < min{m,n},
entonces hay que usar la férmula (4.5) de la definicién. En todo los casos se puede
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utilizar el algoritmo (4.6) basado en la SVD y que estd implementado en el comando
pinv.m de Matlab. El interés de la definiciéon radica en que introduce claramente la
técnica de regularizacién de problemas mal planteados.

4.3.3. Anailisis de Componentes Principales (PCA)

La técnica de analisis de componentes principales es debida a Hotelling (1933), [19]
y se basa en resultados previos sobre problemas de minimos cuadrados y regresiones
lineales de K. Pearson (1901), [20]. Aplicaciones recientes en el campo de la Inteligencia
Artificial y las redes neuronales son, entre otras, el reconocimiento automatico de caras
de Gan et al., (2015), [21] y el andlisis de datos multivariables de alta dimensién en
la red NetPCA de Codesido et al. (2021), [22]. Estos desarrollos recientes demuestran
la efectividad y generalidad de la técnica en la reduccién dimensional de problemas de
alta dimension.

El Analisis de Componentes Principales (PCA, del inglés principal component analy-
sis) es una de las herramientas més importantes del dlgebra lineal aplicada. Este método
estadistico se utiliza en aprendizaje automético no supervisado para reducir la dimen-
sionalidad durante el analisis de grandes cantidades de datos a la vez que conserva su
informacién. Permite entender las tendencias, patrones y relaciones entre los datos que
estan oscurecidos o que son confusos en su representacién original.

Este algoritmo puede utilizarse para reducir significativamente el tiempo de ejecu-
cién de los algoritmos de aprendizaje de caracteristicas no supervisados (unsupervised
feature learning algorithm).

Para poner a los alumnos en contexto y hacerles entender de manera sencilla en qué
consiste el andlisis de componentes principales utilizaremos el ejemplo del problema de
fisica del movimiento de un muelle ideal que aparece en el Tutorial sobre el Anélisis en
Componentes Principales [2].

El sistema de este problema consiste en una bola de masa m unida a un muelle
sin masa ni rozamiento. La bola se suelta a una pequena distancia del equilibrio, es
decir, el muelle se estira. Como el muelle es “ideal” oscila indefinidamente a lo largo del
eje x alrededor de su equilibrio con una frecuencia determinada. Este es un problema
estandar en fisica en el que el movimiento a lo largo de la direccion = se resuelve
mediante una funcién explicita del tiempo. En otras palabras, la dindmica subyacente
puede expresarse en funcién de una unica variable x.

Suponiendo que no sabemos qué ejes y dimensiones son importantes medir, decidi-
mos medir la posicién de la bola en un espacio tridimensional. Para ello, colocamos tres
camaras alrededor del sistema. A 200 Hz, cada cdmara graba una imagen que indica
la posicién bidimensional de la bola (su proyeccién). Como tampoco sabemos cudles
son los ejes reales “x”, “y” y “2”, elegimos tres ejes de cAmara — a, — b, — ¢ en
angulos arbitrarios respecto al sistema, que puede que ni siquiera sean de 90°. Después
de grabar durante varios minutos con las camaras, nos preguntamos cémo pasar de este

conjunto de datos a una ecuacién simple de x.
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camera B ‘
] N, — ’l:'.amar.l{:

camera A

N\

Figura 4.7: Representacién del ejemplo del problema de fisica del movimiento de
un muelle ideal. Fuente: A tutorial on principal component analysis, [2].

Podriamos habernos limitado a medir la posicién a lo largo del eje x con una
sola camara. Pero esto no es lo que pasa en el mundo real, ya que muchas veces no
sabemos qué mediciones reflejan mejor la dindmica del sistema. Ademads, hay que tener
en cuenta el problema del ruido. En nuestro ejemplo habria que tener en cuenta el
aire, la imprefeccion de las cdmaras o el rozamiento en un muelle no ideal. El ruido
contamina nuestros datos perturbando aiin mas la dinamica.

El objetivo del PCA es calcular la base mas significativa que permita reexpresar
mejor un conjunto de datos ruidosos.

En el ejemplo anterior, cada muestra temporal serd una muetra individual del con-
junto de datos. La cdmara A registrard una posicion correspondiente en un momento
dado de la bola (x4,y4). Por lo que la muestra en este ejemplo se puede expresar como
un vector columna de 6 dimensiones donde cada cadmara contribuye con una proyeccion
bidimensional de la bola:

2|

Grabando la posicion de la pelota durante 10 minutos a 120 Hz, registrariamos 10 x
60 x 120 = 72000 de esos vectores.

En términos abstractos, cada muestra de X es un vector m-dimensional generado
por alguna base ortonormal. De algebra lineal sabemos que todos los vectores de medida
forman combinaciones lineales de este conjunto de vectores de base de longitud unitaria.
Por ello, el PCA parte del supuesto de linealidad y se limita a reexpresar los datos como
una combinacién lineal de sus vectores base de longitud unitaria.

Para saber cudl es esta base ortonormal, supongamos en el ejemplo del muelle que
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hemos reunido los datos sélo mirando la cAmara A. Una eleccién ingenua de la base seria
{(1,0),(0,1)}, pero podriamos elegir otra como {(?, ?), (_T\/i, _T‘/i)} o cualquier otra
rotacion. La razén de la eleccion de la primera base es el método con el que se recopilan
los datos, pues para registrar la posicién (2, 2) en nuestras camaras, significa 2 unidades

hacia arriba y 2 unidades hacia la izquierda en la ventana de la cAmara.

Generalizando al caso m-dimensional podemos construir una matriz identidad mxm

b1 10 - 0
bo o1 .---0
bm 00 - 1

donde cada fila es un vector bésico ortonormal b; con m componentes. Este seria el
punto de partida ya que todos los datos han sido registrados en este base y, por tanto,
pueden expreserse de forma trivial como combinacién lineal de {b;}.

Ahora, para describir la base matemadtica del proceso utilizamos el Tutorial de la
Universidad de Stanford [23] y el Tutorial sobre el Anélisis en Componentes Principales
de Jonathon Shlens [2].

Considerando el conjunto de datos X = {1, ..., ,,} como una matriz m x n, donde
cada muestra (dato) x; tiene n componentes describiendo asi n caracteristicas, es decir,
z\) € R". Sea Y otra matriz m x n relacionada por una transformacién lineal P. Y es
una representacién del conjunto de datos original de la forma

PX =Y

que representa un cambio de base. P es una matriz que tranforma X en Y y, geométri-
camente, se trata de una rotacion y un estiramiento que transforma X en Y. Las filas

de P, {p1,...,pm} son un conjunto de nuevos vectores base para expresar las columnas
de X. Es decir,

Y41
PX = : (xlxn)
Pm
pP1-x1 -+ P1°Tp
y — . .
Pm Tl - DPm - Tn

Cada coeficiente y; es un producto punto de z; con la fila correspondiente en P. Es
decir, yJ(J ) es una proyeccion sobre la j-ésima fila de P. Los vectores fila {p1,...,pm},

que son ortonormales, serdn las componentes principales en X.

Para preparar los datos de manera que la PCA funcione calculamos la media por

filas .
1 )
1=
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para cada ejemplo del dataset:

y se la restamos al dataset para normalizarlo

) 0)

(i
x; = —

y obtener un nuevo dataset de media cero, donde las distintas caracteristicas tengan
variaciones similares entre si.
Calculamos la matriz de Covarianza del dataset mediante la férmula

1
n—1

Cyx = xxT

La forma matricial X X7, en ese orden, compone el valor deseado para el elemento
(i,7)-ésimo de C'x. Concretamente, el elemento (i, j)-ésimo de Cx es el producto punto
entre el i-ésimo vector del tipo de muestra con el j-ésimo vector del tipo de muestra.

La matriz de covarianza C'x es una matriz cuadrada, simétrica y semi-definida posi-
tiva m x m. Los términos diagonales de C'y son la varianza de las variables particulares
del dataset y los términos no diagonales, su covarianza. C'x recoge los valores de corre-
lacién entre todos los pares de muestras posibles, reflejando el ruido y la redundancia
de los datos.

Los objetivos son minimizar la redundancia, medida por la covarianza, y maximizar
la senal, medida por la varianza. Por definicion, las covarianzas son no negativas, por lo
que la covarianza minima es cero. Si llamamos Cy al resultado de manipular la matriz
Cx, lo que buscaremos serd que Cy sea diagonal.

Escribiendo Cy en términos de la variable de eleccién P tenemos

1

Cy = yyT
n—1
1
= rPx(prx)T
— 1( )(PX)
1
= ——pPxx'pT
n—1
- P(XXxT)PT
n—1
1
Cy = rPAPT
n—1

Hemos definido una nueva matriz A = X X7, donde A es simétrica. Por la teorfa de
Diagonalizabilidad y Descomposicién Espectral (ver anexos A.1.12 y A.1.14) sabemos
que por ser simétrica puede escribirse como

A=FEDET (4.7)

donde D es una matriz diagonal formada por los autovalores {A1,...,\p,} de Ay E es
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una matriz ortogonal de los vectores propios de A dispuestos en columnas.

Seleccionamos la matriz P de forma que cada fila p; sea un vector propio de X X7
Por esta seleccién, P = E”T. Sustituyendo en la ecuacién 4.7 se tiene A = PTDP. Con
esta relacién y sabiendo que P~' = P se tiene

Cy = 1 rPAPT
n—1
1
= pPTDP)PT
n—1
1
= rPPYD(PPT
n—l( )D( )
1
= — (PP YHYD(PP!
n—l( )D( )
1
C pu—
v n—1

Es evidente que la eleccién de P diagonaliza Cy, que era el objetivo del PCA.
Resumiendo los resultados del PCA en las matrices Py Cy:

» Los componentes principales de X son los autovectores de X X7 (o filas de P).

s El i-ésimo elemento diagonal de Cy es la varianza de X a lo largo de p;.

En la préctica, para calcular el PCA de un conjunto de datos X simplemente hay
que calcular los vectores propios de la matriz de covarianza Cx.

Es habitual ordenar los autovectores en funcién del autovalor asociado [24]. Es decir,
siendo {1, ..., A} los autovalores de Cx y {p1,...,pm} sus autovectores. El espectro
es no negativo, A; > 0 y los autovalores estan ordenados de mayor a menor:

AMZA>. 2 Ay 20

El primer autovalor, A1, es el autovalor principal y corresponde a pi, el autovector
principal.

Otra forma de calcular la PCA es aplicando la descomposicién en valores singu-
lares debido a la estrecha relacién que existe entre ambos métodos. Digamos que la
SVD proporciona el marco tedrico para el cdlculo y aplicacién de la PCA en anélisis
estadistico de datos. Lo veremos a continuacién.

SVD y PCA

Definimos una nueva matriz Y de n x m en la forma

1

n—1

Y = xT
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donde cada columna de Y tiene media cero. La definiciéon de Y se justifica analizando
YTy.

1 1
YTy = xnHT xT
=) =)
_ 1 xTIT xT
n—1
1
= xxT
n—1
Yy = Ox

Por construcciéon Y7Y es igual a la matriz de covarianza de X. Como sabemos que
los componentes principales de X son los autovectores de Cx, si calculamos la SVD de
Y, las columnas de la matriz V contienen los autovectores de Y'Y = Cx. Por tanto,
las columnas de V son los componentes principales de X.

1

vn—1
X. Podemos concluir que encontrar los componentes principales equivale

V genera el espacio de filasde Y = XT. Por tanto, V debe generar el espacio de

1
vn—1
a encontrar una base ortonormal que genere el espacio de columnas de X.

columnas

Si el objetivo final es encontrar una base ortonormal para el espacio generado por

las columnas de X, entonces podemos calcularla directamente sin construir Y. Por

simetria, las columnas de U producidas por las SVD de \/711le también deben ser los

componentes principales.

Otra forma de apreciar la similitud entre el PCA y la SVD es a partir de la ecuacion
4.7. Supongamos que {A; > A2 > ... > A\, }, los componentes principales, se refieren
a los primeros r vectores columna de E, y los asociados {\1,...,\,} son varianzas o
potencias de los componentes principales.

Por similitud, pero sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X tiene media
cero a lo largo de todas las filas. Utilizando la descomposicion SVD de X y la orto-
normalidad de V', es facil demostrar que E se puede calcular a partir de la SVD de
X:

xxT=vxvtwsvh)! =usvlivyu? =us?u?

Es decir, E=Uy D =320\ = o2

Como puede observarse, hay una estrecha relacién entre la SVD y la PCA puesto
que el andlisis de componentes principales de una matriz de datos X € R™™ puede
reducirse a calcular la SVD de X [1].

Los autovectores (ordenados por columnas) de Cx construyen la matriz ortogonal
U de la Factorizacién SVD de X. Los autovectores constituyen una nueva base en la
que representar los datos.

El resultado del PCA, fijado un k, es simplemente considerar los k autovectores
superiores de la matriz de covarianza X X7, es decir, retener las primeras k componentes
principales, pues son las que tienen asociada una varianza mayor y, por tanto, quienes
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contienen una informacion mas interesante. Precisamente la SVD de X entrega esos
autovectores, que son las primeras k filas de V7T [1].

4.4. Seminario Parte 1I: Aplicaciones SVD

En esta segunda parte del seminario se les mostrard a los alumnos algunas de las
importantes aplicaciones de la Descomposiciéon en Valores Singulares. Entre ellas, la
Compresion de imédgenes digitales (4.4.1), el Reconocimiento facial (Eigenfaces) (4.4.2)
y la Eliminacién de ruido (Denoising) (4.4.3).

De nuevo, esta segunda parte del seminario seguird las caracteristicas y objetivos
descritos en la secciéon 4.1.1 y se llevard a cabo en otra sesiéon de duracién de dos horas.

4.4.1. Compresion de imagenes digitales

La compresién de imagenes digitales es una de las técnicas mas importantes hoy en
dia, ya que permite resolver uno de los mayores problemas actuales: reducir el espacio
de almacenamiento ocupado por una imagen sin que esta pierda calidad [25].

Mediante esta técnica pueden almacenarse y transmitirse los datos de manera efi-
ciente asi como ahorrar memoria, ancho de banda y costes. Basicamente hay una re-
dundancia en la codificacién de los datos, en los valores entre pixeles y también visual.

La compresién de imagenes se clasifica en dos tipos: compresién de imagenes con
pérdidas (lossy compression) y compresion de imégenes sin pérdidas (lossless com-
pression). En este caso veremos la compresiéon con pérdidas, ya que son las técnicas
mayormente utilizadas para la compresién de imagenes, siendo la SVD una de ellas. El
énfasis de esta técnica estd en la observaciéon de que en una imagen hay informacién
redundante que puede no ser almacenada para permitir una tasa de transmisién de
datos més elevada.

Se le introduce a los alumnos, a continuacién, los comandos de Matlab necesarios
para leer y calcular la SVD de una imagen, que después serd comprimida.

Tras leer una imagen con el comando imread y almacenarla en una variable,
A € R™", pasamos los datos enteros a datos de coma flotante (tipico en Matlab)
mediante el comando A = im2double(A). Realizamos la descomposicién SVD me-
diante el comando [U,S,V] = svd(A). Fijado el niimero de valores singulares, digamos
r, se construye una versién comprimida X de la imagen original A de la forma:

Apea=U( 1)« SL:r1:r)«V(:,1:r)T

Sabemos que el rango de una matriz singular es igual al niimero de valores sin-
gulares distintos de cero. Luego, el rango de la matriz reducida que se ha construido
es exactamente r, el nimero de valores singulares retenidos. Una cuantificacién de la
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compresién obtenida se puede dar definiendo el ratio de compresion c,, que nos da
el porcentaje de elementos retenidos en la version reducida de la imagen:

r(m+n+1)
mn

Cp =

Se les mostrard a los alumnos a través del siguiente ejemplo cémo comprimir una
imagen para diferentes valores de r utilizando la descomposicién SVD.

Ejemplo 2. Sea dada una imagen. Se pide calcular una descomposicion SVD de la
imagen y una version reducida de la misma utilizando v = 5, 20 y 100 modos de
la descomposicion. Representar las imdgenes valorando visualmente la calidad de la
reduccion dimensional.

(a) Imagen original (b) Imagen reducida de ran-
gor =5y 1.81%

(c¢) Imagen reducida de ran-  (d) Imagen reducida de ran-
gor =20y 7.23% gor =100y 36.16 %

Figura 4.8: Compresién de la imagen del cuadro La joven de la perla de Johannes
Vermeer mediante una descomposicion SVD para diferentes valores del rango. Se
detalla el porcentaje de datos que se almacena en cada imagen para cada valor.

En este ejemplo observamos céomo es la reconstruccién de la imagen al pasar por
diferentes valores del rango, mejorando la aproximacién al aumentar dichos valores.
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El c6digo empleado para leer la imagen original, calcular su descomposicion SVD,
aproximar la imagen para los distintos valores del rango y representar tanto la imagen
original como las aproximaciones es el siguiente:

Cédigo 4.2: SVD para compresion de una imagen en escala de grises

A imread ('.\imagenes\jovendelaperla.jpg');

X im2double (rgb2gray (A));

nx = size(X,1); ny = size(X,2);

A% imagen original

figure,

subplot (2,2,1)

imagesc(X), axis off

colormap gray

title('Original');

A% SVD Approxzimations

[U,S,V] = svd(X,'econ'); / econ remove the zero

singular values

plotind = 2;

for r = [6 20 100]; / truncation walue
Xapprox = U(:,1:r)*S(1l:r,1:r)*xV(:,1:r)";
subplot (2,2,plotind), plotind = plotind + 1;
imagesc (Xapprox), axis off, colormap gray;
title(['r=',num2str(r,'%d'),"', ',num2str (100*xr*(nx+

ny)/(nx*ny), ' %2.2f"'),

'storage'])

end

Observando la figura 4.8, en el caso r = 5 podemos decir que hay mucha pérdida de
informacién en la compresién, pero realmente ya es posible percibir las caracteristicas
bésicas de la imagen y hacerse una idea de lo que esté representando con sélo 5 modos
[18].

A medida que se aumentan los valores de 7 a 20 y 100 se obtienen caracteristicas mas
sutiles y detalladas de la imagen. En la imagen de rango r = 20 se puede ver claramente
lo que representa la imagen, aunque con baja resolucién. Sin embargo, con 100 modos
la representacién de la imagen se aproxima muy fielmente a la imagen original [18].

Por otro lado, se recoge de manera explicita cuantos datos estd almacenando cada
una de las imagenes para los diferentes valores de r. Podemos observar que tinicamente
el 36.16 % de los datos de la imagen A son los que deben almacenarse para mantener
las 100 primeras columnas de U, la primera submatriz de 100x100 de ¥ y las primeras
100 columnas de V.

Utilizando el comando diag(S) se trazan los elementos de la diagonal de ¥ para
representarlos en un grafico tomando el logaritmo de esos valores singulares. Adem4s,
vamos a representar la suma acumulativa, es decir, la suma de los primeros r valores
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singulares dividida entre la suma de todos los valores singulares, utilizando el comando
cumsum(diag(S))/sum(diag(S)), para ver cudnta energia o informacién hay en los
primeros modos en comparacién con todos los modos [18].
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(a) Grafica de la escala logaritmica de (b) Gréfica de la energia acumulada al
los valores singulares de la imagen. aumentar los modos.

Figura 4.9: Gréficas de la escala logaritmica de los valores singulares de la imagen
y de la energia acumulada al aumentar los modos.

En la gréfica 4.9a podemos observar una caida muy pronunciada en la magnitud de
los valores singulares que después se estabiliza. El primer grupo de valores singulares es
el que mantiene la mayor parte de la informacién en la matriz de datos, lo que refleja que
gran parte de los valores singulares de baja energia puedan desecharse, manteniendo la
informacién de la matriz original. Esta grafica da la informacién sobre cudntos modos
se necesitan para mantener la estructura de los datos [18].

La grafica 4.9b refleja cudnta energia acumulada se mantiene segin el ntimero de
modos utilizados. Se observa que tan solo con el primer modo se obtiene aproximada-
mente el 40 % de la informacién en esa matriz de datos [18].

A partir del andlisis anterior se observa que a medida que r aumenta, la calidad
de la imagen mejora, pero al mismo tiempo también aumenta la cantidad de memoria
necesaria para almacenar la imagen. Por ello, el valor 6ptimo de r debe seleccionarse
de forma que no se degrade la calidad de la imagen y, al mismo tiempo, se reduzca el
espacio de almacenamiento ocupado por la imagen. Por lo tanto, la seleccién del valor
r desempena un papel crucial en el rendimiento de la técnica de Descomposicién de
Valores Singulares [25].

Se les mostrard a los alumnos, a continuacién, como realizar la compresién de una
imagen digital en color, para lo que se utilizara el ejemplo anterior con la imagen del
cuadro de La joven de la perla en color.
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(b) Imagen reducida de ran-
gor=5y181%

(c) Imagen reducida de ran-  (d) Imagen reducida de ran-
gor =20y 7.23% gor =100 y 36.16 %

Figura 4.10: Compresién de una imagen del cuadro La joven de la perla de Johan-
nes Vermeer en color mediante una descomposicion SVD para diferentes valores
del rango. Se detalla el porcentaje de datos que se almacena en cada imagen para
cada valor.

Para realizar la descomposicién SVD sobre una imagen en color separamos los
canales RGB para después realizar la descomposiciéon en cada uno de ellos. Una vez
leida la imagen y almacenada en una variable A, podemos obtener los canales RGB de
la imagen con un bucle que almacene cada canal en una variable. Fijando el nimero de
valores singulares r para realizar la aproximaciéon comprimida de la imagen, aplicamos
la descomposiciéon SVD sobre cada canal y se reconstruye la nueva imagen comprimida,
almacenandola en una nueva variable X. El cédigo empleado para ello es el siguiente:

Cédigo 4.3: SVD para compresion de una imagen en color

4% Separacton de canales
channels = cell(1,3);
for i = 1:3

channels{i} = A(:,:,1);
end
A% SVD
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nx = size(A,1); ny = size(A,2);
X = zeros(nx,ny,3);
for i = 1:3
[U, S, V] = svd(channels{il});
X(C:,:,1)=UC(C:,1:r)*S(1:r,1:r)*xV(:,1:1)"';
end

Tras esta primera aplicaciéon de la SVD se les mostrard a los alumnos el cédigo
necesario para realizar una animacién que se recoge en un video (por ejemplo, una
combinacién lineal convexa de imégenes) y ejemplificar, de esta forma, el proceso ma-
tematico. Esto les permitird entender mejor la evolucién del proceso de la SVD al
percibirlo de manera visual sobre una imagen digital.

Al final del seminario se le propondrd a los estudiantes una practica en la que
tendran que cambiar las imégenes y generar otros videos para las aplicaciones propues-
tas. En ella, como se ha mencionado en la seccién 4.1.3 se valorara la creatividad, el
desarrollo, la originalidad y la calidad del video generado.

El co6digo empleado para esta aplicacién de la SVD se muestra a continuacion:

Cédigo 4.4: Animacién SVD

A=imread ('./imagenes/dali.jpg');

A=rgb2gray (A);

A=im2double (A);

[U,S,V]=svd(A);

A% animacion

figure

colormap gray

subplot (1,3,1);

imagesc (A)

axis off

title('original')

r=rank (A) ;

videoFile = VideoWriter('videoSVD.avi');

videoFile.FrameRate = 10; / Velocidad de fotogramas (

frames per second)

open(videoFile) ;

for t=1:1:r
U_red=U(:,1:t);
S_red=S(1:t,1:t);
V_red=V(:,1:t)"';
X_red = U_red*S_redx*xV_red;
subplot (132);
imagesc (X_red)
axis off
title(['t="',num2str(t)]);
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F=getframe (gcf) ;
writeVideo (videoFile ,F) ;
drawnow;
pause (0.1)
B=A-X_red;
subplot (133)
imagesc (B, [0,1])
axis off
title('residuo')
end
close(videoFile) ;

4.4.2. Reconocimiento facial (Eigenfaces)

Una de las aplicaciones méas llamativas de la SVD es el denominado Figenfaces
Ezxample. Este problema consiste en aplicar PCA basado en la SVD a una gran bi-
blioteca de imégenes faciales para extraer las correlaciones mas dominantes entre las
imégenes. Esta descomposicién da como resultado un conjunto de caras propias (eigen-
faces) que definen un nuevo sistema de coordenadas. Las imdgenes pueden representar-
se en estas coordenadas tomando el producto punto con cada uno de los componentes
principales [18].

El término eigenface fue introducido y estudiado por primera vez por Sirovich y
Kirby en 1987 [26] y, mds tarde, fue ampliado [27]. Su aplicacién al reconocimiento
facial automatizado fue presentada por Turk y Pentland en 1991 [28]. Eigenface es el
concepto fundamental utilizado para el reconocimiento facial. Varios algoritmos de pre-
procesamiento, como la correcciéon gamma para el preprocesamiento de la iluminacién,
se basaron en él para mejorar la precisién [29)].

Para describir el Problema de Eigenfaces se utiliza el Tutorial de la Universidad de
Washington de los autores Steven L. Brunton y J. Nathan Kutz [18].

En él se utiliza la base de datos de rostros ampliada de Yale B [30], que consiste en
imagenes de 38 individuos (28 de la base de datos ampliada y 10 de la base de datos
original) bajo 9 poses y 64 condiciones de iluminacién (ver figura 4.11b). Esas imégenes
han sido recortadas y alineadas de manera que las cejas, ojos, narices y bocas estén
en una posicién similar en las imagenes del conjunto de datos y que cada una de ellas
tenga 192 pixeles de alto y 168 pixeles de ancho. Cada una de las imagenes faciales ha
sido remodelada en un gran vector columna con 192 x 168 = 32256 elementos para
construir una gran matriz de caras. Se utilizan las 36 primeras personas de la base de
datos como datos de entrenamiento para el ejemplo de eigenfaces y se retienen a dos
personas como conjunto de prueba.

Una vez descargados los datos de la base de datos y cargados en Matlab a través
del comando load allFaces.mat, tenemos una matriz de gran tamano llamada faces
formada por 2410 imagenes individuales de rostros humanos dispuestas en los vectores
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(a) Representacién en una unica imagen de  (b) Ejemplo de las 64 imagenes de una per-

las 36 primeras personas. sona especifica.

Figura 4.11: Representacion de algunas de las caras de la base de datos de rostros
ampliada de Yale B.

columna de 32256 elementos (es decir, faces € R32256:2410) Hay un bloque de la matriz
para la persona uno, otro para la persona dos y asi sucesivamente hasta completar las
38 caras que contiene la matriz.

Vamos a crear una matriz de todas las personas que queremos utilizar en el modelo,
ya que sélo vamos a entrenar la SVD para las primeras 36 caras. Veremos si esas eigen-
faces, que se almacenaran el matriz U de la SVD, se pueden utilizar para representar
la cara de otra persona que no estaba en el conjunto de datos inicial.

El codigo para crear y representar la matriz de los 36 rostros es el siguiente:

Cédigo 4.5: Representar la matriz de los 36 rostros

allPersons = zeros (n*6,m*6) ;

count = 1;

for i=1:6 J 6 z 6 grid of faces
for j=1:6

allPersons (1+(i-1)*n:i*n,1+(j-1)*m: j*m)
= reshape(faces(:,l1+sum(nfaces(l:count-1)))
,n,m) ;
count = count + 1;
end

end
figure (1), axes('position', [0 O 1 1]), axis off
imagesc(allPersons),
colormap gray
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Para preparar los datos para calcular la SVD se calcula la cara promedio. Toma-
mos el promedio de todas las columnas de la matriz de las 36 caras y lo restaremos a
cada vector columna. Los vectores de la imagen con la media restada se apilan hori-
zontalmente como columnas en la matriz de datos X . Calculamos entonces la SVD (de
tamano econémico) de la matriz con la media restada X, obteniendo como resultado el
PCA. Las columnas de la matriz U son las eigenfaces y estas pueden remodelarse para
ser nuevamente imagenes 192 x 168, es decir, para que tengan de nuevo la forma de
una cara.

Cédigo 4.6: Calcular las eigenfaces de los datos de entrenamiento con la media
restada.

s Utilizamos las primeras 36 personas para los datos de
entrenamiento

trainingFaces = faces(:,l:sum(nfaces(1:36)));
avgFace = mean(trainingFaces ,2); / size n*m by 1;

/4 Calculo de eigenfaces sobre los datos de
entrenamiento con la media restada
X = trainingFaces-avgFace*ones(l,size(trainingFaces ,2))

[U,S,V] = svd(X, 'econ');

En la figura 4.12 se muestran las primeras 64 caras propias, que son las primeras 64
columnas de la matriz U de la descomposicién SVD. Para mostrar las eigenfaces, cada
una de esas columnas de U se ha remodelado en una matriz que se parece a la forma
de una cara. Es decir, esos vectores de 32256 elementos se remodelan en una imagen
y cada una de esas imagenes se trazan a lo largo de las filas de una matriz. Lo que se
ve en la figura son las 64 primeras caras propias, pero hay tantas caras propias como
columnas de datos (2410 eigenfaces).

Codigo 4.7: Representar primeras 36 eigenfaces

EigenFaces = zeros(n+8,m+8);
count = 1;
for i=1:8
for j=1:8
EigenFaces (1+(i-1)*n:i*n,1+(j-1)*m: j*m)
= reshape(U(:,count) ,n,m);
count = count + 1;
end
end
figure (1), axes('position',[0 O 1 1]), axis off
imagesc (EigenFaces),
colormap gray;

En la imagen se perciben estructuras muy interesantes. Las dos primeras eigenfa-
ces contienen aquello que todos los rostros tienen en comun: dos ojos, nariz y boca.

40




I

Capitulo 4. Metodologia

En las siguientes caras propias se empiezan a observar caracteristicas diferentes en la
iluminacién y en la estructura, que aportan aquellos rasgos que diferencian los rostros
humanos unos de otros. Por tanto, cada vector columna en X es solo una combinacién
lineal de estas caras propias.

Figura 4.12: Representacién de las primeras 64 eigenfaces resultantes al aplicar
la descomposiciéon SVD.

A continuacion, veremos que si desechamos muchas de estas eigenfaces, incluso si
solo conservamos los primeros 100 en lugar de los 2410, podemos hacer una buena
aproximacion de los rostros de nuestras personas individuales Uinicamente a partir de
una combinacion lineal de algunas de estas caras propias. Esa informacién de la com-
binacién lineal estd en XV7 | ya que cada columna de esta parte de la descomposicién
SVD va a ser la mezcla de las caras propias y va a dar como resultado la persona uno,
la persona dos y asi sucesivamente.

La cara promedio compuesta por cada una de las imagenes de la base de datos se
muestra a continuacién (ver figura 4.13). Podemos observar que préacticamente las som-
bras se han eliminado al haberse promediado. Los comandos para cacular y representar
la cara promedio son:

Cédigo 4.8: Representar cara promedio.

4% Representar cara promedio

figure, axes('position',[0 O 1 1]), axis off
imagesc (reshape (avgFace ,n,m)),

colormap gray;
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Figura 4.13: Representacion de la cara promedio compuesta por cada una de las
imagenes de la base de datos.

Trazamos los valores singulares en una escala logaritmica utilizando el comando
semilogy(diag(S)). En la grafica 4.14, el eje x representa el nimero de modos que
podrian mantenerse (es decir, el rango de truncamiento), cuyo valor méximo es 2410
por ser el nimero de columnas de X, y el eje y representa la magnitud del logaritmo
del valor singular en la diagonal de X.

Observamos en la grafica un comportamiento interesante, ya que se ralentiza len-
tamente y, después, cae de golpe a una precisién de 10716, Esto se debe a que si
mantuviésemos absolutamente todas las eigenfaces obtendriamos una aproximacion de
precisién de maquina de la matriz de datos X con un error 0 o lo mas cercano que un
ordenador puede representar. Podemos ver también lo esperable en una distribucion de
valores singulares y es que los primeros valores singulares son los que llevan la mayor
parte de la energia, en este caso, la mayor varianza en las caras.

Ml k 7

109} 1

10—10 L 4

0 500 1000 1500 2000 2500

Figura 4.14: Gréfica de la escala logaritmica de los valores singulares de la matriz
de rostros X.

Ahora vamos a ver como podemos usar la biblioteca de eigenfaces U para aproximar
un nuevo rostro humano que no estaba en los datos de entrenamiento. Para ello, vamos
a tomar la cara de esta nueva persona 37, que serd un vector columna x de 32256
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dimensiones vamos a proyectarlo en el espacio de las eigenfaces U, tomando las
b )
primeras r caras propias. La proyeccién es la siguiente:

N - =T
Ttest = UprUr ™ Tiest

Se obtienen, con el producto U’,«Txtest, los coeficientes de la persona X en el sistema de
coordenadas de U, es decir, la mezcla de las primeras caras propias de la nueva persona.
Y tomando una combinacién lineal de U, se reconstruye una aproximacion de X en ese
espacio.

Veremos cémo se reconstruye la cara de esta nueva persona si mantenemos diferentes
valores de eigenfaces (r = 25,50, 100, 200,400,800 y 1600) y comprobaremos cémo de
precisa es esta reconstruccién.

r=50

Imagen original

Figura 4.15: Representacién de la aproximacién de un rostro fuera de los datos
de entrenamiento tomando eigenfaces de diferentes valores r.

En la figura 4.15 podemos ver que rapidamente las aproximaciones convergen a la
cara original. Es importante recalcar que no utilizamos las imagenes de esta persona
en los datos de entrenamiento, sino que estos fueron entrenados con las primeras 36
personas. A partir del rango r = 200 observamos que los rasgos y estrucutras empiezan
a tener un gran parecido y aumentando a 400 u 800 ya podria decirse realmente quién es
esta persona. De 32256 pixeles, s6lo necesitamos los primeros 400 bits de informacion
para poder distinguir la huella digital tnica del rostro de esta persona dentro de la
biblioteca de datos.

El cédigo de Matlab para representar la aproximacién del rostro bajo diferentes
valores de r es el siguiente:

Cédigo 4.9: Reconstrucir las eigenfaces de la imagen fuera de los datos de entre-
namiento
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4% Reconstruccion de las etigenfaces de la imagen fuera
de los datos de entrenamiento

testFace = faces(:,l1+sum(nfaces(1:36))); 7/ primera cara
de la persona 37

subplot (2,4,1)
imagesc(reshape(testFace,n,m)), colormap gray, axis off
title('Imagen original');

count = 1;
testFaceMS = testFace - avgFace;
for r=[25 50 100 200 400 800 1600]
count = count + 1;
subplot (2,4, count)
reconFace = avgFace + (U(:,1:r)*(U(:,1:1) '*

testFaceMS)) ;
imagesc (reshape(reconFace ,n,m)), colormap gray,
axis off
title(['r="',num2str(r,'%d')]);
end

Es muy interesante observar que el espacio ortogonal de caras propias no sélo es tutil
para representar rostros humanos, sino que también puede utilizarse para aproximar
imagenes muy diferentes. Las columnas de la matriz U son ortonormales y si mantene-
mos suficientes de ellas abracariamos un subespacio vectorial de 2410 dimensiones del
espacio de imagen de 32256 dimensiones correspondiente a rasgos espaciales amplios,
suaves y no localizados, como las mejillas, la frente, la boca, etc.

Para ello, vamos a tomar la imagen de un perro y vamos a mostrar a los alumnos
qué ocurre si la aproximamos utilizando las eigenfaces.

Observamos en la figura 4.16 que en los rangos 25, 50 y 100 sigue pareciéndose més
a un rostro humano. Sin embargo, conforme se va aumentando el rango de la aproxima-
cién cada vez mas, se observa que empieza a apreciarse la forma de un perro y aunque
la aproximacioén no es perfecta, con 1600 modos se puede percibir claramente la imagen
de este perro concreto. Debido a que este espacio es ortogonal, es capaz de capturar
muchas caracteristicas que pueden utilizarse para reconstruir otro tipo de imagenes
distintas a caras humanas.

Al igual que en la compresién de imdagenes, tras esta aplicacién de la SVD se le
propondré a los alumnos la elaboracién de una animacién para las eigenfaces.

El cédigo empleado para esta aplicacion de la SVD se muestra a continuacion:

Codigo 4.10: Animacion Eigenfaces

figure
colormap gray
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Imagen original

=800

Figura 4.16: Representacion de la aproximacion de una imagen de un perro usando
eigenfaces.

subplot (1,3,1);
imagesc (reshape(testFace ,n,m))
axis off
title('original!')
r=1600;
videoFile = VideoWriter('videoEigenfaces.avi');
open(videoFile) ;
for t=1:1:r
U_red=U(:,1:t);
reconFace = avgFace + (U_red*(U_red'*xtestFaceMS));
subplot (1,3,2);
imagesc(reshape (reconFace ,n,m))
axis off
title(['t="',num2str(t)]);
F=getframe (gcf) ;
writeVideo (videoFile ,F);
drawnow;
pause (0.0001)
B=(reshape(testFace ,n,m))-reshape(reconFace ,n,m);
subplot (1,3,3)
imagesc (B, [0,1])
axis off
title('residuo')
end
close(videoFile);
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4.4.3. Eliminacion de ruido

En numerosos contextos, tales como la mejora visual, la extraccién de rasgos dis-
tintivos y el reconocimiento de objetos, la eliminacién de ruido es un paso fundamental
dentro del procesamiento de imédgenes, ya que permite una mayor precisién de la ima-
gen en los pasos posteriores del procesamiento. El objetivo de la eliminacién de ruido
es reconstruir la imagen original con la mayor precision posible a partir de una versién
ruidosa, conservando sus caracteristicas esenciales, como bordes y texturas [31].

La descomposicién en valores singulares (SVD) es uno de los métodos mayormente
utilizados en la eliminacién de ruido de imégenes.

Se les mostrara a los alumnos el siguiente ejemplo para que observen cémo la SVD
puede utilizarse para la eliminaciéon de ruido en un caso en el que se utilizan varios
receptores para recoger una senal correlacionada en presencia de ruido [32].

Ejemplo 3. Supongamos que 5 sensores reciben una sinusoide cos(wt) y cada sensor
obtiene 100 muestras. Como las ubicaciones de los sensores son diferentes, cada uno
puede recibir:

x;(t) = A;cos(wt + D;) +ni(t), i=1,...,5,t=1,...,100

Introduciendo ruido en los datos, se pide calcular una nueva version de los mismos
aplicando reduccion de ruido a través del cdlculo de la descomposicion SVD truncada.
Estudiar la calidad de la reconstruccion aplicando los medidores MSE, PSNR y SNR.

Como una sinusoide puede representarse como una combinacién lineal de dos sinu-
soides de la misma frecuencia, por ejemplo, z3(t) = a1 (t)+asxa(t) y 2 cos(w) cos(w(t—
1)) = cos(wt) + cos(w(t — 2)), la matriz X € R>'% construida a partir de la salida del
sensor como filas es de rango 2 en ausencia de ruido de medicion.

A través del siguiente cédigo creamos y representamos en Matlab los 5 sensores con
sus 100 muestras:

Cédigo 4.11: Crear y representar los 5 sensores y sus 100 muestras

N=100;

w=0.3;
xl=sin(w.*x(1:N));
x2=sin(w.*(1:N)+0.5) ;
x3=sin(w.*x(1:N)+1);
x4=sin(w.*(1:N)+1.5);
x5=sin(w.*(1:N)+2);
subplot(5,1,1)
plot(xl,'r."')

subplot (5,1,2)
plot(x2, 'm.")

subplot (5,1,3)
plot(x3,'g.")
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subplot (5,1,4)
plot(x4,'c."')
subplot (5,1,5)
plot(x5,'b.")

1 T T T T T T T T T

of - i
; . . . " . 4 . . .

0 10 20 30 40 50 80 70 80 20 100
oF . ]
1 1 1 1 1 1 "I 1 1 1

[ 10 20 3 40 50 &0 70 80 20 100
{:._ _- -
1 i i i i i . i i i i

() 10 20 3 40 50 80 70 80 20 100
ok 5
[ 10 20 30 40 50 &0 70 80 20 100
{:._ -
.1 i 1 Il 1 i 1 1 1 1

[ 10 20 an 40 50 80 70 80 20 100

Figura 4.17: Gréfica de los 5 sensores que reciben una sinusoide cos(wt), obte-
niendo cada uno 100 muestras.

A continuacién, contruimos la matriz X € R>1% formada por los 5 sensores como
filas y cuyo rango es igual a 2:

Cédigo 4.12: Construir matriz de sensores

X=[x1; x2; x3; x4; x5;];
rango=rank (X)

Sin embargo, en la préctica, el ruido estd presente. Por ello, vamos a introducir
ruido gaussiano de media cero distribuido con potencia E{n?} = 0,2% = 0,4 a los datos
sin procesar. En Matlab lo realizamos a través del siguiente codigo:

Cédigo 4.13: Introducir ruido gaussiano

4% Datos ruidosos sim procesar

sigma=0.2

xln=sin(w.*(1:N))+sigma*randn(1,N); /7 desviacion
estandar 0.2

subplot (5,1,1)

plot(xin,'r. ")
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x2n=sin(w.*(1:N)+0.5) +sigma*randn(1,N);
subplot (5,1,2)

plot(x2n, 'm. ")
x3n=sin(w.*(1:N)+1)+sigma*randn (1,N);
subplot (5,1,3)

plot(x3n,'g.")
x4n=sin(w.*(1:N)+1.5)+sigma*randn(1,N);
subplot (5,1,4)

plot(x4n,'c."')
xbn=sin(w.*(1:N)+2)+sigma*randn (1,N);
subplot (5,1,5)

plot(x5n,'b.")
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Figura 4.18: Grafica de los 5 sensores tras haber sido contaminados con ruido.

Creamos una nueva matriz X,, formada por los 5 sensores con ruido afiadido como
filas y cuyo rango es igual a 5, y definimos la potencia del ruido:

Codigo 4.14: Crear matriz de sensores con ruido anadido y definir potencia de
ruido

4% Datos ruidosos y potencia del ruido
Xn=[x1n; x2n; x3n; x4n; xb5n];
rangon=rank (Xn)

noise_power=sigma“”2
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Una de las medidas de calidad que vamos a utilizar para medir la precisiéon del
modelo es el error cuadratico medio (MSE, del inglés Mean Squared Error), que mide
la cantidad de error en los modelos estadisticos, evaluando la diferencia cuadratica
media entre los valores observados y previstos. El error cuadrédtico medio se define
como ZN (0 — 57

_ n=1 n n
MSE = N
donde z,, es el valor real y Z,, es el valor estimado de x,. Cuando un modelo no tiene
errores, el MSE es igual a cero. A medida que aumenta el error del modelo, el MSE
aumenta su valor [32].

Consideramos los datos ruidosos no procesados como los valores estimados. Calcu-
lando el MSE:

S S () — (1))
MSE = 00

que coincide con el valor de la potencia de ruido.

=0,0413

Para calcular la métrica MSE incial en Matlab, definimos la variable mse_in y
calculamos el MSE mediante el comando immse(X, Xn), que da como resultado:

The initial mean-squared error is 0.0413

Otros medidores de calidad del modelo son la PSNR y la SNR. La proporcién
méxima de senial a ruido o PSNR (del ingés, Peak Signal-to-Noise Ratio) mide la
relacion entre la méaxima potencia posible de una senal y la potencia del ruido que
afecta a su representacién. La PSNR se define a partir de la MSE, como

MAX? MAX
PSNR = 1010g10 (W) =20 loglo <\/M7‘S’_E>

siendo M AX el valor méximo de intensidad que aparece en la imagen [33].

Por su parte, la relacién senal-ruido o SNR (del ingés, Signal-to-Noise Ratio) es
una medida que compara el nivel de una senal deseada con el nivel de ruido de fondo
presente. La SNR se define como

P la de 1 nal
SNR:1010g10< otencia de asena)

Potencia del ruido

Para calcular estas dos métricas, utilizamos el siguiente codigo en Matlab:

Cédigo 4.15: Calcular PSNR y SNR

A% Metricas PSNR, SNR

[peaksnr_in, snr_in] = psnr(X,Xn);

fprintf ('\n The initial Peak-SNR value is %0.4f"',
peaksnr_in);
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fprintf ('\n The initial SNR value is %0.4f \n', snr_in)

\end{verbatim}
obteniendo como resultado
\begin{verbatim}
The initial Peak-SNR value is 13.8356
The initial SNR value is 11.1685

Calculamos ahora una nueva versién de los datos (X_out) aplicando reduccion del
ruido a través del calculo de la descomposiciéon SVD truncada de X con r = 2, ya que
sabemos que el rango de X es igual a 2.

Codigo 4.16: SVD truncada para la reduccién del ruido

A% Denoised data con SVD truncada
[U,S,V] = svd(Xn);

r=2;

X_out= U(:,1:r)*S(1:r,1:r)*V(:,1:r).";

Repetimos el célculo del MSE con los datos sin ruido

Codigo 4.17: Calcular MSE de los datos sin ruido

A% Metrica MSE de salida

mse_out = immse (X, X_out);

fprintf ('\n The final mean-squared error is %0.4f\n',
mse_out) ;

y obtenemos
The final mean-squared error is 0.0188

Repetimos también los cédlculos de la PSNR y SNR:

Codigo 4.18: Calcular PSNR y SNR de los datos sin ruido

A% Metricas PSNR, SNR de salida

[peaksnr_out, snr_out] = psnr(X,X_out);

fprintf ('\n The final Peak-SNR value is %0.4f"',
peaksnr_out) ;

fprintf ('\n The final SNR value is %0.4f \n', snr_out);

obteniendo como resultado

The final Peak-SNR value is 17.2550
The final SNR value is 14.4027
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X_out
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Figura 4.19: Representacién de la matriz de datos original (X), la matriz de datos

contaminados con ruido (Xn) y la matriz resultante al aplicar reduccién de ruido
mediante SVD (X_out).

Comparando las medidas MSE, PSNR y SNR iniciales y finales, calculamos las
ganancias obtenidas:

Cédigo 4.19: Calcular ganancias obtenidas en MSE;, PSNR y SNR

%% Ganancias en MSE, PSNR y SNR
ganancias=[mse_in-mse_out, peaksnr_out-peaksnr_in,
snr_out -snr_in]

que son:
0.0225 3.4193 3.2342

A partir de estos resultados, se puede demostrar claramente el rendimiento de la
eliminacién de ruido y sabemos cuanto ruido se reduce en términos de MSE.

Debido al ruido aleatorio, se obtendran resultados numéricos ligeramente diferentes
en cada simulacién. Ademads, cabe mencionar que no podremos obtener un MSE cero
mediante la eliminacién de ruido porque los componentes truncados del SVD.

Como vimos en el apartado 4.3.1, sabemos que la SVD truncada es la mejor matriz
de bajo rango en el sentido de minimos cuadrados. En la figura 4.20 se representan los
valores del sensor x1 en color azul, los valores de x1n en color rojo y en amarillo la
aproximacion dada por X_out.

Seguidamente, mostraremos a los alumnos otro ejemplo de la aplicacién de la SVD
en la eliminacién de ruido sobre una imagen digital.
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Correlated data noise reduction

051

0.5

Figura 4.20: Representacion de la aproximaciéon del sensor x1 en el sentido de
minimos cuadrados para la norma de Frobenius.

Ejemplo 4. Sea dada una imagen originalmente sin ruido. Se pide introducir ruido
gausstano sobre la imagen digital y, mediante la aplicacion de la SVD truncada, recons-
truir la tmagen a partir de su version ruidosa. Valorar la calidad de la reconstruccion y
observar como el ruido introducido queda parcialmente eliminado, recuperando en gran
medida la imagen original.

Una vez cargada la imagen en Matlab, introducimos ruido gaussiano mediante el
comando imnoise(I,’gaussian’, 0, 0.01), que introduce ruido blanco gaussiano de
media 0 y con varianza de 0.01 [34]. En la figura 4.21 podemos ver la imagen original
y la versién resultante tras haber introducido ruido.

Imagen original Imagen ruidosa

Figura 4.21: Representacién de la imagen original (izquierda) y de su versién
ruidosa (derecha).

Calculamos la PSNR para medir la relacién senial-ruido méximo de la version ruido-
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sa con respecto a la imagen original, es decir, para evaluar la calidad de la imagen tras
la introduccién de ruido en comparacion con la imagen original. Para ello utilizamos la
funcién PSNR_V (I,Inoise), creada en Matlab mediante el siguiente cédigo:

Cédigo 4.20: Funcion PSNR_V

function psnr=PSNR_V(I1, I2)

if (size(Il) "=size(I2))
error ('Las imagenes tienen que tener el mismo
tamanio') ;
end
if ((I1-I2)==0)
error ('Las imagenes son iguales');
end

maximo=max (I1(:));
N=size (I1,1);
M=size (I1,2);
P=size(I1,3);

if (P==1)
MSE=(1/(M*N))*sum(sum ((I1-I2).72));
else
MSE=(1/(M*N*P))*sum (sum(sum ((I1-I2).72)));
end

psnr=20*1logl0(maximo/sqrt (MSE)) ;

end

El resutado obtenido tras aplicar la PSNR entre la imagen ruidosa y la imagen
original es:

PSNR I-Inoise = 21.8782

La imagen original tiene unas dimensiones de 850 x 850. Para reconstruir la versién
comprimida, primero, vamos a calcular la descomposicién SVD, tanto de la imagen
original como de su versién ruidosa.

A continuacién, vamos a reconstruir la imagen manteniendo unicamente los £ = 100
primeros modos de la imagen. Para ello, empleamos el siguiente cédigo, que aproxima
la imagen al valor k al mantener los primeros k valores singulares de la matriz diagonal
Y (en nuestro cédigo de Matlab S). Ademaés, se calcula el error relativo en términos de
la norma de Frobenius y la senal de ruido PSNR:

53




Capitulo 4. Metodologia

Cédigo 4.21: Reconstruir la imagen utilizando SVD

[m,n,k]l=size(I);
K = 1:100;

sSepara los canales RGB
channelsI = cell(1,3);
channelsIn = cell(1,3);
for i = 1:3

channelsI{i} = I(:,:,1i);
channelsIn{i} = Inoise(:,:,i);
end

for i = 1:1length(K)
for j = 1:3
#SVD
[U, S, V] = svd(channelsI{j});
[Un, Sn, Vn] = svd(channelIn{j});

/sMantiene unmicamente k modos de
Sk=S;

Snk=Sn;

Sk(K(i):end ,K(i):end)=0;
Snk(K(i):end ,K(i) :end)=0;

/Recupera la imagen

Irecover (:,:,j)=U*xSkxV';

Inoiserecover (:,:,j)=Un*Snk*Vn';
end

AError relativo con la norma de frobenius
E(i)=norm(I-Irecover, 'fro')/norm(I, ' 'fro');
En(i)=norm(Inoise-Inoiserecover, 'fro')/norm(I,'fro'

)

#PSNR

PSNRorirecover (i)= psnr(I,Inoiserecover);

PSNRnoiserecover (i)= psnr(Inoise,Inoiserecover);
end

Representamos el error relativo en términos de la norma de Frobenius, calculado
mediante el cédigo anterior, entre la imagen original y su aproximacién comprimida y
la versién ruidosa y su aproximacién, en la figura 4.22. Recordamos que la definicién
de la norma de Frobenius se encuentra en el teorema 4 de la secciéon 4.3.1.
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Error Relativo Recuperada Original

Error Relativo Ruidosa Comprimida
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Figura 4.22: Representacién del error relativo entre la imagen original y su apro-
ximacién con k£ = 100 modos (izquierda) y entre la versién ruidosa y su aproxi-
macién con k = 100 modos (derecha).

En ambas graficas de la figura 4.22 podemos observar que ya a partir del cuarto o
quinto modo el error tiene una caida muy pronunciada, quedando muy préximo a 0.
Conforme van aumentandose los modos, el error continda disminuyendo, pero de forma
mas estable. Una vez mas observamos que el primer grupo de valores singulares es el
que mantiene la mayoria de la informacion de los datos, por lo que podemos desechar
muchos de los valores singulares de poca energia sin perder informacién de la matriz
original.

Contrastando ambas graficas vemos que el error relativo entre la imagen original
y su aproximacion al utilizar los 100 modos es préacticamente 0, mientras que el error
relativo entre la versiéon ruidosa y su aproximacion es algo mayor, lo que indica que la
aproximacion se aleja un poco mas de la version original en el caso ruidoso.

A continuacién, representamos la proporcién maxima de senal a ruido (PSNR) entre
la imagen original y su aproximacion y entre la versién reducida y su aproximacién,
también calculados en el cddigo anterior, ambos mostrados en la figura 4.23.

En ambas graficas de la figura 4.23 podemos observar que a partir de cuarto o
quinto modo el valor de la PSNR crece de forma muy pronunciada. A medida que
se van aumentando los modos, el valor PSNR va aumentando de forma relativamente
constante. Como ya sabemos, el valor PSNR mide el grado de similitud entre la imagen
procesada y la imagen original y cuanto mas alto es el valor de la PSNR, mejor es la
calidad de la imagen.

Lo que cabria esperar es que cuanto mas modos utilice en la reconstruccién, mas
cercana serd a la imagen original. Sin embargo, en la grafica izquierda observamos que
hay un pico a partir del cual el valor de la PSNR comienza a decrecer. Esto significa
que el nimero de modos éptimo es aquel en el que se alcanza el valor méximo de la
PSNR y a partir de ese valor la representacion empieza a tener peor calidad.

El valor méaximo que alcanza la PSNR de la grafica entre la imagen original y
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Figura 4.23: Representaciéon del valor PSNR entre la imagen original y la apro-
ximacién a partir de la version ruidosa con k = 100 modos (izquierda) y entre la
versién ruidosa y su aproximacién con k = 100 modos (derecha).

la aproximacién a partir de la versién ruidosa (grafica izquierda de la figura 4.23) es
25,8248, alcanzado en el modo k = 56. Estos valores se calculan en Matlab mediante el
comando [value, kk]=max(PSNRorirecover).

Finalmente, en las figuras 4.24, 4.25, 4.26 y 4.27 se muestran representados los
resutados obtenidos tras realizar la reconstruccién sobre las imégenes.

Figura 4.24: Representacion de la imagen original (izquierda), de su versién ruido-
sa (centro) y de la aproximacién obtenida a partir de la versién ruidosa utilizando
k = 100 modos (derecha).

En las figuras 4.24 y 4.25 se pueden comparar los resultados obtenidos al reconstruir
las imagenes a partir de la versién ruidosa utilizando 100 modos y 56 modos. Observa-
mos que con 56 modos hemos obtenido una mejor aproximacién de la imagen que con
100 modos debido a que 56 es el nimero 6ptimo de modos con el que se obtenia una
mayor calidad en la representacién.

En las figuras 4.26 y 4.27 se han recortado las imédgenes original, ruidosa y ruidosa
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Figura 4.25: Representacion de la imagen original (izquierda), de su versién ruido-
sa (centro) y de la aproximacién obtenida a partir de la version ruidosa utilizando

k = 56 modos (derecha).

comprimida, mostrando una regién mas pequena de estas, de forma que pueda apre-
ciarse con mayor detalle las diferencias y texturas de las imédgenes y, con ello, la calidad
de la aproximacién. El comando de Matlab para realizar los recortes de una imagen es
imcrop(I). El cédigo que se ha utilizado es el siguiente:

Cédigo 4.22: Definir crops de las imagenes

A% Crops definicion y representacion
Ic=imcrop (I, [245 108 322 226]);
Jc=imcrop (J, [245 108 322 226]);
I_out=imcrop(Inoiserecover ,[245 108 322 226]);

Figura 4.26: Representacién de una regiéon més pequena de la imagen original
(izquierda), de su versién ruidosa (centro) y de la aproximacion obtenida a partir
de la versién ruidosa utilizando & = 100 modos (derecha).
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Figura 4.27: Representacién de una regiéon mas pequena de la imagen original
(izquierda), de su versién ruidosa (centro) y de la aproximacion obtenida a partir
de la versién ruidosa utilizando k& = 56 modos (derecha).

A través de las figuras anteriores podemos observar con mayor detalle que la re-
construccion realizada con k = 100 conserva més ruido que el caso de k = 56 modos.
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Conclusiones y lineas futuras

5.1. Conclusiones

Este trabajo de fin de grado pretende visibilizar la importancia de ensenar desde
la motivacién, proponiéndose, para ello, una metodologia docente basada en la puesta
en practica de aplicaciones relevantes en diferentes campos cientificos como medio de
explicacién de conceptos y técnicas matematicos.

En las siguientes lineas se retnen las conclusiones extraidas teniendo en cuenta los
objetivos planteados como punto de partida.

A lo largo del capitulo 4, concretamente en las secciones 4.1 y 4.2, se ha descrito
una metodologia docente que pretende, en todo momento, fomentar la motivacién en el
aprendizaje de los alumnos a través de la inclusién de aplicaciones, ejemplos préacticos
y actividades que conecten la teoria con situaciones reales. En este capitulo se incluye,
ademads, un ejemplo completo de seminario y practicas que sirve como modelo del resto
del curso, desarrollado en las secciones 4.3, 4.3 y 4.4. Es por ello que puede concluirse
que el objetivo principal planteado ha sido satisfecho, asi como los objetivos 5 y 6.

Respecto al objetivo especifico 1, la eleccién de la Descomposicién en Valores Sin-
gulares (SVD) resulta un tema adecuado para el seminario debido a su relacién tan
directa con la asignatura de Algebra Lineal. Es por ello que la metodologia propuesta
se enmarca dentro de esta asignatura, pues para comprender la teoria, propiedades y
aplicaciones de la SVD (que en principio resultan de alto nivel) seran necesarios concep-
tos previos de Algebra Lineal como son las matrices y sus operaciones, que permitiran
trabajar con iméagenes de cualquier tipo; los vectores y los espacios vectoriales; la orto-
gonalidad o la diagonalizacién de matrices, donde los autovalores son los analogos de
los valores singulares.
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Durante el desarrollo de todo el seminario sobre la SVD (4.3) se ha utilizado el
tratamiento de imdagenes digitales como principal herramienta didactica para motivar
a los alumnos, verficando asi el objetivo 2. A través de las imédgenes se muestran los
conceptos meramente tedricos, ejemplos practicos y aplicaciones, haciéndolos asi mas
accesibles para los estudiantes, ya que, como hemos explicado en la seccién 3.2.1, las
imagenes pueden tener un impacto muy positivo durante el proceso de ensenanza-
aprendizaje.

En este mismo capitulo, a la vez que se explican los conceptos tedricos de la SVD,
se han ido introduciendo herramientas de Célculo simbdlico y numérico de tipo Matlab
en los ejemplos y aplicaciones desarrollados con la intencién de que los alumnos pue-
dan poner en practica los conceptos y experimentar por ellos mismo las aplicaciones
de estos a situaciones concretas, lo que satisface los objetivos 3 y 4. Esto supone otra
fuerte herramienta diddctica para motivar a los estudiantes, ya que les ayuda a com-
prender la utilidad de las matematicas en la practica y les permite explorar los modelos
matemdticos de una manera més tangible a través de la visualizacién y realizacion de
simulaciones. Ademads, la inclusién de préacticas descarga tanto peso en la parte tedrica,
lo que también sirve de incentivo para la implicacién de los alumnos a la hora de aplicar
de forma adecuada las herramientas de calculo simbdlico y numérico.

5.2. Limitaciones

La metodologia docente que se ha propuesto en este trabajo de fin de grado se
enmarca dentro de un curso de Algebra Lineal que ya cuenta con una metodologia
de trabajo del curso. Normalmente, los programas académicos de las asignaturas ya
cuentan con una limitacion en el tiempo, ya que este siempre suele resultar insuficiente.
Para el diseno de esta nueva metodologia se ha tenido muy en cuenta la distribucion
temporal para que su puesta en practica no suponga un gran desafio. Ademas, el hecho
de introducir una mayor experiencialidad no supondria tener que sacrificar parte del
temario, sino que la manera de abordar parte de este seria a través de la practica.

Por otro lado, la propuesta asume que los estudiantes tienen ciertas habilidades
matematicas y conocimientos previos sobre Algebra Lineal, que habran ido adquiriendo
a lo largo del curso. Sin embargo, es posible que se den diferencias en las habilidades
y conocimientos adquiridos por los estudiantes, lo que podria suponer una dificultad
a la hora de llevar a cabo esta metodologia, ya que se trabajan conceptos algo mas
avanzados. Por ello, se ha planteado la posibilidad de proporcionar a los alumnos notas
con algunos de los resultados la semana antes de empezar el curso, de manera que
puedan ir familiarizandose con ellos. Ademas, con este tipo de metodologia se pretende
acercar los conceptos a los alumnos de una manera mas atractiva y de forma que puedan
asimilarse mas facilmente y con un caracter global, lo que podria servirles para terminar
de integrar los conceptos previos.
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5.3. Lineas futuras

Aunque a lo largo de este trabajo se ha descrito y caracterizado la metodologia
docente y evaluadora que sigue esta propuesta de intervencién, tinicamente se ha desa-
rrollado un ejemplo modelo de aplicacion de la metodologia al Algebra Lineal y a través
de la descomposicién en valores singulares. El paso siguiente seria implementar esta me-
todologia en todo un curso, adaptando la forma de ensenar los conceptos y teorias a
este formato en el que la parte practica y aplicada toma un papel protagonista.

Ademas, el alcance de la propuesta podria ampliarse aplicando la vision artificial
para motivar el estudio, no sélo de cualquier otro area de Matematicas, sino también de
Ingenierias e Informaticas. En este sentido, se podria, también, favorecer la colaboracién
entre departamentos o disciplinas para analizar las aplicaciones interdisciplinarias de
la vision artificial y las técnicas matematicas.
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Apéndices



Conceptos previos de Algebra Lineal

En esta seccién se introducen los conceptos de Algebra Lineal que serdan necesarios para
entender la construccién y el cdlculo de la Descomposicién en Valores Singulares (SVD).

A.1. Escalares, Vectores, Matrices y Tensores

Cualquier maginitud fisica, artificial o logica puede almacenarse y representarse a través
de Escalares, Vectores, Matrices y Tensores. Se entiende como escalar un nimero real A € Ry
como escalar complejo, un nimero z = a+ib = (a,b) € R? donde se utiliza un vector (a,b) € R?
para almacenar el nimero complejo, siendo a € R la parte real y b € R la parte imaginaria del
ntimero complejo z € R2. Se puede, por tanto, visualizar un niimero complejo como un punto
en el plano real.

Un vector puede definirse mediante una coleccién ordenada de escalares denotada por v =
(v1, ..., V) € R™ siendo v; € R la i-ésima componente. Una coleccién ordenada de m vectores
Vg, -, Vm de R™ se puede almacenar en una matriz de n filas y m columnas denotada por
A € R™™. Un elemento genérico de una matriz se denota por a; ; y su valor se corresponde a
la intensidad de gris del pixel correspondiente.

Para generar una matriz aleatoria M € R™" y representarla graficamente se pueden utili-
zar las instrucciones

Cédigo A.1: Generar matriz aleatoria

m=8; n=5; A=rand(m,n);
figure, colormap gray, imagesc(A)

Ejemplo 5. Sea dada una imagen en escala de grises. Se muestra a continuacion la forma
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de leer la imagen en Matlab, almacenarla en una matriz, pasarla a doble presicion en el rango
[0,1] y visualizarla.

Tras almacenar la imagen en una carpeta se puede leer y almacenar en Matlab mediante el
comando

Codigo A.2: Leer y almacenar imagen en Matlab

f=imread('./imagenes/dalibw. jpg');

donde f € M?364597 La pasamos a a doble precisién en el rango [0, 1] mediante el comando

Codigo A.3: Pasar imagen a doble precision

f=im2double (£f) ;

Figura A.1: Matriz aleatoria de dimensiones 8 x 5. Codificacién de la informacién.
Se detecta rdpidamente un patrén aleatorio (random).

Figura A.2: La imagen se codifica como una matriz de dimensiones 364 x 507.

Podemos visualizar la imagen (figura A.2) mediante
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Codigo A.4: Visualizar una imagen

figure
imshow (f, [])

Una matriz con una tunica columna representa un vector. Si tiene una tnica fila es un
vector fila. Un vector con una tdnica componente es un escalar. Si se dota a una matriz de
una dimensién ulterior se obtiene un tensor que se denota con letra mayuscula y en negrita
A siendo a;; € A un elemento genérico. Esta estructura se puede generalizar a cualquier
dimensién.

Figura A.3: La imagen en color se almacena como un tensor A.

Canal rojo Canal verde Canal azul
..-"..J ( - B

(a) Canal Rojoi =1 (b) Canal Verde i = 2 (c) Canal Azul i = 3

Figura A.4: Codificacién de una imagen en color RGB en un tensor A(:,:,i),i =
1,2,3

Como resultado de este formalismo algebraico se observa que todas las imdgenes digitales
se pueden identificar con una matriz si son imagenes en escala de grises o con un tensor si son
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imdgenes en color del tipo RGB. Mas en general se pueden codificar imdgenes multi-canales del
tipo de las que aparecen en imégenes médicas cuando se consideran distintas modalidades de
adquisicion.

Suma de matrices y tensores

Las matrices y los tensores se pueden sumar elemento a elemento, lo que implica una
condicién de compatibilidad. Deben tener la misma dimensién. Operando elemento a elemento,
se tiene

A+B=C,a;; +bi,j=ci;

Rescalamiento

Las matrices se pueden multiplicar por un escalar A € R obteniendo una nueva matriz o
tensor con la misma dimension:
B = )\147 bi,j = )\ai,j

Combinaciones lineales

En general, dados los escalares «, 8 € R se puede realizar una combinacién lineal de matrices
y tensores en la forma:
C=aA+ 3B

obteniendo una matriz o tensor de igual dimensién.

Ejemplo 6. Se consideran dos imdgenes en escala de grises de las mismas dimensiones. Fijados
a, B € R calcular y representar su combinacion lineal.

Se muestra a continuacién la forma de realizar una combinacién lineal entre ambas. Se leen
y se almacenan las imégenes como matrices en Matlab y se toman valores para « y [ para
realizar la combinacién lineal de la siguiente forma

Cédigo A.5: Combinacion lineal

A=imread ('./imagenes/cameraman.png');
B=imread ('./imagenes/barbara.png');
alpha=0.6

beta=0.4

C=alphax*A+betax*xB;

El resultado obtenido tras realizar la combinacién lineal entre las dos imagenes se muestra
en la figura A.5.
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Figura A.5: Combinacion lineal entre matrices.

Espacio vectorial

Dotado de las operaciones suma y producto escalar, el conjunto de las matrices de las
mismas dimensiones V = M"™"(R) tiene estructura de espacio vectorial. Ocurre lo mismo con
el conjunto de tensores V = M™"F(R).

Trasposicion

La trasposicién es una de las operaciones méas importantes en algebra lineal. Sea A = (a; ;).
Se define la matriz traspuesta como A”7 = (a;;). Es decir, se intercambian las filas por las
columnas.

Una de las razones fundamentales de la importancia y aplicabilidad del algebra a la Vision
Artificial es que las matrices codifican las imégenes digitales permitiendo aplicar el dlgebra
lineal al procesado de imagenes.

Modelo de ruido gaussiano

Las operaciones suma y multiplicacién permitiran, por ejemplo, definir un proceso de conta-
minacién aditivo (y gaussiano) para imégenes digitales. Para ello, se puede generar una imagen
conteniendo sélo ruido gaussiano a través de los comandos

Cédigo A.6: Ruido gaussiano

f = imread('.\imagenes\...png');
f=im2double (f) ;
noise=randn(size(f));
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lambda=max(f(:))*0.1;

A continuacién, se puede definir un modelo auditivo de ruido uniforme de tipo gaussiano
mediante

Codigo A.7: Modelo auditivo de ruido uniforme Gaussiano

fn=f+lambda*noise;

donde A € (R)™ es un pardmetro real positivo que pondera la intensidad del ruido. La
cantidad de ruido se rescala en funcién del maximo de la imagen y la imagen del ruido gaussiano
(normal) matiene las mismas dimensiones de la imagen de entrada.

A.1.1. Multiplicacién de Matrices y Vectores

La operacién de multiplicacién entre matrices, conocida como producto de filas por colum-
nas, se define como:

AmnBnp = Cmp, Cij = E i kbr,j
k

La condicién de compatibilidad consiste en que el nimero de fias de A sea igual al nimero de
columnas de B. La operacién producto tiene las siguientes propiedades [35]:

1. No es conmutativa, es decir, AB # BA.
2. Es asociativa: A(BC) = (AB)C
3. Es distributiva respecto de la suma: A(B+ C) = AB + AC

La Traspuesta de un producto de matrices viene dada por el producto de las traspuestas en

orden invertido:
(AB)T = BT AT

El Producto de Hadamard

Para matrices de la misma dimension se define el Producto de Hadamard, que multiplica
las matrices elemento a elemento dando como resultado una matriz de la misma dimensién que
los operandos. Se denota por

A®B=C, Cij = i jb;
El Producto de Hadamard si cumple la propiedad conmutativa.
Ejercicio 5. Sean las matrices
1 3 2 0
=) e=(3)

Calcular el producto AB con Matlab y verificar que no es conmutativo. Calcular el producto de
Hadamard A ® B y comprobar que es conmutativo.

73




Capitulo A. Conceptos previos de Algebra Lineal

Producto escalar

Los vectores pueden multiplicarse mediante la operacion de producto escalar, que da como
resultado un escalar. Existen diferentes formas de denotar el producto escalar

n
(u,v) = Zuivi =u-v=u'v=viu=|ul|v|cos(d) € R
i=1

donde se enfatiza que el producto escalar es conmutativo, ya que el resultado de la operacién
es un escalar. En particular se tiene

Tu=u?ecRr

(w,up=u-u=u
es decir, el producto escalar de un vector consigo mismo es igual a su médulo al cuadrado. El
producto escalar permite definir el concepto de ortogonalidad entre vectores y entre subespacios
vectoriales. Dos vectores no nulos son ortogonales si y sélo si

(w,v) =u-v=ulv=vlu=|ul[vicos(d) =0

ya que, para cumplirse la ecuacién necesariamente 6 = /2.

Ejercicio 6. Sean los vectores u = [2,1]7, v = [~1,3]T. Calcular el producto escalar {u,v) y
el angulo en grados entre los dos vectores.

Complemento ortogonal

Sea V' € R™ un subespacio vectorial de R™. Se llama Complemento Ortogonal de V al
espacio V* tal que
V= {x|(z,x) =0,Vz € V}

Se tiene que V' y su complemento ortogonal estdn en suma directa (ortogonal)
VeVt =R"

es decir, todo vector w € R™ puede descomponerse, de manera tnica, como suma de dos
vectores
w=12z+X, zeV, xeVt

Ejercicio 7. Dado el subespacio vectorial V € R? generado por los vectoresu; = (1,2,1)7 uy =
(—=1,0,0)T, es decir, V = L[uy,us]. Demostrar que su complemento ortogonal es V+ = Llus],
siendo ug = (0,1, —2)T. Verificar que un genérico vector w € R* puede escribirse de manera
tinica como suma de un elemento de V 1y uno de V. Por dltimo, verificar que el vector w =
(0,1,2)T s6lo puede escribirse en la forma

1 -1 0 0 0 0

4 4 3

szl relo -] =(8m)+(-3m5) =1
1 0 —2 4/5 6/5 2

Finalmente, se observa que es posible definir también un producto entre vectores de la forma
columnas por filas, cuyo resultado es una matriz. Sean u,, 1, vn,1 vectores de R". Entonces

T T
un,l(un,l) = Up1Uy , = An,n
Esta operacion serd utilizada para descomponer una matriz mediante la técnica de valores
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singulares.

A.1.2. Sistemas Lineales

Con estas nociones puede definirse el problema fundamental del Algebra Lineal, que consiste
en la resolucién del Sistema de Ecuaciones Lineales definido por

Ax=Db

donde A € R™" es la matriz de sistema, x € R™ es el vector de incognitas y b € R™ es
el vector de datos. Si b = 0 el sistema Ax = b es homogéneo. El conjunto de soluciones de
un sistema homogéneo es un espacio vectorial. Dependiendo de los valores m y n el andlisis y
resolucién del sistema presenta distintos escenarios. Existe una multitud de aplicaciones basadas
en resolver sistemas lineales. Uno de los retos mas importantes del calculo cientifico es conseguir
una resolucién computacionalmente eficiente a través de algoritmos.

Dependiendo del nimero de ecuaciones m y del niimero de variables incégnitas n, los
sistemas lineales se clasifican en sobredeterminados si m > n e indeterminados si m < n.
Si m = n el sistema es cuadrado.

Un sistema lineal se dice Bien Planteado en el sentido de Hadamard si se cumplen 3
condiciones:

1. Existe solucion.
2. Es tnica.

3. Depende con continuidad de los datos del problema.

Si alguna de las tres propiedades no se cumple el sistema se dice de mal planteado.

Se recuerda que un sistema lineal se denomina compatible si existe al menos una solucién e
incompatible si no existe ninguna. En caso de tener una tinica solucién el sistema se denomina
compatible determinado.

La tltima de las tres propiedades que verifica un Sistema Bien Planteado (Dependencia
Continua) se resume en que si los datos del problema tienen pequetias perturbaciones la solucién
del problema también tendra pequenas perturbaciones en sus componentes. Se puede analizar
considerando el niimero de condicionamiento del sistema, lo que se vera mas adelante al apoyarse
en el concepto de autovalor.

A.1.3. Matriz Identidad e Inversa

Para la resolucién de sistemas lineales de tipo cuadrado (m = n) la opracién de inversién
matricial es una herramienta fundamental. Primeramente, es necesario introducir la definicién
de Matriz Identidad. Se trata de una matriz cuadrada, denotada por I,, € R™" tal que

I,x =x, Vx € R®?

es decir, deja invariante al vector sobre el que actia. Por ejemplo, en R3 se tiene

1 0 0 I I
0 1 0 i) = T2
0 0 1 I3 I3

)
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y, en general, denotando a; ; € I, a la genérica componente, se tiene a; ;j =0sii # jy a;; =1
Vi.

Si A € R™" es una matriz invertible, se define su matriz inversa como la matriz A~! € R™"
tal que
A 1A=44A"1=1,

Por tanto, se resuelve (cuando sea posible) el sistema cuadrado
Ax=Db
multiplicando por la inversa A~! y obteniendo su solucién x en la forma
A" Ax=T,x=x=A"1b

El algoritmo para el cilculo de la inversa de una funcién se aplica en Matlab mediante el
comando inv.m. Este algoritmo se basa en la factorizacién LU de una matriz, que se verd més
adelante al definir el proceso de Eliminacién de Gauss para la resolucion de sistemas lineales.

A continuacion se definird el concepto de Dependencia e Indepenedencia Lineal entre vec-
tores, lo que permite definir los Sistemas de Generadores y extraer de ellos unas bases. Gracias
a la operaion de producto escalar se podran caracterizar las bases ortogonales. Fijadas las bases
se puede asociar a una matriz su unica representaciéon en términos de una aplicacion lineal y
definir los espacios imagen y ntcleo que caracterizan la transformacién.

Luego, se pasara a medir vectores y matrices mediante el concepto de norma y, finalmente,
energia. Se presentardn las normas mas comunmente utilizadas y la relacién especial entre
la norma euclidea y el producto escalar. Con la definicién de algunos tipos y estructuras de
matrices particularmente simples y la importante operacién de trasposicién se introducirdn las
matrices simétricas, las ortogonales y las definidas positivas. Esto permitira definir y clasificar
las formas cuadraticas atendiendo a su signo.

Para su clasificacién se considera el problema de autovalores y la informacién fundamental
que se obtiene al resolverlo. El conocimiento de los autovalores del problema sera fundamental
para determinar el condicionamiento de un sistema y permitira saber si el sistema estd bien
planteado.

Tras introducir las Factorizaciones de Cholesky y QR se observara cémo resolver, mediante
descomposicién espectral, el problema de la diagonalizacion y se generalizara esta teoria al caso
no cuadrado mediante la técnica de Descomposicién en Valores Singulares.

A.1.4. Espacios Vectoriales

Un Espacio Vectorial es un conjunto no vacio de infinitos elementos, llamados vectores,
cerrado con respecto a las operaciones de suma de vectores y multiplicacién por un escalar.

Definicién 4. Sean u y v dos vectores genéricos del conjunto V', se dice que V' es un Espacio
Vectorial si
au+ v eV, Vo, € R

La operacién anterior recibe el nombre de Combinacién Lineal y permite generar, mediante
la variacion de ay(3, todos los vectores del espacio.

Ejemplo 7. Los espacios vectoriales en los que mds suele trabajarse son los V.= R". Tienen
dimension finita n. Un ejemplo de espacio vectorial de dimension finita es el espacio de las
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funciones continuas en un intervalo, denotado por V.= C(I). El conjunto de matrices M™™(K)
es un espacto vectorial sobre el cuerpo K de los numeros reales o complejos.

Definicion 5. SiU y V son espacios vectoriales y U C V entonces U es un subespacio vectorial.

Ejemplo 8. Sean u, v dos vectores de R3. Si los vectores no son paralelos, es decir, no es
maltiplo uno del otro, entonces generan un espacio U de dimension 2 (un plano que pasa por el
origen), que es un subespacio de V = R3. Si los vectores son paralelos, es decir, uno es mailtiplo
de otro, entonces generan un espacio U de dimensidn 1 (una recta que pasa por el origen), que
es un subespacio de V = R3.

Ejemplo 9. Dado un espacio vectorial definido por la ecuacion
V = (x1,22,73) € R¥/x1 — 429 — 523 =0
Para definirlo en términos de combinaciones lineales, explicitamos x1 en la ecuacion
x1 = 4x9 + Sx3
y escribimos un vector genérico de V en la forma
(21,22, 23) = (dag + dx3, 22, 23) = (4,1,0) + 5(5,0,1)

donde o = 9, 8 = x3 son parametros reales.

A.1.5. Dependencia e Independencia Lineal

La operaciéon de Combinacién Lineal permite definir el concepto de Dependencia e Inde-
pendencia Lineal de un conjunto de vectores.

Definicién 6. Se dice que un conjunto de vectores {vi,...,vin} de R™ es Linealmente Depen-
diente si el sistema de n ecuaciones

m
E o v, =01V + ...+ ap vy, =0
i=1
tiene unicamente la solucion trivial 0, es decir, todos los coeficientes «; son nulos:

alz...:amzo

La operacién de suma de vectores multiplicados por un escalar 2111 a;v; utilizada en
la definicién anterior es una Combinacién Lineal de vectores y genera un vector. Por tanto,
establecer si un conjunto de vectores es linealmente dependiente se reduce a demostrar que el
sistema homogéneo anterior Zzn:l o;v; = 0 sélo admite la solucién trivial O.

Observar que un sistema lineal homogéneo es siempre Compatible puesto que siempre tiene
la solucién trivial O entre sus soluciones, por definicién de sistema homogéneo.

Ejemplo 10. Sean los vectores vi = (1,—1,0)T,vo = (0,1,2)T y v3 = (1,0,2)T se pide
estudiar si son Linealmente Independientes. Constrimos la combinacion lineal

3
E ;V; = Q1 V] + agva + Qa3Vsy = 0
i=1
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y resolvemos el sistema homogéneo

1 0 1 0
a1 | 1] +ax 1] +a3]0)] =10
0 2 2 0
definido por las ecuaciones
a1 + ag =0
{ —a1+ay =0
200 + 23 =0

que tiene las infinitas soluciones

- _ T _ T

o = (06170127043) - (—043,—063,043) S L[(_17_171)]
luego, los tres vectores son Linealmente Dependientes.

Ejercicio 8. Sean los vectores vi = (1,1,0)T vy = (0,1, 1)T y v3 = (=1,2,1)T. Estudiar si
son Linealmente Independientes.

Rango
Utilizando los conceptos de Dependencia e Independencia Lineal se puede definir el rango
de un sistema de vectores y de una matriz de la siguiente forma:

Definicién 7. Sea V un espacio vectorial y {uy,...,unm} un sistema de vectores de V. Se
denomina rango del sistema {uy, ...,um} a la dimension del subespacio vectorial L[(u, ..., Um)].
Para indicar que el rango del sistema es r, se denota

TG(Uty ooy Upy) = T

[35]

Definicién 8. Sea A € R™". Si {Al,..., A"} es el sistema de vectores de R™' formado por
las columnas de A, se denomina rango de A al rango de dicho sistema de vectores. Luego

rg(A) =rg(A', ..., A™).

[35]

Es decir, el rango de una matriz es el nimero maximo de vectores columna de la matriz
que son Linealmente Independientes.

Este ndmero dard la dimensién del espacio imagen R(A) de la aplicacién lineal asociada a
la matriz. En general se tiene

Definicién 9. La Dimension de un conjunto de vectores S viene dada por el rango de la matriz
definida por los vectores de S.

Definicién 10. Una matriz A € R™" se dice de Rango Mdximo si

rg(A) = min(m,n)

Una forma rapida de establcer la dependencia o independencia entre vectores consiste en ge-
nerar la matriz con los vectores columna y aplicar el algoritmo de reduccién a forma escalonada
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por filas implementado en Matlab con el comando rref(A). Este comando se basa en el proceso
de Eliminacién de Gauss que se verd en el contexto de la Factorizacién LU (Lower-Upper) de
una matriz.

De momento, es suficiente observar que tras aplicar el algoritmo el primer elemento no nulo
de cada fila de una matriz se llama cabecera de fila. Siempre es posible obtener cabeceras
unitarias realizando operaciones elementales (combinaciones lineales entre las ecuaciones).

Definiciéon 11. Una matriz se define en forma reducida por filas si las cabeceras unitarias
estdn ordenadas (la cabecera de la fila superior aparece siempre a la izquierda de la cabecera de
las filas inferiores).

En cada columa aparece una unica cabecera y los vectores columna con cabecera son li-
nealmente independientes.
Ejercicio 9. Dados los vectores

vy = (4, =5, 7" v = (2,-3,4)T v3 = (1,1, -2)T vy = (2, -1, 1)7,

FExtraer el numero mdxzimo de vectores linealmente independientes.

A.1.6. Conjunto de Generadores, Bases y Bases Ortogo-
nales

Conjunto de Generadores

Definicién 12. Sea G un conjunto de m vectores G = {vy,...,v } de R™ siendo m < n. El
subespacio V.C R™ generado por {v1,...,v } se denota por

V =L[vi,....vm] CR"

y los infinitos vectores de V' se generan mediante la operacion de combinacion lineal:

V=Lvi.,vm]={weR"/w= Zaivi,ai € R} CR"

=1

Si los vectores son Linealmente Independientes el espacio V' C R™ generado es de dimensién
m. Si los vectores son Linealmente Dependientes la simensiéon de V serd p < m, siendo p el
ntimero maximo de vectores linealmente independientes del conjunto.

Ejemplo 11. Dados dos vectores u; = (—1,1,0)7,uy = (0,1,1)T de R3. Calcular las ecuacio-
nes de subespacio U = L[uy, uz| generado y determinar su dimension.

Se define un elemento genérico de subespacio U

v = au; + Sug, a,B€R

En componentes se tiene el sistema de 3 ecuaciones lineales

v = —a, v =+, vz = 3
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Eliminando parametros
a=—u, B =uvs

se deduce la ecuacién que define el subespacio (lineal):

U={v=(v,v9,v3)" Jug =v3 —vl} CR3

Al ser U C R3 un subespacio y tener que satisfacer una ecuacién se deduce que la dimensién
del subespacio U es dim(U)=3-1=2. Observando desde el comienzo que los dos vectores no son
multiplos se podia deducir que son independientes, luego generan un subespacio de dimensién
2.

Bases

Definicién 13. Sea V' un espacio vectorial y sea U C V, se dice que un sistema {u1, ..., um}
de vectores de U es una base de U si uq, ..., u,, son linealmente independientes y Vv € U se
verifica que v es combinacion lineal de uy, ..., Up,. [35]

En otras palabras, una base B de un espacio vectorial V es un sistema de vectores de V
linealmente independientes y generadores del espacio V.

Un Conjunto de Generadores consituido por m vectores no puede ser Linealmente Indepen-
diente (es decir, una base) si m > n. Por ejemplo, m = 3 vectores en un espacio de dimensién
n = 2 no pueden ser linealmente independientes.

Suponiendo independencia lineal si m = n, entonces el conjunto de vectores vi, ..., Vi
constituye una base del espacio R”. La Dependencia Lineal es una forma de redundancia en la
informacién. En una base no hay redundancia y el niimero m de vectores independientes define
la dimensién del espacio generado.

Bases Ortogonales

Definiciéon 14. Si el producto escalar entre dos vectores cualesquiera de una base es nulo,
entonces la base es ortogonal:

(vi,vj) =vi-v;=0,i#j

Si ademds,
<Vi,Vj> = 1,Vi

la base es ortonormal.

A continuacion, veremos cémo construir facilmente una base de un espacio vectorial a partir
de un conjunto de generadores. Para ello, se utiliza el algoritmo de eliminacién de Gauss.

Formas escalonadas reducidas por filas

Una manera muy directa de hacerlo consiste en construir la matriz cuyas columnas son
los vectores del conjunto de generadores y luego aplicar el comando rref(A) para obtener una
matriz escalonada por filas cuyas cabeceras definen los vectores independientes.
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Ejemplo 12. Sean los vectores
w=4,-57"  w=(2-44"  uw=(1,1,-2"  w=(2 -1,

Determinar el espacio generado, es decir L[(uy,us,uz,uy)]. Extraer un base de R® usando la
forma de matriz escalonada por filas.

Utilizando la siguiente sintaxis se define la matriz (en formato racional)

Codigo A.8: Definir matriz en formato racional

u_1=[4,-5,7]1"; u_2=[2,-4,4]";
u_3=[1,1,-21"; u_4=[2,-1,1]";
format rat

A = [u_1 u_2 u_3 u_4]

La Forma Escalonada Rerducida por Filas se obtiene mediante

Cédigo A.9: Obtener matriz escalonada lineal

A_red=rref (A)

y se deduce que los primeros tres vectores de R? son independientes, luego
3
L[(u17 uz, us, U4)] =R
Para determinar la combinacién lineal que permite escribir uy mediante u; y ug, us (coefi-
cientes o pesos de la combinacién lineal) se extrae la dltima columna de la matriz escalonada

Codigo A.10: Determinar combinacién lineal

c=A_red(:,4)

Sistemas de coordenadas

Una vez introducidos los conceptos de base y base ortogonal se puede definir el concepto
de coordenadas en una base. Sea x = (1, ...,2,)” un vector de R" donde (z1, ..., ;) son las
coordenadas en la base canénica e; = (0,.,1.,,0), con e;; =1y e;; =0. Sea B = {1,...,v,}
una base de R™. Entonces si se definde B = (vq]...|v,) como la matriz asociada a la base B, las
nuevas coordenadas de x en la base B vienen dadas por la (tnica) solucién del sistema lineal

By =x

que es
y =B x

Esto quiere decir que P = B~! es una matriz de peso o cambio de coordenadas del sistema
candnico a un sistema de coordenada definido por B. Este razonamiento se puede extender para
pasar de un sistema de coordenadas asociado a la base B a uno asociado a la base B’.

Ejemplo 13. Dadas las bases

Be = {(130)T7(071)T}7 Bi = {(1’0)T7(171)T}7 By = {(_171)T7(072)T}
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Escribir las bases en forma matricial. Calcular las matrices de paso
P(Bchl)a P(Bla62)7 P(BQaBC)

Suponer tener un dato x1 = (2,2,)T en la base candnica. Calcular su coordenadas en las bases
B1y82.

Escribiendo las matrices en forma matricial se tiene
1 0 1 1 -1 0
e=(o 1) m=( 1) ==(33)

Para calcular la primera matriz de paso

Py = P(Bc, B1) = (p1]p2)

hay que escribir los vectores de Bc en términos de los vectores de By. Esto equivale a
resolver los dos sistemas
Bip; = ey, Bip2 = eq,

que se pueden escribir en forma compacta By Py = I, luego P, = By L

Para calcular la matriz de paso

Py = P(B1,B2) = (p1|p2)

hay que escribir los vectores de 31 en términos de los vectores de B;. Esto equivale a resolver
los dos sistemas
Bop; = by, Bopy = by,

que se pueden escribir en forma compacta By P = By, luego P, = B, 1y,

Finalmente, para calcular la matriz de paso

P3 = P(B,Bc) = (p1]p2)

hay que escribir los vectores de B en términos de los vectores de Bo. Esto equivale a
resolver los dos sistemas
Bcpi = bay, Bcpa = bas,

que se pueden escribir en forma compacta BoP; = Bs, luego P3; = Bs.

_ 1 -1 _ -1 -1

-1 0
P3B?(1 2)

Estas matrices permiten obtener las coordenadas en las otras bases mediante proyeccion.
Dado, por ejemplo, x; = (2,2)7 en la base canénica si se quieren conocer sus coordenadas ypz;

Se tiene

siendo
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en B se hace la proyeccién
yp1 = Pixi = (0,2)"

Para conocer sus coordenadas ygs en By se hace la proyeccion
yB2 = PaPixy = Pyypy = (—2,2)"
Ejercicio 10. Dadas las bases
By ={(L0)",(L,n)"}, By ={(-11".(0.2)"},

Sea u = (3,7)T un vector expresado en términos de la base candnica Bc = {(1,0)T,(0,1)T}.
Calcular las coordenadas x de u en la base By . Definir la matriz de paso P = P(By,Bn) y
calcular las coordenadas'y de u en la base By .

Bases Ortogonales

Una base ortogonal implica que un vector genérico w € R" se expresa de manera Unica en
esta base mediante sus componentes:

n
W = E w;V;
i=1

y se deduce por las propiedades de ortogonalidad y normalidad la férmula para los coeficientes
(pesos) en una base ortonormal

n
(w,v;,)=x-v; = Zwivi v = wil|vi||? = wy
i=1

Si la base es tinicamente ortogonal la formula es

(w,v;)

w; = eR
o all?

Bases Ortonormales

Las bases ortonormales son bases ortogonales cuyos vectores tienen norma unitaria. La base
candnica es el ejemplo mas utilizado de base ortogonal. Mediante el algoritmo de ortonormali-
zacién de Gram-Schmidt de cualquier base se puede extraer una base ortogonal. Este algoritmo
se basa en la factorizacion QR de una matriz que se vera mas adelante.

A.1.7. DMatrices asociadas a Transformaciones Lineales

Las matrices A € R™" pueden identificarse con Transformaciones Lineales definidas por la
actuacién que tiene la operaciéon multiplicacion matriz por vector sobre todos os vectores de un
espacio vectorial. En concreto se tiene:

Definicion 15. Dadas las bases candnicas de los espacios vectoriales R™yR"™ y dada una ma-
triz A € R™". Entonces eziste una unica Transformacion Lineal definida, mediante las bdses
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canonicas, en la forma
T(x) =Ax € R™,vx e R"

La aplicacion construida, T : R™ — R™ tal que T(x) = Ax es lineal ya que verifica la propiedad
T(ax+ py) = oT(x)+ T(y),Va,5 € R
Ejemplo 14. Dada la aplicacion T : R?2 — R? definida por
T(z,y) = (z - y,2?)
Demostrar que no es lineal. Para ello, sean u = (u1,u2)’,v = (v1,v2)T y o, B € R. Se tiene
T(om + Bv) = (auy + Bvy — oy — Bua, (g + Bur)?)

Por otra parte
aT(v) + BT(v) = (auy + Buy — auy — Bug, (au? + Boi)

luego la aplicacion no es lineal, ya que las seqgundas componentes son, en general, distintas:

(auy + Bu1)?) # aui + B}

Por construccién, una aplicacién lineal siempre manda el cero al cero, es decir,
T(0)=0

Esta propiedad es necesaria, pero no suficiente (como demuestra el ejemplo anterior) para que
una aplicacion sea lineal.

Ejercicio 11. Estudiar si las siguentes aplicaciones son lineales:

f(xvy) = (x—y,x—i—l),g(:r,y) = (!,C—y,(E)

RESPUESTA: Se demuestra, aplicando la definicién, que g(z, y) es lineal. Basta observar que
es la aplicacién lineal asociada a la matriz

—y

Por otra parte, f(0,0) = (0,1) # (0,0), luego f no es lineal. Se verifica que f es una aplicacién

afin:
o= 9) ()= ()

A.1.8. Espacio Imagen y Nucleo

Dada una matriz A € R™" se puedn definir dos subespacios vectoriales que caracterizan el
comportamiento de la matriz y de la aplicacion lineal asociada. Observar que dada una matriz
siempre se puede considerar la aplicacién lineal asociada f : R™ — R™ definida por

f(x) = Ax

Definicién 16. Sea A € R™™ una matriz y f : R® — R™ su aplicacion lineal asociada. Se
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define el espacio imagen de f,im(f), al subconjunto de R™ dado por
Im(f)=R(A) ={y=AxcR"|xcR"} CR™

El conjunto de vectores que pertenecen a la imagen de f es un subespacio vectorial de R™ cuya
dimension viene dada por el rango de A.

Definiciéon 17. Sea A € R™™ una matriz y f : R® — R™ su aplicacion lineal asociada. Se
define el espacio del nicleo de f,ker(f), al subconjunto de R™ dado por

Ker(f)=N(4) ={xeR"Ax=0€R™} CR"
El conjunto de vectores que pertenecen al Nicleo (Kernel) de f es un subespacio vectorial de

R™.

La imagen de la transformacion lineal es el espacio imagen

y viene dado por todos los vectores y € R™ tales que el sistema y = Ax es compatible. El
espacio imagen viene generado por los vectores imagen de la base candnica.

El nicleo de la transformacién lineal es el espacio

Ker(f) = N(4)

y viene definido por las soluciones del sistema de ecuaciones lineales

fx)=Ax=0,,

Para estudiar los sistemas lineales puede utilizarse la Formula de la dimension que
explica la relacién entre los subespacios imagen y ntcleo:

Teorema 6. Sea A € R"™"™ una matriz y f : R® — R™ su aplicacion lineal asociada. Se tiene

entonces
n = dimR(A) + dimN (A)

Observar que dimR(A) < m porque es un subespacio. Lo mismo ocurre con el espacio
ntcleo de la aplicacién: dimN (A4) < n.

Definicion 18. Sea A € R™™ una matriz y f : R® — R™ la aplicacion lineal asociada. Si
N(A) = {0} entonces se dice que la aplicacién lineal es inyectiva. Si R(A) = R™ se dice
que la aplicacion lineal es suprayectiva. Una aplicacion lineal inyectiva y suprayectiva se dice
biyectiva o isomorfismo.

En Matlab existen los comandos null(A) y orth(A) que permiten calcular una base orto-
normal de los subespacios vectoriales N'(A) y R(A) respectivamente.

Ejercicio 12. Dada la matriz

1 -2 0
0 0 O
2 -4 0 3.3
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Definir la aplicacidn lineal asociada. Calcular la dimension imagen R(A) y del nicleo N(A).
Calcular una base de los mismos. Determinar si la aplicacion es inyectiva, suprayectiva o bi-
yectiva.

Ejercicio 13. Dada la matriz

2 1
1 0
-1 1

3,2

Definir la aplicacidn lineal asociada. Calcular la dimension imagen R(A) y del nicleo N(A).
Calcular una base de los mismos. Determinar si la aplicacion es inyectiva, suprayectiva o bi-
yectiva.

A.1.9. Normas

La norma generaliza el concepo de médulo de un vector y permite medir matrices y dis-
tancias entre ellas. Se puede, por tanto, medir la distancia entre dos iméagenes o calcular el
residuo o error cometido al realizar numéricamente una descomposicién o una factorizacion.
Las normas aparecen en la definiciéon de los funcionales de energia en calculo variacional y en
las funciones de pérdida en aprendizaje automdtico. A continuacién se veran las normas p,
que son las normas asociadas a los espacios de Lebesgue. En el contexto del cdlculo numérico
discreto, se tiene:

Definicién 19. La norma p de un vector x € R™ se calcula mediante la forma

Ixllp = Q_ z?)'/?, VpeR,p>1

9

Para medir la longitud de un vector, en cualquier dimensién se utiliza la norma p. Depen-
diendo del valor de p se obtienen distintas mediciones. El concepto de norma es més general.
Cualquier campo escalar que cumpla con las 3 propiedades siguientes es una norma.

Definicién 20. Sea f : R™ — R wuna funcion (campo escalar) que verifica las siguientes
propiedades:

fz)=0 < z=0€R"
(x+y) < flx)+ f(y), Va,y € R®

1.
2.
3. flazx) = |a|f(z), Yo € R, Vx € R”

f
f
entonces f es una norma.

Para p = 2 se tiene la cldsica norma Euclidea o norma 2, denotada normalmente sin el

subindice.
(]2 = [Jx|[ = O Jaf?)!/?

Para p = 1 se tiene la norma 1

Il = (3 s
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Para p = oo se tiene la norma oo o norma del maximo

e = e |

En Matlab el comando norm calcula la norma de una matriz o un vector. Concretamente,
se tiene:
[|x||2 = norm(z,2) = norm(z)

[|x||1 = norm(z, 1)

/|0 = norm(z, Inf)

Un vector es unitario si
x|[ =1

El conjunto de todos los vectores unitarios define la Bola o disco unitario del espacio
considerado. Si todos los vectores de una base ortogonal son unitarios entonces la base se dice
ortonormal. Una base ortogonal siempre se puede ortonormalizar mediante el procedimiento de
Gram-Schmidt. Es importante observar que una norma induce siempre una forma de medir, es
decir una métrica o distancia.

Definicion 21. Dados dos vectores x,y en el espacio vectorial V- = R"™. La distancia entre
ellos se define por

d(x,y) = |[x —yl|
de donde la longitud de un vector, que es la distancia del punto (vector) al origen, se define

como
d(x,0) = |||

A menudo se utiliza la norma al cuadrado de un vector, lo que representa la energia del
vector.

Definiciéon 22. La energia de un vector se calcula a través del producto escalar del vector
CONSLgo Mmismo:
_ _ 2
(v,v) =v-v=|v|

Generalizando, se puede escribir la operacién de producto escalar mediante la definicién de
norma:

(w,v) =u-v=ulv =vlu=|ul|s]|v|]2cos(d) € R

Para medir una matriz A € R™" y definir una distancia en el espacio de las matrices, en
aprendizaje automaético se utiliza a menudo la norma de Frobenius definida por

1Allr = () laig)'?

(2¥]

Observar que la norma de Frobenius es la norma euclidea del vector generado concate-
nando las componentes de la matriz como un vector mn dimensional. Se tienen las siguientes
afirmaciones de las normas matriciales mas utilizadas

m

Al = m;’\X(Zlai,jl),

i=1
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[[A]loe = méx(}_ lai ),

j=1
Ax -y

[|Alls = méx ——————
2<0,9<0 ||2]2]|y||2

En Matlab se utilizan los siguientes comandos:
||A||2 = norm(A, 2) = norm(A)

[|Al|l1 = norm(A4,1)
[|Allooc = norm(A, Inf)
[|A|| fro = norm(A, fro)

Ejercicio 14. Dadas dos imdgenes. Contaminar utilizando modelo ruido gaussiano con pardme-
tros A =1, A = 0,1y = 0,01. Calcular la distancia de Frobenius entre las imdgenes contamina-
das y la original. Calcular la distancia entre las imdgenes originales.

Ejercicio 15. Dada una imagen en color. Pasarla a doble precision en el intervalo [0,1] y a
una imagen en escala de grises mediante el comando rgb2gray.m. Calcular sus normas 1,2, 00
y la de Frobenius. Calcular la energia

1 2 1 2
E = §HX||2 = 52\%‘\

A.1.10. Tipos especiales de matrices y formas cuadraticas

Algunos tipos especiales de matrices son muy 1tiles computacionalmente debido a su es-
tructura. Las matrices diagonales D € R(n,n) se caracterizan por las ecuaciones a;; si
i # j. La matriz nula es una matriz diagonal con ceros en su diagonal. En Matlab se genera
con el comando zeros(n). La matriz identidad es una matriz digonal, generada mediante el
comando eye(n). Dado un vector v € R™ se define por diag(v) a la matriz cuadrada cuya
diagonal viene dada por las componentes del vector. El mismo operador aplicado a una matriz
en la forma diag(A) extrae de la matriz un vector formado por los elementos de la diagonal.
Multiplicar un vector por una matriz diagonal es computacionalmente eficiente

diag(v)x =v O x

y corresponde a rescalar cada componente x; por el escalar v;. Es eficiente también invertir una
matriz diagonal

diag(v)™' = diag([1/v1, ..., 1/v,])

lo que sélo es posible si v; # 0, Vi.

Las matrices triangulares inferiores y superiores que tienen ceros por arriba y por abajo,
respectivamente, de la diagonal principal son fundamentales. Los comandos que extraen de una
matriz A su parte triangular inferior y superior son tril(A) y triu(A), respectivamente. Si la
matriz no es cuadrada, los mismos comandos dan como resultado matrices trapezoidales.

La matriz simétrica definida mediante la operacion de trasposicién es otra estrucutra
muy importante.

Definicién 23. Sea A = (a; ;) una matriz cuadrada. Se dice que A es simétrica si a;; = a;;,
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es decir, si se verifica la ecuacion matricial
AT =4
Otras de las matrices cuya estrucutra resulta muy relevante son las matrices ortogonales,

cuyos vectores filas (respect. columna) son mutuamente ortogonales. Si ademds tienen norma
unitaria, la matriz es ortonormal.

Definicién 24. Sea A = (a; ;) una matriz cuadrada. Se dice que A es ortogonal si a; j = a;;,
es decir, si se verifica la ecuacion matricial

ATA=AAT =1,

Una propiedad importante que se deduce a partir de la unicidad de la matriz inversa es que
una matriz ortogonal puede invertirse simplemente trasponiendo sus componentes:

AT = AT

Formas Cuadraticas

En primer lugar se define la forma cuadratica asociada a una matriz cuadrada.

Definicién 25. Sea A € R™"™ una matriz cuadrada. Se dice que la forma cuadrdtica ¢ : R™ — R
definida por
q(x) = xT Ax

estd asociada a la matriz A.

Equivalentemente, puede escribirse:
q(X) = XTAX = Z’L =1" Zj = 1nAi7j$iJ}j
Se pueden ahora definir las matrices Definidas Positivas mediante el signo de la forma
cuadratica asociada.

Definiciéon 26. Sea A € R™". Se dice que A es Definida Positiva si la forma cuadrdtica
q:R"™ = R definida por q(x) = xT Ax verifica:

q(x) =xTAx > 0,Vx e R",x # 0
Se obtienen definiciones andlogas para matrices Semi-Definidas Positivas, que son siem-

pre no negativas
xTAx > 0,¥x e R",x # 0

Por otro lado, las matrices Definidas Negativas se caracterizan por satisfacer la desigualdad
xTAx < 0,¥x e R",x # 0
y las Semi-Definidas Negativas se obtienen al relajar la desigualdad anterior

xTAx <0,¥x e R",x # 0

89



Capitulo A. Conceptos previos de Algebra Lineal

Finalmente, las matrices Indefinidas se obtienen cuando ninguna de las desigualdades ante-
riores es cierta.

La matriz que define una forma cuadrética no tiene porqué ser simétrica. Sin embargo, no
hay pérdida de generalidad si se considera que es simétrica. Esto es asi ya que

(x, Ax) = xT Ax = x" Bx = (x = Bx)
si 1
B= i(A + AT),
es decir, si B es la parte simétrica de A.

La notacién de producto escalar introducida en la igualdad x” Ax = x7 Bx = (x permite
obtener este resultado utilizando la propiedad de simetria del producto escalar (una funcién
bilineal simétrica).

En general, no es facil determinar el cardcter de una forma cuadrética excepto en algunos
casos mas evidentes. Sin embargo, el calculo de los autovalores de la matriz proporciona un
criterio muy simple. De momento, se va a considerar la interpretacién grafica de estos conceptos
mediante Matlab u Octave.

Ejemplo 15. Sean dadas las formas cuadrdticas
@1 (z,y) = 22° + dxy + 2%, ga(w,y) = —22° + 4wy — 297,
g3(z,y) = —22° + 4oy + 2y°, qu(,y) = 22° + 4y

Clasificarlas utilizando métodos grdficos.

Estas consideraciones serdan esenciaes a la hora de optimizar formas cuadraticas o funciones
aproximadas localmente por ellas mediante los Desarrollos de Taylor de orden II. Las graficas
de las formas cuadraticas se pueden obtener con los comandos:

Cédigo A.11: Obtener graficas de las formas cuadraticas

A= 1[-24; 0 2]; B = (1/2)*x(A+A");
syms x y real

X =[x yl';

q = expand (X'*xBx*X) ;

Z = 0xx+0*xy /plano de ecuacion z = 0
figure

fsurf(q,[-1,1,-1,1], 'MeshDensity' ,100)
hold on

fsurf(zZ,[-1,1,-1,1], 'FaceAlpha',0.2, 'MeshDensity',40)
xlabel ('x"'),ylabel('y"')

donde se ha simetrizado la matriz de las formas cuadraticas. A través del siguiente cédigo
se pueden definir las dos variables reales (x,%), almacenarlas en un vector X = (x,y) € R? y
calcular explicitamente la forma cuadrética.

Cédigo A.12: Calcular forma cuadratica

syms x y real
q = expand (X'*Bx*xX)
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Como se quiere representar un campo escalar ¢ = (z,y) de varias variables (2 en este
caso), se utiliza para su graficacién el comando fsurf(q,[-1,1,-1,1], "MeshDensity’,100) en
un dominio definido D, = [-1,1,—1,1] y con una denisidad de puntos prefijada. El comando
FaceAlpha confiere transparencia a la grafica del plano para estudiar el signo de la forma
cuadratica.

y X

(a) qi(z,y) = 222 + 4wy + 2y (b) g2(z,y) = —2a% + day — 2y°

Figura A.6: Se verifica graficamente que ¢;(z,y) y ¢2(z,y) son definida positiva
y definida negativa, respectivamente, puesto que toman valores por encima del
plano de ecuacion z = 0 y por debajo, respectivamente.

Figura A.7: Se verifica graficamente que gs3(z,y) es una forma cuadratica indefi-
nida puesto que toma valores por encima y por debajo del plano de ecuacién z =
0. Observa que esta funcién no tiene minimos ni maximos.

A.1.11. Autovalores y autovectores

Definicion 27. Dada una matriz cuadrada A € R™" el Problema de autovalores consiste en
encontrar un nimero escalar X € R (que puede ser complejo) y un vector no nulo x € R™ x # 0
tales que

Ax = dx

donde A es autovalor y x autovector. El conjunto de autovalores de una matriz se llama
espectro y se denota por
U(A) = A1, An

La cantidad p(A) es el Radio Espectral definido por el autovalor mddulo mdzimo:

p(A) = mic{ i}
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Figura A.8: Se verifica graficamente que q4(z,y) es una forma cuadratica definida
positiva ya que toma valores por encima o iguales a los del plano de ecuacion z
= 0. Observa que esta funcién tiene un tnico punto de minimo absoluto.

Los autovectores definen direcciones invariantes de la trasformacién lineal asociada a
la matriz. Si x es autovector entonces ax, a # 0 es autovector. Puede existir el autovalor nulo
A = 0, pero, por definicién, no existe el autovector nulo. Los autovalores se pueden calcular
resolviendo la ecuacién caracteristica (polinémica) de grado n:

pa(A\) =det(A— X)) =0 (A1)

La teoria de los sistemas lineales permitira deducir la ecuaciéon A.1 para la caracterizacion
de los autovalores. De momento se observa que la ecuacién A.1 es no lineal y no existen
férmulas analiticas exactas para su resolucién cuando el grado del polinomio es elevado. En
general, las ecuaciones no lineales se resolveran mediante algoritmos numéricos que dardn una
solucién aproximada del problema. Sin embargo, al ser polinémica existen resultados tedricos
sobre el niimero y signo de sus raices reales, que seran utilizados a continuacién. Por el Teorema
Fundamental del Algebra se tiene:

Teorema 7. Toda matriz cuadrada de orden n con coeficientes complejos tiene n autovalores,
reales o complejos, iguales o distintos.

Definicién 28. El numero de veces que un autovalor X aparece como raiz del polinomio carac-
teristico es la multiplicidad algebraica y se denota por ma(X)

Asociado a cada autovalor hay un autoespacio definido por:

Definicién 29. Sea A una matriz cuadrada y sea A un autovalor de A. El autoespacio asociado
al autovalor se define mediante el nicleo de la aplicacion lineal asociada a la matriz A — I
siendo I la matriz identidad. En formulas

E(\) = N(A— \I) C R

Para calcular los autovectores que estan en cada autoespacio hay que calcular una base del
subespacio E(\) = N (A — AI).

Definicién 30. La dimension de cada autoespacio,
dim(E(X)) = dim(N (A — X))

da la multiplicidad geométrica ma(\) del autovalor.
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Siempre se tiene que
ma(A) <ma(d)

Es decir, la multiplicidad geométrica nunca puede ser mayor que la multiplicidad algebraica.

Ejemplo 16. Sea la matriz
1 2 2
A=|-1 4 1
-2 2 5 3.3
Calcular su espectro y la multiplicidad algebraica y geométrica de cada autovalor. Encontrar
explicitamente las ecuaciones que definen a los autoespacios. Determinar su factorizacion es-
pectral

AV =VD

Hay dos autoespacios asociados a los autovalores A\; = 3 (de multiplicidad algebraica 2) y
Ao = 4. Se tiene
E(\) =EQB) = (z,y,2)/r =y +2,

de dimensién 2, luego la multiplicidad geométrica es 2. Por otro lado,
tiene dimension 1, luego la multiplicidad geométrica es 1. Hay diagonalizabilidad.

El calculo de autovalores se realiza mediante un algoritmo iterativo que esta basado en la
factorizacién QR (que se presenta mds adelante) obtenida utilizando el algoritmo de ortonor-
malizacién de Gran-Schmidt. En Matlab el método QR estd implementado con la funcién eig.
La sintaxis es: D = eig(A) para obtener un vector D que contiene todos los autovalores de A.
En la forma

[V, D] = eig(4)

se obtiene también la matriz V cuyas columnas son los autovectores de A y que satisface la
relacién

AV =VD

denominada Factorizacién espectral para la matriz cuadrada A.

A.1.12. Diagonalizabilidad

El conocimiento del espectro de una matriz permite resolver el problema de la diagonaliza-
bilidad. No todas las matrices cuadradas son diagonalizables.

Definicion 31. Sea A una matriz cuadrada de prden n, A € R™™. Se dice que A es diagona-
lizable si existe una matriz cuadrada no singular V tal que

VYAV = D = diag(\, ..., \y)
La matriz V se construye almacenando los autovectores que se corresponden con los au-
tovalores que estan en la diagonal de la matriz D siguiendo exactamente el mismo orden. En

concreto, sea A; un autovalor de multiplicidad algebraida m 4. Sus autovectores asociados se
determinaran resolviendo el sistema cuadrado homogéneo
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e imponiendo la existencia de infinitas soluciones del sistema A.2. La dimensién del espacio de
soluciones es la multiplicidad geométrica mq del autovalor.

Teorema 8. Sea A una matriz cuadrada de orden n, A € R™"™. Una condicion suficiente
para la diagonalizabilidad es que la matriz tenga n autovalores reales y distintos.

Esto es porque autovalores distintos tienen autovectores linealmente independientes.

Ejercicio 16. Sea la matriz

-2 -2 3
A=1-5 1 3
-6 0 5

3,3

Demostrar que es diagonalizable calculando las matrices V y D tales que
A=VDV~1
Teorema 9. Una condicion necesaria y suficiente para la diagonalizabilidad es que

maq = mgqg

El teorema afirma que la multiplicidad algebraica m4 de cada autovalor (ntiimero de veces
que aparece como raiz del polinomio caracteristico) coincida con su multiplicidad geométrica
mq (dimensién del autoespacio). Se dird entonces que la matriz es diagonalizable. La matriz V
tiene por columnas los autovectores de A que forman una base del espacio. En efecto se tiene

Teorema 10. Toda matriz A de dimension n y coeficientes reales es diagonalizable si, y sélo
s, existe una base de R™ formada por autovectores.

Ejemplo 17. Demostrar que la matriz A es diagonalizable siendo
0 0 2
A=10 2 0
2 00 3.3

La matriz es simétrica y tiene sélo 2 autovalores distintos:
Al =2, =2

siendo el segundo de ellos de multiplicidad algebraica ms = 2. Los autovectores asociados al
segundo autovalor son del tipo

vy = (a,b,a)” = a(1,0,1) + b(0,1,0)

luego, hay diagonalizabilidad puesto que el auto-espacio asociado tiene dimensién 2, ela multi-
plicidad geométrica de As.

Ejemplo 18. FEstablecer si la matriz A es diagonalizable siendo

1 00
A=12 2 2
1 3

-1 3,3

La matriz no es diagonalizable. Calculando los autovalores (a mano o con el algortimo eig
de Matlab) se obtiene
AM=1LX=4
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y se observa en la matriz D
4 0 0
D=0 1 0
0 0 1 3.3

que el primer autovalor, A\; = 1, es doble, es decir, con multiplicidad algebraica m, (A1) =2y
el segundo, Ao = 4, es simple, ya que su multiplicidad algebraica m,(A2) = 1. Los autovectores
asociados al segundo autovalor, que es simple, son del tipo

vo = (0,a,a)",a € R

y las multiplicidades geométrica y algebraica coinciden y dim(E(A2))=1 (dimensién del auto-
espacio). Esto ocurre siempre que el autovalor es simple. De hecho, no es necesario siquiera
comprobarlo. Si el autovalor es simple, entonces el autoespacio es de dimensién 1.

Los autovectores asociados al primer autovalor, que es doble, son del tipo
vi = (0,—2a,a)”,a € R

luego, el autoespacio E (A1) tiene dimensién 1, dim(E(A;))=1, no puede obtenerse una base de
autovectores y no hay diagonalizabilidad.

La diagonalizabilidad se puede definir siguiendo la siguiente interpretacién. Una matriz A
es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. En efecto, se tiene la siguiente
definicién de semejanza.

Definicion 32. Dos matrices cuadradas A, B, de las mismas dimensiones se dicen semejantes
y se denota por
A~B

st existe una matriz no singular P tal que
P 1AP =8B
Todas las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteristico y, por tanto, el
mismo espectro (mismos autovalores).

Ejercicio 17. Sean dadas las matrices

—3 -1 1 —4 -1 -1
1 -6 1 -1 =5 1
12 =3/, \-1 0 -3/,

Estudiar su diagonalizabilidad.

Para las matrices simétricas se tiene un resultado mas fuerte.

Teorema 11. Toda matriz simétrica de coeficientes reales es ortogonalmente diagonalizable y
sus valores propios son reales.

Formas Cuadraticas

Una aplicacién importante del espectro de una matriz es la posibilidad de clasificar la forma
cuadratica asociada
q(x) = xT Ax
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En las secciones anteriores se estudié su clasificacién a través de métodos graficos. En
esta seccién se verd la manera de hacerlo mediante métodos analiticos y numéricos utilizando
la teoria del problema de autovalores. En términos del espectro de una matriz, se tienen las
siguientes definiciones.

Definicién 33. Se dice que una matriz cuadrada A es Definida Positiva si su espectro es
positivo y Semi-Definida Positiva si su espectro es no negativo (al menos un autovalor es
nulo). Definiciones andlogas se obtienen para matrices Semi-Definidas Positivas, donde

xTAx >0

y los autovalores son todos no negativos, las Definidas Negativas, donde
xTAx <0

y los autovalores son todos negativos, las Semi-Definidas Negativas, donde
xTAx <0

y los autovalores son todos no positivos y las Indefinidas, que no tienen signo definidos (es
decir, hay autovalores positivos y negativos).

Ejercicio 18. Sea dada la matriz
10 2 1
2 1 0
0 0 10

—_

3,3

Demostrar que es simétrica y definida positiva. Calcular una base de autovectores ortonormal.
Dado el vector u= (1,0,1)T calcular sus coordenadas en la base ortonormal.

A.1.13. Operadores Traza y Determinante

El operador Traza es un campo escalar que calcula la suma de los elementos de la diagonal
de una matriz cuadrada.

Definicién 34. Sea A € R™. Se define a Traza de A por

'TI‘(A) = Z Z.Cli7i

La Traza de una matriz cuadrada puede calcularse en Matlab utilizando el comando tra-
ce(A).El operador Traza es invariante frente a la operacién de trasposicién:
Tr(A) = Tr(AT)
Permite dar una definicién alternativa a la Norma de Frobenius de una Matriz:

|4l = (Tr(AAT))!/?

El operador Determinante de una matriz cuadrada A € R™" es otro campo escalar con
numerosas aplicaciones que se define de forma recursiva mediante la Regla de Laplace.

Definicién 35. Sea A € R™". El determinante de la matriz A se define mediante la expresion

) a1 n=1
et = { i1 Digaig, n>1Vi=1.n
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siendo A; j los co-factores de la matriz A, que se calculan con la formula

y donde A; j denota la matriz que se obtiene al eliminar la i-ésima fila y j-ésima columna de

A.

El algoritmo que corresponde a la férmula recursiva tiene complejidad 2(n+1)! y sélo serfa
utilizable para matrices de pequena dimensién. Un algoritmo mucho mas eficiente y que se
usa en la préctica (pues es la base del algoritmo que se implementa en Matlab, det(A)) se
obtiene a través de la técnica Factorizacién LU o proceso de Eliminacién de Gauss. Su
complejidad es de orden polinémico n3. El célculo del determinante de una matriz cuadrada
permite establecer si esta es invertible.

Definicién 36. Sea A € R™"™ una matriz cuadrada. Si det(A) = 0, la matriz se dice singular
y, por tanto, no es invertible. Si det(A) # 0 la matriz es invertible.

La condicién de anulacién del determinante se utiliza para forzar que el sistema A.2 tenga
infinitas soluciones. Otra propiedad importante del determinante es que si A = BC' entonces

det(A) = det(B)det(C)

A través del conocimiento del espectro de una matriz, es decir, sus autovalores, se puede calcular
el determinante y la traza mediante las férmulas:

n n

det(A) = [T A, Tr(4) ="\

i=1 i=1

ademds de las normas espectral (norma euclidea para matrices cuadradas)

[[All2 = 1/ Amax (AT A)

1Al = (Q_A)
=1

y de Frobenius

Condicionamiento de un Sistema

Conociendo los autovalores maximo y minimo de una matriz que define un sistema se puede
calcular una constante llamada nimero de condicién espectral de la matriz, definida por

Ams
K A — max
( ) Aml’n
Para obtener este nimero con Matlab se utiliza el comando cond(A).
Ejercicio 19. Sea dada la mtriz de Hilbert de orden n definida por

1

ai,j:7i+j71, ,7=1.n

que en Matlab puede construirse usando el comando hilb(n). Calcular el condicionamiento de
la matriz de Hilbert de orden n para n=1..100 y representar grdficamente su comportamiento.
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Factorizaciéon de Cholesky y Factorizacién QR

La factorizacién de Cholesky se utiliza para un tipo especial de matrices y es muy ttil
computacionalmente.

Definicién 37. Sea A una matriz cuadrada. Si A es simétrica y definida positiva entonces
existe una Factorizacion de Cholesky en la forma

A=HHT

donde H es una matriz triangular inferior cuya diagonal estd compuesta por elementos positivos.

El coste computacional de esta factorizacién es de orden n3/3, que es la mitad de la fac-
torizacién LU. En Matlab este algoritmo estd implementado mediante el comando chol(A) y
da como output la matriz triangular superior H”. Informalmente se puede decir que se estd
calculando la raiz cuadrada de una matriz siempre que sea simétrica y definida positiva.

Ejercicio 20. Sean dadas las matrices

Calcular, si existe, su factorizacion de Cholesky.

La Factorizacién QR se utiliza a menudo para trabajar con sistemas Sobredeterminados
(m >mn).

Definicién 38. Sea A € R™™ de rango mdzximo, existe una unica Factorizacion QR, es decir,
existe una matriz QQ € R™™ ortogonal y una matriz R € R™™ trapezoidal superior tales que

A=QR

En Matlab, el comando para obtener la Factorizacién es

[Q, R] = qr(A).
Ejercicio 21. Sea dada la matriz
-1 -1 1
A= —11 —31 g
1 3 7 43

Calcular su factorizacion QR. Comprobar que la norma de Frobenius de la matriz residuo £ =
A - QR es de orden 10715,

A.1.14. Descomposicion Espectral

Anteriormente fue visto que dada una matriz cuadrada diagonalizable entonces existe una
matriz cuadrada no singular V tal que

VYAV = D = diag(\1, ..., \n)
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Es decir, A es semejante a una matriz diagonal y, por tanto, es diagonalizable. La matriz V
tiene como columnas los autovectores de A que forman una base en el espacio, puesto que es no
singular al ser diagonalizable. Por tanto, se tiene que A puede factorizarse mediante su espectro

A=VDV!

permitiendo estudiar la estructura de la matriz, su cardcter y comportamiento. Si la matriz
dada no es diagonalizable la descomposicién espectral sigue siendo cierta en la forma

AV =VD

Teorema 12. Sea dada una matriz cuadrada y simétrica. Entonces el espectro es real y los
autovectores son ortonormales.

Ejemplo 19. Sea dada la matriz simétrica

La ecuacion caracteristica es:
pa(A) = (10 =X)(5—X) =36 = ? — 15\ + 14 = (A — 1)(\ — 14)

luego el espectro

o(A) = {1,14)

Resolviendo el sistema lineal homogéneo
(A—-14I)v; =0

se tiene el autovector normalizado

vi = (3/V13, —2/V13)
Resolviendo el sistema lineal homogéneo

(A—T)vy=0

se tiene el autovector normalizado

vy = (2/V13,3/V13)
Autovectores que provienen de autovalores distintos son ortogonales:

vi- vy =0

La matriz V que diagonaliza A es ortogonal,

vy =y-1

1 (3 2 o o (140
vm<_2 3>, VAVD<0 1)

Teorema 13. Dada una matriz cualquiera A € R™"™, las matrices

y verifica

ATAeR™,  AAT eR™™

son cuadradas y simétricas. Sus autovalores son reales y no negativos.
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Este resultado tiene implicaciones importantes al permitir realizar la Descomposicién por
Valores Singulares (SVD) de cualquier matriz. Ademds, afirma que el espectro es no negati-
vo, luego ATA y AAT son semi-definidas positivas o definidas positivas. En cualquier caso,
las formas cuadraticas asociadas son convexas y existe al menos un éptimo del problema de
minimizacién.
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