
Escuela Técnica Superior de Ingenieŕıa
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Resumen

La mayoŕıa de los planes de estudios universitarios del grado de Matemáticas tien-
den a enfocarse en la parte teórica con una gran cantidad de contenido abstracto y con-
ceptual. Aunque la teoŕıa resulta imprescindible para comprender los fundamentos de
las matemáticas, la falta de aplicación práctica de estos conceptos en situaciones reales
o problemas concretos puede resultar desmotivante para los estudiantes, lo que dismi-
nuye su interés y entusiasmo por la carrera, y, además, puede dificultar la transición
de la universidad al mundo laboral al no disponer de la experiencia práctica necesaria.

El objetivo del presente trabajo es la realización de una propuesta de innovación
docente por medio de la aplicación de la visión artificial para explicar conceptos ma-
temáticos, fomentando, de esta forma, la motivación en el aprendizaje. Para ello, se
ha planteado una propuesta de metodoloǵıa basada en la impartición de seminarios
docentes, la realización de prácticas grupales y la entrega de una práctica individual
final. Con ello se pretende involucrar al alumno al hacerle part́ıcipe del desarrollo de
las aplicaciones de los conceptos que va adquiriendo.

En este trabajo se propone la Descomposición en Valores Singulares (SVD) como
ejemplo modelo de un seminario a impartir durante un curso de Álgebra Lineal, con
las prácticas correspondientes realizadas en Matlab, que se llevaŕıan a cabo a lo largo
del curso. La temática se enmarca dentro de la asignatura de Álgebra Lineal como
una metodoloǵıa integradora dentro de la propia metodoloǵıa docente y evaluadora
del curso. Se empleaŕıan dos sesiones de dos horas cada una en las que se presentan
las propiedades teóricas de esta importante técnica algebraica y tres de sus posibles
aplicaciones, como son la compresión de imágenes digitales, el reconocimiento facial
(eigenfaces) y la eliminación de ruido gaussiano (denoising).

Palabras clave:
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Motivación en el aprendizaje
Descomposición en Valores Singulares (SVD)
Matlab

V



Abstract

Most undergraduate mathematics curricula primarily emphasize the theoretical as-
pects, with a substantial amount of abstract and conceptual content. While theory is
crucial for grasping the fundamentals of mathematics, the absence of practical applica-
tions in real-world situations or concrete problem-solving can lead to reduced student
motivation. This lack of practical context can dampen their enthusiasm for the subject
and potentially hinder their transition from university to the workforce, as they may
lack the practical experience required for real-world challenges.

The aim of this project is to promote teaching innovation by applying artificial vi-
sion to illustrate mathematical concepts, thereby enhancing student motivation in the
learning process. To achieve this, we have designed a methodology centered around de-
livering teaching seminars, conducting group practices, and assigning a final individual
project. The objective is to engage students actively by involving them in the practical
application of the concepts they are acquiring.

In this project, Singular Value Decomposition (SVD) is presented as a model
example in a seminar, accompanied by corresponding practical exercises conducted
in Matlab. These exercises will span the duration of the course. The topic is situated
within the broader subject of Linear Algebra, serving as an integral component of the
course’s methodology.

The theoretical properties of this significant algebraic technique, along with three
of its potential applications, are covered in two sessions, each lasting two hours. These
applications include digital image compression, facial recognition (eigenfaces), and the
reduction of Gaussian noise (denoising).
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Matlab
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Índice de figuras XII
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1
Antecedentes

La idea de este Trabajo de Fin de Grado surge a partir de la asignatura Ecuaciones
en Derivadas Parciales (EDP) que el profesor Emanuele Schiavi, del Departamento de
Matemáticas Aplicadas, imparte en el tercer curso del Grado de Matemáticas en la
Universidad Rey Juan Carlos.

En la primera clase de la asignatura llevó a cabo una presentación del temario y
de los contenidos que ı́bamos a ver durante el curso, pero, además, nos mostró algunas
recientes aplicaciones de este tipo de ecuaciones. Una de ellas fue el procesamiento de
imágenes digitales.

Con el uso del software Matlab se mostraron algunos ejemplos de aplicación de
las técnicas de procesamiento de imágenes que consiguieron cautivar mi atención y mi
curiosidad hasta el punto de convertirse en una de las asignaturas que más me gustó y
en las que obtuve mejores resultados a lo largo de la carrera.

Fue por este motivo por el que decid́ı hacer mi TFG con el profesor Emanuele
Schiavi como tutor contando, por tanto, con su experiencia docente en distintos grados
y másters. Al tiempo, basándonos en mi propia experiencia y en mi perfil académico,
estudiante del Doble Grado en Matemáticas y Educación Primaria, surgió la idea de
realizar una propuesta de innovación docente utilizando la visión artificial como aplica-
ción para entender conceptos matemáticos de álgebra, cálculo multivariable, ecuaciones
diferenciales y cálculo numérico, fomentando aśı la motivación en el estudio y aprendi-
zaje de las matemáticas.

Teniendo en cuenta las restricciones de espacio impuestas por el formato de un
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Caṕıtulo 1. Antecedentes

Trabajo de Fin de Grado, las restricciones de tiempo para la impartición de la materia,
aśı como la falta de experimentalidad en la asignación de créditos para los cursos
troncales de matemáticas, la metodoloǵıa propuesta se estructura en un caso modelo de
aplicación en un contexto docente realista adaptado a las nuevas tecnoloǵıas. Siguiendo
esta metodoloǵıa es posible generalizar el diseño y desarrollo de seminarios y prácticas
a otras asignaturas del curŕıculum de matemáticas.
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2
Objetivos

Los objetivos del presente TFG se introducen a continuación.

2.1. Objetivo general

El objetivo principal de este trabajo es realizar una propuesta de innovación docen-
te por medio de la aplicación de la visión artificial para explicar conceptos matemáticos
y formentar, de esta forma, la motivación en el aprendizaje.

La propuesta se enmarca en el curŕıculum del grado de Matemáticas, pero se puede
aplicar en otros contextos cuales Ingenieŕıas e Informáticas y en estudios de Grado o
Máster. En todos los casos el principio es motivar al alumno en el estudio de técnicas
matemáticas mostrando aplicaciones relevantes en distintos campos cient́ıficos.
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Caṕıtulo 2. Objetivos

2.2. Objetivos espećıficos

Los objetivos espećıficos que se plantean para conseguir dicho fin son los siguientes:

1. Desarrollar conocimientos y competencias adquiridas en las asignaturas de Álge-
bra, Cálculo Multivariable, EDO, EDP y Métodos Numéricos.

2. Relacionar y aplicar conceptos y teoŕıas matemáticas al tratamiento de imágenes
digitales.

3. Realizar un puente entre la teoŕıa, el cálculo simbólico, el cálculo numérico y la
representación, aplicación y resolución de problemas. Validación e interpretación
de resultados.

4. Introducir herramientas de cálculo simbólico y numérico de tipo Matlab y Octave
durante las clases y en el trabajo autónomo o grupal. Ejecución de algoritmos y
representación gráfica.

5. Caracterización de la Metodoloǵıa docente: Seminarios (impartidos por el docen-
te) y prácticas de ordenador (trabajo autónomo o grupal).

6. Caracterización de la Metodoloǵıa de evaluación: Examen parcial, final y entrega
de prácticas.

4



3
Introducción

3.1. La innovación educativa

La formación universitaria española tiene una tendencia demasiado teórica y poco
práctica. Diferentes estudios realizados en los últimos años han comparado los puntos
de vista centrales de la enseñanza universitaria española con los de universidades de
otros páıses europeos, exponiendo la voluntad de una formación universitaria sustentada
con modelos educativos más participativos, a la vez que se incrementen las actividades
académicas de tipo práctico [3].

Actualmente la sociedad está inmersa en un proceso de cambio que está impulsado
por lo que se conoce como Sociedad de la Información. Nuevas tecnoloǵıas, procesos y
requerimientos han ido apareciendo y deben tenerse en cuenta en el mundo educativo,
y más concretamente en la Universidad, para poder preparar a los alumnos para las
transformaciones de la sociedad. Por ello, es necesario un cambio de paradigma educa-
tivo que apueste por una educación activa y más transversal en la que se haga uso de
las nuevas tecnoloǵıas [3].

La innovación educativa debe ser un proceso permanente, creativo e intencional.
Requiere la formulación de objetivos concretos sobre qué se quiere enseñar, cómo se
quiere enseñar y para qué, que serán la base que permita saber los cambios que necesitan
realizarse para lograr tales metas. Innovar en educación es mejorar la calidad de vida de
las personas a través del desarrollo integral de sus capacidades. El director del Instituto
Internacional de la Unesco para la Educación Superior en América Latina y el Caribe
(IESALC), Francesc Pedró, señala: “Es innovación si añade valor al aprendizaje” [4].

La educación superior, especialmente en ingenieŕıa o matemáticas, tiene como uno
de sus objetivos primordiales preparar a los alumnos para que tengan capacidad sufi-
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ciente para enfrentar los desaf́ıos que su carrera profesional pueda ofrecerles. Por ello,
como mencionan Feisel y Rosa [5], para que la práctica educativa sea buena, no solo
debe trabajarse la resolución de problemas teóricos, sino que deben plantearse aplica-
ciones reales que contribuyan al desarrollo del pensamiento cŕıtico y de la capacidad
de resolución de problemas prácticos.

La formación de profesionales con capacidades y competencias en investigación e
innovación es otra de las metas de la educación superior. Según Gil y Valdés [5], este
objetivo puede alcanzarse a través de la realización de prácticas, ya que fomentan la
autonomı́a y la transmisión del conocimiento.

En concreto, en la mayoŕıa de cursos y asignaturas de los Grados o Másteres de
Matemáticas, Ingenieŕıas e Informáticas, se le da una gran importancia a la parte
teórica, dejando en un segundo plano la práctica y los beneficios que esta supone.

Es por ello por lo que dentro de esta propuesta de innovación docente, tras ver a lo
largo del curso problemas y ejemplos modelo sobre los contenidos, se pedirá elaborar
una práctica en la que se propone el planteamiento, la resolución y validación de un
problema novedoso y original que ilustre algún aspecto de la teoŕıa y aplicaciones no
cubierto en la colección de problemas.

Impĺıcitamente la tarea requiere una primera fase de estudio y revisión del material
que implica la adquisición de conocimientos. Se trata luego de replicar, a través del uso
del cálculo simbólico y numérico, unos procesos f́ısicos sobre la imagen que causan su
transformación. La posibilidad de realizar un proceso f́ısico sobre un objeto digital cuyo
resultados se pueden visualizar en tiempo real es de por śı motivador para el alumno.

La búsqueda de originalidad y creatividad es también un ingrediente fundamental de
la propuesta ya que permite evaluar habilidades que no se suelen medir en los procesos
de aprendizaje y que son, sin embargo, de lo más preciado en mucho contextos laborales.
Se trata por tanto de dar valor a la capacidad de desarrollo de una idea o propuesta.

Motivado por los ejemplos en los que se usan distintas técnicas matemáticas para
conseguir distintos efectos sobre imágenes digitales, el alumno empieza a integrar e
identificar la técnica con el proceso f́ısico resultante sobre la imagen. Puede decirse
que este marco de trabajo permite la obtención de competencias en el sentido de la
definición proporcionada por la Sub. Dirección de Calidad de la Escuela de Master
Oficial de la URJC:

....conocimientos son cosas que se aprenden en la asignatura, habilidades son cosas
que se hacen con lo que se ha aprendido, competencias son cosas en las que se convierte
uno cuando adquiere las dos anteriores.

3.2. Metodoloǵıas innovadoras

Diferentes investigaciones confirman que el uso de metodoloǵıas innovadoras en la
práctica docente incrementa la motivación y participación de los estudiantes, refuerza
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su autonomı́a, al impulsar el pensamiento creativo e innovador, y favorece el desarrollo
de competencias transversales y profesionales [6].

3.2.1. Visual Thinking

La Sociedad del Conocimiento es aquella que se desarrolla y se transforma a través
del saber humano y del uso de la información, que posee un marcado carácter visual
y permite la interpretación y construcción del concepto del mundo que nos rodea.
Cada vez es mayor la exposición y el consumo de imágenes y contenidos audiovisuales
de los medios de comunicación, las redes sociales, la publicidad, etc. Como González-
Alba y Cortés-González exponen “la aparente ‘facilidad’ y comodidad que conlleva
la comprensión de imágenes hacen de ellas un medio útil, práctico y atractivo para
transmitir ideas, información, sentimientos..., puesto que convierte a sus receptores en
sujetos pasivos” [7].

Gracias a estas caracteŕısticas las imágenes pueden emplearse como una herramienta
didáctica dentro del ámbito educativo, transformando esta recepción pasiva haciendo
de sus receptores sujetos activos. La necesidad de una mejora de la práctica docente
y del aprendizaje en śı mismo ha favorecido la aparición de metodoloǵıas activas que
giran en torno al protagonismo del alumno [7].

Estas metodoloǵıas buscan adaptarse a las nuevas tecnoloǵıas, el proceso de digitali-
zación o las redes sociales, que forman parte de las transformaciones de la sociedad y los
nuevos contextos educativos. Además, pretenden dejar atrás la metodoloǵıa tradicional
de enseñanza creando una nueva relación entre docente y estudiante [7].

El Visual Thinking o pensamiento visual es una técnica metodológica que, en pala-
bras de Garbiñe Larralde [8], “supone la comprensión de una información mediante la
visualización estructurada de sus partes”. Urchegui et al. [7] lo define como “el razona-
miento o conjunto de procesos cognitivos que realizamos de manera espećıfica en torno
a la información visual, con los que interpretamos la realidad y que nos conducen a la
acción. Una acción que se articula con los lenguajes”.

Esta herramienta metodológica tiene como objetivo la mejora de ideas o sistemas,
lo que tiene una gran conexión con la innovación debido al constante trabajo con metas
difusas o hipótesis dentro de este ámbito. Por ello, el pensamiento visual es una v́ıa
muy útil a través de la cual pueden explorarse nuevas áreas, contrastarse hipótesis y,
como consecuencia, optimizar la toma de decisiones [6].

Según reflejan numerosos estudios, la información que se observa se retiene más
fácilmente, lo que multiplica el factor de memorización con respecto a la información
transmitida únicamente mediante la palabra. Otros de los beneficios del uso del Visual
Thinking son el desarrollo del pensamiento visual como dimensión cognitiva, la mejora
de la atención y la concentración, el incremento de la motivación e implicación en el
proceso de aprendizaje al percibirlo desde una perspectiva más divertida o la capacidad
de analizar ideas, definir nuevas conexiones o identificar problemas de forma más eficaz
[7] [8].
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3.2.2. Aprendizaje significativo

El aprendizaje significativo es una tipoloǵıa y metodoloǵıa del aprendizaje que
puede definirse como aquel que permite construir el propio conocimiento y, además,
dotarlo de significado [9].

La teoŕıa del aprendizaje significativo de David Paul Ausubel considera que sólo se
produce aprendizaje significativo cuando los conocimientos o la información que se tra-
ta de aprender se relacionan de forma no arbitraria y sustantiva con aspectos relevantes
y preexistentes en la estructura cognitiva. “El aprendiz sólo aprende cuando encuen-
tra sentido a lo que aprende”. En ese sentido, un aprendizaje es significativo cuando
aquel que aprende puede otorgarle una utilidad a la nueva información aprendida y
relacionarla con un conocimiento previo [10].

Las actividades que le proporcionan experiencia al alumno son las que definen
el proceso de aprendizaje significativo, pues es la propia experiencia la que es capaz
de producir un cambio en los contenidos anteriores. Para que las actividades sean
significativas el alumno debe disfrutar realizándolas, participar en ellas con interés y
atención, trabajar con autonomı́a y seguridad, desafiar a sus propias habilidades y
propiciar la creatividad y la imaginación [10].

Esos aspectos relevantes y preexistentes en la estructura cognitiva que se relacionan
con los nuevos conocimientos en el proceso de aprendizaje significativo pueden ser, por
ejemplo, un śımbolo ya significativo, un concepto, una proposición, un modelo mental
o una imagen [11].

Las imágenes pueden permitir crear conexiones entre los conocimientos previos y
los nuevos aprendizajes. Fomentan, además, el interés y la atención y favorecen la
imaginación y la creatividad. Es decir, son actividades significativas y su uso en la
práctica educativa puede traer todos los beneficios del aprendizaje significativo.

Algunas de las múltiples ventajas del aprendizaje significativo son la mejora de
los resultados académicos y de la calidad del sistema educativo, el incremento de la
motivación y participación de los alumnos y mejora de su comportamiento, la realización
personal del profesorado y del alumnado durante el aprendizaje o la contribución a un
buen clima en el aula [9].
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4
Metodoloǵıa

En este caṕıtulo se presenta la metodoloǵıa de la propuesta de innovación docente.
Esta pretende dar una respuesta a esa necesidad de cambio en el paradigma educativo
universitario y, además, servir como una solicitud de un mayor nivel de experimentali-
dad en el grado de matemáticas.

La falta de aplicación práctica de los conceptos en situaciones reales o problemas
concretos genera, no sólo desmotivación y falta de interés en los estudiantes, sino tam-
bién una sensación de bajo dominio o, incluso, desconocimiento de los contenidos, lo
que hace mucho más dif́ıcil la incorporación al mundo laboral.

Un mayor nivel de experimentalidad propiciaŕıa una preparación más sólida para
enfrentar desaf́ıos matemáticos en la carrera profesional y un mayor desarrollo del
pensamiento cŕıtico y de la capacidad de resolución de problemas prácticos, a la vez
que aumentaŕıa la motivación del estudiante y, con ello, sus resultados.

La metodoloǵıa se divide en docente y evaluadora, incluyendo en esa segunda clase
la fase de reevaluación o Convocatoria Extraordinaria. En un contexto de Evaluación
Continua la fase de reevaluación adquiere una importancia especial ya que permite
la adquisición de conocimientos y habilidades (luego competencias) utilizando la re-
troalimentación del profesor. En el desarrollo de prácticas individuales el proceso de
retroalimentación es particularmente efectivo al identificar los puntos débiles del tra-
bajo.
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4.1. Metodoloǵıa docente

En este apartado se describe la propuesta de metodoloǵıa docente para un curso que
tiene como objetivo explicar a los estudiantes los contenidos de diferentes áreas de su
carrera de forma que el aprendizaje se realice desde la motivación y que la comprensión
de los conceptos tenga un carácter global.

Se asume que los alumnos tienen los conocimientos adquiridos en un tercer curso
del Grado de Matemáticas. Sin embargo, los ejemplos y aplicaciones se pueden realizar
en distintos contextos y disciplinas en donde las aplicaciones tienen un significado aún
mayor al acercar al alumno a las investigaciones y desarrollos de los profesores.

La metodoloǵıa que se propone consta de tres partes necesarias para la adquisición
de competencias y se articula a través de distintas actividades docentes: las clases
magistrales, los seminarios y las prácticas.

La primera parte, inicial, de la metodoloǵıa se basa en la transferencia de los fun-
damentos teóricos a código, a través de la realización de seminarios impartidos por el
docente donde se introduce al alumno al diseño de scripts de Matlab que automatizan
la fase de cálculo proponiendo una salida gráfica (output) directamente interpretable.
La segunda parte se realiza a través de prácticas grupales, que permiten afianzar los
contenidos del seminario, a la vez que se favorece el trabajo en equipo, muy motivador
para los alumnos. Finalmente, en una tercera parte, los conocimientos y habilidades se
plasman en competencias espećıficas a través de la entrega de un trabajo original que
el alumno sepa validar y, eventualmente, defender en una presentación oral.

Se presentan a continuación las distintas actividades docentes que conforman la
estructura de la propuesta.

4.1.1. Seminarios (docentes)

En ellos se introducirá a los estudiantes diferentes conceptos y teoŕıas matemáticas
y, a su vez, se relacionarán y aplicarán a la visión artificial y el tratamiento de imágenes
digitales. La aplicación concreta al marco de la visión y la participación de los alumnos
de forma grupal permite fijar la atención del grupo favoreciendo el desarrollo de la
sesión. Para ello, se utilizará el software Matlab, por lo que también se introducirán
algunos de los comandos básicos, necesarios para la segunda parte de la propuesta.

Los seminarios, diseñados e impartidos por el profesor en el laboratorio de in-
formática, sirven para introducir a los alumnos al uso del cálculo simbólico y numérico
y mostrar (visualizar) la aplicación de los conceptos a casos prácticos. Suelen tener
una duración de dos horas y se utilizan para descargar de excesivo contenido teórico
algunas sesiones aśı como para afianzar conceptos previos. Digamos que los seminarios
se sitúan en la fase de adquisición de conocimientos y permiten integrar el plantea-
miento del modelo con su resolución a través de las potente herramientas de cálculo
simbólico y numérico de Matlab. Alternativamente y para doble grados de Informática
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y Matemáticas seŕıa igualmente posible trabajar en Python.

4.1.2. Prácticas (grupales)

Entramos ahora en la fase de adquisición de habilidades lo que, junto a los cono-
cimientos, aportará competencias espećıficas al alumno. A la vez que los estudiantes
vayan adquieriendo los conocimientos y competencias pertinentes, se les propondrá la
realización de prácticas de ordenador. Estas consistirán en resolución de problemas en
los que tengan que poner en práctica los conceptos introducidos y explicados durante
los seminarios y experimentar por śı mismos las aplicaciones de estos.

El principal objetivo de estas prácticas es aumentar su motivación y, por tanto, pro-
piciar que la adquisición de los aprendizajes sea más significativa. Las prácticas podrán
ser realizadas de forma individual o grupal (en grupos de 2 o 3 estudiantes), dando
preferencia a esta segunda estrategia de trabajo debido a sus beneficios en el proceso
de enseñanza-aprendizaje del alumnado. El trabajo en equipo mejora la atención y la
implicación, refuerza la autoestima y potencia la adquisición de conocimientos, al tener
que coordinarse e intractuar dentro del grupo para alcanzar un mismo objetivo.

4.1.3. Entrega de un trabajo (individual)

Otra importante acción metodológica que tiene un profundo impacto en el desarrollo
y evaluación de las competencias adquiridas por el alumno y en la mejora de resultados
académicos consiste en reservar un porcentaje de la evaluación, que puede variar según
el curso y el grado, para el desarrollo de una práctica completamente original en la que
el alumno, con el conocimiento adquirido durante el curso y sin restricciones de tiempo,
pueda mostrar su capacidad, originalidad y creatividad. De esta forma, se propone al
alumno una metodoloǵıa evaluadora que no está sesgada por factores externos (como
el ruido o el calor) o internos (cansancio, fatiga, nerviosismo o estado emocional) del
alumno durante la realización de un examen, sino que permite mostrar su verdadera
capacidad en condiciones de trabajo óptimas, elegidas y gestionadas por el alumno.

Un factor importante del trabajo a presentar es que tiene que estar validado, es
decir, el trabajo tiene que ser correcto -formalmente y matemáticamente- para lo cual
se certificarán los resultados utilizando Matlab. Esta validación de resultados tiene un
impacto profundo en la metodoloǵıa de trabajo ya que introduce la idea fundamental
de que cualquier propuesta tiene que estar validada siendo su exactitud lo que se espera
del trabajo de un matemático.

En este sentido, la validación se ve como una parte del marco de trabajo de la
matemática aplicada que se fundamenta en las fases de Modelado, Planteamiento del
Problema, Aplicación del Modelo, Resolución simbólica o numérica y Validación de
Resultados.

El trabajo permite medir muy fácilmente la motivación del alumno, lo que se re-
fleja en propuestas interesantes, originales y elaboradas. Finalmente, destacar que se
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favorece el uso del Latex para la redacción y formato de presentación del trabajo lo
que acerca el alumno al formalismo y estilo t́ıpico de las matemáticas en revistas y
art́ıculos cient́ıficos. Se utiliza la plantilla del TFG, proporcionada por la Coordinación
del Grado, para acercar el alumno a una redacción, limpia, clara, coherente y ordenada,
lejos de las t́ıpicas hojas de examen con tachones y borrados que confunden al alumno
y al profesor en su corrección y análisis de los errores cometidos.

4.2. Metodoloǵıa evaluadora

4.2.1. Evaluación ordinaria continua

La evaluación será continua y progresiva durante el desarrollo de todo el curso.
Constará de tres pruebas de dos tipos diferentes: dos controles y el desarrollo de una
práctica. Estas pruebas serán reevaluables en la convocatoria extraordinaria y su nota
mı́nima será un 3.

Primer control: Consiste en una prueba escrita, de evaluación continua, que se
realizará al finalizar la primera parte del curso. Supondrá el 40% de la asignatura.

Desarrollo de una práctica: Los alumnos deberán realizar una práctica original
en la que combinarán los contenidos trabajados junto con Matlab, cálculo simbólico y
numérico, y Latex, competencias necesarias de la asignatura. De esta forma, demos-
trarán su capacidad y dominio de la materia, a la vez que reflejan su motivación e
interés por la asignatura. Esta práctica supondrá un 20%.

Segundo control: Se trata de una segunda prueba escrita, también de evaluación
continua, que tendrá lugar al finalizar la segunda parte del curso. Supondrá el 40% de
la asignatura.

4.2.2. Evaluación extraordinaria

Aquellos estudiantes que no consigan alcanzar la nota mı́nima de 5 sobre 10 deberán
realizar una evaluación extraordinaria en la que reflejen el nivel de adquisición de las
competencias del curso. En la convocatoria se evaluarán todas las pruebas en las que
no se alcance la nota mı́nima, puesto que es un requisito necesario para aprobar. Si en
ninguno de los dos controles se alcanza la nota mı́nima, se realizará un examen final
en el que se evaluarán todos los contenidos del curso, correspondiéndole un 80% de la
nota.

4.2.3. La autoevaluación

La autoevaluación o evaluación a la carta es una potente herramienta para el do-
cente que ha sido historicamente negada o, simplemente, no considerada. Sin embargo,
mide la valoración del alumno con respecto al trabajo entregado. Lo importante es
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que la autoevaluación realizada por el alumno resuene al docente para una correcta
valoración del trabajo y de la madurez cient́ıfica y matemática del alumno. Se trata
de medir, por tanto, la confianza del alumno en el valor del trabajo presentado, siendo
consciente del esfuerzo realizado y de las dificultades encontradas.

La distancia (o diferencia) entre una calificación objetiva, basada en la experienza
docente, y la autoevaluación puede indicar la capacidad autocŕıtica del alumno.
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4.3. Seminario Parte I: Descomposición por Va-

lores Singulares (SVD)

En este apartado se propone y describe la primera parte de lo que será un ejemplo
completo de uno de los seminarios que formaŕıan parte del curso de Álgebra Lineal. Este
servirá como modelo para el resto del curso. Otras propuestas, en la misma dirección, se
pueden realizar en el contexto del Cálculo Multi Variable, las Ecuaciones en Derivadas
Parciales y el Cálculo Numérico. Las caracteŕısticas y los objetivos del seminario serán
aquellos que han sido descritos en el apartado 4.1.1, adaptándose tanto al número de
alumnos como a las caracteŕısticas individuales del grupo. Para esta primera parte del
seminario se destinará una sesión académica, cuya duración son dos horas.

En primer lugar, empezaremos con el desarrollo teórico del seminario, en el que se
explica la técnica de Descomposición en Valores Singulares.

La Descomposición por Valores Singulares (SVD, del inglés singular value descom-
position) es una técnica algebraica que tiene importantes aplicaciones en el campo del
procesamiento de imágenes y, en general, en el análisis de grandes cantidades de datos
(bigdata analysis).

Se trata de un tema que no se incluye en el temario de Álgebra Lineal representando
un puente hacia el Álgebra numérica y las aplicaciones. Sin embargo, los fundamentos
matemáticos necesarios para la comprensión del concepto son los t́ıpicos que aparecen
en el curso de Álgebra Lineal, por lo tanto, representa un tema especialmente interesante
para su desarrollo y aplicación a la Visión Artificial a través de la actividad didáctica
del seminario y su implementación en las prácticas desarrolladas por los alumnos.

Los primeros resultados y propiedades matemáticas de la SVD aparecen en 1873 y
1874 y se deben a las contribuciones de varios matemáticos ilustres. Eugenio Beltrami
(1835-1899), Camille Jordan (1838-1921) y James Joseph Sylvester (1814-1897) los ob-
tuvieron a partir del álgebra lineal. Más tarde, Erhard Schmidt (1876-1959) y Hermann
Weyl (1885-1955) los ampliaron a través del estudio de las ecuaciones integrales [12].
La demostración de la existencia de una descomposición SVD para cualquier matriz
real o compleja es de Eckart y Joung, en 1936, [13].

El desarrollo, más reciente, de métodos numéricos eficientes para su cálculo se debe
al trabajo de Golub (1965), lo que ha permitido el rápido desarrollo de las aplicaciones
de la técnica a problemas de análisis de datos [14].

Una simple observación inicial justifica el interés, primero teórico y luego práctico,
de la teoŕıa de los valores singulares.

La teoŕıa de los autovalores no puede aplicarse directamente sobre una matriz no
cuadrada, por lo que no será posible calcular su espectro ni su factorización espectral.
Sin embargo, la Descomposición por Valores Singulares ofrece una generalización del
concepto de autovalor al caso de matrices no cuadradas. La generalidad de este resulta-
do es máxima ya que permite trabajar (codificar y procesar) con imágenes de cualquier
formato y tamaño adaptándose a todos los tipos de sistemas de visión artificial.
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El siguiente teorema demuestra que cualquier matriz real admite una descomposi-
ción en valores singulares.

Teorema 1. Sea A ∈ Rm,n. Entonces existen matrices

U ∈ Rm,m, Σ ∈ Rm,n, V ∈ Rn,n

tales que
Am,n = Um,mΣm,nV

T
n,n

donde U y V son matrices ortogonales y Σ es una matriz diagonal no necesariamente
cuadrada (ya que tiene las mismas dimensiones que A).

Figura 4.1: Descomposición en valores singulares (SVD) de una imagen del cuadro
La noche estrellada de Van Gogh.

El teorema general de Eckart y Joung, [13] vale para cualquier matriz cuadrada,
real o compleja y la hipótesis de ortogonalidad se sustituye, en el caso complejo, por la
de matrices unitarias1.

1Aunque no parezca intuitivo pensar en imágenes complejas existen modalidades de imagen
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Definición 1. Los elementos de la diagonal de Σ son los Valores Singulares de la
matriz A:

σ1 ≥ ... ≥ σr ≥ 0

Referente a la unicidad de la descomposición SVD observamos que los valores sin-
gulares son únicos pero las matrices U y V no.

Definición 2. Las columnas de U son los vectores singulares por la izquierda y las
columnas de V son los vectores singulares por la derecha.

Figura 4.2: La descomposición en valores singulares (SVD). Cada valor singuar
de Σ tiene asociado un vector singular por la izquerda en U y un vector singular
por la derecha en V. Fuente: The Singular Value Decomposition (SVD) and Low-
Rank Matrix Approximations, [1].

En efecto, se verifica que:
Am,nvn,1 = σum,1

para todo vector singular u ∈ Rm y v ∈ Rn. Esta descomposición en valores singulares
puede interpretarse desde el punto de vista de una descomposición espectral.

El siguiente teorema tiene interés teórico y práctico al indicarnos el camino para el
cálculo de los vectores singulares a través de los conocimientos adquiridos con el cálculo
de los autovectores.

Teorema 2. Sea A ∈ Rm,n y sean U ∈ Rm,m y V ∈ Rn,n matrices que verifican la
descomposición matricial:

Am,n = Um,mΣm,nV
T
n,n

médicas, del tipo imágenes de Resonancia Magnética, cuyos datos se adquieren en el espacio
complejo de frecuencias de Fourier. Tras anti-trasformar estos datos en crudo al espacio de la
imagen los datos siguen siendo complejos. Será sólo a la hora de generar la imagen para estudio
y análisis médico cuando se considerará el módulo de la imagen lo que es necesariamente real.
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Las columnas de U (vectores singulares por la izquierda) son los autovectores de la
matriz

AAT

Las columnas de V (vectores singulares por la derecha) son los autovectores de la matriz

ATA

En efecto, por la definición de la matriz traspuesta de un producto y por la propie-
dades de las matrices ortogonales podemos escribir

ATA = (UΣV T )TUΣV T = V ΣTUTUΣV T = V ΣTΣV T

y deducir que la matriz V diagonaliza la matriz ATA y por eso los vectores vj son
autovectores de ATA. Razonando de forma análoga los alumnos tienen que resolver el
siguiente ejercicio.

(a) Cuadro Guernica de Picasso. La imagen se codifica como una
matriz A de dimensiones 953 × 2105.

(b) Matrices AAT , de dimensiones 953 × 953, y ATA, de dimensiones 2105 × 2105.

Figura 4.3: Representación de las matrices cuadradas y simétricas AAT y ATA.

Ejercicio 1. Demostrar que la matriz U diagonaliza la matriz AAT .
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Lo que lleva a las ecuaciones

AAT = (UΣV T )(UΣV T )T = UΣV TV ΣTUT = UΣΣTUT

Utilizando las descomposiciones de ATA y AAT y observando que los autovalores
de ΣTΣ y ΣΣT son iguales, deducimos que las columnas de V son los autovectores de
ATA y las columnas de U son los autovectores de AAT .

Sea r = rank(A). La matriz A tendrá entonces r valores singulares no nulos (posi-
tivos). Los valores singulares no nulos de A son la ráız cuadrada de los autovalores de
ATA, que coinciden con los de AAT . Es decir

σ2
1 ≥ ... ≥ σ2

r > 0

son los autovalores no nulos de las matrices ATA y AAT .

A través del siguiente ejemplo los alumnos podrán observar paso a paso cómo se
realiza de forma manual la descomposición SVD.

Ejemplo 1. Dada la matriz

A =

1 1
1 0
0 1


3,2

Calcular su Descomposición en Valores Singulares.

Calculamos

ATA =

(
2 1
1 2

)
2,2

cuyos autovalores son
λ1 = 3, λ2 = 1

Los valores singulares de A son

σ1 =
√
3, σ2 = 1

y se tiene (observando que la fila de ceros da consistencia dimensional)

Σ =

σ1 0
0 σ2
0 0


3,2

=

√
3 0
0 1
0 0


3,2

Los autovectores correspondientes de ATA son

v1 =
1√
2

(
1
1

)
, v2 =

1√
2

(
−1
1

)
18
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Ya es posible construir la matriz V de la descomposición

V =
1√
2

(
1 −1
1 1

)
Utilizando las relaciones

Av1 = σ1u1, Av2 = σ2u2

se calculan los vectores ortogonales

u1 =
1√
6

2
1
1

 ,u2 =
1√
2

 0
−1
1


Tras calcular los valores y vectores singulares podemos comprobar que se verifica la
descomposición

A = σ1u1v
T
1 + σ2u2v

T
2

en donde los valores singulares ponderan la importancia relativa de cada sumando
(modo). Se trata en realidad de un resultado más general y fundamental que se recoge
en el Teorema 3.

Tras realizar una SVD en papel, un posible ejercicio consiste en calcular la SVD de
una matriz dada mediante el uso de Matlab.

Ejercicio 2. Dada la matriz

A =


1 −2 2
−2 4 −1
−1 −1 0
0 2 1


4,3

Calcular su Descomposición en Valores Singulares haciendo uso de Matlab.

En la figuras 4.4 y 4.5 se muestra una gráfica visual de cada una de las matrices
resultantes de la descomposición SVD de la matriz A del Ejercicio 2. En la representa-
ción podemos observar que sólo hay 3 valores singulares positivos, luego rank(A) = 3.
En la figura 4.4 la matriz diagonal Σ se ha complementado con una fila de ceros para
tener las mismas dimensiones que la matriz de entrada A.

Sin embargo, en la figura 4.5 se aplica la opción ’econ’ de Matlab para calcular la
SVD truncada, que nos da una versión compacta de la SVD. En este caso, la matriz
diagonal Σ se construye únicamente con los valores singulares no nulos de A, elimi-
nando la fila complementaria de ceros. Del mismo modo, podemos observar que en las
columnas de la matriz U se ha eliminado la última de ellas, que se correspond́ıa con un
espacio vectorial complementario y ortogonal a las tres primeras columnas que abarca
U .
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Figura 4.4: Matrices resultantes de la descomposición SVD de la matriz A4,3 del
Ejercicio 2. Las dimensiones son U4,4, Σ4,3, V3,3.

Figura 4.5: Matrices resultantes de la descomposición SVD aplicando la opción
’econ’ de la matriz A del Ejercicio 2. Las dimensiones son U4,3, Σ3,3, V3,3. Se ha
codificado la misma información pero eliminando la última columna de U y la
última fila de Σ,

De forma más general, se tiene el siguiente resultado:

Teorema 3. Sea A ∈ Rm,n, y sean

σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σr > 0

sus valores singulares (los no nulos son r). Sean u1, ..., ur sus vectores singulares por la
izquierda y v1, ..., vr sus vectores singulares por la derecha. Entonces la factorización

A = UΣV T

se puede escribir en la forma:

A = σ1u1v
T
1 + ...+ σrurv

T
r (4.1)

Además, se tiene:
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1. rank(A) = r ≤ n.

2. La norma 2 de la matriz nos da el valor singular máximo

||A||2 = σ1 (4.2)

Si A es cuadrada (m=n) y no singular su condicionamiento es

cond(A) = ||A||2||A−1||2 =
σ1
σn

(4.3)

3. Los vectores u1, ..., ur forman una base ortonormal de R(A).

4. Los vectores ur+1, ..., un forman una base ortonormal de N (AT ).

5. Los vectores v1, ..., vr forman una base ortonormal de R(AT ).

6. Si r < n los vectores vr+1, ..., vn forman una base ortonormal de N (A).

Más adelante, en las aplicaciones a la visión artificial, observaremos que, a la hora
de realizar la reconstrucción de una imagen (matriz), el valor singular máximo (4.2)
nos proporciona la información de baja frecuencia, es decir, la estructural. Detalles
y texturas, asociadas a las altas frecuencias de la señal se codifican en los valores
singulares positivos pero pequeños.

Por su parte, el condicionamiento de A (4.3) nos da información clave para la re-
solución numéricas de sistemas lineales y problemas de mı́nimos cuadrados asociados a
regresiones lineales. Si hay un condicionamiento malo, es decir, muy grande, significa
que ante pequeñas perturbaciones en el sistema, la solución diferirá mucho, perdien-
do, por tanto, estabilidad en el sistema. Esta observación es clave a la hora de aplicar
algoritmos de álgebra numérica para la resolución de sistemas lineales. Para condicio-
namiento bajo utilizaremos métodos directos (del tipo factorizaciones LU, QR) y para
condicionamiento elevado usaremos algoritmos iterativos (del tipo Jacobi, Gauss-Seidel,
Gradiente, Gradiente Conjugado) basados en el precondicionamiento de la matriz del
sistema.

En relación al Teorema 3 se les plantea a los alumnos el siguiente ejercicio donde las
propiedades 3, 4, 5 y 6 del teorema permiten el análisis de sistemas lineales asociados
a datos desconocidos.

Ejercicio 3. Sea dada la matriz del ejemplo1 1
1 0
0 1


3,2

Calcular la dimensión y una base de los espacios N (A) ∈ R2, R(A) ∈ R3, N (AT ) ∈ R3,
R(AT ) ∈ R2. Clasificar las aplicaciones asociadas fA, fAT en inyectivas, suprayectivas
y biyectivas. Determinar una base de estos subespacios vectoriales. Utilizar la caracteri-
zación de los espacios núcleo e imagen de las aplicaciones asociadas a las matrices A y
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AT para estudiar la existencia y unicidad de los sistemas A3,2x2,1 = b3,1, A
T
2,3x3,1 = b̂2,1

siendo b y b̂ vectores de datos desconocidos.

Finalmente, tras haber entendido el proceso de descomposición aplicado a una ma-
triz de pequeñas dimensiones, se propone a los alumnos que realicen el siguiente ejercicio
en el que tendrán que utilizar el cálculo simbólico para calcular, de forma automática,
la descomposición SVD de una matriz de grandes dimensiones.

Ejercicio 4. Dada una matriz de dimensiones muy grandes. Calcular su descomposi-
ción en Valores Singulares haciendo uso de Matab.

Para generar una matriz de gran tamaño en Matlab puede utilizarse el comando
rand(n,m), que devuelve una matriz de n por m números aleatorios.

Propiedades SVD

A partir de los trabajos de los autores mencionados en el apartado anterior, vamos
a ver algunas de las propiedades fundamentales de la Descomposición en Valores Singu-
lares. Estas son la Aproximación de matrices de bajo rango (4.3.1), la Pseudo-Inversa
de Moore-Penrose (4.3.2) y el Análisis de Componentes Principales (PCA) (4.3.3).

La explicación de cada una de estas propiedades será llevada a cabo a continuación
de los fundamentos teóricos de la SVD, por lo que seguirán las mismas caracteŕısiticas
y objetivos del seminario.

4.3.1. Aproximación de matrices de bajo rango

Una de las importantes propiedades que posee la SVD es la capacidad de propor-
cionar una aproximación de una matriz mediante otra matriz de menor rango. La SVD,
en particular, ofrece la mejor aproximación, en términos de la norma de Frobenius y
de mı́nimos cuadrados, de cualquier matriz por otra de las mismas dimensiones, pero
de menor rango [15].

Esto es aśı ya que, si queremos aproximar lo mejor posible una matriz A por una
matriz de rango k, la idea seŕıa mantener los k datos “más importantes”para dar la
mejor representación de la matriz original. Y eso es precisamente lo que hace la SVD
[1].

Como hemos visto en 4.1, la factorización A = UΣV T , con rank(A) = r, es equi-
valente a la expresión

A =

r∑
i=1

σiuiv
T
i
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donde la SVD expresa a la matriz A como una combinación lineal no negativa de
r matrices de rango 1 (los productos externos de los vectores singulares izquierdo y
derecho), ponderadas por los valores singulares [16].

Luego, si mantenemos los primeros k términos, la aproximación de rango k pro-
puesta es:

Âk =
k∑

i=1

σiuiv
T
i

donde σ1 ≥ σ2 ≥ ... ≥ σk ≥ 0. Como suma de k matrices de rango 1, es evidente que la
matriz A tiene rango k [16].

Una forma equivalente de ver la aproximación de rango k es

Âk = UkΣkV
T
k

donde al computar la SVD, únicamente mantenemos las primeras k filas de V T (k
vectores singulares por la derecha), las k primeras columnas de U (k vectores singulares
por la izquierda) y los k primeros valores singulares de Σ [1]. Esta descomposición se
conoce como SVD truncada.

En Matlab, esta descomposición se realiza mediante los siguientes comandos:

Código 4.1: Descomposición SVD truncada

1 [U, S, V] = svd(A);

2 Ak = U(:,1:k)*S(1:k,1:k)*V(:,1:k)';

El siguiente resultado, conocido como el teorema de Eckart-Young, justifica que la
aproximación de bajo rango anterior Ak es la mejor aproximación de A en términos de
la norma de Frobenius y de la norma espectral [17].

Teorema 4. Para cualquier matriz A ∈ Rm,n con rank(A) = r y B ∈ Rm,n con
rank(B) ≤ k, 1 ≤ k ≤ r

Ak = arg mı́n
{B∈Rm,n: rank(B)≤k}

∥A−B∥F (4.4)

donde argmı́n ∥A−B∥F denota la distancia mı́nima de la norma de Frobenius.

La optimalidad de la aproximación mediante SVD de la matriz A se interpreta en
la forma:

√∑
i≤k

σ2
i
.
= ∥A−Ak∥F ≤ ∥A−B∥F

σk+1
.
= ∥A−Ak∥2 ≤ ∥A−B∥2

donde Ak es la aproximación de rango k derivada de la SVD de A [16].
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Se dice que la matriz reconstruida Ak es óptima (en sentido de mı́nimos cuadrados)
para matrices de rango k porque satisface la siguiente condición

∥A−Ak∥2F = Tr{(A−Ak)(A−Ak)
T } = mı́n

X
∥A−X∥2F

para el conjunto de matrices X de rango menor o igual que k. La calidad de la recons-
trucción viene dada por la relación entre los primeros k valores propios (es decir, los
valores singulares al cuadrado) y la suma de todos los valores propios. Esta cantidad se
interpreta como la proporción reconstruida o la varianza explicada, y corresponde a la
inversa de la cantidad minimizada por la ecuación anterior. La calidad de la reconstruc-
ción también puede interpretarse como el coeficiente de correlación al cuadrado entre
la matriz original y su aproximación [15].

4.3.2. Pseudo-Inversa de Moore-Penrose

Los sistemas lineales y su resolución eficiente representan una parte fundamental de
las matemáticas que se utiliza en una amplia variedad de campos, incluyendo la f́ısica,
la ingenieŕıa, la estad́ıstica, la economı́a y la informática.

Dado un sistema lineal de ecuaciones Ax = b. Si A es una matriz cuadrada e
invertible (es decir, su determinante es distinto de cero), entonces existe una solución
única x para cada b. Sin embargo, cuando A es singular o rectangular puede haber una,
ninguna o infinitas soluciones, dependiendo del vector b y de los espacios de columnas
y filas de A [18].

Consideramos el sistema indeterminado, donde A ∈ Rm,n y m ≪ n, de manera que
el número de ecuaciones es menor que el de incógnitas. Es probable que este tipo de
sistema tenga rango de columna completo, ya que tiene muchas más columnas que las
necesarias para una base linealmente independiente. En general, si un sistema tiene
rango de columna completo, entonces hay infinitas soluciones x para cada b. El sistema
se denomina indeterminado porque no hay suficientes valores en b para determinar
uńıvocamente la x de dimensión superior.

Del mismo modo, consideramos el sistema sobredeterminado, donde m ≫ n, de
modo que hay más ecuaciones que incógnitas. Esta matriz no puede tener un rango
de columna completo, por lo que está garantizado que hay vectores b que no tienen
solución x. De hecho, sólo habrá solución x si b está en el espacio de columnas de A,
i.e., b ∈ col(A).

En el caso sobredeterminado, en general, no existe solución y el objetivo para poder
resolver el sistema es encontrar la “mejor”solución que minimice la diferencia entre Ax y
b, es decir, que minimice el error cuadrático ||Ax−b||22. Esta es la denominada solución de
mı́nimos cuadrados. Observar que la solución de mı́nimos cuadrados también minimiza
||Ax−b||2. En el caso indeterminado, cuando existen infinitas soluciones, para resolver el
sistema debemos encontrar la solución x con norma mı́nima ||x||2 de modo que Ax = b,
que es la denominada solución de norma mı́nima [18].

Para resolver este tipo de problemas lineales resulta muy útil la aplicación de la
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Pseudo-Inversa de Moore-Penrose. Este concepto generaliza la noción habitual de inver-
sa de una matriz cuadrada, permitiendo su aplicación a matrices cuadradas singulares
o incluso a matrices no cuadradas. Se define por

Definición 3. Sea A ∈ Rm,n. Entonces existe la matriz Pseudo-Inversa de Moore-
Penrose, denotada por A† y definida por

A† = ĺım
ϵ→0

(ATA+ ϵIn)
−1AT = ĺım

ϵ→0
AT (AAT + ϵIn)

−1 (4.5)

Un algoritmo muy práctico para calcular la Pseudo-Inversa se basa en la fórmula

A† = V Σ†UT (4.6)

donde U,Σ y V son las matrices proporcionadas por la SVD de A y Σ† es la pseudo-
inversa de la matriz diagonal Σ, que se construye tomando el rećıproco de los elementos
no nulos de Σ y después calculando la traspuesta de la matriz resultante.

Si A es cuadrada y no singular (luego invertible) se recupera la matriz inversa:
A−1 = A†. Para las matrices que no son de rango máximo, el paso al ĺımite es necesario
para el cálculo de la pseudo-inversa. Para las matrices de rango máximo se tiene:

Teorema 5. Sea A ∈ Rm,n una matriz de rango máximo, es decir, rank(A) = mı́n{m,n}.
Si rank(A) = n podemos calcular la Pseudo-Inversa mediante la fórmula

A† = (ATA)−1AT

Si rank(A) = m podemos calcular la Pseudo-Inversa mediante la fórmula

A† = AT (AAT )−1

Figura 4.6: Representación del cálculo de la Pseudo-Inversa de una imagen del
cuadro La persistencia del tiempo de Daĺı.

Si A ∈ Rm,n no es una matriz de rango máximo, es decir, rank(A) < mı́n{m,n},
entonces hay que usar la fórmula (4.5) de la definición. En todo los casos se puede
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utilizar el algoritmo (4.6) basado en la SVD y que está implementado en el comando
pinv.m de Matlab. El interés de la definición radica en que introduce claramente la
técnica de regularización de problemas mal planteados.

4.3.3. Análisis de Componentes Principales (PCA)

La técnica de análisis de componentes principales es debida a Hotelling (1933), [19]
y se basa en resultados previos sobre problemas de mı́nimos cuadrados y regresiones
lineales de K. Pearson (1901), [20]. Aplicaciones recientes en el campo de la Inteligencia
Artificial y las redes neuronales son, entre otras, el reconocimiento automático de caras
de Gan et al., (2015), [21] y el análisis de datos multivariables de alta dimensión en
la red NetPCA de Codesido et al. (2021), [22]. Estos desarrollos recientes demuestran
la efectividad y generalidad de la técnica en la reducción dimensional de problemas de
alta dimensión.

El Análisis de Componentes Principales (PCA, del inglés principal component analy-
sis) es una de las herramientas más importantes del álgebra lineal aplicada. Este método
estad́ıstico se utiliza en aprendizaje automático no supervisado para reducir la dimen-
sionalidad durante el análisis de grandes cantidades de datos a la vez que conserva su
información. Permite entender las tendencias, patrones y relaciones entre los datos que
están oscurecidos o que son confusos en su representación original.

Este algoritmo puede utilizarse para reducir significativamente el tiempo de ejecu-
ción de los algoritmos de aprendizaje de caracteŕısticas no supervisados (unsupervised
feature learning algorithm).

Para poner a los alumnos en contexto y hacerles entender de manera sencilla en qué
consiste el análisis de componentes principales utilizaremos el ejemplo del problema de
f́ısica del movimiento de un muelle ideal que aparece en el Tutorial sobre el Análisis en
Componentes Principales [2].

El sistema de este problema consiste en una bola de masa m unida a un muelle
sin masa ni rozamiento. La bola se suelta a una pequeña distancia del equilibrio, es
decir, el muelle se estira. Como el muelle es “ideal” oscila indefinidamente a lo largo del
eje x alrededor de su equilibrio con una frecuencia determinada. Este es un problema
estándar en f́ısica en el que el movimiento a lo largo de la dirección x se resuelve
mediante una función expĺıcita del tiempo. En otras palabras, la dinámica subyacente
puede expresarse en función de una única variable x.

Suponiendo que no sabemos qué ejes y dimensiones son importantes medir, decidi-
mos medir la posición de la bola en un espacio tridimensional. Para ello, colocamos tres
cámaras alrededor del sistema. A 200 Hz, cada cámara graba una imagen que indica
la posición bidimensional de la bola (su proyección). Como tampoco sabemos cuáles
son los ejes reales “x”, “y” y “z”, elegimos tres ejes de cámara → a, → b, → c en
ángulos arbitrarios respecto al sistema, que puede que ni siquiera sean de 90º. Después
de grabar durante varios minutos con las cámaras, nos preguntamos cómo pasar de este
conjunto de datos a una ecuación simple de x.
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Figura 4.7: Representación del ejemplo del problema de f́ısica del movimiento de
un muelle ideal. Fuente: A tutorial on principal component analysis, [2].

Podŕıamos habernos limitado a medir la posición a lo largo del eje x con una
sola cámara. Pero esto no es lo que pasa en el mundo real, ya que muchas veces no
sabemos qué mediciones reflejan mejor la dinámica del sistema. Además, hay que tener
en cuenta el problema del ruido. En nuestro ejemplo habŕıa que tener en cuenta el
aire, la imprefección de las cámaras o el rozamiento en un muelle no ideal. El ruido
contamina nuestros datos perturbando aún más la dinámica.

El objetivo del PCA es calcular la base más significativa que permita reexpresar
mejor un conjunto de datos ruidosos.

En el ejemplo anterior, cada muestra temporal será una muetra individual del con-
junto de datos. La cámara A registrará una posición correspondiente en un momento
dado de la bola (xA, yA). Por lo que la muestra en este ejemplo se puede expresar como
un vector columna de 6 dimensiones donde cada cámara contribuye con una proyección
bidimensional de la bola:

−→
X =



xA
yA
xB
yB
zA
zB


Grabando la posición de la pelota durante 10 minutos a 120 Hz, registraŕıamos 10 ×
60× 120 = 72000 de esos vectores.

En términos abstractos, cada muestra de X es un vector m-dimensional generado
por alguna base ortonormal. De álgebra lineal sabemos que todos los vectores de medida
forman combinaciones lineales de este conjunto de vectores de base de longitud unitaria.
Por ello, el PCA parte del supuesto de linealidad y se limita a reexpresar los datos como
una combinación lineal de sus vectores base de longitud unitaria.

Para saber cuál es esta base ortonormal, supongamos en el ejemplo del muelle que
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hemos reunido los datos sólo mirando la cámara A. Una elección ingenua de la base seŕıa

{(1, 0), (0, 1)}, pero podŕıamos elegir otra como {(
√
2
2 ,

√
2
2 ), (−

√
2

2 , −
√
2

2 )} o cualquier otra
rotación. La razón de la elección de la primera base es el método con el que se recopilan
los datos, pues para registrar la posición (2, 2) en nuestras cámaras, significa 2 unidades
hacia arriba y 2 unidades hacia la izquierda en la ventana de la cámara.

Generalizando al casom-dimensional podemos construir una matriz identidadm×m

B =


b1
b2
...
bm

 =


1 0 · 0
0 1 · · · 0
...

...
. . .

...
0 0 · 1

 = I

donde cada fila es un vector básico ortonormal bi con m componentes. Este seŕıa el
punto de partida ya que todos los datos han sido registrados en este base y, por tanto,
pueden expreserse de forma trivial como combinación lineal de {bi}.

Ahora, para describir la base matemática del proceso utilizamos el Tutorial de la
Universidad de Stanford [23] y el Tutorial sobre el Análisis en Componentes Principales
de Jonathon Shlens [2].

Considerando el conjunto de datos X = {x1, ..., xm} como una matriz m×n, donde
cada muestra (dato) xi tiene n componentes describiendo aśı n caracteŕısticas, es decir,
x(j) ∈ Rn. Sea Y otra matriz m× n relacionada por una transformación lineal P . Y es
una representación del conjunto de datos original de la forma

PX = Y

que representa un cambio de base. P es una matriz que tranforma X en Y y, geométri-
camente, se trata de una rotación y un estiramiento que transforma X en Y . Las filas
de P , {p1, ..., pm} son un conjunto de nuevos vectores base para expresar las columnas
de X. Es decir,

PX =

p1
...
pm

(
x1 · · ·xn

)

Y =

p1 · x1 · · · p1 · xn
...

. . .
...

pm · x1 · · · pm · xn


Cada coeficiente yi es un producto punto de xi con la fila correspondiente en P . Es

decir, y
(j)
j es una proyección sobre la j-ésima fila de P . Los vectores fila {p1, ..., pm},

que son ortonormales, serán las componentes principales en X.

Para preparar los datos de manera que la PCA funcione calculamos la media por
filas

µi =
1

m

n∑
i=1

x
(j)
i
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para cada ejemplo del dataset:

x(j) = (x
(j)
1 , ..., x

(j)
i , ...x(j)m )

′ ∈ Rm

y se la restamos al dataset para normalizarlo

x
(j)
i = x

(j)
i − µi

y obtener un nuevo dataset de media cero, donde las distintas caracteŕısticas tengan
variaciones similares entre śı.

Calculamos la matriz de Covarianza del dataset mediante la fórmula

CX =
1

n− 1
XXT

La forma matricial XXT , en ese orden, compone el valor deseado para el elemento
(i, j)-ésimo de CX . Concretamente, el elemento (i, j)-ésimo de CX es el producto punto
entre el i-ésimo vector del tipo de muestra con el j-ésimo vector del tipo de muestra.

La matriz de covarianza CX es una matriz cuadrada, simétrica y semi-definida posi-
tiva m×m. Los términos diagonales de CX son la varianza de las variables particulares
del dataset y los términos no diagonales, su covarianza. CX recoge los valores de corre-
lación entre todos los pares de muestras posibles, reflejando el ruido y la redundancia
de los datos.

Los objetivos son minimizar la redundancia, medida por la covarianza, y maximizar
la señal, medida por la varianza. Por definición, las covarianzas son no negativas, por lo
que la covarianza mı́nima es cero. Si llamamos CY al resultado de manipular la matriz
CX , lo que buscaremos será que CY sea diagonal.

Escribiendo CY en términos de la variable de elección P tenemos

CY =
1

n− 1
Y Y T

=
1

n− 1
(PX)(PX)T

=
1

n− 1
PXXTP T

=
1

n− 1
P (XXT )P T

CY =
1

n− 1
PAP T

Hemos definido una nueva matriz A = XXT , donde A es simétrica. Por la teoŕıa de
Diagonalizabilidad y Descomposición Espectral (ver anexos A.1.12 y A.1.14) sabemos
que por ser simétrica puede escribirse como

A = EDET (4.7)

donde D es una matriz diagonal formada por los autovalores {λ1, ..., λm} de A y E es
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una matriz ortogonal de los vectores propios de A dispuestos en columnas.

Seleccionamos la matriz P de forma que cada fila pi sea un vector propio de XXT .
Por esta selección, P ≡ ET . Sustituyendo en la ecuación 4.7 se tiene A = P TDP . Con
esta relación y sabiendo que P−1 = P T , se tiene

CY =
1

n− 1
PAP T

=
1

n− 1
P (P TDP )P T

=
1

n− 1
(PP T )D(PP T )

=
1

n− 1
(PP−1)D(PP−1)

CY =
1

n− 1
D

Es evidente que la elección de P diagonaliza CY , que era el objetivo del PCA.
Resumiendo los resultados del PCA en las matrices P y CY :

Los componentes principales de X son los autovectores de XXT (o filas de P ).

El i-ésimo elemento diagonal de CY es la varianza de X a lo largo de pi.

En la práctica, para calcular el PCA de un conjunto de datos X simplemente hay
que calcular los vectores propios de la matriz de covarianza CX .

Es habitual ordenar los autovectores en función del autovalor asociado [24]. Es decir,
siendo {λ1, ..., λm} los autovalores de CX y {p1, ..., pm} sus autovectores. El espectro
es no negativo, λi ≥ 0 y los autovalores están ordenados de mayor a menor:

λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm ≥ 0

El primer autovalor, λ1, es el autovalor principal y corresponde a p1, el autovector
principal.

Otra forma de calcular la PCA es aplicando la descomposición en valores singu-
lares debido a la estrecha relación que existe entre ambos métodos. Digamos que la
SVD proporciona el marco teórico para el cálculo y aplicación de la PCA en análisis
estad́ıstico de datos. Lo veremos a continuación.

SVD y PCA

Definimos una nueva matriz Y de n×m en la forma

Y =
1√
n− 1

XT
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donde cada columna de Y tiene media cero. La definición de Y se justifica analizando
Y TY .

Y TY = (
1√
n− 1

XT )T (
1√
n− 1

XT )

=
1

n− 1
XTTXT

=
1

n− 1
XXT

Y TY = CX

Por construcción Y TY es igual a la matriz de covarianza de X. Como sabemos que
los componentes principales de X son los autovectores de CX , si calculamos la SVD de
Y , las columnas de la matriz V contienen los autovectores de Y TY = CX . Por tanto,
las columnas de V son los componentes principales de X.

V genera el espacio de filas de Y ≡ 1√
n−1

XT . Por tanto, V debe generar el espacio de

columnas 1√
n−1

X. Podemos concluir que encontrar los componentes principales equivale

a encontrar una base ortonormal que genere el espacio de columnas de X.

Si el objetivo final es encontrar una base ortonormal para el espacio generado por
las columnas de X, entonces podemos calcularla directamente sin construir Y . Por
simetŕıa, las columnas de U producidas por las SVD de 1√

n−1
X también deben ser los

componentes principales.

Otra forma de apreciar la similitud entre el PCA y la SVD es a partir de la ecuación
4.7. Supongamos que {λ1 ≥ λ2 ≥ ... ≥ λm}, los componentes principales, se refieren
a los primeros r vectores columna de E, y los asociados {λ1, ..., λr} son varianzas o
potencias de los componentes principales.

Por similitud, pero sin pérdida de generalidad, podemos suponer que X tiene media
cero a lo largo de todas las filas. Utilizando la descomposición SVD de X y la orto-
normalidad de V , es fácil demostrar que E se puede calcular a partir de la SVD de
X:

XXT = UΣV T (UΣV T )T = UΣV TV ΣUT = UΣ2UT

Es decir, E = U y D = Σ2 o λi = σ2
i .

Como puede observarse, hay una estrecha relación entre la SVD y la PCA puesto
que el análisis de componentes principales de una matriz de datos X ∈ Rn,m puede
reducirse a calcular la SVD de X [1].

Los autovectores (ordenados por columnas) de CX construyen la matriz ortogonal
U de la Factorización SVD de X. Los autovectores constituyen una nueva base en la
que representar los datos.

El resultado del PCA, fijado un k, es simplemente considerar los k autovectores
superiores de la matriz de covarianzaXXT , es decir, retener las primeras k componentes
principales, pues son las que tienen asociada una varianza mayor y, por tanto, quienes
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contienen una información más interesante. Precisamente la SVD de X entrega esos
autovectores, que son las primeras k filas de V T [1].

4.4. Seminario Parte II: Aplicaciones SVD

En esta segunda parte del seminario se les mostrará a los alumnos algunas de las
importantes aplicaciones de la Descomposición en Valores Singulares. Entre ellas, la
Compresión de imágenes digitales (4.4.1), el Reconocimiento facial (Eigenfaces) (4.4.2)
y la Eliminación de ruido (Denoising) (4.4.3).

De nuevo, esta segunda parte del seminario seguirá las caracteŕısticas y objetivos
descritos en la sección 4.1.1 y se llevará a cabo en otra sesión de duración de dos horas.

4.4.1. Compresión de imágenes digitales

La compresión de imágenes digitales es una de las técnicas más importantes hoy en
d́ıa, ya que permite resolver uno de los mayores problemas actuales: reducir el espacio
de almacenamiento ocupado por una imagen sin que esta pierda calidad [25].

Mediante esta técnica pueden almacenarse y transmitirse los datos de manera efi-
ciente aśı como ahorrar memoria, ancho de banda y costes. Básicamente hay una re-
dundancia en la codificación de los datos, en los valores entre ṕıxeles y también visual.

La compresión de imágenes se clasifica en dos tipos: compresión de imágenes con
pérdidas (lossy compression) y compresión de imágenes sin pérdidas (lossless com-
pression). En este caso veremos la compresión con pérdidas, ya que son las técnicas
mayormente utilizadas para la compresión de imágenes, siendo la SVD una de ellas. El
énfasis de esta técnica está en la observación de que en una imagen hay información
redundante que puede no ser almacenada para permitir una tasa de transmisión de
datos más elevada.

Se le introduce a los alumnos, a continuación, los comandos de Matlab necesarios
para leer y calcular la SVD de una imagen, que después será comprimida.

Tras leer una imagen con el comando imread y almacenarla en una variable,
A ∈ Rm,n, pasamos los datos enteros a datos de coma flotante (t́ıpico en Matlab)
mediante el comando A = im2double(A). Realizamos la descomposición SVD me-
diante el comando [U,S,V] = svd(A). Fijado el número de valores singulares, digamos
r, se construye una versión comprimida X de la imagen original A de la forma:

Ared = U(:, 1 : r) ∗ S(1 : r, 1 : r) ∗ V (:, 1 : r)T

Sabemos que el rango de una matriz singular es igual al número de valores sin-
gulares distintos de cero. Luego, el rango de la matriz reducida que se ha construido
es exactamente r, el número de valores singulares retenidos. Una cuantificación de la
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compresión obtenida se puede dar definiendo el ratio de compresión cr, que nos da
el porcentaje de elementos retenidos en la versión reducida de la imagen:

cr =
r(m+ n+ 1)

mn

Se les mostrará a los alumnos a través del siguiente ejemplo cómo comprimir una
imagen para diferentes valores de r utilizando la descomposición SVD.

Ejemplo 2. Sea dada una imagen. Se pide calcular una descomposición SVD de la
imagen y una versión reducida de la misma utilizando r = 5, 20 y 100 modos de
la descomposición. Representar las imágenes valorando visualmente la calidad de la
reducción dimensional.

(a) Imagen original (b) Imagen reducida de ran-
go r = 5 y 1.81%

(c) Imagen reducida de ran-
go r = 20 y 7.23%

(d) Imagen reducida de ran-
go r = 100 y 36.16%

Figura 4.8: Compresión de la imagen del cuadro La joven de la perla de Johannes
Vermeer mediante una descomposición SVD para diferentes valores del rango. Se
detalla el porcentaje de datos que se almacena en cada imagen para cada valor.

En este ejemplo observamos cómo es la reconstrucción de la imagen al pasar por
diferentes valores del rango, mejorando la aproximación al aumentar dichos valores.
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El código empleado para leer la imagen original, calcular su descomposición SVD,
aproximar la imagen para los distintos valores del rango y representar tanto la imagen
original como las aproximaciones es el siguiente:

Código 4.2: SVD para compresión de una imagen en escala de grises

1 A = imread('.\ imagenes\jovendelaperla.jpg');
2 X = im2double(rgb2gray(A));

3 nx = size(X,1); ny = size(X,2);

4 %% imagen original

5 figure ,

6 subplot (2,2,1)

7 imagesc(X), axis off

8 colormap gray

9 title('Original ');
10 %% SVD Approximations

11 [U,S,V] = svd(X,'econ'); % econ remove the zero

singular values

12 plotind = 2;

13 for r = [5 20 100]; % truncation value

14 Xapprox = U(:,1:r)*S(1:r,1:r)*V(:,1:r) ';
15 subplot (2,2,plotind), plotind = plotind + 1;

16 imagesc(Xapprox), axis off , colormap gray;

17 title(['r=',num2str(r,' %d'),', ',num2str (100*r*(nx+
ny)/(nx*ny),' %2.2f'),

18 'storage '])
19 end

Observando la figura 4.8, en el caso r = 5 podemos decir que hay mucha pérdida de
información en la compresión, pero realmente ya es posible percibir las caracteŕısticas
básicas de la imagen y hacerse una idea de lo que está representando con sólo 5 modos
[18].

A medida que se aumentan los valores de r a 20 y 100 se obtienen caracteŕısticas más
sutiles y detalladas de la imagen. En la imagen de rango r = 20 se puede ver claramente
lo que representa la imagen, aunque con baja resolución. Sin embargo, con 100 modos
la representación de la imagen se aproxima muy fielmente a la imagen original [18].

Por otro lado, se recoge de manera expĺıcita cuántos datos está almacenando cada
una de las imágenes para los diferentes valores de r. Podemos observar que únicamente
el 36.16% de los datos de la imagen A son los que deben almacenarse para mantener
las 100 primeras columnas de U , la primera submatriz de 100×100 de Σ y las primeras
100 columnas de V .

Utilizando el comando diag(S) se trazan los elementos de la diagonal de Σ para
representarlos en un gráfico tomando el logaritmo de esos valores singulares. Además,
vamos a representar la suma acumulativa, es decir, la suma de los primeros r valores
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singulares dividida entre la suma de todos los valores singulares, utilizando el comando
cumsum(diag(S))/sum(diag(S)), para ver cuánta enerǵıa o información hay en los
primeros modos en comparación con todos los modos [18].

(a) Gráfica de la escala logaŕıtmica de
los valores singulares de la imagen.

(b) Gráfica de la enerǵıa acumulada al
aumentar los modos.

Figura 4.9: Gráficas de la escala logaŕıtmica de los valores singulares de la imagen
y de la enerǵıa acumulada al aumentar los modos.

En la gráfica 4.9a podemos observar una cáıda muy pronunciada en la magnitud de
los valores singulares que después se estabiliza. El primer grupo de valores singulares es
el que mantiene la mayor parte de la información en la matriz de datos, lo que refleja que
gran parte de los valores singulares de baja enerǵıa puedan desecharse, manteniendo la
información de la matriz original. Esta gráfica da la información sobre cuántos modos
se necesitan para mantener la estructura de los datos [18].

La gráfica 4.9b refleja cuánta enerǵıa acumulada se mantiene según el número de
modos utilizados. Se observa que tan sólo con el primer modo se obtiene aproximada-
mente el 40% de la información en esa matriz de datos [18].

A partir del análisis anterior se observa que a medida que r aumenta, la calidad
de la imagen mejora, pero al mismo tiempo también aumenta la cantidad de memoria
necesaria para almacenar la imagen. Por ello, el valor óptimo de r debe seleccionarse
de forma que no se degrade la calidad de la imagen y, al mismo tiempo, se reduzca el
espacio de almacenamiento ocupado por la imagen. Por lo tanto, la selección del valor
r desempeña un papel crucial en el rendimiento de la técnica de Descomposición de
Valores Singulares [25].

Se les mostrará a los alumnos, a continuación, cómo realizar la compresión de una
imagen digital en color, para lo que se utilizará el ejemplo anterior con la imagen del
cuadro de La joven de la perla en color.
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(a) Imagen original en color (b) Imagen reducida de ran-
go r = 5 y 1.81%

(c) Imagen reducida de ran-
go r = 20 y 7.23%

(d) Imagen reducida de ran-
go r = 100 y 36.16%

Figura 4.10: Compresión de una imagen del cuadro La joven de la perla de Johan-
nes Vermeer en color mediante una descomposición SVD para diferentes valores
del rango. Se detalla el porcentaje de datos que se almacena en cada imagen para
cada valor.

Para realizar la descomposición SVD sobre una imagen en color separamos los
canales RGB para después realizar la descomposición en cada uno de ellos. Una vez
léıda la imagen y almacenada en una variable A, podemos obtener los canales RGB de
la imagen con un bucle que almacene cada canal en una variable. Fijando el número de
valores singulares r para realizar la aproximación comprimida de la imagen, aplicamos
la descomposición SVD sobre cada canal y se reconstruye la nueva imagen comprimida,
almacenándola en una nueva variable X. El código empleado para ello es el siguiente:

Código 4.3: SVD para compresión de una imagen en color

1 %% Separacion de canales

2 channels = cell (1,3);

3 for i = 1:3

4 channels{i} = A(:,:,i);

5 end

6 %% SVD
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7 nx = size(A,1); ny = size(A,2);

8 X = zeros(nx,ny ,3);

9 for i = 1:3

10 [U, S, V] = svd(channels{i});

11 X(:,:,i)=U(:,1:r)*S(1:r,1:r)*V(:,1:r)';
12 end

Tras esta primera aplicación de la SVD se les mostrará a los alumnos el código
necesario para realizar una animación que se recoge en un v́ıdeo (por ejemplo, una
combinación lineal convexa de imágenes) y ejemplificar, de esta forma, el proceso ma-
temático. Esto les permitirá entender mejor la evolución del proceso de la SVD al
percibirlo de manera visual sobre una imagen digital.

Al final del seminario se le propondrá a los estudiantes una práctica en la que
tendrán que cambiar las imágenes y generar otros v́ıdeos para las aplicaciones propues-
tas. En ella, como se ha mencionado en la sección 4.1.3 se valorará la creatividad, el
desarrollo, la originalidad y la calidad del v́ıdeo generado.

El código empleado para esta aplicación de la SVD se muestra a continuación:

Código 4.4: Animación SVD

1 A=imread('./ imagenes/dali.jpg');
2 A=rgb2gray(A);

3 A=im2double(A);

4 [U,S,V]=svd(A);

5 %% animacion

6 figure

7 colormap gray

8 subplot (1,3,1);

9 imagesc(A)

10 axis off

11 title('original ')
12 r=rank(A);

13 videoFile = VideoWriter('videoSVD.avi');
14 videoFile.FrameRate = 10; % Velocidad de fotogramas (

frames per second)

15 open(videoFile);

16 for t=1:1:r

17 U_red=U(:,1:t);

18 S_red=S(1:t,1:t);

19 V_red=V(:,1:t) ';
20 X_red = U_red*S_red*V_red;

21 subplot (132);

22 imagesc(X_red)

23 axis off

24 title(['t=',num2str(t)]);
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25 F=getframe(gcf);

26 writeVideo(videoFile ,F);

27 drawnow;

28 pause (0.1)

29 B=A-X_red;

30 subplot (133)

31 imagesc(B,[0 ,1])

32 axis off

33 title('residuo ')
34 end

35 close(videoFile);

4.4.2. Reconocimiento facial (Eigenfaces)

Una de las aplicaciones más llamativas de la SVD es el denominado Eigenfaces
Example. Este problema consiste en aplicar PCA basado en la SVD a una gran bi-
blioteca de imágenes faciales para extraer las correlaciones más dominantes entre las
imágenes. Esta descomposición da como resultado un conjunto de caras propias (eigen-
faces) que definen un nuevo sistema de coordenadas. Las imágenes pueden representar-
se en estas coordenadas tomando el producto punto con cada uno de los componentes
principales [18].

El término eigenface fue introducido y estudiado por primera vez por Sirovich y
Kirby en 1987 [26] y, más tarde, fue ampliado [27]. Su aplicación al reconocimiento
facial automatizado fue presentada por Turk y Pentland en 1991 [28]. Eigenface es el
concepto fundamental utilizado para el reconocimiento facial. Varios algoritmos de pre-
procesamiento, como la corrección gamma para el preprocesamiento de la iluminación,
se basaron en él para mejorar la precisión [29].

Para describir el Problema de Eigenfaces se utiliza el Tutorial de la Universidad de
Washington de los autores Steven L. Brunton y J. Nathan Kutz [18].

En él se utiliza la base de datos de rostros ampliada de Yale B [30], que consiste en
imágenes de 38 individuos (28 de la base de datos ampliada y 10 de la base de datos
original) bajo 9 poses y 64 condiciones de iluminación (ver figura 4.11b). Esas imágenes
han sido recortadas y alineadas de manera que las cejas, ojos, narices y bocas estén
en una posición similar en las imágenes del conjunto de datos y que cada una de ellas
tenga 192 ṕıxeles de alto y 168 ṕıxeles de ancho. Cada una de las imágenes faciales ha
sido remodelada en un gran vector columna con 192 × 168 = 32256 elementos para
construir una gran matriz de caras. Se utilizan las 36 primeras personas de la base de
datos como datos de entrenamiento para el ejemplo de eigenfaces y se retienen a dos
personas como conjunto de prueba.

Una vez descargados los datos de la base de datos y cargados en Matlab a través
del comando load allFaces.mat, tenemos una matriz de gran tamaño llamada faces
formada por 2410 imágenes individuales de rostros humanos dispuestas en los vectores
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(a) Representación en una única imagen de
las 36 primeras personas.

(b) Ejemplo de las 64 imágenes de una per-
sona espećıfica.

Figura 4.11: Representación de algunas de las caras de la base de datos de rostros
ampliada de Yale B.

columna de 32256 elementos (es decir, faces ∈ R32256,2410). Hay un bloque de la matriz
para la persona uno, otro para la persona dos y aśı sucesivamente hasta completar las
38 caras que contiene la matriz.

Vamos a crear una matriz de todas las personas que queremos utilizar en el modelo,
ya que sólo vamos a entrenar la SVD para las primeras 36 caras. Veremos si esas eigen-
faces, que se almacenarán el matriz U de la SVD, se pueden utilizar para representar
la cara de otra persona que no estaba en el conjunto de datos inicial.

El código para crear y representar la matriz de los 36 rostros es el siguiente:

Código 4.5: Representar la matriz de los 36 rostros

1 allPersons = zeros(n*6,m*6);

2 count = 1;

3 for i=1:6 % 6 x 6 grid of faces

4 for j=1:6

5 allPersons (1+(i-1)*n:i*n,1+(j-1)*m:j*m) ...

6 = reshape(faces (:,1+sum(nfaces (1:count -1)))

,n,m);

7 count = count + 1;

8 end

9 end

10 figure (1), axes('position ', [0 0 1 1]), axis off

11 imagesc(allPersons),

12 colormap gray
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Para preparar los datos para calcular la SVD se calcula la cara promedio. Toma-
mos el promedio de todas las columnas de la matriz de las 36 caras y lo restaremos a
cada vector columna. Los vectores de la imagen con la media restada se apilan hori-
zontalmente como columnas en la matriz de datos X. Calculamos entonces la SVD (de
tamaño económico) de la matriz con la media restada X, obteniendo como resultado el
PCA. Las columnas de la matriz U son las eigenfaces y estas pueden remodelarse para
ser nuevamente imágenes 192 × 168, es decir, para que tengan de nuevo la forma de
una cara.

Código 4.6: Calcular las eigenfaces de los datos de entrenamiento con la media
restada.

1 % Utilizamos las primeras 36 personas para los datos de

entrenamiento

2 trainingFaces = faces (:,1:sum(nfaces (1:36)));

3 avgFace = mean(trainingFaces ,2); % size n*m by 1;

4
5 % Calculo de eigenfaces sobre los datos de

entrenamiento con la media restada

6 X = trainingFaces -avgFace*ones(1,size(trainingFaces ,2))

;

7 [U,S,V] = svd(X,'econ');

En la figura 4.12 se muestran las primeras 64 caras propias, que son las primeras 64
columnas de la matriz U de la descomposición SVD. Para mostrar las eigenfaces, cada
una de esas columnas de U se ha remodelado en una matriz que se parece a la forma
de una cara. Es decir, esos vectores de 32256 elementos se remodelan en una imagen
y cada una de esas imagenes se trazan a lo largo de las filas de una matriz. Lo que se
ve en la figura son las 64 primeras caras propias, pero hay tantas caras propias como
columnas de datos (2410 eigenfaces).

Código 4.7: Representar primeras 36 eigenfaces

1 EigenFaces = zeros(n+8,m+8);

2 count = 1;

3 for i=1:8

4 for j=1:8

5 EigenFaces (1+(i-1)*n:i*n,1+(j-1)*m:j*m) ...

6 = reshape(U(:,count),n,m);

7 count = count + 1;

8 end

9 end

10 figure (1), axes('position ' ,[0 0 1 1]), axis off

11 imagesc(EigenFaces),

12 colormap gray;

En la imagen se perciben estructuras muy interesantes. Las dos primeras eigenfa-
ces contienen aquello que todos los rostros tienen en común: dos ojos, nariz y boca.
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En las siguientes caras propias se empiezan a observar caracteŕısticas diferentes en la
iluminación y en la estructura, que aportan aquellos rasgos que diferencian los rostros
humanos unos de otros. Por tanto, cada vector columna en X es solo una combinación
lineal de estas caras propias.

Figura 4.12: Representación de las primeras 64 eigenfaces resultantes al aplicar
la descomposición SVD.

A continuación, veremos que si desechamos muchas de estas eigenfaces, incluso si
solo conservamos los primeros 100 en lugar de los 2410, podemos hacer una buena
aproximación de los rostros de nuestras personas individuales únicamente a partir de
una combinación lineal de algunas de estas caras propias. Esa información de la com-
binación lineal está en ΣV T , ya que cada columna de esta parte de la descomposición
SVD va a ser la mezcla de las caras propias y va a dar como resultado la persona uno,
la persona dos y aśı sucesivamente.

La cara promedio compuesta por cada una de las imagenes de la base de datos se
muestra a continuación (ver figura 4.13). Podemos observar que prácticamente las som-
bras se han eliminado al haberse promediado. Los comandos para cacular y representar
la cara promedio son:

Código 4.8: Representar cara promedio.

1 %% Representar cara promedio

2 figure , axes('position ' ,[0 0 1 1]), axis off

3 imagesc(reshape(avgFace ,n,m)),

4 colormap gray;
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Figura 4.13: Representación de la cara promedio compuesta por cada una de las
imagenes de la base de datos.

Trazamos los valores singulares en una escala logaŕıtmica utilizando el comando
semilogy(diag(S)). En la gráfica 4.14, el eje x representa el número de modos que
podŕıan mantenerse (es decir, el rango de truncamiento), cuyo valor máximo es 2410
por ser el número de columnas de X, y el eje y representa la magnitud del logaritmo
del valor singular en la diagonal de Σ.

Observamos en la gráfica un comportamiento interesante, ya que se ralentiza len-
tamente y, después, cae de golpe a una precisión de 10−16. Esto se debe a que si
mantuviésemos absolutamente todas las eigenfaces obtendŕıamos una aproximación de
precisión de máquina de la matriz de datos X con un error 0 o lo más cercano que un
ordenador puede representar. Podemos ver también lo esperable en una distribución de
valores singulares y es que los primeros valores singulares son los que llevan la mayor
parte de la enerǵıa, en este caso, la mayor varianza en las caras.

Figura 4.14: Gráfica de la escala logaŕıtmica de los valores singulares de la matriz
de rostros X.

Ahora vamos a ver cómo podemos usar la biblioteca de eigenfaces U para aproximar
un nuevo rostro humano que no estaba en los datos de entrenamiento. Para ello, vamos
a tomar la cara de esta nueva persona 37, que será un vector columna x de 32256
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dimensiones, y vamos a proyectarlo en el espacio de las eigenfaces U , tomando las
primeras r caras propias. La proyección es la siguiente:

x̃test = ŨrŨr
T
xtest

Se obtienen, con el producto Ũr
T
xtest, los coeficientes de la persona X en el sistema de

coordenadas de U , es decir, la mezcla de las primeras caras propias de la nueva persona.
Y tomando una combinación lineal de Ur se reconstruye una aproximación de X en ese
espacio.

Veremos cómo se reconstruye la cara de esta nueva persona si mantenemos diferentes
valores de eigenfaces (r = 25, 50, 100, 200, 400, 800 y 1600) y comprobaremos cómo de
precisa es esta reconstrucción.

Figura 4.15: Representación de la aproximación de un rostro fuera de los datos
de entrenamiento tomando eigenfaces de diferentes valores r.

En la figura 4.15 podemos ver que rápidamente las aproximaciones convergen a la
cara original. Es importante recalcar que no utilizamos las imágenes de esta persona
en los datos de entrenamiento, sino que estos fueron entrenados con las primeras 36
personas. A partir del rango r = 200 observamos que los rasgos y estrucutras empiezan
a tener un gran parecido y aumentando a 400 u 800 ya podŕıa decirse realmente quién es
esta persona. De 32256 ṕıxeles, sólo necesitamos los primeros 400 bits de información
para poder distinguir la huella digital única del rostro de esta persona dentro de la
biblioteca de datos.

El código de Matlab para representar la aproximación del rostro bajo diferentes
valores de r es el siguiente:

Código 4.9: Reconstrucir las eigenfaces de la imagen fuera de los datos de entre-
namiento
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1 %% Reconstruccion de las eigenfaces de la imagen fuera

de los datos de entrenamiento

2 testFace = faces (:,1+sum(nfaces (1:36))); % primera cara

de la persona 37

3
4 subplot (2,4,1)

5 imagesc(reshape(testFace ,n,m)), colormap gray , axis off

6 title('Imagen original ');
7 count = 1;

8 testFaceMS = testFace - avgFace;

9 for r=[25 50 100 200 400 800 1600]

10 count = count + 1;

11 subplot (2,4,count)

12 reconFace = avgFace + (U(:,1:r)*(U(:,1:r) '*
testFaceMS));

13 imagesc(reshape(reconFace ,n,m)), colormap gray ,

axis off

14 title(['r=',num2str(r,' %d')]);
15 end

Es muy interesante observar que el espacio ortogonal de caras propias no sólo es útil
para representar rostros humanos, sino que también puede utilizarse para aproximar
imágenes muy diferentes. Las columnas de la matriz U son ortonormales y si mantene-
mos suficientes de ellas abracaŕıamos un subespacio vectorial de 2410 dimensiones del
espacio de imagen de 32256 dimensiones correspondiente a rasgos espaciales amplios,
suaves y no localizados, como las mejillas, la frente, la boca, etc.

Para ello, vamos a tomar la imagen de un perro y vamos a mostrar a los alumnos
qué ocurre si la aproximamos utilizando las eigenfaces.

Observamos en la figura 4.16 que en los rangos 25, 50 y 100 sigue pareciéndose más
a un rostro humano. Sin embargo, conforme se va aumentando el rango de la aproxima-
ción cada vez más, se observa que empieza a apreciarse la forma de un perro y aunque
la aproximación no es perfecta, con 1600 modos se puede percibir claramente la imagen
de este perro concreto. Debido a que este espacio es ortogonal, es capaz de capturar
muchas caracteŕısticas que pueden utilizarse para reconstruir otro tipo de imágenes
distintas a caras humanas.

Al igual que en la compresión de imágenes, tras esta aplicación de la SVD se le
propondrá a los alumnos la elaboración de una animación para las eigenfaces.

El código empleado para esta aplicación de la SVD se muestra a continuación:

Código 4.10: Animación Eigenfaces

1 figure

2 colormap gray
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Figura 4.16: Representación de la aproximación de una imagen de un perro usando
eigenfaces.

3 subplot (1,3,1);

4 imagesc(reshape(testFace ,n,m))

5 axis off

6 title('original ')
7 r=1600;

8 videoFile = VideoWriter('videoEigenfaces.avi');
9 open(videoFile);

10 for t=1:1:r

11 U_red=U(:,1:t);

12 reconFace = avgFace + (U_red *(U_red '* testFaceMS));
13 subplot (1,3,2);

14 imagesc(reshape(reconFace ,n,m))

15 axis off

16 title(['t=',num2str(t)]);
17 F=getframe(gcf);

18 writeVideo(videoFile ,F);

19 drawnow;

20 pause (0.0001)

21 B=( reshape(testFace ,n,m))-reshape(reconFace ,n,m);

22 subplot (1,3,3)

23 imagesc(B,[0 ,1])

24 axis off

25 title('residuo ')
26 end

27 close(videoFile);
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4.4.3. Eliminación de ruido

En numerosos contextos, tales como la mejora visual, la extracción de rasgos dis-
tintivos y el reconocimiento de objetos, la eliminación de ruido es un paso fundamental
dentro del procesamiento de imágenes, ya que permite una mayor precisión de la ima-
gen en los pasos posteriores del procesamiento. El objetivo de la eliminación de ruido
es reconstruir la imagen original con la mayor precisión posible a partir de una versión
ruidosa, conservando sus caracteŕısticas esenciales, como bordes y texturas [31].

La descomposición en valores singulares (SVD) es uno de los métodos mayormente
utilizados en la eliminación de ruido de imágenes.

Se les mostrará a los alumnos el siguiente ejemplo para que observen cómo la SVD
puede utilizarse para la eliminación de ruido en un caso en el que se utilizan varios
receptores para recoger una señal correlacionada en presencia de ruido [32].

Ejemplo 3. Supongamos que 5 sensores reciben una sinusoide cos(ωt) y cada sensor
obtiene 100 muestras. Como las ubicaciones de los sensores son diferentes, cada uno
puede recibir:

xi(t) = Ai cos(ωt+Φi) + ni(t), i = 1, ..., 5, t = 1, ..., 100

Introduciendo ruido en los datos, se pide calcular una nueva versión de los mismos
aplicando reducción de ruido a través del cálculo de la descomposición SVD truncada.
Estudiar la calidad de la reconstrucción aplicando los medidores MSE, PSNR y SNR.

Como una sinusoide puede representarse como una combinación lineal de dos sinu-
soides de la misma frecuencia, por ejemplo, x3(t) = α1x1(t)+α2x2(t) y 2 cos(ω) cos(ω(t−
1)) = cos(ωt) + cos(ω(t− 2)), la matriz X ∈ R5,100 construida a partir de la salida del
sensor como filas es de rango 2 en ausencia de ruido de medición.

A través del siguiente código creamos y representamos en Matlab los 5 sensores con
sus 100 muestras:

Código 4.11: Crear y representar los 5 sensores y sus 100 muestras

1 N=100;

2 w=0.3;

3 x1=sin(w.*(1:N));

4 x2=sin(w.*(1:N)+0.5);

5 x3=sin(w.*(1:N)+1);

6 x4=sin(w.*(1:N)+1.5);

7 x5=sin(w.*(1:N)+2);

8 subplot (5,1,1)

9 plot(x1,'r.')
10 subplot (5,1,2)

11 plot(x2,'m.')
12 subplot (5,1,3)

13 plot(x3,'g.')
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14 subplot (5,1,4)

15 plot(x4,'c.')
16 subplot (5,1,5)

17 plot(x5,'b.')

Figura 4.17: Gráfica de los 5 sensores que reciben una sinusoide cos(ωt), obte-
niendo cada uno 100 muestras.

A continuación, contruimos la matriz X ∈ R5,100 formada por los 5 sensores como
filas y cuyo rango es igual a 2:

Código 4.12: Construir matriz de sensores

1 X=[x1; x2; x3; x4; x5;];

2 rango=rank(X)

Sin embargo, en la práctica, el ruido está presente. Por ello, vamos a introducir
ruido gaussiano de media cero distribuido con potencia E{n2

i } = 0,22 = 0,4 a los datos
sin procesar. En Matlab lo realizamos a través del siguiente código:

Código 4.13: Introducir ruido gaussiano

1 %% Datos ruidosos sin procesar

2 sigma =0.2

3 x1n=sin(w.*(1:N))+sigma*randn(1,N); % desviacion

estandar 0.2

4 subplot (5,1,1)

5 plot(x1n ,'r.')
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6 x2n=sin(w.*(1:N)+0.5)+sigma*randn(1,N);

7 subplot (5,1,2)

8 plot(x2n ,'m.')
9 x3n=sin(w.*(1:N)+1)+sigma*randn(1,N);

10 subplot (5,1,3)

11 plot(x3n ,'g.')
12 x4n=sin(w.*(1:N)+1.5)+sigma*randn(1,N);

13 subplot (5,1,4)

14 plot(x4n ,'c.')
15 x5n=sin(w.*(1:N)+2)+sigma*randn(1,N);

16 subplot (5,1,5)

17 plot(x5n ,'b.')

Figura 4.18: Gráfica de los 5 sensores tras haber sido contaminados con ruido.

Creamos una nueva matriz Xn formada por los 5 sensores con ruido añadido como
filas y cuyo rango es igual a 5, y definimos la potencia del ruido:

Código 4.14: Crear matriz de sensores con ruido añadido y definir potencia de
ruido

1 %% Datos ruidosos y potencia del ruido

2 Xn=[x1n; x2n; x3n; x4n; x5n];

3 rangon=rank(Xn)

4 noise_power=sigma ^2
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Una de las medidas de calidad que vamos a utilizar para medir la precisión del
modelo es el error cuadrático medio (MSE, del inglés Mean Squared Error), que mide
la cantidad de error en los modelos estad́ısticos, evaluando la diferencia cuadrática
media entre los valores observados y previstos. El error cuadrático medio se define
como

MSE =

∑N
n=1(xn − x̂n)

2

N

donde xn es el valor real y x̂n es el valor estimado de xn. Cuando un modelo no tiene
errores, el MSE es igual a cero. A medida que aumenta el error del modelo, el MSE
aumenta su valor [32].

Consideramos los datos ruidosos no procesados como los valores estimados. Calcu-
lando el MSE:

MSE =

∑5
i=1

∑100
t=1(xi(t)− x̂i(t))

2

500
= 0,0413

que coincide con el valor de la potencia de ruido.

Para calcular la métrica MSE incial en Matlab, definimos la variable mse in y
calculamos el MSE mediante el comando immse(X, Xn), que da como resultado:

The initial mean-squared error is 0.0413

Otros medidores de calidad del modelo son la PSNR y la SNR. La proporción
máxima de señal a ruido o PSNR (del ingés, Peak Signal-to-Noise Ratio) mide la
relación entre la máxima potencia posible de una señal y la potencia del ruido que
afecta a su representación. La PSNR se define a partir de la MSE, como

PSNR = 10 log10

(
MAX2

MSE

)
= 20 log10

(
MAX√
MSE

)
siendo MAX el valor máximo de intensidad que aparece en la imagen [33].

Por su parte, la relación señal-ruido o SNR (del ingés, Signal-to-Noise Ratio) es
una medida que compara el nivel de una señal deseada con el nivel de ruido de fondo
presente. La SNR se define como

SNR = 10 log10

(
Potencia de la señal

Potencia del ruido

)

Para calcular estas dos métricas, utilizamos el siguiente código en Matlab:

Código 4.15: Calcular PSNR y SNR

1 %% Metricas PSNR , SNR

2 [peaksnr_in , snr_in] = psnr(X,Xn);

3 fprintf('\n The initial Peak -SNR value is %0.4f',
peaksnr_in);
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4 fprintf('\n The initial SNR value is %0.4f \n', snr_in)

;

5 \end{verbatim}

6 obteniendo como resultado

7 \begin{verbatim}

8 The initial Peak -SNR value is 13.8356

9 The initial SNR value is 11.1685

Calculamos ahora una nueva versión de los datos (X out) aplicando reducción del
ruido a través del cálculo de la descomposición SVD truncada de X con r = 2, ya que
sabemos que el rango de X es igual a 2.

Código 4.16: SVD truncada para la reducción del ruido

1 %% Denoised data con SVD truncada

2 [U,S,V] = svd(Xn);

3 r=2;

4 X_out= U(:,1:r)*S(1:r,1:r)*V(:,1:r).';

Repetimos el cálculo del MSE con los datos sin ruido

Código 4.17: Calcular MSE de los datos sin ruido

1 %% Metrica MSE de salida

2 mse_out = immse(X, X_out);

3 fprintf('\n The final mean -squared error is %0.4f\n',
mse_out);

y obtenemos

The final mean-squared error is 0.0188

Repetimos también los cálculos de la PSNR y SNR:

Código 4.18: Calcular PSNR y SNR de los datos sin ruido

1 %% Metricas PSNR , SNR de salida

2 [peaksnr_out , snr_out] = psnr(X,X_out);

3 fprintf('\n The final Peak -SNR value is %0.4f',
peaksnr_out);

4 fprintf('\n The final SNR value is %0.4f \n', snr_out);

obteniendo como resultado

The final Peak-SNR value is 17.2550

The final SNR value is 14.4027
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Figura 4.19: Representación de la matriz de datos original (X), la matriz de datos
contaminados con ruido (Xn) y la matriz resultante al aplicar reducción de ruido
mediante SVD (X out).

Comparando las medidas MSE, PSNR y SNR iniciales y finales, calculamos las
ganancias obtenidas:

Código 4.19: Calcular ganancias obtenidas en MSE, PSNR y SNR

1 %% Ganancias en MSE , PSNR y SNR

2 ganancias =[mse_in -mse_out , peaksnr_out -peaksnr_in ,

snr_out -snr_in]

que son:

0.0225 3.4193 3.2342

A partir de estos resultados, se puede demostrar claramente el rendimiento de la
eliminación de ruido y sabemos cuánto ruido se reduce en términos de MSE.

Debido al ruido aleatorio, se obtendrán resultados numéricos ligeramente diferentes
en cada simulación. Además, cabe mencionar que no podremos obtener un MSE cero
mediante la eliminación de ruido porque los componentes truncados del SVD.

Como vimos en el apartado 4.3.1, sabemos que la SVD truncada es la mejor matriz
de bajo rango en el sentido de mı́nimos cuadrados. En la figura 4.20 se representan los
valores del sensor x1 en color azul, los valores de x1n en color rojo y en amarillo la
aproximación dada por X out.

Seguidamente, mostraremos a los alumnos otro ejemplo de la aplicación de la SVD
en la eliminación de ruido sobre una imagen digital.

51
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Figura 4.20: Representación de la aproximación del sensor x1 en el sentido de
mı́nimos cuadrados para la norma de Frobenius.

Ejemplo 4. Sea dada una imagen originalmente sin ruido. Se pide introducir ruido
gaussiano sobre la imagen digital y, mediante la aplicación de la SVD truncada, recons-
truir la imagen a partir de su versión ruidosa. Valorar la calidad de la reconstrucción y
observar cómo el ruido introducido queda parcialmente eliminado, recuperando en gran
medida la imagen original.

Una vez cargada la imagen en Matlab, introducimos ruido gaussiano mediante el
comando imnoise(I,’gaussian’, 0, 0.01), que introduce ruido blanco gaussiano de
media 0 y con varianza de 0.01 [34]. En la figura 4.21 podemos ver la imagen original
y la versión resultante tras haber introducido ruido.

Figura 4.21: Representación de la imagen original (izquierda) y de su versión
ruidosa (derecha).

Calculamos la PSNR para medir la relación señal-ruido máximo de la versión ruido-
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Caṕıtulo 4. Metodoloǵıa

sa con respecto a la imagen original, es decir, para evaluar la calidad de la imagen tras
la introducción de ruido en comparación con la imagen original. Para ello utilizamos la
función PSNR V(I,Inoise), creada en Matlab mediante el siguiente código:

Código 4.20: Función PSNR V

1 function psnr=PSNR_V(I1, I2)

2
3 if (size(I1)~=size(I2))

4 error('Las imagenes tienen que tener el mismo

tamanio ');
5 end

6 if ((I1 -I2)==0)

7 error('Las imagenes son iguales ');
8 end

9
10 maximo=max(I1(:));

11 N=size(I1 ,1);

12 M=size(I1 ,2);

13 P=size(I1 ,3);

14
15 if (P==1)

16 MSE =(1/(M*N))*sum(sum((I1 -I2).^2));

17 else

18 MSE =(1/(M*N*P))*sum(sum(sum((I1-I2).^2)));

19 end

20
21 psnr =20* log10(maximo/sqrt(MSE));

22
23 end

El resutado obtenido tras aplicar la PSNR entre la imagen ruidosa y la imagen
original es:

PSNR I-Inoise = 21.8782

La imagen original tiene unas dimensiones de 850×850. Para reconstruir la versión
comprimida, primero, vamos a calcular la descomposición SVD, tanto de la imagen
original como de su versión ruidosa.

A continuación, vamos a reconstruir la imagen manteniendo unicamente los k = 100
primeros modos de la imagen. Para ello, empleamos el siguiente código, que aproxima
la imagen al valor k al mantener los primeros k valores singulares de la matriz diagonal
Σ (en nuestro código de Matlab S). Además, se calcula el error relativo en términos de
la norma de Frobenius y la señal de ruido PSNR:
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Código 4.21: Reconstruir la imagen utilizando SVD

1 [m,n,k]=size(I);

2 K = 1:100;

3
4 %Separa los canales RGB

5 channelsI = cell (1,3);

6 channelsIn = cell (1,3);

7 for i = 1:3

8 channelsI{i} = I(:,:,i);

9 channelsIn{i} = Inoise(:,:,i);

10 end

11
12 for i = 1: length(K)

13 for j = 1:3

14 %SVD

15 [U, S, V] = svd(channelsI{j});

16 [Un , Sn, Vn] = svd(channelIn{j});

17
18 %Mantiene unicamente k modos de

19 Sk=S;

20 Snk=Sn;

21 Sk(K(i):end ,K(i):end)=0;

22 Snk(K(i):end ,K(i):end)=0;

23
24 %Recupera la imagen

25 Irecover (:,:,j)=U*Sk*V';
26 Inoiserecover (:,:,j)=Un*Snk*Vn ';
27 end

28
29 %Error relativo con la norma de frobenius

30 E(i)=norm(I-Irecover ,'fro')/norm(I,'fro');
31 En(i)=norm(Inoise -Inoiserecover ,'fro')/norm(I,'fro'

);

32
33 %PSNR

34 PSNRorirecover(i)= psnr(I,Inoiserecover);

35 PSNRnoiserecover(i)= psnr(Inoise ,Inoiserecover);

36 end

Representamos el error relativo en términos de la norma de Frobenius, calculado
mediante el código anterior, entre la imagen original y su aproximación comprimida y
la versión ruidosa y su aproximación, en la figura 4.22. Recordamos que la definición
de la norma de Frobenius se encuentra en el teorema 4 de la sección 4.3.1.
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Figura 4.22: Representación del error relativo entre la imagen original y su apro-
ximación con k = 100 modos (izquierda) y entre la versión ruidosa y su aproxi-
mación con k = 100 modos (derecha).

En ambas gráficas de la figura 4.22 podemos observar que ya a partir del cuarto o
quinto modo el error tiene una cáıda muy pronunciada, quedando muy próximo a 0.
Conforme van aumentándose los modos, el error continúa disminuyendo, pero de forma
más estable. Una vez más observamos que el primer grupo de valores singulares es el
que mantiene la mayoŕıa de la información de los datos, por lo que podemos desechar
muchos de los valores singulares de poca enerǵıa sin perder información de la matriz
original.

Contrastando ambas gráficas vemos que el error relativo entre la imagen original
y su aproximación al utilizar los 100 modos es prácticamente 0, mientras que el error
relativo entre la versión ruidosa y su aproximación es algo mayor, lo que indica que la
aproximación se aleja un poco más de la versión original en el caso ruidoso.

A continuación, representamos la proporción máxima de señal a ruido (PSNR) entre
la imagen original y su aproximación y entre la versión reducida y su aproximación,
también calculados en el código anterior, ambos mostrados en la figura 4.23.

En ambas gráficas de la figura 4.23 podemos observar que a partir de cuarto o
quinto modo el valor de la PSNR crece de forma muy pronunciada. A medida que
se van aumentando los modos, el valor PSNR va aumentando de forma relativamente
constante. Como ya sabemos, el valor PSNR mide el grado de similitud entre la imagen
procesada y la imagen original y cuanto más alto es el valor de la PSNR, mejor es la
calidad de la imagen.

Lo que cabŕıa esperar es que cuanto más modos utilice en la reconstrucción, más
cercana será a la imagen original. Sin embargo, en la gráfica izquierda observamos que
hay un pico a partir del cual el valor de la PSNR comienza a decrecer. Esto significa
que el número de modos óptimo es aquel en el que se alcanza el valor máximo de la
PSNR y a partir de ese valor la representación empieza a tener peor calidad.

El valor máximo que alcanza la PSNR de la gráfica entre la imagen original y
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Figura 4.23: Representación del valor PSNR entre la imagen original y la apro-
ximación a partir de la versión ruidosa con k = 100 modos (izquierda) y entre la
versión ruidosa y su aproximación con k = 100 modos (derecha).

la aproximación a partir de la versión ruidosa (gráfica izquierda de la figura 4.23) es
25,8248, alcanzado en el modo k = 56. Estos valores se calculan en Matlab mediante el
comando [value, kk]=max(PSNRorirecover).

Finalmente, en las figuras 4.24, 4.25, 4.26 y 4.27 se muestran representados los
resutados obtenidos tras realizar la reconstrucción sobre las imágenes.

Figura 4.24: Representación de la imagen original (izquierda), de su versión ruido-
sa (centro) y de la aproximación obtenida a partir de la versión ruidosa utilizando
k = 100 modos (derecha).

En las figuras 4.24 y 4.25 se pueden comparar los resultados obtenidos al reconstruir
las imágenes a partir de la versión ruidosa utilizando 100 modos y 56 modos. Observa-
mos que con 56 modos hemos obtenido una mejor aproximación de la imagen que con
100 modos debido a que 56 es el número óptimo de modos con el que se obteńıa una
mayor calidad en la representación.

En las figuras 4.26 y 4.27 se han recortado las imágenes original, ruidosa y ruidosa
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Figura 4.25: Representación de la imagen original (izquierda), de su versión ruido-
sa (centro) y de la aproximación obtenida a partir de la versión ruidosa utilizando
k = 56 modos (derecha).

comprimida, mostrando una región más pequeña de estas, de forma que pueda apre-
ciarse con mayor detalle las diferencias y texturas de las imágenes y, con ello, la calidad
de la aproximación. El comando de Matlab para realizar los recortes de una imagen es
imcrop(I). El código que se ha utilizado es el siguiente:

Código 4.22: Definir crops de las imágenes

1 %% Crops definicion y representacion

2 Ic=imcrop(I,[245 108 322 226]);

3 Jc=imcrop(J,[245 108 322 226]);

4 I_out=imcrop(Inoiserecover ,[245 108 322 226]);

Figura 4.26: Representación de una región más pequeña de la imagen original
(izquierda), de su versión ruidosa (centro) y de la aproximación obtenida a partir
de la versión ruidosa utilizando k = 100 modos (derecha).
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Figura 4.27: Representación de una región más pequeña de la imagen original
(izquierda), de su versión ruidosa (centro) y de la aproximación obtenida a partir
de la versión ruidosa utilizando k = 56 modos (derecha).

A través de las figuras anteriores podemos observar con mayor detalle que la re-
construcción realizada con k = 100 conserva más ruido que el caso de k = 56 modos.
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5
Conclusiones y ĺıneas futuras

5.1. Conclusiones

Este trabajo de fin de grado pretende visibilizar la importancia de enseñar desde
la motivación, proponiéndose, para ello, una metodoloǵıa docente basada en la puesta
en práctica de aplicaciones relevantes en diferentes campos cient́ıficos como medio de
explicación de conceptos y técnicas matemáticos.

En las siguientes ĺıneas se reúnen las conclusiones extráıdas teniendo en cuenta los
objetivos planteados como punto de partida.

A lo largo del caṕıtulo 4, concretamente en las secciones 4.1 y 4.2, se ha descrito
una metodoloǵıa docente que pretende, en todo momento, fomentar la motivación en el
aprendizaje de los alumnos a través de la inclusión de aplicaciones, ejemplos prácticos
y actividades que conecten la teoŕıa con situaciones reales. En este caṕıtulo se incluye,
además, un ejemplo completo de seminario y prácticas que sirve como modelo del resto
del curso, desarrollado en las secciones 4.3, 4.3 y 4.4. Es por ello que puede concluirse
que el objetivo principal planteado ha sido satisfecho, aśı como los objetivos 5 y 6.

Respecto al objetivo espećıfico 1, la elección de la Descomposición en Valores Sin-
gulares (SVD) resulta un tema adecuado para el seminario debido a su relación tan
directa con la asignatura de Álgebra Lineal. Es por ello que la metodoloǵıa propuesta
se enmarca dentro de esta asignatura, pues para comprender la teoŕıa, propiedades y
aplicaciones de la SVD (que en principio resultan de alto nivel) serán necesarios concep-
tos previos de Álgebra Lineal como son las matrices y sus operaciones, que permitirán
trabajar con imágenes de cualquier tipo; los vectores y los espacios vectoriales; la orto-
gonalidad o la diagonalización de matrices, donde los autovalores son los análogos de
los valores singulares.
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Durante el desarrollo de todo el seminario sobre la SVD (4.3) se ha utilizado el
tratamiento de imágenes digitales como principal herramienta didáctica para motivar
a los alumnos, verficando aśı el objetivo 2. A través de las imágenes se muestran los
conceptos meramente teóricos, ejemplos prácticos y aplicaciones, haciéndolos aśı más
accesibles para los estudiantes, ya que, como hemos explicado en la sección 3.2.1, las
imágenes pueden tener un impacto muy positivo durante el proceso de enseñanza-
aprendizaje.

En este mismo caṕıtulo, a la vez que se explican los conceptos teóricos de la SVD,
se han ido introduciendo herramientas de Cálculo simbólico y numérico de tipo Matlab
en los ejemplos y aplicaciones desarrollados con la intención de que los alumnos pue-
dan poner en práctica los conceptos y experimentar por ellos mismo las aplicaciones
de estos a situaciones concretas, lo que satisface los objetivos 3 y 4. Esto supone otra
fuerte herramienta didáctica para motivar a los estudiantes, ya que les ayuda a com-
prender la utilidad de las matemáticas en la práctica y les permite explorar los modelos
matemáticos de una manera más tangible a través de la visualización y realización de
simulaciones. Además, la inclusión de prácticas descarga tanto peso en la parte teórica,
lo que también sirve de incentivo para la implicación de los alumnos a la hora de aplicar
de forma adecuada las herramientas de cálculo simbólico y numérico.

5.2. Limitaciones

La metodoloǵıa docente que se ha propuesto en este trabajo de fin de grado se
enmarca dentro de un curso de Álgebra Lineal que ya cuenta con una metodoloǵıa
de trabajo del curso. Normalmente, los programas académicos de las asignaturas ya
cuentan con una limitación en el tiempo, ya que este siempre suele resultar insuficiente.
Para el diseño de esta nueva metodoloǵıa se ha tenido muy en cuenta la distribución
temporal para que su puesta en práctica no suponga un gran desaf́ıo. Además, el hecho
de introducir una mayor experiencialidad no supondŕıa tener que sacrificar parte del
temario, sino que la manera de abordar parte de este seŕıa a través de la práctica.

Por otro lado, la propuesta asume que los estudiantes tienen ciertas habilidades
matemáticas y conocimientos previos sobre Álgebra Lineal, que habrán ido adquiriendo
a lo largo del curso. Sin embargo, es posible que se den diferencias en las habilidades
y conocimientos adquiridos por los estudiantes, lo que podŕıa suponer una dificultad
a la hora de llevar a cabo esta metodoloǵıa, ya que se trabajan conceptos algo más
avanzados. Por ello, se ha planteado la posibilidad de proporcionar a los alumnos notas
con algunos de los resultados la semana antes de empezar el curso, de manera que
puedan ir familiarizándose con ellos. Además, con este tipo de metodoloǵıa se pretende
acercar los conceptos a los alumnos de una manera más atractiva y de forma que puedan
asimilarse más fácilmente y con un carácter global, lo que podŕıa servirles para terminar
de integrar los conceptos previos.
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5.3. Ĺıneas futuras

Aunque a lo largo de este trabajo se ha descrito y caracterizado la metodoloǵıa
docente y evaluadora que sigue esta propuesta de intervención, únicamente se ha desa-
rrollado un ejemplo modelo de aplicación de la metodoloǵıa al Álgebra Lineal y a través
de la descomposición en valores singulares. El paso siguiente seŕıa implementar esta me-
todoloǵıa en todo un curso, adaptando la forma de enseñar los conceptos y teoŕıas a
este formato en el que la parte práctica y aplicada toma un papel protagonista.

Además, el alcance de la propuesta podŕıa ampliarse aplicando la visión artificial
para motivar el estudio, no sólo de cualquier otro área de Matemáticas, sino también de
Ingenieŕıas e Informáticas. En este sentido, se podŕıa, también, favorecer la colaboración
entre departamentos o disciplinas para analizar las aplicaciones interdisciplinarias de
la visión artificial y las técnicas matemáticas.
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[5] V. Londoño-Osorio, J. Maŕın-Pineda, and E. I. Arango-Zuluaga, “Introducción a la
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Apéndices



A
Conceptos previos de Álgebra Lineal

En esta sección se introducen los conceptos de Álgebra Lineal que serán necesarios para
entender la construcción y el cálculo de la Descomposición en Valores Singulares (SVD).

A.1. Escalares, Vectores, Matrices y Tensores

Cualquier maginitud f́ısica, artificial o lógica puede almacenarse y representarse a través
de Escalares, Vectores, Matrices y Tensores. Se entiende como escalar un número real λ ∈ R y
como escalar complejo, un número z = a+ib = (a, b) ∈ R2 donde se utiliza un vector (a, b) ∈ R2

para almacenar el número complejo, siendo a ∈ R la parte real y b ∈ R la parte imaginaria del
número complejo z ∈ R2. Se puede, por tanto, visualizar un número complejo como un punto
en el plano real.

Un vector puede definirse mediante una colección ordenada de escalares denotada por v =
(v1, ..., vm) ∈ Rn siendo vi ∈ R la i-ésima componente. Una colección ordenada de m vectores
vq, ...,vm de Rn se puede almacenar en una matriz de n filas y m columnas denotada por
A ∈ Rn,m. Un elemento genérico de una matriz se denota por ai,j y su valor se corresponde a
la intensidad de gris del ṕıxel correspondiente.

Para generar una matriz aleatoria M ∈ Rm,n y representarla gráficamente se pueden utili-
zar las instrucciones

Código A.1: Generar matriz aleatoria

1 m=8; n=5; A=rand(m,n);

2 figure , colormap gray , imagesc(A)

Ejemplo 5. Sea dada una imagen en escala de grises. Se muestra a continuación la forma
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de leer la imagen en Matlab, almacenarla en una matriz, pasarla a doble presición en el rango
[0,1] y visualizarla.

Tras almacenar la imagen en una carpeta se puede leer y almacenar en Matlab mediante el
comando

Código A.2: Leer y almacenar imagen en Matlab

1 f=imread('./ imagenes/dalibw.jpg');

donde f ∈ M364,507. La pasamos a a doble precisión en el rango [0, 1] mediante el comando

Código A.3: Pasar imagen a doble precisión

1 f=im2double(f);

Figura A.1: Matriz aleatoria de dimensiones 8 × 5. Codificación de la información.
Se detecta rápidamente un patrón aleatorio (random).

Figura A.2: La imagen se codifica como una matriz de dimensiones 364 × 507.

Podemos visualizar la imagen (figura A.2) mediante
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Código A.4: Visualizar una imagen

1 figure

2 imshow(f,[])

Una matriz con una única columna representa un vector. Si tiene una única fila es un
vector fila. Un vector con una única componente es un escalar. Si se dota a una matriz de
una dimensión ulterior se obtiene un tensor que se denota con letra mayuscula y en negrita
A siendo ai,j,k ∈ A un elemento genérico. Esta estructura se puede generalizar a cualquier
dimensión.

Figura A.3: La imagen en color se almacena como un tensor A.

(a) Canal Rojo i = 1 (b) Canal Verde i = 2 (c) Canal Azul i = 3

Figura A.4: Codificación de una imagen en color RGB en un tensor A(:, :, i), i =
1, 2, 3

Como resultado de este formalismo algebraico se observa que todas las imágenes digitales
se pueden identificar con una matriz si son imágenes en escala de grises o con un tensor si son
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imágenes en color del tipo RGB. Más en general se pueden codificar imágenes multi-canales del
tipo de las que aparecen en imágenes médicas cuando se consideran distintas modalidades de
adquisición.

Suma de matrices y tensores

Las matrices y los tensores se pueden sumar elemento a elemento, lo que implica una
condición de compatibilidad. Deben tener la misma dimensión. Operando elemento a elemento,
se tiene

A+B = C, ai,j + bi, j = ci,j

Rescalamiento

Las matrices se pueden multiplicar por un escalar λ ∈ R obteniendo una nueva matriz o
tensor con la misma dimensión:

B = λA, bi,j = λai,j

Combinaciones lineales

En general, dados los escalares α, β ∈ R se puede realizar una combinación lineal de matrices
y tensores en la forma:

C = αA+ βB

obteniendo una matriz o tensor de igual dimensión.

Ejemplo 6. Se consideran dos imágenes en escala de grises de las mismas dimensiones. Fijados
α, β ∈ R calcular y representar su combinación lineal.

Se muestra a continuación la forma de realizar una combinación lineal entre ambas. Se leen
y se almacenan las imágenes como matrices en Matlab y se toman valores para α y β para
realizar la combinación lineal de la siguiente forma

Código A.5: Combinación lineal

1 A=imread('./ imagenes/cameraman.png');
2 B=imread('./ imagenes/barbara.png');
3 alpha =0.6

4 beta =0.4

5 C=alpha*A+beta*B;

El resultado obtenido tras realizar la combinación lineal entre las dos imágenes se muestra
en la figura A.5.
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Figura A.5: Combinación lineal entre matrices.

Espacio vectorial

Dotado de las operaciones suma y producto escalar, el conjunto de las matrices de las
mismas dimensiones V = Mm,n(R) tiene estructura de espacio vectorial. Ocurre lo mismo con
el conjunto de tensores V = Mm,n,k(R).

Trasposición

La trasposición es una de las operaciones más importantes en álgebra lineal. Sea A = (ai,j).
Se define la matriz traspuesta como AT = (aj,i). Es decir, se intercambian las filas por las
columnas.

Una de las razones fundamentales de la importancia y aplicabilidad del álgebra a la Visión
Artificial es que las matrices codifican las imágenes digitales permitiendo aplicar el álgebra
lineal al procesado de imágenes.

Modelo de ruido gaussiano

Las operaciones suma y multiplicación permitirán, por ejemplo, definir un proceso de conta-
minación aditivo (y gaussiano) para imágenes digitales. Para ello, se puede generar una imagen
conteniendo sólo ruido gaussiano a través de los comandos

Código A.6: Ruido gaussiano

1 f = imread('.\ imagenes \... png');
2 f=im2double(f);

3 noise=randn(size(f));
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4 lambda=max(f(:))*0.1;

A continuación, se puede definir un modelo auditivo de ruido uniforme de tipo gaussiano
mediante

Código A.7: Modelo auditivo de ruido uniforme Gaussiano

1 fn=f+lambda*noise;

donde λ ∈ (R)+ es un parámetro real positivo que pondera la intensidad del ruido. La
cantidad de ruido se rescala en función del máximo de la imagen y la imagen del ruido gaussiano
(normal) matiene las mismas dimensiones de la imagen de entrada.

A.1.1. Multiplicación de Matrices y Vectores

La operación de multiplicación entre matrices, conocida como producto de filas por colum-
nas, se define como:

Am,nBn,p = Cm,p, ci,j =
∑
k

ai,kbk,j

La condición de compatibilidad consiste en que el número de fias de A sea igual al número de
columnas de B. La operación producto tiene las siguientes propiedades [35]:

1. No es conmutativa, es decir, AB ̸= BA.

2. Es asociativa: A(BC) = (AB)C

3. Es distributiva respecto de la suma: A(B + C) = AB +AC

La Traspuesta de un producto de matrices viene dada por el producto de las traspuestas en
orden invertido:

(AB)T = BTAT

El Producto de Hadamard

Para matrices de la misma dimensión se define el Producto de Hadamard, que multiplica
las matrices elemento a elemento dando como resultado una matriz de la misma dimensión que
los operandos. Se denota por

A⊙B = C, ci,j = ai,jbi,j

El Producto de Hadamard śı cumple la propiedad conmutativa.

Ejercicio 5. Sean las matrices

A =

(
1 3
2 4

)
, B =

(
2 0
−1 1

)
Calcular el producto AB con Matlab y verificar que no es conmutativo. Calcular el producto de
Hadamard A⊙B y comprobar que es conmutativo.
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Producto escalar

Los vectores pueden multiplicarse mediante la operación de producto escalar, que da como
resultado un escalar. Existen diferentes formas de denotar el producto escalar

⟨u,v⟩ =
n∑

i=1

uivi = u · v = uTv = vTu = |u||v|cos(θ) ∈ R

donde se enfatiza que el producto escalar es conmutativo, ya que el resultado de la operación
es un escalar. En particular se tiene

⟨u,u⟩ = u · u = uTu = |u|2 ∈ R

es decir, el producto escalar de un vector consigo mismo es igual a su módulo al cuadrado. El
producto escalar permite definir el concepto de ortogonalidad entre vectores y entre subespacios
vectoriales. Dos vectores no nulos son ortogonales si y sólo si

⟨u,v⟩ = u · v = uTv = vTu = |u||v|cos(θ) = 0

ya que, para cumplirse la ecuación necesariamente θ = π/2.

Ejercicio 6. Sean los vectores u = [2, 1]T , v = [−1, 3]T . Calcular el producto escalar ⟨u,v⟩ y
el ángulo en grados entre los dos vectores.

Complemento ortogonal

Sea V ∈ Rm un subespacio vectorial de Rm. Se llama Complemento Ortogonal de V al
espacio V ⊥ tal que

V ⊥ = {x|⟨z,x⟩ = 0,∀z ∈ V }

Se tiene que V y su complemento ortogonal están en suma directa (ortogonal)

V ⊕ V ⊥ = Rm

es decir, todo vector w ∈ Rm puede descomponerse, de manera única, como suma de dos
vectores

w = z+ x, z ∈ V, x ∈ V ⊥

Ejercicio 7. Dado el subespacio vectorial V ∈ R3 generado por los vectores u1 = (1, 2, 1)T ,u2 =
(−1, 0, 0)T , es decir, V = L[u1,u2]. Demostrar que su complemento ortogonal es V ⊥ = L[u3],
siendo u3 = (0, 1,−2)T . Verificar que un genérico vector w ∈ R3 puede escribirse de manera
única como suma de un elemento de V y uno de V T . Por último, verificar que el vector w =
(0, 1, 2)T sólo puede escribirse en la forma

4

5

1
2
1

+
4

5

−1
0
0

− 3

5

 0
1
−2

 =

 0
8/5
4/5

+

 0
−3/5
6/5

 =

0
1
2


Finalmente, se observa que es posible definir también un producto entre vectores de la forma

columnas por filas, cuyo resultado es una matriz. Sean un,1,vn, 1 vectores de Rn. Entonces

un,1(un,1)
T = un,1u

T
1,n = An,n

Esta operación será utilizada para descomponer una matriz mediante la técnica de valores
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singulares.

A.1.2. Sistemas Lineales

Con estas nociones puede definirse el problema fundamental del Álgebra Lineal, que consiste
en la resolución del Sistema de Ecuaciones Lineales definido por

Ax = b

donde A ∈ Rm,n es la matriz de sistema, x ∈ Rn es el vector de incógnitas y b ∈ Rm es
el vector de datos. Si b = 0 el sistema Ax = b es homogéneo. El conjunto de soluciones de
un sistema homogéneo es un espacio vectorial. Dependiendo de los valores m y n el análisis y
resolución del sistema presenta distintos escenarios. Existe una multitud de aplicaciones basadas
en resolver sistemas lineales. Uno de los retos más importantes del cálculo cient́ıfico es conseguir
una resolución computacionalmente eficiente a través de algoritmos.

Dependiendo del número de ecuaciones m y del número de variables incógnitas n, los
sistemas lineales se clasifican en sobredeterminados si m > n e indeterminados si m < n.
Si m = n el sistema es cuadrado.

Un sistema lineal se dice Bien Planteado en el sentido de Hadamard si se cumplen 3
condiciones:

1. Existe solución.

2. Es única.

3. Depende con continuidad de los datos del problema.

Si alguna de las tres propiedades no se cumple el sistema se dice de mal planteado.

Se recuerda que un sistema lineal se denomina compatible si existe al menos una solución e
incompatible si no existe ninguna. En caso de tener una única solución el sistema se denomina
compatible determinado.

La última de las tres propiedades que verifica un Sistema Bien Planteado (Dependencia
Continua) se resume en que si los datos del problema tienen pequeñas perturbaciones la solución
del problema también tendrá pequeñas perturbaciones en sus componentes. Se puede analizar
considerando el número de condicionamiento del sistema, lo que se verá más adelante al apoyarse
en el concepto de autovalor.

A.1.3. Matriz Identidad e Inversa

Para la resolución de sistemas lineales de tipo cuadrado (m = n) la opración de inversión
matricial es una herramienta fundamental. Primeramente, es necesario introducir la definición
de Matriz Identidad. Se trata de una matriz cuadrada, denotada por In ∈ Rn,n tal que

Inx = x, ∀x ∈ Rn

es decir, deja invariante al vector sobre el que actúa. Por ejemplo, en R3 se tiene1 0 0
0 1 0
0 0 1

x1

x2

x3

 =

x1

x2

x3
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y, en general, denotando ai,j ∈ In a la genérica componente, se tiene ai,j = 0 si i ̸= j y ai,j = 1
∀i.

Si A ∈ Rn,n es una matriz invertible, se define su matriz inversa como la matriz A−1 ∈ Rn,n

tal que
A−1A = AA−1 = In

Por tanto, se resuelve (cuando sea posible) el sistema cuadrado

Ax = b

multiplicando por la inversa A−1 y obteniendo su solución x en la forma

A−1Ax = Inx = x = A−1b

El algoritmo para el cálculo de la inversa de una función se aplica en Matlab mediante el
comando inv.m. Este algoritmo se basa en la factorización LU de una matriz, que se verá más
adelante al definir el proceso de Eliminación de Gauss para la resolución de sistemas lineales.

A continuación se definirá el concepto de Dependencia e Indepenedencia Lineal entre vec-
tores, lo que permite definir los Sistemas de Generadores y extraer de ellos unas bases. Gracias
a la operaión de producto escalar se podrán caracterizar las bases ortogonales. Fijadas las bases
se puede asociar a una matriz su única representación en términos de una aplicación lineal y
definir los espacios imagen y núcleo que caracterizan la transformación.

Luego, se pasará a medir vectores y matrices mediante el concepto de norma y, finalmente,
enerǵıa. Se presentarán las normas más comunmente utilizadas y la relación especial entre
la norma eucĺıdea y el producto escalar. Con la definición de algunos tipos y estructuras de
matrices particularmente simples y la importante operación de trasposición se introducirán las
matrices simétricas, las ortogonales y las definidas positivas. Esto permitirá definir y clasificar
las formas cuadráticas atendiendo a su signo.

Para su clasificación se considera el problema de autovalores y la información fundamental
que se obtiene al resolverlo. El conocimiento de los autovalores del problema será fundamental
para determinar el condicionamiento de un sistema y permitirá saber si el sistema está bien
planteado.

Tras introducir las Factorizaciones de Cholesky y QR se observará cómo resolver, mediante
descomposición espectral, el problema de la diagonalización y se generalizará esta teoŕıa al caso
no cuadrado mediante la técnica de Descomposición en Valores Singulares.

A.1.4. Espacios Vectoriales

Un Espacio Vectorial es un conjunto no vaćıo de infinitos elementos, llamados vectores,
cerrado con respecto a las operaciones de suma de vectores y multiplicación por un escalar.

Definición 4. Sean u y v dos vectores genéricos del conjunto V , se dice que V es un Espacio
Vectorial si

αu+ βv ∈ V, ∀α, β ∈ R

La operación anterior recibe el nombre de Combinación Lineal y permite generar, mediante
la variación de αyβ, todos los vectores del espacio.

Ejemplo 7. Los espacios vectoriales en los que más suele trabajarse son los V = Rn. Tienen
dimensión finita n. Un ejemplo de espacio vectorial de dimensión finita es el espacio de las
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funciones continuas en un intervalo, denotado por V = C(I). El conjunto de matrices Mm,n(K)
es un espacio vectorial sobre el cuerpo K de los números reales o complejos.

Definición 5. Si U y V son espacios vectoriales y U ⊂ V entonces U es un subespacio vectorial.

Ejemplo 8. Sean u, v dos vectores de R3. Si los vectores no son paralelos, es decir, no es
múltiplo uno del otro, entonces generan un espacio U de dimensión 2 (un plano que pasa por el
origen), que es un subespacio de V = R3. Si los vectores son paralelos, es decir, uno es múltiplo
de otro, entonces generan un espacio U de dimensión 1 (una recta que pasa por el origen), que
es un subespacio de V = R3.

Ejemplo 9. Dado un espacio vectorial definido por la ecuación

V = (x1, x2, x3) ∈ R3/x1 − 4x2 − 5x3 = 0

Para definirlo en términos de combinaciones lineales, explicitamos x1 en la ecuación

x1 = 4x2 + 5x3

y escribimos un vector genérico de V en la forma

(x1, x2, x3) = (4x2 + 5x3, x2, x3) = α(4, 1, 0) + β(5, 0, 1)

donde α = x2, β = x3 son parámetros reales.

A.1.5. Dependencia e Independencia Lineal

La operación de Combinación Lineal permite definir el concepto de Dependencia e Inde-
pendencia Lineal de un conjunto de vectores.

Definición 6. Se dice que un conjunto de vectores {v1, ...,vm} de Rn es Linealmente Depen-
diente si el sistema de n ecuaciones

m∑
i=1

αivi = α1v1 + ...+ αmvm = 0

tiene únicamente la solución trivial 0, es decir, todos los coeficientes αi son nulos:

α1 = ... = αm = 0

La operación de suma de vectores multiplicados por un escalar
∑m

i=1 αivi utilizada en
la definición anterior es una Combinación Lineal de vectores y genera un vector. Por tanto,
establecer si un conjunto de vectores es linealmente dependiente se reduce a demostrar que el
sistema homogéneo anterior

∑m
i=1 αivi = 0 sólo admite la solución trivial 0.

Observar que un sistema lineal homogéneo es siempre Compatible puesto que siempre tiene
la solución trivial 0 entre sus soluciones, por definición de sistema homogéneo.

Ejemplo 10. Sean los vectores v1 = (1,−1, 0)T ,v2 = (0, 1, 2)T y v3 = (1, 0, 2)T se pide
estudiar si son Linealmente Independientes. Constrimos la combinación lineal

3∑
i=1

αivi = α1v1 + α2v2 + α3v3 = 0
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y resolvemos el sistema homogéneo

α1

 1
−1
0

+ α2

0
1
2

+ α3

1
0
2

 =

0
0
0


definido por las ecuaciones {

α1 + α3 = 0
−α1 + α2 = 0
2α2 + 2α3 = 0

que tiene las infinitas soluciones

ᾱ = (α1, α2, α3)
T = (−α3,−α3, α3)

T ∈ L[(−1,−1, 1)]

luego, los tres vectores son Linealmente Dependientes.

Ejercicio 8. Sean los vectores v1 = (1, 1, 0)T ,v2 = (0, 1, 1)T y v3 = (−1, 2, 1)T . Estudiar si
son Linealmente Independientes.

Rango

Utilizando los conceptos de Dependencia e Independencia Lineal se puede definir el rango
de un sistema de vectores y de una matriz de la siguiente forma:

Definición 7. Sea V un espacio vectorial y {u1, ..., um} un sistema de vectores de V . Se
denomina rango del sistema {u1, ..., um} a la dimensión del subespacio vectorial L[(u1, ..., um)].
Para indicar que el rango del sistema es r, se denota

rg(u1, ..., um) = r.

[35]

Definición 8. Sea A ∈ Rm,n. Si {A1, ..., An} es el sistema de vectores de Rm,1 formado por
las columnas de A, se denomina rango de A al rango de dicho sistema de vectores. Luego

rg(A) = rg(A1, ..., An).

[35]

Es decir, el rango de una matriz es el número máximo de vectores columna de la matriz
que son Linealmente Independientes.

Este número dará la dimensión del espacio imagen R(A) de la aplicación lineal asociada a
la matriz. En general se tiene

Definición 9. La Dimensión de un conjunto de vectores S viene dada por el rango de la matriz
definida por los vectores de S.

Definición 10. Una matriz A ∈ Rm,n se dice de Rango Máximo si

rg(A) = mı́n(m,n)

Una forma rápida de establcer la dependencia o independencia entre vectores consiste en ge-
nerar la matriz con los vectores columna y aplicar el algoritmo de reducción a forma escalonada
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por filas implementado en Matlab con el comando rref(A). Este comando se basa en el proceso
de Eliminación de Gauss que se verá en el contexto de la Factorización LU (Lower-Upper) de
una matriz.

De momento, es suficiente observar que tras aplicar el algoritmo el primer elemento no nulo
de cada fila de una matriz se llama cabecera de fila. Siempre es posible obtener cabeceras
unitarias realizando operaciones elementales (combinaciones lineales entre las ecuaciones).

Definición 11. Una matriz se define en forma reducida por filas si las cabeceras unitarias
están ordenadas (la cabecera de la fila superior aparece siempre a la izquierda de la cabecera de
las filas inferiores).

En cada columa aparece una única cabecera y los vectores columna con cabecera son li-
nealmente independientes.

Ejercicio 9. Dados los vectores

v1 = (4,−5, 7)T , v2 = (2,−3, 4)T , v3 = (1, 1,−2)T , v4 = (2,−1, 1)T ,

Extraer el número máximo de vectores linealmente independientes.

A.1.6. Conjunto de Generadores, Bases y Bases Ortogo-
nales

Conjunto de Generadores

Definición 12. Sea G un conjunto de m vectores G = {v1, ...,v,} de Rn siendo m ≤ n. El
subespacio V ⊂ Rn generado por {v1, ...,v,} se denota por

V = L[v1, ...,vm] ⊂ Rn

y los infinitos vectores de V se generan mediante la operación de combinación lineal:

V = L[v1, ...,vm] = {w ∈ Rn/w =

m∑
i=1

αivi, αi ∈ R} ⊂ Rn

Si los vectores son Linealmente Independientes el espacio V ⊂ Rn generado es de dimensión
m. Si los vectores son Linealmente Dependientes la simensión de V será p < m, siendo p el
número máximo de vectores linealmente independientes del conjunto.

Ejemplo 11. Dados dos vectores u1 = (−1, 1, 0)T ,u2 = (0, 1, 1)T de R3. Calcular las ecuacio-
nes de subespacio U = L[u1,u2] generado y determinar su dimensión.

Se define un elemento genérico de subespacio U

v = αu1 + βu2, α, β ∈ R

En componentes se tiene el sistema de 3 ecuaciones lineales

v1 = −α, v2 = α+ β, v3 = β
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Eliminando parámetros
α = −v1, β = v3

se deduce la ecuación que define el subespacio (lineal):

U = {v = (v1, v2, v3)
T /v2 = v3 − v1} ⊂ R3

Al ser U ⊂ R3 un subespacio y tener que satisfacer una ecuación se deduce que la dimensión
del subespacio U es dim(U)=3-1=2. Observando desde el comienzo que los dos vectores no son
múltiplos se pod́ıa deducir que son independientes, luego generan un subespacio de dimensión
2.

Bases

Definición 13. Sea V un espacio vectorial y sea U ⊂ V , se dice que un sistema {u1, ..., um}
de vectores de U es una base de U si u1, ..., um son linealmente independientes y ∀v ∈ U se
verifica que v es combinación lineal de u1, ..., um. [35]

En otras palabras, una base B de un espacio vectorial V es un sistema de vectores de V
linealmente independientes y generadores del espacio V .

Un Conjunto de Generadores consituido por m vectores no puede ser Linealmente Indepen-
diente (es decir, una base) si m > n. Por ejemplo, m = 3 vectores en un espacio de dimensión
n = 2 no pueden ser linealmente independientes.

Suponiendo independencia lineal si m = n, entonces el conjunto de vectores v1, ...,vm

constituye una base del espacio Rm. La Dependencia Lineal es una forma de redundancia en la
información. En una base no hay redundancia y el número m de vectores independientes define
la dimensión del espacio generado.

Bases Ortogonales

Definición 14. Si el producto escalar entre dos vectores cualesquiera de una base es nulo,
entonces la base es ortogonal:

⟨vi,vj⟩ = vi · vj = 0, i ̸= j

Si además,
⟨vi,vj⟩ = 1,∀i

la base es ortonormal.

A continuación, veremos cómo construir fácilmente una base de un espacio vectorial a partir
de un conjunto de generadores. Para ello, se utiliza el algoritmo de eliminación de Gauss.

Formas escalonadas reducidas por filas

Una manera muy directa de hacerlo consiste en construir la matriz cuyas columnas son
los vectores del conjunto de generadores y luego aplicar el comando rref(A) para obtener una
matriz escalonada por filas cuyas cabeceras definen los vectores independientes.
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Ejemplo 12. Sean los vectores

u1 = (4,−5, 7)T , u2 = (2,−4, 4)T , u3 = (1, 1,−2)T , u4 = (2,−1, 1)T

Determinar el espacio generado, es decir L[(u1,u2,u3,u4)]. Extraer un base de R3 usando la
forma de matriz escalonada por filas.

Utilizando la siguiente sintaxis se define la matriz (en formato racional)

Código A.8: Definir matriz en formato racional

1 u_1=[4,-5,7]'; u_2=[2,-4,4]';
2 u_3=[1,1,-2]'; u_4=[2,-1,1]';
3 format rat

4 A = [u_1 u_2 u_3 u_4]

La Forma Escalonada Rerducida por Filas se obtiene mediante

Código A.9: Obtener matriz escalonada lineal

1 A_red=rref(A)

y se deduce que los primeros tres vectores de R3 son independientes, luego

L[(u1,u2,u3,u4)] = R3.

Para determinar la combinación lineal que permite escribir u4 mediante u1 y u2,u3 (coefi-
cientes o pesos de la combinación lineal) se extrae la última columna de la matriz escalonada

Código A.10: Determinar combinación lineal

1 c=A_red (:,4)

Sistemas de coordenadas

Una vez introducidos los conceptos de base y base ortogonal se puede definir el concepto
de coordenadas en una base. Sea x = (x1, ..., xn)

T un vector de Rn donde (x1, ..., xn) son las
coordenadas en la base canónica ei = (0, .,1., , 0), con ei,i = 1 y ei,j = 0. Sea B = {1, ...,vn}
una base de Rn. Entonces si se definde B = (v1|...|vn) como la matriz asociada a la base B, las
nuevas coordenadas de x en la base B vienen dadas por la (única) solución del sistema lineal

By = x

que es
y = B−1x

Esto quiere decir que P = B−1 es una matriz de peso o cambio de coordenadas del sistema
canónico a un sistema de coordenada definido por B. Este razonamiento se puede extender para
pasar de un sistema de coordenadas asociado a la base B a uno asociado a la base B′.

Ejemplo 13. Dadas las bases

BC = {(1, 0)T , (0, 1)T }, B1 = {(1, 0)T , (1, 1)T }, B2 = {(−1, 1)T , (0, 2)T }
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Escribir las bases en forma matricial. Calcular las matrices de paso

P (BC ,B1), P (B1,B2), P (B2,BC)

Suponer tener un dato x1 = (2, 2, )T en la base canónica. Calcular su coordenadas en las bases
B1yB2.

Escribiendo las matrices en forma matricial se tiene

BC =

(
1 0
0 1

)
, B1 =

(
1 1
0 1

)
, B2 =

(
−1 0
1 2

)

Para calcular la primera matriz de paso

P1 = P (BC ,B1) = (p1|p2)

hay que escribir los vectores de BC en términos de los vectores de B1. Esto equivale a
resolver los dos sistemas

B1p1 = e1, B1p2 = e2,

que se pueden escribir en forma compacta B1P1 = Id, luego P1 = B−1
1 .

Para calcular la matriz de paso

P2 = P (B1,B2) = (p1|p2)

hay que escribir los vectores de B1 en términos de los vectores de B2. Esto equivale a resolver
los dos sistemas

B2p1 = b11, B2p2 = b12,

que se pueden escribir en forma compacta B2P2 = B1, luego P2 = B−1
2 b1.

Finalmente, para calcular la matriz de paso

P3 = P (B2,BC) = (p1|p2)

hay que escribir los vectores de B2 en términos de los vectores de BC . Esto equivale a
resolver los dos sistemas

BCp1 = b21, BCp2 = b22,

que se pueden escribir en forma compacta BCP3 = B2, luego P3 = B2.

Se tiene

P1 = B−1
1 =

(
1 −1
0 1

)
, P2 = B−1

2 B1 =

(
−1 −1
1/2 1

)
,

siendo

P3 = B2 =

(
−1 0
1 2

)
Estas matrices permiten obtener las coordenadas en las otras bases mediante proyección.

Dado, por ejemplo, x1 = (2, 2)T en la base canónica si se quieren conocer sus coordenadas yB1

82
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en B1 se hace la proyección
yB1 = P1x1 = (0, 2)T

Para conocer sus coordenadas yB2 en B2 se hace la proyección

yB2 = P2P1x1 = P2yB1 = (−2, 2)T

Ejercicio 10. Dadas las bases

BV = {(1, 0)T , (1, 1)T }, BN = {(−1, 1)T , (0, 2)T },

Sea u = (3, 7)T un vector expresado en términos de la base canónica BC = {(1, 0)T , (0, 1)T }.
Calcular las coordenadas x de u en la base BV . Definir la matriz de paso P = P (BV ,BN ) y
calcular las coordenadas y de u en la base BN .

Bases Ortogonales

Una base ortogonal implica que un vector genérico w ∈ Rn se expresa de manera única en
esta base mediante sus componentes:

w =

n∑
i=1

wivi

y se deduce por las propiedades de ortogonalidad y normalidad la fórmula para los coeficientes
(pesos) en una base ortonormal

⟨w,vi⟩ = x · vi =

n∑
i=1

wivi · vi = wi||vi||2 = wi

Si la base es únicamente ortogonal la fórmula es

wi =
⟨w,vi⟩
||vi||2

∈ R

Bases Ortonormales

Las bases ortonormales son bases ortogonales cuyos vectores tienen norma unitaria. La base
canónica es el ejemplo más utilizado de base ortogonal. Mediante el algoritmo de ortonormali-
zación de Gram-Schmidt de cualquier base se puede extraer una base ortogonal. Este algoritmo
se basa en la factorización QR de una matriz que se verá más adelante.

A.1.7. Matrices asociadas a Transformaciones Lineales

Las matrices A ∈ Rm,n pueden identificarse con Transformaciones Lineales definidas por la
actuación que tiene la operación multiplicación matriz por vector sobre todos os vectores de un
espacio vectorial. En concreto se tiene:

Definición 15. Dadas las bases canónicas de los espacios vectoriales RmyRn y dada una ma-
triz A ∈ Rm,n. Entonces existe una única Transformación Lineal definida, mediante las báses
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canónicas, en la forma
T (x) = Ax ∈ Rm,∀x ∈ Rn

La aplicación construida, T : Rn → Rm tal que T (x) = Ax es lineal ya que verifica la propiedad

T (αx+ βy) = αT(x) + βT(y),∀α, β ∈ R

Ejemplo 14. Dada la aplicación T : R2 → R2 definida por

T (x, y) = (x− y, x2)

Demostrar que no es lineal. Para ello, sean u = (u1, u2)
T ,v = (v1, v2)

T y α, β ∈ R. Se tiene

T (αu+ βv) = (αu1 + βv1 − αu2 − βv2, (αu1 + βv1)
2)

Por otra parte
αT (u) + βT (v) = (αu1 + βv1 − αu2 − βv2, (αu

2
1 + βv21)

luego la aplicación no es lineal, ya que las segundas componentes son, en general, distintas:

(αu1 + βv1)
2) ̸= αu2

1 + βv21

Por construcción, una aplicación lineal siempre manda el cero al cero, es decir,

T (0) = 0

Esta propiedad es necesaria, pero no suficiente (como demuestra el ejemplo anterior) para que
una aplicación sea lineal.

Ejercicio 11. Estudiar si las siguentes aplicaciones son lineales:

f(x, y) = (x− y, x+ 1), g(x, y) = (x− y, x)

Respuesta: Se demuestra, aplicando la definición, que g(x, y) es lineal. Basta observar que
es la aplicación lineal asociada a la matriz(

1 −1
1 0

)
Por otra parte, f(0, 0) = (0, 1) ̸= (0, 0), luego f no es lineal. Se verifica que f es una aplicación
af́ın:

f(x, y) =

(
1 −1
1 0

)(
x
y

)
+

(
0
1

)

A.1.8. Espacio Imagen y Núcleo

Dada una matriz A ∈ Rm,n se puedn definir dos subespacios vectoriales que caracterizan el
comportamiento de la matriz y de la aplicación lineal asociada. Observar que dada una matriz
siempre se puede considerar la aplicación lineal asociada f : Rn → Rm definida por

f(x) = Ax

Definición 16. Sea A ∈ Rm,n una matriz y f : Rn → Rm su aplicación lineal asociada. Se
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define el espacio imagen de f, im(f), al subconjunto de Rm dado por

Im(f) = R(A) = {y = Ax ∈ Rm|x ∈ Rn} ⊂ Rm

El conjunto de vectores que pertenecen a la imagen de f es un subespacio vectorial de Rm cuya
dimensión viene dada por el rango de A.

Definición 17. Sea A ∈ Rm,n una matriz y f : Rn → Rm su aplicación lineal asociada. Se
define el espacio del núcleo de f, ker(f), al subconjunto de Rn dado por

Ker(f) = N (A) = {x ∈ Rn|Ax = 0 ∈ Rm} ⊂ Rn

El conjunto de vectores que pertenecen al Núcleo (Kernel) de f es un subespacio vectorial de
Rn.

La imagen de la transformación lineal es el espacio imagen

Im(f) = R(A)

y viene dado por todos los vectores y ∈ Rm tales que el sistema y = Ax es compatible. El
espacio imagen viene generado por los vectores imagen de la base canónica.

El núcleo de la transformación lineal es el espacio

Ker(f) = N (A)

y viene definido por las soluciones del sistema de ecuaciones lineales

f(x) = Ax = 0m

Para estudiar los sistemas lineales puede utilizarse la Fórmula de la dimensión que
explica la relación entre los subespacios imagen y núcleo:

Teorema 6. Sea A ∈ Rm,n una matriz y f : Rn → Rm su aplicación lineal asociada. Se tiene
entonces

n = dimR(A) + dimN (A)

Observar que dimR(A) ≤ m porque es un subespacio. Lo mismo ocurre con el espacio
núcleo de la aplicación: dimN (A) ≤ n.

Definición 18. Sea A ∈ Rm,n una matriz y f : Rn → Rm la aplicación lineal asociada. Si
N (A) = {0} entonces se dice que la aplicación lineal es inyectiva. Si R(A) = Rm se dice
que la aplicación lineal es suprayectiva. Una aplicación lineal inyectiva y suprayectiva se dice
biyectiva o isomorfismo.

En Matlab existen los comandos null(A) y orth(A) que permiten calcular una base orto-
normal de los subespacios vectoriales N (A) y R(A) respectivamente.

Ejercicio 12. Dada la matriz 1 −2 0
0 0 0
2 −4 0


3,3
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Definir la aplicación lineal asociada. Calcular la dimensión imagen R(A) y del núcleo N (A).
Calcular una base de los mismos. Determinar si la aplicación es inyectiva, suprayectiva o bi-
yectiva.

Ejercicio 13. Dada la matriz  2 1
1 0
−1 1


3,2

Definir la aplicación lineal asociada. Calcular la dimensión imagen R(A) y del núcleo N (A).
Calcular una base de los mismos. Determinar si la aplicación es inyectiva, suprayectiva o bi-
yectiva.

A.1.9. Normas

La norma generaliza el concepo de módulo de un vector y permite medir matrices y dis-
tancias entre ellas. Se puede, por tanto, medir la distancia entre dos imágenes o calcular el
residuo o error cometido al realizar numéricamente una descomposición o una factorización.
Las normas aparecen en la definición de los funcionales de enerǵıa en cálculo variacional y en
las funciones de pérdida en aprendizaje automático. A continuación se verán las normas p,
que son las normas asociadas a los espacios de Lebesgue. En el contexto del cálculo numérico
discreto, se tiene:

Definición 19. La norma p de un vector x ∈ Rn se calcula mediante la forma

||x||p = (
∑
i

|xi|p)1/p, ∀p ∈ R, p ≥ 1

Para medir la longitud de un vector, en cualquier dimensión se utiliza la norma p. Depen-
diendo del valor de p se obtienen distintas mediciones. El concepto de norma es más general.
Cualquier campo escalar que cumpla con las 3 propiedades siguientes es una norma.

Definición 20. Sea f : Rn → R una función (campo escalar) que verifica las siguientes
propiedades:

1. f(x) = 0 ⇐⇒ x = 0 ∈ Rn

2. f(x+ y) ≤ f(x) + f(y), ∀x, y ∈ Rn

3. f(αx) = |α|f(x), ∀α ∈ R, ∀x ∈ Rn

entonces f es una norma.

Para p = 2 se tiene la clásica norma Eucĺıdea o norma 2, denotada normalmente sin el
sub́ındice.

||x||2 = ||x|| = (
∑
i

|xi|2)1/2

Para p = 1 se tiene la norma 1

||x||1 = (
∑
i

|xi|)
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Para p = ∞ se tiene la norma ∞ o norma del máximo

||x||∞ = máx
i

|xi|

En Matlab el comando norm calcula la norma de una matriz o un vector. Concretamente,
se tiene:

||x||2 = norm(x, 2) = norm(x)

||x||1 = norm(x, 1)

||x||∞ = norm(x, Inf)

Un vector es unitario si
||x|| = 1

El conjunto de todos los vectores unitarios define la Bola o disco unitario del espacio
considerado. Si todos los vectores de una base ortogonal son unitarios entonces la base se dice
ortonormal. Una base ortogonal siempre se puede ortonormalizar mediante el procedimiento de
Gram-Schmidt. Es importante observar que una norma induce siempre una forma de medir, es
decir una métrica o distancia.

Definición 21. Dados dos vectores x,y en el espacio vectorial V = Rn. La distancia entre
ellos se define por

d(x,y) = ||x− y||

de donde la longitud de un vector, que es la distancia del punto (vector) al origen, se define
como

d(x,0) = ||x||

A menudo se utiliza la norma al cuadrado de un vector, lo que representa la enerǵıa del
vector.

Definición 22. La enerǵıa de un vector se calcula a través del producto escalar del vector
consigo mismo:

⟨v,v⟩ = v · v = ||v||2

Generalizando, se puede escribir la operación de producto escalar mediante la definición de
norma:

⟨u,v⟩ = u · v = uTv = vTu = ||u||2||v||2cos(θ) ∈ R

Para medir una matriz A ∈ Rm,n y definir una distancia en el espacio de las matrices, en
aprendizaje automático se utiliza a menudo la norma de Frobenius definida por

||A||F = (
∑
i,j

|ai,j |2)1/2

Observar que la norma de Frobenius es la norma eucĺıdea del vector generado concate-
nando las componentes de la matriz como un vector mn dimensional. Se tienen las siguientes
afirmaciones de las normas matriciales más utilizadas

||A||1 = máx
j

(

m∑
i=1

|ai,j |),
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||A||∞ = máx
i

(
∑
j=1

|ai,j |),

||A||2 = máx
x≤0,y≤0

Ax · y
||x||2||y||2

En Matlab se utilizan los siguientes comandos:

||A||2 = norm(A, 2) = norm(A)

||A||1 = norm(A, 1)

||A||∞ = norm(A, Inf)

||A||fro = norm(A, fro)

Ejercicio 14. Dadas dos imágenes. Contaminar utilizando modelo ruido gaussiano con paráme-
tros λ = 1, λ = 0,1yλ = 0,01. Calcular la distancia de Frobenius entre las imágenes contamina-
das y la original. Calcular la distancia entre las imágenes originales.

Ejercicio 15. Dada una imagen en color. Pasarla a doble precisión en el intervalo [0, 1] y a
una imagen en escala de grises mediante el comando rgb2gray.m. Calcular sus normas 1, 2,∞
y la de Frobenius. Calcular la enerǵıa

E =
1

2
||x||22 =

1

2

∑
i

|xi|2

A.1.10. Tipos especiales de matrices y formas cuadráticas

Algunos tipos especiales de matrices son muy útiles computacionalmente debido a su es-
tructura. Las matrices diagonales D ∈ R(n, n) se caracterizan por las ecuaciones ai,j si
i ̸= j. La matriz nula es una matriz diagonal con ceros en su diagonal. En Matlab se genera
con el comando zeros(n). La matriz identidad es una matriz digonal, generada mediante el
comando eye(n). Dado un vector v ∈ Rn se define por diag(v) a la matriz cuadrada cuya
diagonal viene dada por las componentes del vector. El mismo operador aplicado a una matriz
en la forma diag(A) extrae de la matriz un vector formado por los elementos de la diagonal.
Multiplicar un vector por una matriz diagonal es computacionalmente eficiente

diag(v)x = v ⊙ x

y corresponde a rescalar cada componente xi por el escalar vi. Es eficiente también invertir una
matriz diagonal

diag(v)−1 = diag([1/v1, ..., 1/vn])

lo que sólo es posible si vi ̸= 0,∀i.

Las matrices triangulares inferiores y superiores que tienen ceros por arriba y por abajo,
respectivamente, de la diagonal principal son fundamentales. Los comandos que extraen de una
matriz A su parte triangular inferior y superior son tril(A) y triu(A), respectivamente. Si la
matriz no es cuadrada, los mismos comandos dan como resultado matrices trapezoidales.

La matriz simétrica definida mediante la operación de trasposición es otra estrucutra
muy importante.

Definición 23. Sea A = (ai,j) una matriz cuadrada. Se dice que A es simétrica si ai,j = aj,i,
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es decir, si se verifica la ecuación matricial

AT = A

Otras de las matrices cuya estrucutra resulta muy relevante son las matrices ortogonales,
cuyos vectores filas (respect. columna) son mutuamente ortogonales. Si además tienen norma
unitaria, la matriz es ortonormal.

Definición 24. Sea A = (ai,j) una matriz cuadrada. Se dice que A es ortogonal si ai,j = aj,i,
es decir, si se verifica la ecuación matricial

ATA = AAT = In

Una propiedad importante que se deduce a partir de la unicidad de la matriz inversa es que
una matriz ortogonal puede invertirse simplemente trasponiendo sus componentes:

A−1 = AT

Formas Cuadráticas

En primer lugar se define la forma cuadrática asociada a una matriz cuadrada.

Definición 25. Sea A ∈ Rn,n una matriz cuadrada. Se dice que la forma cuadrática q : Rn → R
definida por

q(x) = xTAx

está asociada a la matriz A.

Equivalentemente, puede escribirse:

q(x) = xTAx =
∑

i = 1n
∑

j = 1nAi,jxixj

Se pueden ahora definir las matrices Definidas Positivas mediante el signo de la forma
cuadrática asociada.

Definición 26. Sea A ∈ Rn,n. Se dice que A es Definida Positiva si la forma cuadrática
q : Rn → R definida por q(x) = xTAx verifica:

q(x) = xTAx > 0,∀x ∈ Rn,x ̸= 0

Se obtienen definiciones análogas para matrices Semi-Definidas Positivas, que son siem-
pre no negativas

xTAx ≥ 0,∀x ∈ Rn,x ̸= 0

Por otro lado, las matrices Definidas Negativas se caracterizan por satisfacer la desigualdad

xTAx < 0,∀x ∈ Rn,x ̸= 0

y las Semi-Definidas Negativas se obtienen al relajar la desigualdad anterior

xTAx ≤ 0,∀x ∈ Rn,x ̸= 0
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Finalmente, las matrices Indefinidas se obtienen cuando ninguna de las desigualdades ante-
riores es cierta.

La matriz que define una forma cuadrática no tiene porqué ser simétrica. Sin embargo, no
hay pérdida de generalidad si se considera que es simétrica. Esto es aśı ya que

⟨x, Ax⟩ = xTAx = xTBx = ⟨x = Bx⟩

si

B =
1

2
(A+AT ),

es decir, si B es la parte simétrica de A.

La notación de producto escalar introducida en la igualdad xTAx = xTBx = ⟨x permite
obtener este resultado utilizando la propiedad de simetŕıa del producto escalar (una función
bilineal simétrica).

En general, no es fácil determinar el carácter de una forma cuadrática excepto en algunos
casos más evidentes. Sin embargo, el cálculo de los autovalores de la matriz proporciona un
criterio muy simple. De momento, se va a considerar la interpretación gráfica de estos conceptos
mediante Matlab u Octave.

Ejemplo 15. Sean dadas las formas cuadráticas

q1(x, y) = 2x2 + 4xy + 2y2, q2(x, y) = −2x2 + 4xy − 2y2,

q3(x, y) = −2x2 + 4xy + 2y2, q4(x, y) = 2x2 + 4y2

Clasificarlas utilizando métodos gráficos.

Estas consideraciones serán esenciaes a la hora de optimizar formas cuadráticas o funciones
aproximadas localmente por ellas mediante los Desarrollos de Taylor de orden II. Las gráficas
de las formas cuadráticas se pueden obtener con los comandos:

Código A.11: Obtener gráficas de las formas cuadráticas

1 A = [-2 4; 0 2]; B = (1/2)*(A+A');
2 syms x y real

3 X = [x y]';
4 q = expand(X'*B*X);
5 Z = 0*x+0*y %plano de ecuacion z = 0

6 figure

7 fsurf(q,[-1,1,-1,1],'MeshDensity ' ,100)
8 hold on

9 fsurf(Z,[-1,1,-1,1],'FaceAlpha ' ,0.2,'MeshDensity ' ,40)
10 xlabel('x'),ylabel('y')

donde se ha simetrizado la matriz de las formas cuadráticas. A través del siguiente código
se pueden definir las dos variables reales (x, y), almacenarlas en un vector X = (x, y) ∈ R2 y
calcular expĺıcitamente la forma cuadrática.

Código A.12: Calcular forma cuadrática

1 syms x y real

2 q = expand(X'*B*X)
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Como se quiere representar un campo escalar q = (x, y) de varias variables (2 en este
caso), se utiliza para su graficación el comando fsurf(q,[-1,1,-1,1], ’MeshDensity’,100) en
un dominio definido Dq = [−1, 1,−1, 1] y con una denisidad de puntos prefijada. El comando
FaceAlpha confiere transparencia a la gráfica del plano para estudiar el signo de la forma
cuadrática.

(a) q1(x, y) = 2x2 + 4xy + 2y2 (b) q2(x, y) = −2x2 + 4xy − 2y2

Figura A.6: Se verifica gráficamente que q1(x, y) y q2(x, y) son definida positiva
y definida negativa, respectivamente, puesto que toman valores por encima del
plano de ecuación z = 0 y por debajo, respectivamente.

Figura A.7: Se verifica gráficamente que q3(x, y) es una forma cuadrática indefi-
nida puesto que toma valores por encima y por debajo del plano de ecuación z =
0. Observa que esta función no tiene mı́nimos ni máximos.

A.1.11. Autovalores y autovectores

Definición 27. Dada una matriz cuadrada A ∈ Rm,n el Problema de autovalores consiste en
encontrar un número escalar λ ∈ R (que puede ser complejo) y un vector no nulo x ∈ Rn,x ̸= 0
tales que

Ax = λx

donde λ es autovalor y x autovector. El conjunto de autovalores de una matriz se llama
espectro y se denota por

σ(A) = λ1, ..., λn

La cantidad ρ(A) es el Radio Espectral definido por el autovalor módulo máximo:

ρ(A) = máx
i

{|λi|}
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Figura A.8: Se verifica gráficamente que q4(x, y) es una forma cuadrática definida
positiva ya que toma valores por encima o iguales a los del plano de ecuación z
= 0. Observa que esta función tiene un único punto de mı́nimo absoluto.

Los autovectores definen direcciones invariantes de la trasformación lineal asociada a
la matriz. Si x es autovector entonces αx, α ̸= 0 es autovector. Puede existir el autovalor nulo
λ = 0, pero, por definición, no existe el autovector nulo. Los autovalores se pueden calcular
resolviendo la ecuación caracteŕıstica (polinómica) de grado n:

pA(λ) = det(A− λI) = 0 (A.1)

La teoŕıa de los sistemas lineales permitirá deducir la ecuación A.1 para la caracterización
de los autovalores. De momento se observa que la ecuación A.1 es no lineal y no existen
fórmulas anaĺıticas exactas para su resolución cuando el grado del polinomio es elevado. En
general, las ecuaciones no lineales se resolverán mediante algoritmos numéricos que darán una
solución aproximada del problema. Sin embargo, al ser polinómica existen resultados teóricos
sobre el número y signo de sus ráıces reales, que serán utilizados a continuación. Por elTeorema
Fundamental del Álgebra se tiene:

Teorema 7. Toda matriz cuadrada de orden n con coeficientes complejos tiene n autovalores,
reales o complejos, iguales o distintos.

Definición 28. El número de veces que un autovalor λ aparece como ráız del polinomio carac-
teŕıstico es la multiplicidad algebraica y se denota por mA(λ)

Asociado a cada autovalor hay un autoespacio definido por:

Definición 29. Sea A una matriz cuadrada y sea λ un autovalor de A. El autoespacio asociado
al autovalor se define mediante el núcleo de la aplicación lineal asociada a la matriz A − λI ,
siendo I la matriz identidad. En fórmulas

E(λ) = N (A− λI) ⊂ Rn

Para calcular los autovectores que están en cada autoespacio hay que calcular una base del
subespacio E(λ) = N (A− λI).

Definición 30. La dimensión de cada autoespacio,

dim(E(λ)) = dim(N (A− λI))

da la multiplicidad geométrica mG(λ) del autovalor.
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Caṕıtulo A. Conceptos previos de Álgebra Lineal

Siempre se tiene que
mG(λ) ≤ mA(λ)

Es decir, la multiplicidad geométrica nunca puede ser mayor que la multiplicidad algebraica.

Ejemplo 16. Sea la matriz

A =

 1 2 2
−1 4 1
−2 2 5


3,3

Calcular su espectro y la multiplicidad algebraica y geométrica de cada autovalor. Encontrar
expĺıcitamente las ecuaciones que definen a los autoespacios. Determinar su factorización es-
pectral

AV = V D

Hay dos autoespacios asociados a los autovalores λ1 = 3 (de multiplicidad algebraica 2) y
λ2 = 4. Se tiene

E(λ1) = E(3) = (x, y, z)/x = y + z,

de dimensión 2, luego la multiplicidad geométrica es 2. Por otro lado,

E(λ2) = E(4) = (x, y, z)/x = 2y, z = 2y

tiene dimensión 1, luego la multiplicidad geométrica es 1. Hay diagonalizabilidad.

El cálculo de autovalores se realiza mediante un algoritmo iterativo que está basado en la
factorización QR (que se presenta más adelante) obtenida utilizando el algoritmo de ortonor-
malización de Gran-Schmidt. En Matlab el método QR está implementado con la función eig.
La sintaxis es: D = eig(A) para obtener un vector D que contiene todos los autovalores de A.
En la forma

[V,D] = eig(A)

se obtiene también la matriz V cuyas columnas son los autovectores de A y que satisface la
relación

AV = V D

denominada Factorización espectral para la matriz cuadrada A.

A.1.12. Diagonalizabilidad

El conocimiento del espectro de una matriz permite resolver el problema de la diagonaliza-
bilidad. No todas las matrices cuadradas son diagonalizables.

Definición 31. Sea A una matriz cuadrada de prden n, A ∈ Rn,n. Se dice que A es diagona-
lizable si existe una matriz cuadrada no singular V tal que

V −1AV = D = diag(λ1, ..., λn)

La matriz V se construye almacenando los autovectores que se corresponden con los au-
tovalores que están en la diagonal de la matriz D siguiendo exactamente el mismo orden. En
concreto, sea λi un autovalor de multiplicidad algebraida mA. Sus autovectores asociados se
determinarán resolviendo el sistema cuadrado homogéneo

B(λix = (A− λiI)x = 0 (A.2)
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e imponiendo la existencia de infinitas soluciones del sistema A.2. La dimensión del espacio de
soluciones es la multiplicidad geométrica mG del autovalor.

Teorema 8. Sea A una matriz cuadrada de orden n, A ∈ Rn,n. Una condición suficiente
para la diagonalizabilidad es que la matriz tenga n autovalores reales y distintos.

Esto es porque autovalores distintos tienen autovectores linealmente independientes.

Ejercicio 16. Sea la matriz

A =

−2 −2 3
−5 1 3
−6 0 5


3,3

Demostrar que es diagonalizable calculando las matrices V y D tales que

A = V DV −1

Teorema 9. Una condición necesaria y suficiente para la diagonalizabilidad es que

mA = mG

El teorema afirma que la multiplicidad algebraica mA de cada autovalor (número de veces
que aparece como ráız del polinomio caracteŕıstico) coincida con su multiplicidad geométrica
mG (dimensión del autoespacio). Se dirá entonces que la matriz es diagonalizable. La matriz V
tiene por columnas los autovectores de A que forman una base del espacio. En efecto se tiene

Teorema 10. Toda matriz A de dimensión n y coeficientes reales es diagonalizable si, y sólo
si, existe una base de Rn formada por autovectores.

Ejemplo 17. Demostrar que la matriz A es diagonalizable siendo

A =

0 0 2
0 2 0
2 0 0


3,3

La matriz es simétrica y tiene sólo 2 autovalores distintos:

λ1 = −2, λ2 = 2

siendo el segundo de ellos de multiplicidad algebraica m2 = 2. Los autovectores asociados al
segundo autovalor son del tipo

v2 = (a, b, a)T = a(1, 0, 1) + b(0, 1, 0)

luego, hay diagonalizabilidad puesto que el auto-espacio asociado tiene dimensión 2, ela multi-
plicidad geométrica de λ2.

Ejemplo 18. Establecer si la matriz A es diagonalizable siendo

A =

 1 0 0
2 2 2
−1 1 3


3,3

La matriz no es diagonalizable. Calculando los autovalores (a mano o con el algortimo eig
de Matlab) se obtiene

λ1 = 1, λ2 = 4
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y se observa en la matriz D

D =

4 0 0
0 1 0
0 0 1


3,3

que el primer autovalor, λ1 = 1, es doble, es decir, con multiplicidad algebraica ma(λ1) = 2 y
el segundo, λ2 = 4, es simple, ya que su multiplicidad algebraica ma(λ2) = 1. Los autovectores
asociados al segundo autovalor, que es simple, son del tipo

v2 = (0, a, a)T , a ∈ R

y las multiplicidades geométrica y algebraica coinciden y dim(E(λ2))=1 (dimensión del auto-
espacio). Esto ocurre siempre que el autovalor es simple. De hecho, no es necesario siquiera
comprobarlo. Si el autovalor es simple, entonces el autoespacio es de dimensión 1.

Los autovectores asociados al primer autovalor, que es doble, son del tipo

v1 = (0,−2a, a)T , a ∈ R

luego, el autoespacio E(λ1) tiene dimensión 1, dim(E(λ1))=1, no puede obtenerse una base de
autovectores y no hay diagonalizabilidad.

La diagonalizabilidad se puede definir siguiendo la siguiente interpretación. Una matriz A
es diagonalizable si es semejante a una matriz diagonal. En efecto, se tiene la siguiente
definición de semejanza.

Definición 32. Dos matrices cuadradas A,B, de las mismas dimensiones se dicen semejantes
y se denota por

A ∼ B

si existe una matriz no singular P tal que

P−1AP = B

Todas las matrices semejantes tienen el mismo polinomio caracteŕıstico y, por tanto, el
mismo espectro (mismos autovalores).

Ejercicio 17. Sean dadas las matrices−3 −1 1
1 −6 1
1 −2 −3


3,3

,

−4 −1 −1
−1 −5 1
−1 0 −3


3,3

Estudiar su diagonalizabilidad.

Para las matrices simétricas se tiene un resultado más fuerte.

Teorema 11. Toda matriz simétrica de coeficientes reales es ortogonalmente diagonalizable y
sus valores propios son reales.

Formas Cuadráticas

Una aplicación importante del espectro de una matriz es la posibilidad de clasificar la forma
cuadrática asociada

q(x) = xTAx
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En las secciones anteriores se estudió su clasificación a través de métodos gráficos. En
esta sección se verá la manera de hacerlo mediante métodos anaĺıticos y numéricos utilizando
la teoŕıa del problema de autovalores. En términos del espectro de una matriz, se tienen las
siguientes definiciones.

Definición 33. Se dice que una matriz cuadrada A es Definida Positiva si su espectro es
positivo y Semi-Definida Positiva si su espectro es no negativo (al menos un autovalor es
nulo). Definiciones análogas se obtienen para matrices Semi-Definidas Positivas, donde

xTAx ≥ 0

y los autovalores son todos no negativos, las Definidas Negativas, donde

xTAx < 0

y los autovalores son todos negativos, las Semi-Definidas Negativas, donde

xTAx ≤ 0

y los autovalores son todos no positivos y las Indefinidas, que no tienen signo definidos (es
decir, hay autovalores positivos y negativos).

Ejercicio 18. Sea dada la matriz 10 2 1
2 1 0
0 0 10


3,3

Demostrar que es simétrica y definida positiva. Calcular una base de autovectores ortonormal.
Dado el vector u = (1, 0, 1)T calcular sus coordenadas en la base ortonormal.

A.1.13. Operadores Traza y Determinante

El operador Traza es un campo escalar que calcula la suma de los elementos de la diagonal
de una matriz cuadrada.

Definición 34. Sea A ∈ Rn. Se define a Traza de A por

Tr(A) =
∑

iai,i

La Traza de una matriz cuadrada puede calcularse en Matlab utilizando el comando tra-
ce(A).El operador Traza es invariante frente a la operación de trasposición:

Tr(A) = Tr(AT )

Permite dar una definición alternativa a la Norma de Frobenius de una Matriz:

||A||F = (Tr(AAT ))1/2

El operador Determinante de una matriz cuadrada A ∈ Rn,n es otro campo escalar con
numerosas aplicaciones que se define de forma recursiva mediante la Regla de Laplace.

Definición 35. Sea A ∈ Rn,n. El determinante de la matriz A se define mediante la expresión

det(A) =

{
a1,1 n = 1∑n

j=1 △i,jai,j , n > 1,∀i = 1..n
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siendo △i,j los co-factores de la matriz A, que se calculan con la fórmula

△i,j = (−1)i+jdet(Ai,j)

y donde Ai,j denota la matriz que se obtiene al eliminar la i-ésima fila y j-ésima columna de
A.

El algoritmo que corresponde a la fórmula recursiva tiene complejidad 2(n+1)! y sólo seŕıa
utilizable para matrices de pequeña dimensión. Un algoritmo mucho más eficiente y que se
usa en la práctica (pues es la base del algoritmo que se implementa en Matlab, det(A)) se
obtiene a través de la técnica Factorización LU o proceso de Eliminación de Gauss. Su
complejidad es de orden polinómico n3. El cálculo del determinante de una matriz cuadrada
permite establecer si esta es invertible.

Definición 36. Sea A ∈ Rn,n una matriz cuadrada. Si det(A) = 0, la matriz se dice singular
y, por tanto, no es invertible. Si det(A) ̸= 0 la matriz es invertible.

La condición de anulación del determinante se utiliza para forzar que el sistema A.2 tenga
infinitas soluciones. Otra propiedad importante del determinante es que si A = BC entonces

det(A) = det(B)det(C)

A través del conocimiento del espectro de una matriz, es decir, sus autovalores, se puede calcular
el determinante y la traza mediante las fórmulas:

det(A) =

n∏
i=1

λi,Tr(A) =

n∑
i=1

λi

además de las normas espectral (norma eucĺıdea para matrices cuadradas)

||A||2 =
√

λmáx(ATA)

y de Frobenius

||A||F = (
n∑

i=1

λ2
i )

Condicionamiento de un Sistema

Conociendo los autovalores máximo y mı́nimo de una matriz que define un sistema se puede
calcular una constante llamada número de condición espectral de la matriz, definida por

K(A) =
λmáx

λmı́n

Para obtener este número con Matlab se utiliza el comando cond(A).

Ejercicio 19. Sea dada la mtriz de Hilbert de orden n definida por

ai,j =
1

i+ j − 1
, i, j = 1..n

que en Matlab puede construirse usando el comando hilb(n). Calcular el condicionamiento de
la matriz de Hilbert de orden n para n=1..100 y representar gráficamente su comportamiento.
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Factorización de Cholesky y Factorización QR

La factorización de Cholesky se utiliza para un tipo especial de matrices y es muy útil
computacionalmente.

Definición 37. Sea A una matriz cuadrada. Si A es simétrica y definida positiva entonces
existe una Factorización de Cholesky en la forma

A = HHT

donde H es una matriz triangular inferior cuya diagonal está compuesta por elementos positivos.

El coste computacional de esta factorización es de orden n3/3, que es la mitad de la fac-
torización LU. En Matlab este algoritmo está implementado mediante el comando chol(A) y
da como output la matriz triangular superior HT . Informalmente se puede decir que se está
calculando la ráız cuadrada de una matriz siempre que sea simétrica y definida positiva.

Ejercicio 20. Sean dadas las matrices

A1 =

(
2 1
1 5

)
, A2 =

(
2 1
1 0

)
Calcular, si existe, su factorización de Cholesky.

La Factorización QR se utiliza a menudo para trabajar con sistemas Sobredeterminados
(m > n).

Definición 38. Sea A ∈ Rm,n de rango máximo, existe una única Factorización QR, es decir,
existe una matriz Q ∈ Rm,m ortogonal y una matriz R ∈ Rm,m trapezoidal superior tales que

A = QR

En Matlab, el comando para obtener la Factorización es

[Q,R] = qr(A).

Ejercicio 21. Sea dada la matriz

A =


−1 −1 1
1 3 3
−1 −1 3
1 3 7


4,3

Calcular su factorización QR. Comprobar que la norma de Frobenius de la matriz residuo E =
A - QR es de orden 10−15.

A.1.14. Descomposición Espectral

Anteriormente fue visto que dada una matriz cuadrada diagonalizable entonces existe una
matriz cuadrada no singular V tal que

V −1AV = D = diag(λ1, ..., λn)
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Es decir, A es semejante a una matriz diagonal y, por tanto, es diagonalizable. La matriz V
tiene como columnas los autovectores de A que forman una base en el espacio, puesto que es no
singular al ser diagonalizable. Por tanto, se tiene que A puede factorizarse mediante su espectro

A = V DV −1

permitiendo estudiar la estructura de la matriz, su carácter y comportamiento. Si la matriz
dada no es diagonalizable la descomposición espectral sigue siendo cierta en la forma

AV = V D

Teorema 12. Sea dada una matriz cuadrada y simétrica. Entonces el espectro es real y los
autovectores son ortonormales.

Ejemplo 19. Sea dada la matriz simétrica

A =

(
10 −6
−6 5

)
La ecuación caracteŕıstica es:

pA(λ) = (10− λ)(5− λ)− 36 = λ2 − 15λ+ 14 = (λ− 1)(λ− 14)

luego el espectro
σ(A) = {1, 14}

Resolviendo el sistema lineal homogéneo

(A− 14I)v1 = 0

se tiene el autovector normalizado

v1 = (3/
√
13,−2/

√
13)

Resolviendo el sistema lineal homogéneo

(A− I)v2 = 0

se tiene el autovector normalizado

v2 = (2/
√
13, 3/

√
13)

Autovectores que provienen de autovalores distintos son ortogonales:

v1 · v2 = 0

La matriz V que diagonaliza A es ortogonal,

V T = V −1

y verifica

V =
1√
13

(
3 2
−2 3

)
, V TAV = D =

(
14 0
0 1

)
Teorema 13. Dada una matriz cualquiera A ∈ Rm,n, las matrices

ATA ∈ Rn,n, AAT ∈ Rm,m

son cuadradas y simétricas. Sus autovalores son reales y no negativos.
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Este resultado tiene implicaciones importantes al permitir realizar la Descomposición por
Valores Singulares (SVD) de cualquier matriz. Además, afirma que el espectro es no negati-
vo, luego ATA y AAT son semi-definidas positivas o definidas positivas. En cualquier caso,
las formas cuadráticas asociadas son convexas y existe al menos un óptimo del problema de
minimización.
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