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Prefacio

Este documento contiene apuntes relacionados con los siguientes temas de la asig-
natura Diseno y Anélisis de Algoritmos, del Grado en Ingenieria Informética de la
Universidad Rey Juan Carlos, impartida durante el curso 2023-24:

» Tema 1. Introduccion a la Algoritmia (parcialmente)
» Tema 2.1. Preliminares Matematicos

Tema 2.2. Notaciones Asintoticas

Tema 3.1. Anélisis de Algoritmos Iterativos

Tema 3.2. Analisis de Algoritmos Recursivos
Los temas 4, 5 y 6 se cubren en el libro:

» Introduction to Recursive Programming. Manuel Rubio-Sanchez. Taylor & Fran-
cis. 2018.
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Preliminares Matematicos

Los algoritmos pueden entenderse como procedimientos para resolver problemas
computacionales, los cuales a menudo son de caracter matematico, o cuyos enunciados
vienen expresados en términos matematicos. Este capitulo ofrece una visién general de
fundamentos y notaciéon matematica esencial. Esta servira no solo para poder compren-
der los enunciados de los problemas, sino porque es necesaria de cara al andlisis de la
eficiencia de algoritmos, el cual es principalmente tedrico/matemaético.

1.1 Recapitulacién de conceptos y notacién matematica

Este apartado describe varios conceptos matematicos que pueden ser necesarios en
algunos temas tedricos o en ejercicios practicos dentro de la asignatura.

1.1.1 Potencias y logaritmos

Las Tablas 1.1 y 1.2 repasan varias propiedades fundamentales de potencias y lo-
garitmos, respectivamente. Es importante tener en cuenta que a, b, x e y son nimeros
reales con las siguientes restricciones: (1) la base de un logaritmo debe ser positiva y
distinta de 1, (2) un logaritmo s6lo se define para valores positivos (es decir, su argu-
mento debe ser positivo), y (3) el denominador de una fracciéon no puede ser 0. Por
ejemplo, log, = = log, x/log, b solo es valida paraa > 0cona #1,b>0conb# 1,y
x> 0.
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Potencias

e bl =0 e V=1
o DTV = pTtY ° (br)y = %Y = (by)x

o b7 =1/b" o (ab)® = a®b

Tabla 1.1: Propiedades béasicas de potencias.

Logaritmos

o log,b=1 o log,1=0

e log,(zy) = logy () + logy(y) e log,(z/y) = log,(z) — log(y)

o logy(2¥) = ylogyx o log,z = log, /log, b
e log,a=1/log,b o o5y — ylog,z
e log,(b") == o blogra — g

Tabla 1.2: Propiedades basicas de logaritmos.

Las potencias y logaritmos con base mayor que 1, de ntimeros positivos, son funciones
monoétonas crecientes. Por tanto, si 0 < x < y entonces logyz < logyy, v b < Y
(siempre que b > 1).

1.1.2 Coeficientes binomiales

Un coeficiente binomial, denotado como (:Z), es el coeficiente del término ™™ de
la expansion polinémica de (z + 1)™. Por ejemplo, para n = 4:

4 4 4 4 4
(z+1) =12 + 423+ 622 + 4z +1 = <0>x4+ <1>x3+ <2>:p2+ <3>:r—|— <4> (1.1)

Se puede definir como:

n 1 sim=0o0n=m,
= n!
——— en otro caso,

ml(n —m)!

donde n y m son enteros que satisfacen n > m > 0. Ademas, un coeficiente binomial se



Capitulo 1. Preliminares Mateméticos

puede definir de manera recursiva mediante:

n 1 sim=0o0n=m,
= n—1 n—1
m + en otro caso.
m—1 m
Los coeficientes binomiales juegan un papel importante en la combinatoria. En concreto,
(::1) determina el ntiimero de combinaciones de n elementos tomados de m en m. Es
decir, es el namero de formas de en las que es posible seleccionar m elementos de un
conjunto de n elementos diferentes (0 < m < n), donde el orden en que se seleccionan

los elementos no importa.

1.1.3 Funciones de parte entera

Las funciones de parte entera toman un nimero real y devuelven un nimero entero

proximo, sea por exceso o por defecto.

La funcion suelo de un nimero real z, denotada como |z, devuelve el mayor namero
entero igual o menor que x. De manera similar, la funcidn techo de x, denotada como
[x] retorna el namero entero més proximo a x por exceso, es decir, el menor nimero
entero igual o mayor que x. Formalmente se pueden definir mediante:

|z] = méx{m € Z | m < z},
[z] =min{m € Z | m > z},

donde Z representa el conjunto de todos los nimeros enteros, y | debe interpretarse
como “tal que”. La siguiente lista incluye algunas propiedades de estas funciones:

- o) <2 - el >

lx+n]=|z]+n [x+n]=[z]+n

lz] + ly] < [z +y) [z] 4+ [y] > [z +y]
n=|n/2] + [n/2]

n//2=|n/2|

n—2|n/2| =0 < n es par

n>>m=|n/2m|

Ademés:
» |loggp| + 1 = el ntmero de digitos decimales de p
= |logyp| + 1 = el numero de digitos binarios (bits) de p

donde x es un namero real, n es un entero, m un entero no negativo, y p un entero
positivo. Ademas, // y >> representan operadores en Python (y en otros lenguajes de
programacion) que calculan el cociente de una division entera, y realizan un desplaza-
miento de bits a la derecha, respectivamente. Por ultimo, < denota “si y s6lo si”.
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Otras funciones de parte entera usadas frecuentemente son el truncamiento o parte
entera, y el redondeo. El truncamiento o parte entera de x, denotado como [z], devuelve
el nimero entero resultado de ignorar la parte decimal de z. Se puede definir de la
siguiente manera:

[x] siz <O,
|x] siz>0.

[z] =

Finalmente la funciéon redondeo (redon()) asigna a cada x real el valor entero més
proximo a x, .donde si la primera cifra decimal de x es 5 o mayor el redondeo se hace
por exceso, y si la primera cifra decimal es inferior a 5 el redondeo se hace por defecto:

don(z) [t —0,5] siz<0,
redon(x) =
|x+0,5] siz>0.

1.1.4 Vectores y matrices

Los vectores y matrices son elementos fundamentales en cualquier ingenierfa y cam-
po técnico, que facilitan enormemente la descripcion y comunicacion de expresiones y
resultados matematicos. Este apartado introduce algunas definiciones y notacion, mien-
tras que la Seccién 1.1.8 muestra varias relaciones de vectores y matrices con conceptos
de geometria.

Vectores

Un vector v de dimensién finita n se puede interpretar como una coleccién de n
numeros escalares, ordenados en una lista. Si estos son reales diremos que v € R™. A
veces denotaremos los vectores como v = (v1,...,v,), y por defecto se consideraran
vectores columna (en relacion a las filas y columnas de matrices). Por eso, v' denotara
un vector fila.

El vector nulo o cero es aquel que tiene todos sus elementos iguales a cero, y se suele
escribir con 0. Por otro lado, e; suele representar el vector con todos sus elementos
iguales a cero excepto el j-ésimo, que toma el valor 1.

Geomeétricamente, un vector es cualquier ente matemaético que se puede representar
mediante un segmento de recta orientado dentro del espacio euclidiano. Aunque hay que
recordar que la palabra vector se puede usar en términos mas generales para denotar
un elemento de un espacio vectorial (por ejemplo, un vector podria ser un polinomio),
que no se explicard en este documento.

Por ultimo, dado un conjunto finito de n vectores {vi,va,...,v,} (pertenecientes
a un espacio vectorial), se dice que son linealmente independientes si:

a1vi +agve+ -+ apvy, =0

se satisface tnicamente cuando todos los escalares a; = 0. En caso contrario, se dice
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R? R2 R? Vo

V3

(a) (b) (c)

Figura 1.1: Ejemplos de vectores linealmente dependientes en (a) y (b), e independientes
en (c), en R2,

que son linealmente dependientes. La Figura 1.1 muestra varios ejemplos de vectores
linealmente dependientes e independientes. Obsérvese que la propiedad hace referencia
a todo un conjunto de vectores. No tiene sentido decir que un sblo vector es linealmente

dependiente o independiente.

Matrices

De manera similar, una matriz A de dimensiones n x m es una colecciéon de nm

escalares organizados en una cuadricula de n filas y m columnas:

a1 a2 - Aim
a1 az2 - G2m
an,1 Aan2 - Gnm

donde el elemento a; ; de la matriz seria el ubicado en la fila 7 y columna j. Si los ele-
mentos de la matriz son reales diremos que A € R™* (también podrian ser complejos,
por ejemplo).

A continuacion se describen brevemente varias definiciones y caracteristicas de ma-

trices con las que conviene estar familiarizado:

» Matriz cero (0)

Matriz identidad (I)

Matriz diagonal

Matriz triangular superior/inferior

Matriz permutacién

Rango: rg(A), nimero de columnas o filas linealmente independientes de A
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» Traza: tr(A) = > 7 a;;, donde A € R"*"
» Determinante (JA| o det(A))
¢ |ABC| = |BCA| = |CAB|
» Matriz traspuesta (A")
¢ (ABCJ = CBA"
» Matriz simétrica: A = AT
= Matriz inversa: A~1, con A cuadrada, donde rg(A) = n, |A| #0
» Matriz ortogonal: Q'Q = QQ" =1, con |det(Q)| = 1 (y también Q@ = Q1)
» Autovalores (\) y autovectores (v): Av = Av, con v # 0
e Los autovalores son las raices del polinomio caracteristico det(A — \I) =0
= Descomposiciones importantes:

e LU: A =PLU, con P matriz permutacion, L triangular inferior y U trian-
gular superior
e QR: A = QR, con Q ortogonal y R triangular superior

e Descomposicion de autovalores: A = VAV', con A cuadrada e invertible,
V es la matriz cuyas columnas son los autovectores de A y A es la matriz
diagonal con los correspondientes autovalores

e Descomposiciéon de valores singulares: A = UXV' con U y V ortogonales
y 3 diagonal

1.1.5 Limites y la regla de L’Hopital
En primer lugar,

S y
00

c 00
w0

donde ¢ es una constante cualquiera, k es otra constante positiva, y donde oo debe
entenderse como el resultado de un limite. Por otro lado ¢/0 no esté definido y sélo se
puede considerar que es *infinito si el 0 del denominador también es el resultado de un
limite:

k

lim — = y lim — = —o0,
n—0t N n—0— N

donde k es una constante positiva.

Por otro lado, la mayoria de funciones que describen medidas de complejidad compu-
tacional son crecientes y carecen de asintotas horizontales. Por tanto, el limite de estas
funciones, cuando sus parametros tienden a infinito, también es infinito. Por ejemplo:

lim log, n = oo, 0 lim n® = oo,
n—o0 n—oo
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parab>1ya > 0.

A menudo, los costes computacionales de diferentes algoritmos se pueden comparar
a través de limites. Sean f(n) y g(n) dos funciones que expresan costes computacionales
(p.e., namero de operaciones a realizar por dos algoritmos, donde f(n) >0y g(n) > 0,
para n > 0), el limite:

f(n)

n—o0 g(n)

permite comparar los drdenes de crecimiento de f(n) y g(n). Si dicho limite es 0 entonces
el orden de crecimiento de g(n) serda mayor que el de f(n). Si el limite fuera co entonces
f(n) tendria un orden de crecimiento mayor que el de g(n). Por tltimo, si el limite es
una constante mayor que 0 entonces f(n) y g(n) tendran el mismo orden de crecimiento

(no es necesario que el limite sea 1).

A veces, el limite da lugar a la indeterminacion:

L) o
im ——= = —.
n—oo g(n) oo
En ese caso se puede simplificar la fraccién f(n)/g(n) hasta que sea posible obtener
un resultado que no sea una indeterminaciéon. Una estrategia empleada con frecuencia
consiste en aplicar la famosa regla de L’Hopital:
n "(n
) . f)

3 gln) e g(n)

)

donde f'(n) y ¢'(n) son las derivadas de f(n) y g(n), respectivamente. Formalmente,
la regla de L’Hopital s6lo es vélida cuando el limite del cociente de derivadas existe, lo
cual es habitual.

1.1.6 Derivadas

Esta seccién repasa varios conceptos basicos de derivadas, tanto para funciones de
una variable como de varias.

Definicién y propiedades basicas

La derivada de una funciéon f(x) (donde = es una sola variable real), denotada como
1’ (x), se define como el siguiente limite:

o) — 1o L)~ @)

h—0 h ’

el cual debe existir para que la funcién se considere derivable en .

El valor concreto de f/'(z) indica la pendiente de la recta tangente a f en x, es
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Funcién Derivada Funcién Derivada

k 0 ag(x) ag'(z)

, | g(@)+h(z)  ¢@)+ ()

2 0zl g@)-h(z)  ¢(2)-hi@) +g(@) - B ()
) R S B ) ¢(@) ()~ g(x) - H(x)
g gley e mia) ) (1(2))?
(o) e) (b)) - ' (2)

Tabla 1.3: Propiedades bésicas de derivadas.

decir, en el punto (z, f(z)). La Tabla 1.3 muestra varias derivadas béasicas, asi como
algunas propiedades de éstas. La integracion por partes es una técnica tutil para hallar
expresiones de integrales. Existen muchas més que no se van a abordar en estos apuntes.

Multiples variables: gradiente y matriz Hessiana

A menudo las funciones que surgen en problemas computacionales constan de varios
pardmetros o variables. En esos casos es habitual trabajar con las derivadas parciales de
las funciones. Considérese una funcion f(z1,z2,...,z,), donde cada x; es una variable.
La derivada parcial de f con respecto a x; se denota como:

of
81’1’ ’

y consiste en la funcién f derivada con respecto a x;, asumiendo que el resto de las
variables son constantes. Para poder trabajar con todas las derivadas parciales simul-
taneamente surge el concepto de gradiente de una funcién, denotado por Vf, que es el
vector de las n derivadas parciales:

Vf(xl,xg,...,xn):Vf(x):<af ﬁ af),

Ox1 Oxy’ 7 Oxy,

donde x = (x1, 2, ...,x,) simplemente representa el vector con las n variables.

Existen férmulas concisas para representar derivadas de funciones de multiples
variables. La siguiente representa el gradiente de una funcion lineal (a’x = x'a =
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airy + agTo - -+ anTy, que es simplemente el producto escalar entre x y un vector a):

Ox'a QOax

ox  Ox

=a. (1.2)

Como se puede ver, el resultado es simplemente el vector a = (a1, as, ...,ay). Por otro
lado, para expresiones de tipo X' Bx, denominadas formas cuadrdticas, donde B es una
matriz de dimensiones n X n, la derivada con respecto a x da lugar al siguiente gradiente:

Ox'Bx
ox

— (B+B)x. (1.3)

Obsérvese que las dos formulas anteriores son generalizaciones de la derivada, y serian
validas para n = 1.

Asimismo, la matriz Hessiana de f, denotada por V2f, es una matriz cuadrada
n X n (generalmente simétrica) que contiene las derivadas parciales de segundo orden:

’f(x) Pflx)  Pf(x)

am% 0x10x2 0x10x,
Pfx) Pfx) P f(x)
O0x90x1 0x3 Ox90xy

V2 f(x) =

’f(x) 9*f(x) O’ f(x)
0xn,0xr1 Ox,0x2 ox2

La derivada parcial de segundo orden:

9% f(x)
3.’&an

es el resultado de derivar f primero con respecto a x; y después con respecto a x;. Es
decir, es la derivada parcial con respecto a x; de la derivada parcial de f con respecto
a T;.

1.1.7 Integrales

La integral F'(z) de una funcion f(x) se puede describir informalmente como la
antiderivada de f(z). Es decir, F(z) es una funcion tal que si se deriva el resultado
serfa f(z). En otras palabras: F'(z) = f(z). La notacion méas habitual para expresar
F(x) es:

F(x):/f(x)dx.

9
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[ t@)do = Fa)
/da:::c /af(x)da::a/f(a:)dx
[ra="00 1 @)= [t [owa
[lamnid | fumw fos (oesmion po s
[ R -

Tabla 1.4: Propiedades basicas de integrales.

Las integrales definidas, expresadas como:

b
| #@)do = F®) - Pla)

representan el area por debajo de la curva (funcion) f(x) desde a hasta b. La Tabla 1.4
muestra varias integrales basicas, asi como algunas propiedades de éstas (se ha omitido
sumar una constante a las expresiones de F(x)).

1.1.8 Geometria

Este apartado contiene varias definiciones fundamentales asociadas a vectores y
matrices, las cuales pueden interpretarse de manera geométrica, y no sélo algebraica.

Producto escalar y norma

Varios conceptos importantes en geometria estan relacionados con el producto escalar
entre dos vectores. En general, éste se puede definir para vectores de n componentes (o
incluso para elementos mas complejos de un espacio vectorial, como ciertas funciones).
El producto escalar se puede definir y denotar de varias maneras:

—

a-b=(ab)=ab= Zaibi = |a| - |b] - cos(a),

i=1

donde « es el dngulo entre los vectores a y b, y | - | denota el mddulo o norma de un
vector:
al = Jlall; = /a3 + - + a2 = Vara

10
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Esta definicion (||al|2) se conoce como la norma euclidea de un vector, y refleja la nocion
clasica de distancia (euclidea). A menudo se emplea la norma euclidea al cuadrado
(lal3), que conduce a féormulas més sencillas al cancelar la raiz cuadrada. Ademaés,
existen otros tipos de normas que definen la “longitud” de un vector de formas diferentes.
Algunas de las més utilizadas son:

lally = lai| + lag| +-- - + |ax|

|lalloc = méax {a1,a2,...,an}.
i=1,...,n
Por tltimo, también se puede definir el producto escalar entre dos matrices de di-

mensiones n X m de manera analoga. En concreto, es la suma de los productos de los
elementos correspondientes (ubicados en las mismas filas y columnas) de ambas matri-
ces:

n m

j— P — T
(A,B) = E g a;j - b;j =tr(BA").

i=1 j=1
Ademas, existen varias normas sobre matrices. Por ejemplo, la norma Frobenius (|| - || )
es la equivalente a la norma euclidea, y mide la raiz cuadrada de la suma de los elementos
al cuadrado de la matriz:

Ortogonalidad

Se dice que dos vectores son ortogonales si su producto escalar es 0, lo cual ocurre
si son perpendiculares. Si ademaés los vectores tiene médulo 1 decimos que son ortonor-
males. Un conjunto de vectores es ortogonal si cada par de vectores del conjunto son
ortogonales. La ortogonalidad no es una propiedad de un sélo vector, sino de un conjun-
to de ellos. Las matrices ortogonales (también llamadas ortonormales) se caracterizan
porque todas sus columnas son vectores ortonormales entre si.

Matriz de rotaciéon

Cuando multiplicamos un ntimero x por otro y podemos interpretar que estamos
escalando (que es una determinada transformacion) x por y. Es decir, y escala (aumenta
o reduce) el valor de x. De manera anéloga, y hablando de vectores y matrices, es
interesante pensar qué le hace una matriz A de dimensiones n x n cuando multiplica a
un vector v de n componentes. Claramente, el resultado w = Av es otro vector de n
elementos. Para n = 2, multiplicar un vector, el cual podemos representar en un plano,
por una matriz de 2 x 2 simplemente genera un nuevo vector (w) que también quedaria
representado en el plano. Dependiendo de las caracteristicas de la matriz (por ejemplo,

11
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Ryv

Figura 1.2: Efecto de multiplicar un vector v por una matriz de rotacién Ry.

su rango, si es diagonal, si es ortogonal, etc.) podemos determinar algunas relaciones
del vector resultante w con respecto a v. Por ejemplo, si la matriz es diagonal y tiene
el mismo valor o en ambas componentes de su diagonal, entonces w simplemente sera
v escalado por a.

Otra matriz muy utilizada es la matriz de rotacion, que se define de la siguiente

| cos(f) —sin(0)
Ry = [ sin(d)  cos() ] '

manera:

Dado un vector inicial v, el producto Rgv es el resultado de rotar v 6 radianes en sentido
contrario a las agujas del reloj, como ilustra la Figura 1.2. Las matrices de rotaciéon son
ortogonales, lo cual significa que RyRy = RyR)) = I es la matriz identidad. Esto implica
que la transformacion no altere el modulo del vector resultante. Es decir, ||v]| = [[Rgv]].

1.1.9 Sistemas de ecuaciones lineales

En este apartado veremos una conexién entre conceptos de algebra lineal y geometria

a través del analisis de sistemas de ecuaciones lineales.

Producto de matriz por vector

Existen dos maneras de calcular el producto de una matriz por un vector. La més
conocida consiste en hallar una serie de productos escalares (filas de la matriz por el
vector columna). Supongamos que deseamos multiplicar una matriz A de dimensiones
n x m, por un vector (columna) x de m elementos, donde aj . es la i-ésima fila de A.

Podemos expresar el producto como:

T al,: - ‘ al,:x
—al. — al, .x
Ax = ’ = "
X - . X - .
—a . — | a x
T, 7,

12
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Aunque este procedimiento es sencillo (es como se suele explicar en clases de intro-

duccion a matrices), existe una segunda forma de calcular el producto que tiene una

interpretacion geométrica més clara, y por tanto puede ayudar a comprender algunos

conceptos de algebra lineal relacionados. En esta segunda forma la clave es considerar

los vectores columnas de la matriz A, ya que el producto es una simple combinacién

lineal de éstos, donde los coeficientes de dicha combinacién son los valores del vector x.

En concreto:

T

Lm

donde a. ; es el i-ésimo vector columna de A.

T+ a: 2

To+- -+ a:m Tm,

Interpretaciones geométricas de un sistema de ecuaciones lineales

Un sistema de n ecuaciones lineales con m incognitas (las variables x;):

a11rx1 + ai2x2 +
a21rx1 + a22x2 +

+ a1 mTm

+ a2 mTm

ap1T1 + Qap2Ty + +  ApmTm

se puede expresar de manera mas compacta mediante:

Ax =Db.

Si la matriz A es cuadrada e invertible entonces la solucion es x = A~ 1b.

Cada ecuacion lineal representa una restriccion sobre los valores que pueden tomar

las incognitas. Geométricamente representan hiperplanos (recta para 2 incognitas, plano

para 3, etc.). El sistema de ecuaciones tiene solucion (se satisfarian todas las ecuaciones)

si la intersecciéon de todos estos hiperplanos no es vacia. Considérese el siguiente sistema

(Ax = b) de 3 ecuaciones y 2 incognitas:

1 2 _9
X1 _ 6
9 1| L™ 6

Podemos representarlo mediante 3 rectas en el plano, tal y como muestra la Figura 1.3.

En este caso no existe una solucién, ya que las tres rectas no se cortan en un punto. En

problemas de ingenieria es habitual buscar una solucion aproximada, que esté cerca de

las rectas.

13
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4
)
—$1+2LL‘2:—2
3, —
2, —
1r o X J
0
/ T
A 1 + 2z 6 |
1 2 =
2.’L‘1+.’E2:6
-2 1 1 |
-2 0 2 4 6 8 10

Figura 1.3: Interpretacion en 2 dimensiones de un sistema con 3 ecuaciones (rectas) y
2 incognitas (z1 y z2) incompatible Ax = b. El punto x es la solucién aproximada.

También podemos representar la geometria del sistema en un espacio de n dimen-
siones. La Figura 1.4 ilustra los dos vectores columna de A en un espacio de n = 3
dimensiones. El producto Ax es un vector (o punto) que tiene que estar necesariamente
en el plano generado por las dos columnas de A, al ser una combinacién lineal de éstas.
Por tanto, el sistema de ecuaciones solo podra tener una solucion si el vector (o punto) b
se encuentra también en dicho plano. Como esto no se cumple en este ejemplo se puede
buscar una solucién aproximada. La estrategia méas comin es determinar los valores de
x (es decir, 1 y x2) de manera que el punto Ax, perteneciente al plano, esté lo més
cerca de b como sea posible. Geométricamente, Ax seria la proyecciéon ortogonal de b
sobre el plano. Cuando n > m y el rango de A es m esta proyeccion es A(ATA)"'A'b.
Por tanto, la solucién aproximada es:

x = (ATA)"'A™D. (1.4)

Nota: esta solucién aproximada no es, en general, el punto que minimiza la suma de
distancias desde él a las regiones geométricas asociadas a las ecuaciones lineales (por
ejemplo, a las rectas de la Figura 1.3). Para que esto ocurriese los modulos de las filas
de A tendrian que ser iguales (obsérvese que esto ocurre en el ejemplo de la Figura 1.3).
. Podrias explicar por qué?

1.2 Problemas de optimizacion

Los problemas de optimizaciéon constituyen una amplia e importante categoria de

problemas computacionales.

14
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[ o® Ax =g1a; + Toay

an

Figura 1.4: Interpretacién en 3 dimensiones de un sistema con 3 ecuaciones y 2 incégnitas
incompatible Ax = b, donde a; y as son las columnas de A.

1.2.1 Nomenclatura y notaciéon

Dada una funcién matematica fo(z1,...,x,) de n variables, que denominamos fun-
cidn objetivo, en estos problemas se busca valores especificos de las variables x; que
hagan que dicha funcién tome el mayor o menor valor posible. De esta manera, pode-
mos hablar de problemas de maximizacién o minimizacién, o de maximizar o minimizar
una funcién. Ademas, en algunos problemas las variables deben satisfacer una serie de
restricciones, que definen una region factible donde se encontrara la solucion.

Los puntos 6ptimos de las funciones son aquellos en los que se alcanza un minimo o
maximo en un entorno “local” alrededor de dicho punto. A estos puntos se les denomina
dptimos locales. En cambio, un dptimo global (puede haber varios) es aquel en el que
la funcion necesariamente alcanza su valor minimo o maximo. La Figura 1.5(a) ilustra
estos dos tipos de 6ptimos. Por otro lado, hay que tener en cuenta que las restricciones de
un problema pueden conducir a soluciones 6ptimas en los que la derivada (o gradiente)

no se anule, como se ilustra en la Figura 1.5(b).

En cuanto a notacion, es habitual especificar un problema de optimizaciéon (en este
caso de minimizacion) de la siguiente manera:

minimiza  fo(x)
x

sujeto a  fi(x) <b;, i=1,...,m

En este caso x engloba al conjunto de variables o pardmetros de la funcién objetivo fy, y
las funciones f; definen las restricciones sobre estas variables. Obsérvese que un problema
de maximizacién se puede convertir facilmente a uno de minimizaciéon simplemente
cambiando el signo de fj.

Como ejemplo, veremos el Problema de la mochila 0/1. Considérese un conjunto de
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Optimo local

Optimo global

Figura 1.5: Diferencia entre 6ptimo local y global (a), y éptimo en una region factible
limitada (b).

n objetos, cada uno con un peso p; y un valor v;, para ¢ = 1,...,n, y una mochila
con capacidad C, que es el maximo peso que puede soportar la mochila. El objetivo
consiste en seleccionar el subconjunto de objetos que puedan introducirse en la mochila,
sin sobrepasar la capacidad C, tal que la suma de sus valores sea méxima. Empleando

la notacién anterior el problema se especificaria de la siguiente manera:

maximiza V'X
X
sujetoa  x; €{0,1}, i=1,...,n

px<C

donde p y v son vectores que contienen los pesos y los valores, mientras que x es un
vector que define el subconjunto de objetos a introducir en la mochila. En concreto, x

es otro vector de n variables binarias o indicadoras x; donde:

{1 si se introduce el objeto ¢ en la mochila,
Ty =

0 en caso contrario.
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af(@1) + Bf(x2)
VI
flaxy + Bxs)

T axy + Bxsy T
Figura 1.6: Funcién convexa de una variable.

Obsérvese que los productos escalares p'’x = > " | piz; y V'x = >, v;x; reflejan el
peso y el valor total, respectivamente, de los objetos introducidos en la mochila.
1.2.2 Tipos de problemas de optimizacion

Los problemas de optimizacién se pueden agrupar en varias categorias. Este apartado
presenta algunas de ellas.
Problemas lineales

Los problemas lineales, también denominados problemas de programacion lineal,
se caracterizan porque tanto la funcién objetivo fp, como las restricciones f;, para
i=1,...,m, son funciones lineales. Una funciéon f es lineal si:

flaxy + Bx2) = af(x1)+ Bf(x2)
V x1,%x9 € R?
Va,feR
Problemas convexos

Los problemas de optimizaciéon convexos, se caracterizan porque tanto la funcion
objetivo fy, como las restricciones f;, para i = 1,...,m, son funciones converas. Una

funcién f es convexa si:

flaxy + Bx2) < af(x1)+ Bf(x2)

V x1,x0 € R?
Voa,Be0,1],cona+ =1

La Figura 1.6 ilustra estas propiedades graficamente empleando una funciéon de una
variable. El segmento entre dos puntos de la funcién no puede estar por debajo de la
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A\ .

Conjuntos convexos Conjuntos no convexos

Figura 1.8: Ejemplos de conjuntos convexos y no convexos.

funcion. La Figura 1.7 ilustra una funcion convexa (a) y no convexa (b) de dos variables.
Las funciones convexas tienen la ventaja de que cualquier 6ptimo local es necesariamente
global.

Ademas, para que un problema de optimizacién sea convexo las restricciones de-
ben definir un conjunto convexro, que es aquel tal que cualquier segmento entre dos
elementos (puntos) cualquiera del conjunto debe estar completamente contenido en el
conjunto. La Figura 1.8 muestra varios ejemplos de conjuntos convexos y no convexos.
Finalmente, si el dominio de las variables es discreto las restricciones no darén lugar a
conjuntos convexos, y por tanto los problemas no podran ser convexos. Por ejemplo, los
problemas de programacion lineal son convexos por definicién. Sin embargo, si se in-
troducen restricciones discretas, como que algunas variables s6lo puedan tomar valores
enteros (como el problema de la mochila 0-1), los problemas dejarian de ser convexos.
Esto puede hacer que el problema sea intratable desde un punto de vista de eficiencia
computacional.

Minimos cuadrados

Considérese el problema de resolver un sistema de ecuaciones lineales Ax = b, donde
A € R™™ con n > m, y cuyo rango es m. En el apartado 1.1.9 vimos que cuando no
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tiene solucién se busca un vector x aproximado tal que Ax esté lo mas cerca posible
de b (véase la Figura 1.4). Esta estrategia se puede expresar planteando el siguiente
problema de optimizacién, que resulta ser convexo:

minimiza

donde || -||? es el modulo de un vector al cuadrado (la solucién es la misma si no se eleva
al cuadrado, pero se eleva a 2 para facilitar las operaciones mateméticas que conducen
a la solucién). En este caso, ||[Ax — b||? es la distancia (al cuadrado) entre Ax y b.

Obsérvese que este problema carece de restricciones.

Aprovechando la propiedad ||ul|? = u'u, podemos reescribir la funcién objetivo de

la siguiente manera:

7(x) = [ Ax — bJ> = (Ax — b (Ax — b)
=(xXA"—Db")(Ax —Db)
=xA"Ax—-xXAb-b Ax+bb
=xXA"Ax — 2b'Ax + b'b.

Que es una generalizacion de una funcién cuadratica para m variables. Pues bien, si para
hallar el minimo de una parabola convexa podemos simplemente calcular su derivada,
igualarla a 0 y despejar la incognita, para este problema multivariable podemos proce-
der de manera similar. En este caso, tendriamos que hallar el gradiente de la funcion,
igualarlo al vector 0, y despejar el vector x.

Apoyandonos en las formulas en (1.2) y (1.3) podemos hallar el gradiente de la
funcién:

Vf(x) =2ATAx — 2A™b.
Igualandolo al vector cero y despejando x tenemos:
2ATAx —2A'b = 0,
2ATAx = 2A"b,
ATAx = A'b,
x = (ATA)"1ATb,
que es precisamente la formula descrita en (1.4). Obsérvese que para que sea valida debe

existir ATA debe ser invertible. Por eso se requiere que n > m y que el rango de A sea
m.

1.3 Sumatorios

Los sumatorios son féormulas compactas para expresar la suma de una colecciéon de

entidades matematicas (ntimeros enteros, ntimeros reales, vectores, matrices, funciones,
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etc.). Es importante estar familiarizado con ellos porque aparecen, no solo en definicio-
nes de funciones y féormulas que tengamos que programar, sino también al analizar la
eficiencia tanto de algoritmos iterativos como recursivos. Cuando los términos a sumar
se pueden expresar mediante una funcion f(), evaluada en enteros consecutivos desde
uno inicial m hasta uno final n, el sumatorio se escribe de la siguiente manera (notacion
sigma):

n
D F@) = fm) + fm+ 1)+ -+ f(n—1) + f(n). (1.5)
i=m
Como se puede ver, el resultado es la suma de los términos que surgen tras sustituir ¢
por los nimeros desde m a n dentro de f(7). Por ejemplo:
4
D kiP=k-0P+k-1P+k-22+ k-3 + k4%
=0

donde f(i) = ki.

El resultado de la suma no depende de la variable contadora, que en este caso era 1.
Por tanto, podriamos haber escogido cualquier otro nombre para dicha variable, como

ST =) f6) =) k).
i=m j=m k=m

Ademas, podemos expresar la misma suma de varias maneras:

jok:

n n—1 n
dr@y= > fli+1) =) fln—i+m)
i=m 1=m—1 i=m

lo cual equivale a realizar un cambio de variable. Obsérvese que en el ultimo sumatorio
lo Gnico que cambia es el orden en el que se suman los términos (en sentido contrario
con respecto al primer sumatorio).

Por dltimo, si el limite inferior (m) es mayor que el superior (n) se suele considerar
que el sumatorio vale 0.

1.3.1 Propiedades béasicas de sumatorios

Las siguientes propiedades son ttiles para simplificar y trabajar con sumatorios, y
se pueden obtener facilmente de propiedades béasicas de sumas y multiplicaciones. En
primer lugar,

l=14+14+---4+1+1=n.

n veces

n
=1
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En este caso f(i) es una constante (1) que no depende de la variable contadora i. De

manera similar,
n

Zk:k+k+~-+k¢+k:kn.

1=1 n veces

Este ejemplo ilustra que cualquier término multiplicativo que no dependa de la variable

contadora puede extraerse fuera del sumatorio:

n

ik:Z(k&):ik&:k-(Zﬂ}):kil:/m. (1.6)
=1 =1 =1 =1

i=1

En este caso el término constante k, que podemos considerar que estd multiplicado por
1, no depende de i, y se puede extraer fuera del sumatorio, donde apareceria multipli-
candolo (en cuanto a notacién, (1.6) muestra que no es necesario usar paréntesis dentro
del sumatorio si f no se puede descomponer en la suma de varios términos aditivos).

En general, la propiedad se puede expresar de la siguiente manera:

n

DRI =kD L),

i=m

que no es otra cosa que extraer el factor comun (propiedad distributiva de la multipli-
cacion respecto de la suma), que en este caso es k. Naturalmente, el factor k£ puede ser
el producto de varios términos que no dependan de la variable contadora, y podrian
contener los limites del sumatorio:

n n
g amn?i® = amn? g ig,
=m =m

donde a es una constante.
Por otro lado, para limites generales y un término & (constante) dentro del sumatorio
que no dependa de la variable contadora tenemos:

n

Y k=k(n-m+1).

i=m
Notese que no es k(n —m).

Finalmente, si la funcion f contiene varios términos aditivos (que se suman o restan),
se puede descomponer el sumatorio en varios més simples:
n n n
> (A6 + £0) =Y A0+ L),
=m i=m

i=m

Obsérvese que en este caso era necesario incluir paréntesis en el primer sumatorio.
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1.3.2 Sumatorios de progresiones aritméticas

Una progresion aritmética es una sucesion de nimeros tales que la diferencia de
cualquier par de términos sucesivos de la secuencia es constante. Formalmente, si a;
es el i-ésimo término de la progresiéon, donde ¢ > 0, entonces a; = a;—1 + d, para
i > 0, donde d es la diferencia entre términos consecutivos. Obsérvese que la definiciéon
previa de a; es recursiva, pero también puede expresarse de manera no recursiva: a; =
ai—1t+d=aj_o+2d=---=ag+1id.

La suma parcial de una progresion aritmética corresponde al siguiente sumatorio:

n
E Q;.
i=m

A veces se denomina “serie aritmética”, aunque técnicamente las series son sumas infini-
tas. Las sumas parciales de progresiones aritméticas se pueden simplificar para eliminar
el sumatorio y trabajar con una férmula mas sencilla. En concreto:

S(m,n) = Zai = %(am +ap)(n—m+1).

Para demostrar la validez de la férmula anterior usaremos la siguiente propiedad
de las progresiones geométricas: a,+x + Gn— = am + a,. En concreto, sumaremos dos
copias del sumatorio, una con términos en sentido “creciente” y otra en “decreciente’

S(m7n) = am + Am+1 + + ap—1 227
+

S(m,n) = an +  ap_1 + -+ am+r  + am

25(m,n) = (am +an) + (am+an) + + (am +an) + (am+ayn)

25(myn) = (am +an)n—m+1) = S(m,n):%(am—l—an)(n—m—i-l)

A continuacién veremos algunos ejemplos de sumas parciales de progresiones arit-

méticas.

Suma de los primeros n niimeros positivos

Se trata de un sumatorio que surge con frecuencia al analizar la eficiencia tanto de
algoritmos iterativos como recursivos. Se puede entender como la suma parcial de n

elementos de una progresiéon aritmética donde so =1y d = 1:
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5@ 25(n) =n(n+1)
> n
= S(n)= n(n+1)
S(n) 2

~
n+1

Figura 1.9: Demostracion visual para la formula cuadratica de la suma de los n primeros
nameros positivos.

n—1 n—1 n—1 n
=Y 1+Y i=n+) i=) i
1=0 =0 1=0 =1

La férmula simplificada del sumatorio es:

n(n—i—l).

5 (1.7)

Sn) = > i=1+2+ - +(n-1)+n =
=1

Esta formula se puede demostrar por induccién o mediante el procedimiento visto en el
apartado 1.3.2:

Sn)y = 1 + 2 + -+ n=-1)4+ n

Sn) = n + n-1) + - + 2 + 1

28(n) = (n+1) + (n+1) + - + (n+1) + (n+1)

Lo cual implica que 25(n) = n(n + 1), ya que hay n términos (cada uno igual a n 4 1)
a la derecha de la identidad, y dividiendo por 2 da lugar a (1.7).

Esta demostracion también puede representarse de manera visual (véase la Figu-
ra 1.9) construyendo dos piramides triangulares de S(n) bloques cuadrados (de dimen-
siones 1x 1), que pueden combinarse para formar un rectangulo con un lado de n bloques
y otro de n+1, y por tanto con area n(n+1). Esto implica que el area de cada piramide
triangular S(n) debe ser n(n + 1)/2.

Suma de los primeros n nimeros impares

La suma de los n primeros niimeros impares es igual a n? y se puede demostrar de
manera anéaloga (por induccion, empleando el procedimiento que suma dos sumatorios
en sentidos opuestos, visualmente, etc.). En este apartado veremos una demostracion
algebraica en la que s6lo haremos uso de propiedades de sumatorios. En este caso el
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sumatorio es:

S(n) = Zn:(%—l):1+3+---+(2n—3)+(2n—1).
i=1

En primer lugar, el sumatorio se puede dividir en dos, los cuales se pueden simplificar:
n n n n
Sn)=>_(2i-1)=> 2i-> 1=2> i-n,
i=1 i=1 i=1 i=1

Finalmente, por (1.7):

2

1
M—nzn(n%—l)—nzrﬂ—i—n—n:n.

S(n) =2 5

1.3.3 Sumatorios telescépicos

Un sumatorio telescopico se caracteriza porque la funcién dentro del sumatorio es
la resta de dos términos consecutivos de algtin tipo de progresion a:

S(n) = Z(ai —ai—1) = an — ag.

i=1

Es importante conocerlos ya que se pueden simplificar a una simple resta de dos térmi-

nos, en este caso a, — agp:

S(n)=—ap+a1—ai+az—ag -+ +ap-1— Gp-1+an = ay — ap.
——— N — —_———
0 0 0

Por ejemplo, el siguiente sumatorio resulta ser telescopico:

n—1

n—1
1 1 1 1 1 1 1 1 1
S (=- el m— o1
;i(i—i—l) ;(z i—|—1> LRI R n’

donde a; = —1/(i + 1):

7.1211'(@'11) :”Zl(+ <_z'+11>_<_1>> :_%_(_1):1_%-

=1 =1

1.3.4 Sumatorios de potencias

En este apartado veremos sumas de tipo:
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que también aparecen con frecuencia en el analisis de algoritmos, tanto iterativos como
recursivos. Como se ha visto previamente, Sp(n) = n y Si(n) = n(n + 1)/2. Ahora
veremos sumatorios para valores més grandes de p.

Suma de los primeros n cuadrados (p = 2)

La suma de los primeros n nimeros positivos al cuadrado es:

Sa(n) = i:i2:12+22+--~+(n—1)2+n2 _ Gntln(ntD) g
=1

6

Para demostrar la identidad haremos uso del hecho de que un numero al cuadrado
se puede expresar como una suma de niimeros impares. Asi, podemos descomponer el
sumatorio de la siguiente manera:

n
Son)=> i =1+ 4+ 9+ 16 + - + n?
=1
l+1+14+1+ + 1 =1
+34+3+34+ + 3 =3mn-1)
+5+5+ + 5 =5n-2)
+ 7 + + 7 =17n-3)

+2n-1= (2n-1)1

A continuacion sumamos los términos de la altima columna:

Sa(n) = zn:i2:1-n+3-(n—1)+5-(n—2)+~'+(2n—1)-1
i=1

=> @Qi-1)n-itl) = Zn:(zm—zz‘2+2i—n+z'—1)

i=1 i=1

n n n n
= > @2n+3)i-2> =Y n->1
=1 =1 =1 =1
——
Sa(n)

n

= (2n+3)Zi—2SQ(n)—n2—n

=1
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n(n+1)

1+2+---4+n= 5

S(n) A

= 2n+1

n(n+1)
2

Area total 3S(n) = (2n+1)

5(n)

Figura 1.10: Demostracion visual para la formula (polinomio ctibico) de la suma de los
n primeros ntmeros positivos al cuadrado.

Continuando tenemos:

S2(n) = (2n+3>W—252<n)—n2—n
3S5(n) = (2n+3)2n(n+1) IR n(2n? —i—23n—|-1)

_ n(2n®+3n+1)  (2n+n(n+1)
S2(n) = 6 - 6

Por 1ltimo, la Figura 1.10 ofrece una demostracion visual del sumatorio.

Estrategia general para mayores valores de p

La suma de los primeros cubos se puede expresar de la siguiente manera:

Sa(n) = Z:;@?’ _ (zn))Q _ <"("2+1>>2 (1.9)

i=1

Se puede demostrar de varias maneras (por ejemplo, induccion o visualmente). En es-
te apartado derivaremos la féormula a través de un procedimiento general para hallar
cualquier sumatorio Sp(n). Para ello, antes es necesario conocer Si(n) para k < p.

El primer paso consiste en plantear el siguiente sumatorio telescopico:

S= an [+ 1P+ — ],

i=1
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Por tanto, para p = 3 consideraremos el siguiente sumatorio, el cual se puede simplificar
a la resta de dos términos:

n
S=> [G+1D)' =il =(n+1)" —1"
=1
Por otro lado, desarrollando la funcién dentro del sumatorio tenemos (véase (1.1)):

n

S = Z 4+ 6%+ di+ 1 — '] = [4i% 4+ 6i% + i + 1]
1=1

n n n
= 4Zi3 +6) 7 +4> i+ 1=453(n)+ 6S5(n) + 451 (n) + So(n).
i=1 i=1 i= =1

Combinando los dos resultados para S tenemos:
(n+1)* — 1% = 4S3(n) + 6S2(n) + 451 (n) + So(n),

2n+1)n(n+1) N 4n(n +1) .

6 2

n4+4n3+6n2+4n+1—1:453(n)+6(

Finalmente, despejando S3(n) y simplificando se obtiene (1.9).

1.3.5 Sumatorios de progresiones geométricas y variantes

En este apartado veremos sumatorios en los que la variable contadora aparece en el

exponente de una potencia.

Suma parcial de una serie geométrica

Una progresién geométrica es aquella en la que un término es igual al anterior
multiplicado por la misma constante r, denominada razén o factor. Formalmente se
pueden definir con la siguiente regla, a; = r-a;—1, para ¢ > 0, y para algtn valor inicial

de ag. De manera no recursiva tenemos:
—_ — 2 _ _
aQ; =T -Qi—1 =77+ Qj—2 =+ =T -QQ.

La suma parcial de una serie o progresion geométrica es:

rm n+1

n n n
; —r
S(m,n) = g a; = g ao—aOE r’:aoﬁ, (1.10)
1=m =m =m

para r # 1. Esta formula se puede obtener a través del siguiente enfoque, que usaremos
para otros sumatorios. Se trata de considerar los dos sumatorios S(m,n) y rS(m,n),

y restarlos. La ventaja reside en que se cancelan todos los términos excepto dos. El
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proceso (ignorando ag) se puede ilustrar de la siguiente manera:

S(m,n) = pm pogpmtl pomd2 oy el g
rS(m,n) = +opmtlp pmt2 ol g el
S(m,n) —rS(m,n) = r™ _ pntl

y despejando S(m,n) se obtiene (1.10). Como ejemplo, un sumatorio que suele aparecer
al analizar algoritmos es la suma de las primeras potencias de 2:

n—1
L |
E 2" = =2" —1.
4 2—1
=0

Por tultimo, una serie geométrica converge a un valor constante si |r| < 1:

= 1
ZT’L:]._T.

=0

Variante

En este apartado hallaremos una expresion simplificada para el siguiente sumatorio:
n

S(n) :Zir’: Lort 4272437 4.4 (n—=1)- 7" 4n.rm (1.11)
i=1

Esta suma es mas complicada que la suma parcial de una serie geométrica, pero se
puede simplificar procediendo de manera anéloga: restando S(n) y rS(n):

S(n):1-7~1+2.7«2+3.r3+...+ n-r’
rS(n) = + 172+ 2.7 + oo 4 (n—1)-7" + nent!
S(n)—rSn) = I+ 24+ 4+ o — prttl

Ahora no se cancelan casi todos los términos pero se simplifican bastante. Teniendo en
cuenta que 1 + r? 4+ ... 47" es una suma parcial de una serie geométrica podemos usar
(1.10) para simplificar el resultado. En concreto tenemos:

n+1
S(n) —rS(n) = ro-r — " nr L

r—pntl N nrntl L r— "t (r — Dnentt 4 r"lnr —n—1)
(r—1)2 r—1 (r—1)2 N (r—1)2

S(n) =

Existen otros métodos para simplificar este sumatorio. Consideremos una suma par-

28



Capitulo 1. Preliminares Mateméticos

cial de una serie geométrica T' con razon x y su derivada con respecto a x:

m
-1
T = l4+z+22+ 2™} = ’
r—1
+ J derivando 3
aT ma™ Yz —1)—1- (2™ —1)

w 1+22+32%+ -+ (m—1)2m2% =
x

(r—1)2

La expresion simplificada de la derivada surge de derivar la féormula simplificada de 7.
Ahora bien, la derivada de T' es muy parecida al sumatorio en (1.11) que pretendemos
simplificar. Para obtener el mismo sumatorio s6lo tenemos que multiplicar todo por x

y después sustituir x por r, y m por n + 1. Formalmente:

dT (n+1)r"(r—1)— (T”+1 -1 r+ T”+1(m“ —n—1)

Y (z—1)? - (r—1)2

S(n)

r=r, m=n+1

1.3.6 Aproximacion de sumatorios por integrales

De la misma manera que no se conocen expresiones analiticas (es decir, formulas)
para muchas integrales, tampoco podremos hallar férmulas simplificadas exactas para
numerosos sumatorios. De todas formas, en ciertos contextos se puede trabajar con ex-
presiones matematicas que se aproximen al sumatorio. En este apartado veremos cémo
obtener ciertas aproximaciones que resultaran ser cotas inferiores o superiores de suma-
torios, cuando las funciones dentro de ellos sean monétonas crecientes o decrecientes (y
no negativas).

En concreto, para funciones monoétonas crecientes las cotas son:

/mnlf@f)dw < g:f(z’) < /n+1f(x)dx,

mientras que para funciones mondétonas decrecientes las cotas son:

n

[Trwe < a0 < [ swa

Las Figuras 1.11 y 1.12 muestran cémo surgen estas cotas. En primer lugar, el
sumatorio de f(7) evaluado desde m hasta n no es mas que la suma de las alturas de la
funcion f(i) en los puntos i = m,m + 1,...,n. Por otro lado, como la diferencia entre
puntos consecutivos es 1, se pueden construir rectangulos cuya area (base = 1, por
altura = f(i)) sea igual a f(7). De esta manera, la suma de las areas de los rectangulos
sombreados sera igual al sumatorio. Por dltimo, teniendo en cuenta que una integral
definida mide areas por debajo de la curva entre sus dos intervalos, se obtienen las
desigualdades que dan lugar a las cotas del sumatorio. Logicamente, para que estas
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m m+1 m+42 n—1 n

f(z)

m—1 m m+1 m+2 n—1 n

T

n
Cota inferior = / f(z)dr = suma de las areas de los rectangulos < Z f@@)

i=m

(@)
= | =
A _ + +
ELTE]E G
= = = =
m m+1 m+2 n—1 n n+1 x
n n+1
Z f(i) = suma de las areas de los rectangulos < / f(z)dxr = Cota superior
. m
=m

Figura 1.11: Derivacién de cotas inferior y superior para sumatorios de funciones mo-
nétonas crecientes.
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xT

m m+1 m+2 n—1 n n+1

n+1 n
Cota inferior = / f(z)dr = suma de las areas de los rectangulos < Z f(@@)

m i=m

m—1 m m+1 m+42 n—1 n

n

Z f(i) = suma de las areas de los rectangulos < / f(x)dx = Cota superior

m—1

Figura 1.12: Derivacion de cotas inferior y superior para sumatorios de funciones mo-

notonas decrecientes.
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cotas puedan usarse en la practica, se deben conocer las féormulas correspondientes a las
integrales (ya que nuestro objetivo es sustituir un sumatorio por una férmula, aunque
so6lo sea una aproximacion).

1.3.7 Productorios

De manera analoga a los sumatorios, un productorio (también llamado simplemente
producto) es la multiplicacion de varios términos definidos mediante una funcion f(i),
evaluados en enteros consecutivos desde un indice inicial m hasta uno final n. Se expresa
de la siguiente manera:

[T = £m)- fm+1)- - - fn=1) - Fn)

donde se suele asumir que vale 1 si m > n. Por ejemplo, la funciéon factorial se puede

definir como:
n

i=1
donde ademés 0! = 1.

Al igual que en los sumatorios, los términos multiplicativos que no dependan de la
variable contadora se pueden extraer fuera del productorio. Sin embargo, si el produc-
torio multiplica a n términos, esos términos deben elevarse a n:

n n

Ademés, en general, el producto de una suma no es la suma de productos:

(f1(2) + f2(i)) # H f1(i) + H f2(3).

=m

Una operaciéon muy habitual consiste en considerar el logaritmo de un productorio,
el cual se puede expresar como un sumatorio de logaritmos:

log (H f(i)> = Zlog £(i),

Lo cual puede simplificar formulas matemaéticas considerablemente.

En probabilidad suele ser habitual trabajar con productos de varias probabilidades.
Pues bien, a la hora de comparar estos productos se puede emplear el resultado del
productorio tal cual, o el logaritmo de dicho productorio. Esto es vélido ya que un
logaritmo (con base mayor que 1) es una funcién monétona creciente, y por tanto no
afecta a las desigualdades (si a < b entonces log(a) < log(b)).
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Ademas, existe otra razén importante para aplicar logaritmos a productos de proba-
bilidades. Si se multiplican muchos nameros en [0, 1] el resultado puede ser muy pequeno,
dando lugar a errores de subdesbordamiento o underflow. El uso de logaritmos puede
resolver este problema (junto con el denominado procedimiento log-sum-exp trick).
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Complejidad Computacional

El andlisis de algoritmos es el campo que estudia como estimar teéricamente los
recursos que necesitan los algoritmos para resolver problemas computacionales. Este
capitulo se centrara en la complejidad computacional en tiempo (también se puede estu-
diar en espacio/memoria, en cuanto al ancho de banda, u otros recursos) de algoritmos.
Esta es una medida tedrica de cuanto tiempo, o cuantas operaciones, se necesitan para
resolver un problema (el Codigo 2.1 muestra una forma sencilla de medir tiempos de
ejecucion en Python, a través del modulo time). Se determina analizando una funcion,
digamos T', del tamano de la entrada que cuantifica este niimero de operaciones para
una instancia particular del problema. En informética, la eficiencia de los algoritmos se
estudia generalmente contemplando como se comporta T' cuando el tamano del proble-
ma es muy grande. Ademés, el factor clave es la velocidad a la que T crece a medida
que el tamano de la entrada tiende a infinito. En los siguientes apartados se explican
estas ideas y la notacién matemaética que se suele utilizar para caracterizar la comple-
jidad computacional. Por dltimo, aunque el tamano de un problema puede depender
de varios factores, nos centraremos en analizar la complejidad temporal computacional
de algoritmos que resuelven problemas cuyo tamano viene determinado por un dnico
factor (por ejemplo, la longitud de una lista). Asi, el coste del tiempo de ejecucion de los
algoritmos tratados vendra determinado por una funcién 7'(n) de un pardmetro, donde
n suele representar el tamano del problema.
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Codigo 2.1: Medicion de tiempos de ejecucion a través del moédulo time de Python.

import time

t = time.time()

# Ejecuta codigo aqui
tiempo_transcurrido = time.time() - t
print (tiempo_transcurrido)

5 2"
35¢

ol 2000n + 50000

15¢

0.5 /

0 2000 4000 6000 8000 10000

Figura 2.1: El término de orden superior determina el orden de crecimiento de una
funcion. Para T'(n) = 0,5n2 4+ 2000n + 50000 el orden es cuadratico, ya que el término
0, 5n? domina claramente a los términos de orden inferior (incluso sumados) para valores
grandes de n.

2.1 Orden de crecimiento de funciones

La funciéon T'(n), que cuantifica el tiempo de ejecucion de un algoritmo, puede con-
tener varios términos aditivos que contribuyen de forma diferente a su valor para una
entrada dada. Por ejemplo, sea T'(n) = 0, 5n% + 2000n + 50000. Para valores moderados
de n todos los términos son relevantes respecto a la magnitud de 7'(n). Sin embargo, a
medida que n aumenta, el término principal (0,5n2) afecta al crecimiento de la funcion
considerablemente mas que los otros dos (incluso combinados). Por lo tanto, el orden de
crecimiento de la funcién se caracteriza por su término de orden superior. La Figura 2.1
muestra un grafico de 0, 5n2 junto con 20001+ 50000. Para entradas grandes es evidente
que el término cuadratico domina a los otros dos, y por lo tanto caracteriza el orden de
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Figura 2.2: Ordenes de crecimiento frecuentes en complejidad computacional.

crecimiento de T'(n). Los coeficientes del polinomio se han elegido para ilustrar que no
desempenan un papel significativo en la determinacién del orden de crecimiento de la
funcién.

La Figura 2.2 dibuja varios 6rdenes de crecimiento que suelen aparecer al anali-
zar complejidad computacional. Pueden ordenarse de la siguiente manera cuando se
consideran valores grandes de n:

1 < logn < n < nlogn < n? < n® < 2" < nl
donde, informalmente, f(n) < g(n) si:
lim ﬂ =0
n—oo g(n)

Los o6rdenes de crecimiento anteriores se denominan (de izquierda a derecha) “constante”,

“logaritmico”, “lineal”, “n-log-n”, “cuadratico”, “cubico”, “exponencial” y “factorial”.

Dado que la escala del eje Y en la Figura 2.2 es logaritmica, las diferencias entre
los 6rdenes de crecimiento pueden parecer mucho menores de lo que son en realidad
(la diferencia entre marcas consecutivas significa que un algoritmo es 16 veces mas
lento/rapido). La Tabla 2.1 muestra valores concretos para las funciones, donde destacan
claramente las rapidas tasas de crecimiento de las funciones exponenciales o factoriales.
Los problemas que no pueden resolverse mediante algoritmos en tiempo polinémico
suelen considerarse intratables, ya que los métodos tardarian demasiado en terminar
incluso para problemas de tamafio moderado. Por el contrario, los problemas que pueden
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Tabla 2.1: Valores concretos de funciones frecuentes en complejidad computacional.

1 logobm n nlogyn n? n? 2n n!
1 0 1 0 1 1 2

1 1 2 2 4 8 4 2
1 2 4 8 16 64 16 24
1 3 8 24 64 512 256 40320
1 4 16 64 256 4096 65.536 2,09 - 1013
1 5 32 160 1024 32.768 4.295.967.296 2,63 - 103

resolverse en tiempo polinémico se consideran abordables. Sin embargo, la linea que
separa los problemas tratables de los intratables puede ser sutil. Si el tiempo de ejecuciéon
de un algoritmo se caracteriza por ser de orden polinémico con un grado grande, en
la préactica podria tardar demasiado en obtener una solucién o en que sus resultados
intermedios fueran ttiles.

2.1.1 Notacién asintotica

Un detalle importante sobre los 6rdenes mencionados hasta ahora es la ausencia de
términos multiplicativos constantes. Al igual que los términos de orden inferior, éstos
se omiten, ya que son menos relevantes que el orden real de crecimiento a la hora de
determinar la eficiencia computacional para entradas grandes. Ademas, no merece la
pena el esfuerzo de especificar la eficiencia de un algoritmo con precisién exacta, ya
que su tiempo de ejecuciéon depende de numerosos factores que incluyen el hardware
del ordenador, el lenguaje de programacién, el compilador o intérprete, y muchos otros.
Asi pues, en la practica basta con suponer que simplemente se tarda una cantidad de
tiempo constante en ejecutar una instruccién bésica, donde su valor es irrelevante.

El anélisis tedrico de algoritmos y problemas se basa en un tipo de notaciéon deno-
minada mnotacion asintdtica, que nos permite descartar los términos de orden inferior y
las constantes multiplicativas cuando tratamos con entradas arbitrariamente grandes.
En particular, la notacién asintética proporciona definiciones de conjuntos que podemos
utilizar para especificar cotas asintdticas.

La notation “O-grande” define el siguiente conjunto:
Olg(m) = {f(n) :3¢> 0y ny>0/0< f(n) < c-g(n),¥n>m}.

Si una funcion f(n) pertenece a este conjunto, entonces g(n) serd una cota superior
asintdtica para f(n). Esto significa que g(n) serd mayor que f(n), pero la definicion solo
requiere que esto sea cierto en un intervalo desde algtin punto ng > 0 hasta el infinito,
donde ademés podemos multiplicar g(n) por una constante positiva ¢ lo suficientemente
grande. La Figura 2.3(a) ilustra graficamente la idea. Si g(n) es una cota superior
asintotica para f(n) entonces debe ser posible encontrar una constante positiva c tal

38



Capitulo 2. Complejidad Computacional

f(n) € O(g(n))

Figura 2.3: Ilustraciones gréficas de las definiciones de notacién asintética usadas en
complejidad computacional.
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que cg(n) > f(n), pero a partir de algtin valor positivo ng hasta el infinito (lo que ocurra
para n < ng es irrelevante). Para demostrar que una funcion pertenece a O(g(n)) basta
con demostrar la existencia de un par de constantes ¢ y ng que satisfagan la definicion,
ya que no son unicas. Por ejemplo, si la definicién es cierta para una pareja ¢ y ng
particular, entonces también lo serd para valores mayores de ¢ y ng. En este sentido, no
es necesario proporcionar los valores mas bajos de ¢ y ng que satisfagan la definicion O
(esto también se aplica a las notaciones que mencionaremos a continuacion).

Los algoritmos suelen compararse en funciéon de su eficiencia en el peor caso, que
corresponde a una instancia de un problema, entre todas las que comparten el mismo
tamafo, para la que el algoritmo necesita mas recursos (tiempo, almacenamiento, etc.).
Dado que la notacién O-grande especifica limites superiores asintoticos, puede utilizarse
para garantizar que un algoritmo concreto necesitard como méaximo una determinada
cantidad de recursos, incluso en el peor de los casos, para entradas grandes. Por ejem-
plo, el tiempo de ejecuciéon del algoritmo quicksort que ordena una lista o vector de
n elementos pertenece a O(n?) en general, ya que requiere realizar del orden de n?
comparaciones en el peor de los casos. Sin embargo, el quicksort puede ejecutarse més
rapidamente (en tiempo nlogn en el caso mejor y promedio).

En cambio, la notacion “Omega-grande” define cotas inferiores asintoticas:
Qg(n)) = {f(n) :3¢>0yng>0/0<c-g(n)<f(n),vn> no}-

La Figura 2.3(b) ilustra graficamente la idea. La notacion Omega-grande es ttil pa-
ra especificar un limite inferior en los recursos necesarios para resolver un problema,
independientemente del algoritmo que se aplique. Por ejemplo, es posible demostrar
tedricamente que cualquier algoritmo capaz de ordenar una lista de n nameros reales
requerird 2(nlogn) comparaciones en el peor caso.

Finalmente, la notacion “Theta-grande” define cotas asintdticas ajustadas:

9(9(n))z{f(n):301>0, ca>0,ynyg>0/

0 <cig(n) < f(n) < cag(n),¥n > no}.

Si f(n) € ©(g(n)) entonces f(n) y g(n) compartiran el mismo orden de crecimiento.
Asi, eligiendo dos constantes apropiadas ¢; y c2, g(n) serd tanto un limite asintotico
superior como inferior de f(n), como se muestra en la Figura 2.3(c). En otras palabras,
f(n) € O(g(n)) v f(n) € Qg(n)). Por ejemplo, el algoritmo merge sort para ordenar
una lista o vector de n elementos siempre requiere (en el mejor y peor de los casos)
del orden de mlogn comparaciones. Por tanto, decimos que su tiempo de ejecucién
pertenece a ©(nlogn).

Al especificar un limite asintotico, las constantes y los términos de orden inferior se
eliminan de la funcién g(n). Por ejemplo, aunque es cierto que 3n? + 10n € O(5n? +
20n), basta con indicar 3n? + 10n € O(n?), ya que estas notaciones indican 6rdenes
de crecimiento. A este respecto, el lector puede haber notado la ausencia de la base
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en logaritmos cuando se describe el orden de crecimiento de una funcion. La razon es
que la diferencia entre dos logaritmos de bases distintas es un término multiplicativo
constante. Sea p alguna cota asintotica (O, Q o0 ©), y a y b dos bases de logaritmos.
Las siguientes identidades indican que todos los logaritmos comparten el mismo orden,
independientemente de su base:

p (log, g(n)) = p <logbg(n)> =p

g, a logy, g(n) | = p(log, g(n))-

log, a
N——

constante

Asi, la base de un logaritmo no se especifica al indicar su orden de crecimiento.

Demostraciones

En este apartado veremos como demostrar si f(n) € O(g(n) o f(n) € Q(g(n) em-
pleando las definiciones anteriores directamente (el Apartado 2.1.1 ilustra otro enfoque
basado en limites mateméticos). El proceso de demostracion variara dependiendo de si
realmente se verifica la pertenencia (aquello que queramos demostrar). Si es cierto que
se verifica, entonces deberemos encontrar una pareja de constantes ¢ y ng tal que se
cumpla la definicién formal. En cambio, si f(n) ¢ O(g(n) o f(n) ¢ Q(g(n), en lugar
de buscar una pareja de constantes ¢ y ng hay que demostrar que va a ser imposible
encontrarla.

Veamos dos ejemplos para ilustrar ambas estrategias. Supongamos que queremos
demostrar si 5n + 2 € O(n?). Como la expresion es cierta debemos buscar una pare-
ja de constantes que satisfagan la definicion de . Para ello planteamos la siguiente
desigualdad (usarfamos > si la expresion a demostrar involucrara a €):

5n + 2 < en?.

Después, escogemos algtn valor de ¢ > 0 adecuado, que, intuitivamente, haga que el
miembro derecho sea mayor que el izquierdo. Para este ejemplo concreto tomar cualquier
valor de ¢ serviria, por ejemplo ¢ = 1, ya que un orden cuadratico siempre es mayor
que uno lineal, independientemente de ¢ (si el orden de ambos miembros fuera el mismo
entonces seria imprescindible escoger ¢ lo suficientemente grande para asegurarse de
que el miembro derecho tomara valores mayores que el izquierdo). Habiendo escogido
¢ = 1 el siguiente paso consiste en ver para qué valores de n se cumple la desigualdad
resultante:
5n + 2 < n? s 0<n?—5n—2.

La funcién n? — 5n — 2 es una parabola convexa (con un minimo) con raices en (5 =
v/33)/2. Por tanto, la desigualdad se cumple para todo n > (5 + /33)/2, y, para
¢ = 1, cualquier valor para ng mayor o igual que (5 + v/33)/2 seria valido de cara a
la definicion de O. Recordamos que los valores de estas constantes son irrelevantes, ya
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que lo importante es que existan (que hayamos encontrado una pareja). Por ejemplo, si
hubiésemos escogido ¢ = 5 entonces ng = 2 seria valido, y si hubiésemos seleccionado
c = 8, entonces ng = 1 seria suficiente.

En cambio, supongamos que queremos verificar si se cumple 3n?+2n—2 € O(n). En
este caso la expresion no es cierta ya que el orden de la funcién cuadratica es claramente
mayor que lineal. Ahora, al plantear

3n2—i—2n—2§cn

ya no debemos escoger un valor para c. En este caso debemos razonar por qué, cojamos
la constante ¢ que cojamos, la desigualdad nunca se va a cumplir en un intervalo [ng, 00).
En este ejemplo primero podemos pasar el término cn al miembro izquierdo:

3n?+(2—c)n—2<0,

que vuelve a ser una parabola convexa, sea cual sea el valor de c. Sin embargo, en
este caso debemos buscar los valores de n que hagan que la parabola sea negativa.
Claramente, esto solo puede ocurrir en un intervalo finito, y nunca desde un ny hasta
infinito. Esto implica que no va a ser posible encontrar una pareja de constantes c y ny,
y por tanto podemos concluir que 3n? +2n — 2 ¢ O(n).

Limites

También podemos utilizar limites para determinar el orden de las funciones, debido
a las siguientes sentencias equivalentes que los relacionan con las definiciones de cotas
asintoticas:

f(n)

f(n) € O(g(n)) < nh_}rgo o) < oo (constante o cero),
f(n) € Qg(n)) < 11113010 ;EZ)) >0 (constante > 0, o infinito),
f(n) € ©(g(n)) < nh_>ngo ggzs = constante > 0.

Ademas de las definiciones descritas en el Apartado 2.1.1, existen otras cotas asinto-
ticas relacionadas. Por ejemplo, si f(n) € O(g(n)) decimos que el orden de crecimiento
de f menor o igual que el de g. Pues bien, la notacion o (“o-pequena”) se usa para indicar
una cota superior estricta. Asi, si f(n) € o(g(n)) decimos que el orden de crecimiento
de f debe ser necesariamente menor que el de g. Analogamente, w (“omega-pequena’)
indica una cota inferior estricta. Por tanto, si f(n) € w(g(n)) entonces el orden de f

debe ser estrictamente mayor que el de g. Los limites asociados para estas definiciones
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son:

logn! € ©(nlogn)

Un resultado importante en algoritmia es logn! € ©(nlogn), ya que se usa, por
ejemplo, para demostrar que cualquier algoritmos de ordenacién capaz de ordenar una
lista de n numeros reales requiere del orden de nlogn operaciones. Es decir, no es
posible construir un algoritmo general de ordenacion que corra en tiempo lineal (existen
algoritmos con coste lineal, pero requieren que los datos a ordenar cumplan ciertas
propiedades, por ejemplo, que sean enteros).

Para demostrar el resultado (donde podemos asumir que la base del logaritmo es el
nimero e) debemos verificar que logn! € O(nlogn) y que logn! € Q(nlogn). Para O
planteamos la desigualdad:

logn! < nlogn.

Como con n! no podemos trabajar directamente (por ejemplo, no podemos despejar n),
debemos expresar el miembro izquierdo de otro modo:

n
Zlogz’ < nlogn,
i=1

que a su vez podemos reescribir como:

logl+1log2+---+logn < c(logn+logn+---+logn).

n veces

En este caso podemos escoger ¢ = 1, y como el logaritmo es una funcién creciente
(asumiendo que la base es mayor que 1, tendriamos log 1 < logn, log2 < logn, etc.), la
desigualdad se cumpliria para todo n > 1, y por tanto podemos tomar ng = 1. De esta
manera, habriamos verificado que logn! € O(nlogn).

La demostracion relativa a logn! € Q(nlogn) es algo mas compleja. En este caso
planteamos:
n
Zlogz’ > nlogn,
i=2
donde el sumatorio puede empezar en i = 2 ya que logl = 0. No obstante, como no
se conoce una féormula para el sumatorio, resulta dificil trabajar con él directamente.

En cambio, ya que tenemos una desigualdad, podemos aplicar los conceptos de cotas
descritos en el Apartado 1.3.6 para trabajar con un a férmula en vez del sumatorio. En
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este caso nos interesa encontrar una cota inferior del sumatorio:

g logi > g(n) > cnlog(n).
; —
=2
Cota inferior de
ZZ’L:2 log

Si demostramos g(n) > cnlog(n) en un intervalo [ng,c0) entonces necesariamente
Yo ologi > enlogn en ese intervalo.

Como el logaritmo es una funciéon monétona creciente, podemos hallar una cota

inferior utilizando la aproximacién por integrales:

n n
Zlogi > / log z dx
i=2 1
Resolviendo la integral por partes:
n n
/ logz dx = [a:loga:—x]l =nlogn—n—-0+1
1

Por tanto, combinando estos resultados:
n n
logn! = Zlogi > / logz dvr =nlogn —n+12> cnlogn
i=2 1

Lo cual implica que si podemos demostrar que nlogn es cota inferior de nlogn —
n + 1, entonces necesariamente sera cota inferior de logn!. De esta manera, solo queda
encontrar las constantes c y ng para:

nlogn —n+1>cnlogn

Escogiendo ¢ = 1/2 tenemos:

1
nlogn—n+12> §nlogn
1
5nlogn—n+1 >0

n(%logn—l)—i—lzo

Lo cual es cierto si 1
ilogn—l >0 < logn>2,

y por tanto se cumple para
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Asi que logn! € Q(nlogn) habiendo escogido ¢ = 1/2 y ng = €2.

Por ultimo, también podemos verificar logn! € ©(nlogn) si demostramos que el

siguiente limite:
log n!

lim .
n—oo n logn

es una constante mayor que 0. Si procedemos a calcularlo veremos que el resultado es
oo/00. No obstante, no podremos aplicar la regla de L'Hopital al no poder derivar el
factorial. De todas formas, podemos usar la aprozimacion de Stirling al factorial:

n n
n! ~V2mn (—)
e

que es valida para valores de n muy grandes, y por tanto podemos sustituir el factorial

por dicha férmula en nuestro limite:

log(v2mn (2)")

lim
n—00 nlogn
_ log V27 + log /n + log (2)"
~ noo nlogn
_y log\/27r+%logn+nlog%
= i nlogn
_ log\/27r+%logn+nlogn—nloge
T i nlogn

- log /27 4 lim %logn Y nlogn i nloge

= Ii im im
n—oo nlogn n—oo 1 logn n—oo n logn n—oo nlogn

=0+0+1-0 =1

En efecto, como el limite es una constante distinta de cero, tenemos log(n!) € ©(nlogn).

2.2 Analisis de algoritmos iterativos

Este apartado contiene una breve introduccién al analisis de algoritmos iterativos.
Se analizaran dos métodos de ordenacion (el algoritmo de inserciéon y el burbuja) de
forma diferente, y se introduciran algunos conceptos basicos como el caso mejor, peor

y medio.

2.2.1 Analisis por lineas

El algoritmo de ordenamiento por insercién, también denominado insertion sort o

insert sort, sigue una estrategia sencilla que se asemeja a cémo las personas ordena-
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w N = O

o 1 o Tt

def insert_sort(a):

for j in range(1l,len(a)):

val = al[j]

# Inserta al[j] en la lista
# ordenada al[0:5-1]
i=j-1

while (i>=0) and (al[i]l>val):

ali]

ali+1] =
i=1i-1

al[i+1] = val

Coste

Gy
Cs

0
Cy
Cs
Cs
Cy
Cs

N¢? de veces

n
n—1
n—1
n—1

Yioi(t+1)
it
Yt

n—1

Tabla 2.2: Pseudocodigo del algoritmo de ordenamiento por insercién, donde n es el
nimero de elementos de la lista de entrada a, y donde ¢; es el nimero de veces que la
condicion del bucle de la linea 5 es verdadera (que se ejecuta el cuerpo del bucle), para
un determinado valor de j.

J
(T Ta 7 o5 [T &3]
(2 [a 795 [T[8[3]
(2 a (7o s [T s3]
LT
A o[9[ T 83
[T
(Tl 7 79T &3]
/I\
(ETaTs 79T &3]

|j|5j val

0B U L

Parte ordenada

Parte desordenada

Elemento a insertar

Elemento a comparar

Figura 2.4: Tlustraciéon de la inserciéon del elemento ubicado en la posicién j dentro
de la sublista ordenada desde el primer elemento hasta el j — 1, para el algoritmo de
ordenaciéon por insercion de la Tabla 2.2. El proceso se corresponde con una iteracion
del bucle externo del algoritmo. Los desplazamientos hacia la derecha se realizan en el
bucle interno.
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A1z o[ 7[5 [T[e[5] -1
L%

(249 [7[5]

H
®©
w0
-
()
|
(e

[2|4|9[|J7|5|1|8|3l t3 =1 |:| Parte ordenada

(24795 ]1]8]3] tgy=2
L fC ¢

|:| Parte desordenada

(245 [7]9]1]8[]3] ts=5
L

(1245 [7]9]38]
[

w
~
=2}
|
—_

T Desplazamiento

w

~
3
I

ot

(1245 [7[8]09]
[ LfL f

(1 [2[3[4[5[7[8[09]

Figura 2.5: Explicacion de las variables ¢; del pseudocodigo en la Tabla 2.2 para una
instancia concreta del problema de ordenacion. En la iteraciéon j-ésima del bucle externo
el algoritmo debe realizar ¢; desplazamientos de los elementos de la lista hacia la derecha,
que corresponden con las evaluaciones verdaderas de la condicién de la linea 5 del
pseudocodigo (del bucle interno). Estos ntiimeros ¢; variaran en funcion de la lista inicial.

mos elementos en la vida real. Asumiendo que el objetivo es ordenar una lista de n
elementos, los cuales podrian ser ntmeros reales, la idea consiste en dar n — 1 pasos,
donde en cada uno se inserta un elemento no procesado con anterioridad, en una lista
que contiene todos los elementos previamente procesados y ordenados. La Tabla 2.2
ilustra un posible pseudocédigo del algoritmo, mientras que la Figura 2.4 muestra la
etapa j-esima del algoritmo para una instancia concreta del problema. En dicha etapa
se inserta el elemento ubicado en la posicién j, que previamente no se ha procesado,
en la lista ordenada que queda a su izquierda (con indices menores que j), la cual ha
sido ordenada previamente por el algoritmo. Naturalmente, al finalizar el proceso la
sublista desde la primera posicién hasta la j quedard ordenada, y el algoritmo iniciara
una nueva iteracion del bucle externo para insertar el siguiente elemento no procesado
de la posiciéon j + 1. El bucle interno desplaza los elementos de la sublista ordenada
una posicion hacia la derecha, hasta que se pueda insertar el elemento que estaba en la
posicién j, almacenado en la variable val, en la posicién correcta.

Un enfoque para analizar el coste en tiempo del algoritmo consiste en determinar
cuéntas veces se ejecuta una linea del cédigo. La tltima columna de la Tabla 2.2 muestra
estas cantidades, mientras que la peniltima contiene constantes que se pueden inter-
pretar como el niimero de operaciones o el tiempo que requiere ejecutar las lineas de
c6digo. Simplemente se indican constantes generales ya que estos valores dependen de
muchos factores (procesador, datos en memoria caché, lenguaje de programacion em-
pleado, etc.) que no merece la pena considerar en un estudio teérico. Lo importante es
que estos valores son constantes.
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La Figura 2.5 muestra una explicaciéon de las variables ¢;, que inidican el ntimero
de desplazamientos de los elementos de la lista hacia la derecha para poder realizar
una insercién, y que también son el ntimero de veces que la condicién de la linea 5 es
verdadera. Estas cantidades son variables ya que dependen de la particular instancia
del problema (es decir, de la lista de entrada inicial a ordenar). Teniendo en cuenta los
productos de las constantes C'; por el nimero de veces que se ejecuta cada linea, el coste
del algoritmo lo podemos expresar mediante:

n—1
T(n)=Cin+ Cy(n—1)+ Ca(n = 1)+ C5 Y _(t; +1)
j=1
n—1 n—1
+C6 Y tj+Cr Y ti+Cs(n—1). (2.1)
j=1 j=1

No obstante, para que la formula en (2.1) sea ttil necesitamos dar unos valores con-
cretos a las variables ¢;, para unas instancias del problema concretas. En el analisis de
algoritmos se suelen estudiar tres casos: el mejor, el peor, y el caso medio.

El mejor caso consiste en la instancia para la que el algoritmo hace el menor ntimero
de operaciones, considerando un tamano n general (el mejor caso no consiste en ordenar
una lista de un elemento). Para este algoritmo el mejor caso ocurre cuando la lista de
entrada ya esta ordenada. Como no seria necesario hacer ninguna insercién, la condiciéon
de la linea 5 siempre serfa falsa, y por tanto ¢; = 0 para todo j. Sustituyendo ¢; = 0 en
(2.1) obtenemos:

T(n)=Cin+Ce(n—1)+Cs(n—1) +Cs(n—1) 4+ Cs(n — 1)
=(C1+Co4+Cy+C5+Cs)n— (Cy+ Cy+ C5 + Cs)
=Kin+ Ky € O(n).
Por tanto, el coste en el mejor caso es lineal. Este ejemplo también deja patente la

irrelevancia del valor de las constantes C; de cara al orden asintotico de la funcion
analizada.

Por otro lado, el peor caso ocurre cuando la lista esta totalmente ordenada pero en
sentido decreciente. Es el peor caso ya que cada vez que se analiza un nuevo elemento
es necesario insertarlo en la primera posiciéon de la lista. Eso implica que en la etapa
j habria que hacer j desplazamientos de los elementos de la lista. Mateméaticamente
tendriamos t; = j, y sustituyendo en (2.1) obtenemos:

2
RS BT A
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Codigo 2.2: Variante del algoritmo de ordenacién “burbuja”’ en Python.

def burbuja(a):
n = len(a)
for i in range(O,n-1): # 1=0..n-2
for j in range(n-1, i, -1): # j=n-1..4+1
if(alj-11>aljl):
aux = al[j-1]
alj-1] = alj]

aljl = aux
_(C5  Cs  C7\ o Cs Cs C7
—<2+2+2>n+ C’1+C’2+C4+2—2—2+08 n

— (Ca 4 Cy+ C5 + Cy)
= K1n2 + Kon+ K3 € @(n2)

Por tanto, el coste del algoritmo en el caso peor es cuadratico. Finalmente, el caso medio
para este algoritmo ocurre cuando los elementos se insertan en la mitad de las sublistas
ordenadas. En este escenario tendriamos t; = j/2, y el coste volverfa a ser cuadratico.

2.2.2 Analisis detallado

En este apartado veremos un analisis més detallado de las operaciones que se realizan
en los bucles. El resultado va ser idéntico, en términos de complejidad computacional,
pero en este caso usaremos sumatorios para contabilizar el nimero de operaciones que
realiza un algoritmo. En concreto, emplearemos la siguiente formula:

n

Tbucle = ]—inicializacién + E (1comparacién + Tcuerpo + 1incremento> + 11’11tima comparacion

Consideraremos que se realizaré una primera operaciéon para inicializar la variable conta-
dora del bucle. Después, asumiendo que el cuerpo del bucle se ejecuta n veces tendremos
que sumar, por cada iteracion: (a) una comparacion cuyo resultado es verdadero, para
entrar en el cuerpo del bucle, (b) el tiempo de ejecutar todo el cuerpo del bucle, y (c) una
operacién para incrementar o decrementar la variable contadora. Ademaés, tendremos
una ultima comparaciéon cuyo resultado es falso, asociada a la salida del bucle.

Considérese el Codigo 2.2, que es una variante del algoritmo de ordenacién “burbuja”
o bubble sort (que tiene el mismo coste que el algoritmo original). El coste del algoritmo
viene determinado por la longitud n de la lista a. Por tanto, vamos a construir una
funcion T'(n) para indicar el namero de operaciones que realiza el codigo. Considerando
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la primera asignaciéon de la linea 2, y el bucle de la linea 3 tendriamos:

n—2

T(n) =1 + 1+ Z (1 + Tcuerpo bucle externo + 1) + 1.
=0

bucle externo

Se recomienda usar el nombre de la variable contadora en el codigo como variable
contadora en el sumatorio (en este caso 7). Ademaés, para los limites superior e inferior

usamos los propios valores que tomaria la variable en el codigo.

Por otro lado, como el cuerpo del bucle externo es otro bucle, podemos definir su

coste a través de la féormula para los sumatorios:

n—1
Tcuerpo bucle externo = 1 + 5 (]— + Tcuerpo bucle interno + 1) + 1.
=i+l

En este caso, la variable j toma valores desde n — 1 bajando hasta ¢ 4+ 1. Para no
considerar que el sumatorio vale 0, usamos 7 + 1 como limite inferior y n — 1 como

superior.

Por tltimo, el coste asociado al cuerpo del bucle interno (del if) seria una operacion
en el caso mejor (si la lista de entrada estuviera ordenada en sentido creciente), o cuatro
en el caso peor (la lista inicial estaria ordenada en sentido decreciente). En ambos casos
es una constante, y por eso el algoritmo va a requerir del orden del mismo niimero de
operaciones tanto en el caso mejor como el peor. Analicemos el caso mejor, en el cual:

Tcuerpo bucle interno = 1.

Este valor se puede sustituir para hallar el coste del cuerpo del bucle externo (que es el
coste del bucle interno):

n—1 n—1
Tcuerpobucleexterno:1+ Z (1+1+1)+1:2+ Z 3:2+3(TL*1*Z):3TL*1*37J
Jj=i+1 Jj=i+1

Esta formula se puede sustituir en la expresion de T'(n):

n—2 n—2
T(n) =141+ (1+3n—1-3i+1)+1=3+) (3n+1-3i)
=0 i=0
n—2 n—2 n—2
_ N3 _ oy _ar=2)n—-1)
—34-;3”4-;1 ;31—3—1—371(71 1)+(n-1)—-3 5

3 3 5)
:3+3n2—3n+n—1—§(n2—3n+2):§n2+§n—1 c 0(n?).
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Codigo 2.3: Funcién en Python para sumar los n primeros nimeros enteros positivos.

def suma_primeros_naturales(n):
if n ==
return 1 # (Caso base
else:
return suma_primeros_naturales(n - 1) + n # Caso recursivo

Por tanto, el algoritmo de ordenacién burbuja corre (para cualquier lista de entrada)
en tiempo cuadratico.

2.3 Analisis de algoritmos recursivos

El tiempo de ejecucion o el nimero de operaciones realizadas por un algoritmo recur-
sivo se especifica a través de una relacion de recurrencia (o simplemente, recurrencia),
que es una funcién matematica recursiva, digamos 7T, que describe su coste computacio-
nal. Considere el Codigo 2.3 para sumar los n primeros enteros positivos. En primer
lugar, el nimero de operaciones que debe realizar depende claramente del parametro de
entrada n. Asi, T serd una funcion de n.

En el caso base (cuando n = 1) el método realiza las operaciones basicas que se
muestran en la Figura 2.6. Antes de ejecutar las instrucciones, el programa necesita
almacenar informacion de bajo nivel (por ejemplo, sobre los parametros o la direcciéon
de retorno). Digamos que esto requiere ag unidades de tiempo de computacion, donde
ao es una simple constante. La siguiente operacién béasica evalta la condicién, tomando
a1 unidades de tiempo. Dado que el resultado es True, la siguiente operacién es un
“salto” a la tercera linea del método, que requiere a2 unidades de tiempo. Finalmente,
el método puede devolver el valor 1 en el altimo paso, lo que requiere az unidades de
tiempo. En total, el método requiere a = ag + a1 + a2 + a3 unidades de tiempo para
n = 1. Asi, podemos definir T(1) = a. El valor exacto de a es irrelevante de cara a
la complejidad computacional asintética del método. Lo importante es que a es una
cantidad constante que no depende de n.

Alternativamente, la Figura 2.7 muestra las operaciones realizadas en el caso re-
cursivo (cuando n > 1). Sea b = Z?:o b; el tiempo total de computacion necesario
para realizar las operaciones bésicas (almacenar informacion de bajo nivel, evaluar la
condicién, saltar al caso recursivo, restar una unidad a n, sumar n al resultado de la
llamada recursiva, y devolver el resultado), que también es una constante cuyo valor
exacto es irrelevante de cara a la complejidad computacional asintotica. Ademas de b,
debemos considerar el tiempo requerido por la llamada recursiva. Dado que resuelve un
problema completo de tamafio n — 1, podemos definirlo como T'(n — 1). Asi, la relaciéon
de recurrencia T'(n) completa puede especificarse de la siguiente manera:

a sin=1,
T(n) = (2.2)
Tn—1)+b sin>1,
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—>» def suma_primeros_naturales (n) : ao
if n==1:
return 1
else:

return suma_primeros_naturales (n-1) + n

def suma_primeros_naturales (n) :
if n==1: ai
return 1
else:

return suma_primeros_naturales (n-1) + n

def suma_primeros_naturales (n) :

if n==1: as
[: return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1) + n

def suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
<«——— return 1 as
else:

return suma_primeros_naturales (n-1) + n

Figura 2.6: Secuencia de operaciones realizadas por la funcién del Codigo 2.3 en el caso
base.

donde, por ejemplo, T'(3) =T(2) +b=T(1)+b+b=a+ 20b.

Aunque T describe correctamente el coste computacional del algoritmo, no es trivial
averiguar su orden de crecimiento, ya que la definicién es recursiva. Por lo tanto, el
siguiente paso del anélisis consiste en transformar la funcién en una férmula no recursiva
equivalente. A este proceso se le denomina resolver la relaciéon de recurrencia. En este
ejemplo, T'(n) es una funcion lineal de n:

Tn)=bn—1)+a=bn—b+a € O(n).

En las siguientes secciones veremos cémo resolver esta recurrencia y otras comunes,
empleando dos procedimientos diferentes.

Ademas, en estos apuntes simplificaremos las relaciones de recurrencia para facilitar
el analisis. Considere el Codigo 2.4, que surge de la descomposicion del problema de
sumar los primeros n enteros positivos segin ilustra la Figura 2.8. Su funcién de coste
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—>» def

def

def

def

def

def

def

<«———— return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==
return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

return| suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

return suma_primeros_naturales (n-1)

suma_primeros_naturales (n) :
if n==1:
return 1

else:

+

4

4

bo

b1

bs

bs

T(n—1)

b4

bs

Figura 2.7: Secuencia de operaciones que realiza la funcion del Codigo 2.3 en el caso

recursivo.

53



2.3. Analisis de algoritmos recursivos

Codigo 2.4: Funcién en Python para sumar los n primeros enteros positivos, empleando
subproblemas de (aproximadamente) la mitad del tamano que el original.

1 def suma_primeros_naturales_alt_5(n):

2 if n ==

3 return 1

4 elif n % 2 ==

5 return 2 * suma_primeros_naturales_alt(n / 2) + (n / 2)*%*2
6 else:

7 return (2 * suma_primeros_naturales_alt((n - 1) / 2)

8 + ((n + 1) / 2)*%x2)

sty =25 (2)+ (% ’ sty =29 ("1 4 (n+1Y’
M=) * 2) "= 2 2
e e pf o1
: -
:---:: l< -l
i n E 1 n+1
T o) T 2
Ll : J [ :
Y - Y
n (par) n (impar)

Figura 2.8: Diagrama ilustrando la descomposiciéon en subproblemas empleada en el
Codigo 2.4.
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de tiempo de ejecucion asociado se puede definir como:

a sin=1,
T(n)=T (%

T([3

Esta relacion de recurrencia es dificil de analizar por dos razones. Por un lado, contiene

+b sin>1ynes par, (2.3)

NS ~—r

J) sin >1yn esimpar.

més de un caso recursivo. Por otro, aunque es posible trabajar con la funcion suelo, esta
sujeta a tecnicismos y requiere matemaéticas mas complejas (por ejemplo, trabajar con
desigualdades). Ademas, la complejidad adicional que se deriva de separar los casos para
n par e impar, y de tratar con una recurrencia con mas nivel de detalle, es innecesaria
en lo que respecta al orden de crecimiento de la funcién. Dado que el algoritmo se basa
en resolver subproblemas de (aproximadamente, en el caso impar) la mitad del tamano,
podemos trabajar con la siguiente relaciéon de recurrencia en su lugar:

a sin=1,
T(n) = (2.4)
T(%)+b sin>1.

En la practica, trabajar con esta funcién es analogo a utilizar (2.3) y asumir que el
tamano del problema (n) serd una potencia de dos, que puede ser arbitrariamente
grande.

Por tanto, cubriremos las relaciones de recurrencia con un solo caso recursivo, evi-
tando el uso de las funciones suelo o techo. Esto nos permitird determinar definiciones
exactas no recursivas de relaciones de recurrencia cuyo orden de crecimiento se puede
caracterizar por la cota asintoética ajustado ©.

2.3.1 Meétodo de expansion de recurrencias

El método de expansion de recurrencias, también conocido como “método iterativo”
o “método de sustitucién hacia atras”, se puede utilizar principalmente para resolver
relaciones de recurrencia cuyo caso recursivo contiene una referencia a la funcién recur-
siva (en algunos casos se puede aplicar a recurrencias en las que la funcién recursiva
aparece varias veces en las definiciones recursivas). La idea consiste en simplificar la
relacion recursiva progresivamente paso a paso, hasta identificar un patrén general en
la i-ésima etapa. Posteriormente, la funcién puede tomar valores concretos consideran-
do que el caso base se alcanza en esa i-ésima etapa. Los siguientes ejemplos ilustran el
procedimiento.

Relaciones de recurrencia basicas

Consideremos la funciéon definida en (2.2). Su caso recursivo:
Tn)=T(n—1)+b (2.5)
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2.3. Analisis de algoritmos recursivos

1. Escribir el caso recursivo de la relacion de recurrencia

2. Expandir los términos recursivos (T') del lado derecho varias veces hasta de-
tectar un patréon general para el i-ésimo paso

3. Determinar el valor de ¢ que nos permite llegar a un caso base
4. Sustituir 7 en el patréon general y simplificar

5. Determinar el orden de crecimiento de la funcién T

Figura 2.9: Resumen de los pasos del método de expansiéon de recurrencias.

puede aplicarse repetidamente (a argumentos de menor tamano) para expandir el tér-
mino 7" del lado derecho. Por ejemplo, T'(n — 1) = T'(n — 2) + b, donde lo tnico que
hemos hecho es sustituir n por (n — 1) en (2.5). Asi, llegamos a

T(n)=[T(n—2)+b+b=T(n—2)+ 20b,
T(n—1)

donde la expresion dentro de los corchetes es la expansion de T'(n — 1). La idea se puede
aplicar de nuevo expandiendo T'(n — 2), que es T'(n — 3) + b. Asi, en un tercer paso
obtenemos
T(n) = [T(n—?)) +b] 4 2b=T(n—3) + 3b.
T(n—2)
Después de varias de estas expansiones deberiamos ser capaces de detectar un patrén
general correspondiente al i-ésimo paso. Para esta funcion es:

T(n) = T(n — i) + ib. (2.6)

Finalmente, para algtn valor de ¢ el proceso alcanzard un caso base. Para la funcién
(2.2) estéa definida para T'(1). Por tanto, el término T'(n — i) correspondera al caso base
cuando n — i = 1, o equivalentemente, cuando i = n — 1. Sustituyendo este resultado
en (2.6) podemos eliminar la variable ¢ de la formula, y proporcionar una definiciéon
completa no recursiva de T'(n):

Tn)=T(1)+(n—1)b=a+(n—1)b=bn—-b+a € O(n).
Por tanto, el Codigo 2.3 corre en tiempo lineal con respecto a n.

La Figura 2.9 presenta un resumen del método de expansion que ahora aplicaremos
a otras relaciones de recurrencia basicas. Considérese la funcion definida en (2.4). El
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proceso de expansion es:

T(n) = T(n/2)+b (paso 1)
= [T(n/4)+b] +b=T(n/4) + 2b (paso 2)
— [T(n/8)+b] +2b=T(n/8) + 3b (paso 3)
= [T(n/16) +b] + 3b = T(n/16) + 4b (paso 4)

donde el patrén general para la relacién de recurrencia en el paso i es:
T(n) = T(n/2%) + ib. (2.7)

El caso base T(1) se alcanza cuando n/2! = 1. Por tanto, se da cuando n = 2°, o
equivalentemente, cuando i = logy n. Sustituyendo en (2.7) obtenemos:

T(n)=T(1)+blogyn = a + blogyn in ©(logn).

Dado que el orden de crecimiento es logaritmico, el Codigo 2.4 es mas rapido que
el Codigo 2.3, cuyo orden es lineal. Esto tiene sentido intuitivo, ya que el primero
descompone el problema original dividiendo su tamano por dos, mientras que el segundo
se basa en decrementar el tamafio del problema en una unidad. Asi, el Codigo 2.4
necesita menos llamadas a funciones recursivas para llegar al caso base.

Un detalle sutil sobre las relaciones de recurrencia que se derivan de dividir el tamano
de un problema por una constante entera k > 2 es que no deben contener un solo caso
base para n = (0. Desde un punto de vista mateméatico, nunca se alcanzarfa, y no
podriamos encontrar un valor para ¢ en el tercer paso del método. El escollo es que el
argumento de T'(n) debe ser un nimero entero. Asi, la fraccion en T'(n/k) corresponde
en realidad a una division entera. Notese que después de alcanzar T'(1) la siguiente
expansion corresponderia a 7'(0) en lugar de T'(1/k). Por lo tanto, para estas relaciones
de recurrencia debemos incluir un caso base adicional, normalmente para n = 1, con el
fin de aplicar el método correctamente.

En los ejemplos anteriores fue bastante sencillo detectar el patréon recursivo gene-
ral para la etapa i-ésima del proceso de expansiéon. Para las siguientes relaciones de
recurrencia el paso es algo méas complejo, ya que implicard calcular sumas como las
presentadas en el apartado 1.3.

Considérese la siguiente relaciéon de recurrencia:

a sin =0,
T(n) = (2.8)
T(n—1)+bn+c sin>0.
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2.3. Analisis de algoritmos recursivos

El proceso de expansién es:

T(n) = T(n—1)+bn+ec
= [T(n—2)+bn—1)+d+bn+c
— T(n—2)+2bn—b+2c
= [T(n—3)+b(n—2)+c|+2bn—b+2c
= T(n—3)+3bn—b(1+2)+3c
= [T(n—4)+b(n —3)+d +3bn — b(1 +2) + 3¢

= T(n—4)+4bn —b(1+2+3) +4c

= T(n—1i)+ibn —b(1+2+3+ -+ (1 — 1)) +ic,

donde los corchetes indican expansiones particulares de términos que asociados a T
Ademas, el ultimo paso contiene el patrén recursivo general, que se puede escribir como:

i—1
T(n)=T(n—i)+ibn—bY j+ic=T(n—1i)+ibn—b
j=1

(i—1)i

+ic. (2.9)

Dos conceptos erréneos frecuentes al utilizar sumas en el patrén en la etapa i-ésima son:
(1) utilizar ¢ como variable indice del sumatorio, y (2) elegir n como su limite superior.
Es importante tener en cuenta que i — 1 es el limite superior del sumatorio en este caso,
lo que implica que la variable contadora no puede ser 1.

Finalmente, el caso base T'(0) se alcanza cuando ¢ = n. Por lo tanto, sustituyendo
en (2.9) tenemos:

b b b
T(n):an—in(n—1)+cn+a:5722—1- (c+2>n—|—a € O(n?),

que es un polinomio cuadratico.

La siguiente relaciéon de recurrencia aparece en algoritmos de divide y venceras como
el mergesort:
a sin=1,

T(n) = { (2.10)

2T (n/2) +bn+c sin > 1.
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El proceso de expansion es:

T(n) = 2T(n/2)+bn+c
= 22T (n/4) +bn/2+4c]+bn+c
= 4T(n/4)+ 2bn+2c+c
= 42T (n/8) +bn/4+c]+2bn+2c+c¢
= 8T(n/8)+3bn+4c+2c+c
= 8[2T(n/16) +bn/8 + c| + 3bn + 4c+ 2c+ ¢

= 167(n/16) 4+ 4bn + 8c + 4c+ 2c + ¢

= 2T(n/2") +ibn+ c(1+2+4+ -+ 2171,

De nuevo, los corchetes indican expansiones de términos asociados a T. En este caso
son especialmente tutiles, ya que cada uno de los términos expandidos debe multiplicarse
por dos. Se recomienda a los estudiantes que utilicen corchetes, ya que omitirlos es una
fuente comun de errores.

En este caso, el patron recursivo contiene una suma parcial de una serie geométrica.
i—1
T(n) = 2'T(n/2') +ibn + ¢ 27 =2'T(n/2") + ibn + ¢(2' — 1). (2.11)

Jj=0

Por tltimo, se alcanza el caso base T'(1) cuando n/2" = 1, lo cual implica que i = log, n.
Por tanto, sustituyendo en (2.11) da lugar a:

T(n)=nT(1)+bnlogyn+c(n—1) =bnlogon+n(a+c)—c € O(nlogn),

cuyo término de mayor orden es bn log, n.

Teorema Maestro

El Teorema Maestro es un resultado que puede utilizarse como receta rapida para
determinar la complejidad computacional en tiempo de algoritmos basados en la es-
trategia de diseno divide y vencerds. En particular, se puede aplicar a las siguientes
relaciones de recurrencia:

T(n) = c sin=1,
a aT(n/b) + f(n) sin>1,
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donde ¢ > 1, b > 1, ¢ > 0, y f es una funcién asintéticamente positiva. Asi, estos
algoritmos resuelven a subproblemas cuyo tamano es igual al del original dividido por
b. Ademas, el procesamiento posterior o la combinaciéon de las subsoluciones requiere
f(n) operaciones. En funcion de la contribucion relativa de los términos aT'(n/b) y f(n)
al coste de ejecucion del algoritmo, el teorema maestro establece, en su definicion més
general, que es posible determinar una cota ajustada asintética para T' en los tres casos
siguientes:

1. Si f(n) = O(n'°8» 7€) para alguna constante ¢ > 0, entonces:

T(n) € ©(n'o%9).

2. Si f(n) = © (n'°%(logn)¥), con k > 0, entonces:

T(n)€®© (nlogb“(log n)kH) .

3. Si f(n) = Q(n'°%2%€) con € > 0, y f(n) satisface la condicion de regularidad
(af(n/b) < df(n) para alguna constante d < 1, y para todo n lo suficientemente
grande), entonces:

T(n) € ©(f(n)).

Por ejemplo, para

1 sin=1,
T(n) = ,
T(n/2)+2" sin>1,

es posible encontrar un ¢ > 0 tal que el orden de f(n) = 2" sea mayor que el de
nleg2lte = pe De hecho, en este ejemplo cualquier valor € > 0 seria véalido ya que el
orden exponencial de 2" es siempre mayor que el orden de un polinomio. Asi pues, esta

relacién de recurrencia cae en el tercer caso del Teorema Maestro, lo que implica que
T(n) € ©(2").

Cuando f(n) es un polinomio de grado k podemos aplicar la siguiente versiéon mas
sencilla del Teorema Maestro:

O(n*) si g <1
T(n) € { O(n*Flogn) si g =1 (2.12)
O(n'osr ) sig > 1

Este resultado puede obtenerse mediante el método de expansién de recurrencias.
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Consideremos la siguiente relacion de recurrencia:

c ifn=1,
T(n) = (2.13)
aT(n/b) +dn* ifn> 1,

dondea>1,b>1,¢>0,yd>0. El proceso de expansién es:
T(n) = aT(n/b)+dn*
= a[aT(n/b?) +d(n/b)*] + dn*
= a*T(n/b?) + dn*(1 + a/b¥)
= a? [aT(n/b%) + d(n/b*)F] 4+ dn*(1 + a/bF)
= 3T (n/b?) + dn*(1 + a/bF 4 a2 /b?%)

- () ()

El caso base es T'(1) = ¢, que se alcanza cuando i = logy n. Sustituyendo los resultados:

log, n—1 j log, n—1 j
a a
T(n) = ca'®™ + dn* g (b—k) = cnlogr e 4 dn” E (b—k) ,
=0 =0

donde hay tres casos dependiendo de los valores de a, by k:

1. Si a < b* entonces Z?fg”_l (a/b%)” sera un término constante (no puede ser
infinito). Obsérvese que la suma infinita > ;o 7’ = 1/(1 —r) es una constante (es
decir, no diverge) para r < 1. Por lo tanto, en este escenario:

T(n) = cn'*®* + dKn",

para alguna constante K. Ademas, como a < b¥ implica que log, a < k, el término
de orden superior es n*. Por tanto,

T(n) € O(n*).

2. Sia = b* entonces T'(n) = cnF +dn* Z;‘f@ "1 = enF 4 dnk log n, lo cual implica
que:
T(n) € ©(n*logn).
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3. Si a > bF, entonces, resolviendo la suma parcial geométrica:

T(n) = cnlo8s @ 4 dnk 7<b

log, a k -1
= cn® +dn”—p—
= (et fone - o

donde K = a/b¥ — 1 es una constante. Finalmente, como a > b* implica que
logy, a > k, tenemos:
T(n) € ©(n'o% ).

Ejemplos adicionales

Considérese la siguiente relacion de recurrencia (que describiria, por ejemplo, el
tiempo de ejecuciéon de un algoritmo de divide y venceras para hallar el maximo de una

lista):
1 ifn=1
T(n) = Bne=n (2.14)
2I'(n/2)+1 ifn>1,

donde hemos supuesto que las constantes multiplicativas son iguales a 1, y que el tamaiio
de los subproblemas es exactamente la mitad que el del problema original. La recurrencia
multiplica T'(n/2) por dos ya que el algoritmo necesita invocarse a si mismo dos veces
en los casos recursivos, con argumentos diferentes en cada llamada. Ademés, anade la
constante 1 ya que los resultados de los subproblemas necesitan ser sumados y devueltos
por el método. Por ultimo, para simplificar, no necesitamos especificar un caso base para
n = 2. Estas suposiciones no afectaran al orden de crecimiento del tiempo de ejecucion.

Aplicando el método de expansiéon tenemos:

T(n) = 2T(n/2)+1
= 202T(n/4) + 1] +1=4T(n/4) +2+1
= A2T(n/8) +1]+2+1=8T(n/8) +4+2+1
= 8[2T(n/16) + 1] +4+2+1=16T(n/16) + 8+ 4 +2+1
i—1
= 2T(n/2)+ Y 2 =2"T(n/2") +2' - 1.
j=0
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El caso base T'(1) = 1 ocurre cuando n = 2¢. Sustituyendo tenemos:
Tn)=n+n—-1=2n-1 € O(n),

donde T'(n) es una funcion lineal de n. Naturalmente, este resultado esté de acuerdo con
el Teorema Maestro (véase (2.12)), ya que la relacion de recurrencia es un caso especial
de (2.13), donde @ = 2, b =2, y k = 0. Por tanto, T((n) € ©(2°%2") = O(n).

Considere la siguiente relacion de recurrencia (que podria describir, por ejemplo,
el niimero de operaciones que realizaria un algoritmo, no basado en divide y venceréas,
para hallar la suma de los elementos de una lista):

Hm_{l sin=1,

Tn—1)+1 sin>1,

que es un caso especial de (2.5), donde T'(n) € ©(n). En cambio, el tercer método
descompone el problema original en dos de la mitad de tamaifio, donde las subsoluciones
no necesitan ser procesadas mas. Por lo tanto, la relaciéon de recurrencia correspondiente
puede ser idéntica a la de (2.14).

Por altimo, considérese la siguiente relacién de recurrencia (que describiria, por
ejemplo, el coste de una funciéon recursiva béasica para hallar el niimero de digitos de un

nimero entero no negativo):

T(n)=

1 sin < 10,
{ (2.15)

T(n/10)+1 sin > 10.

Es diferente de las recurrencias anteriores, ya que el caso base se define en un intervalo.
No obstante, al suponer que la entrada serd una potencia de 10, podemos utilizar una
definicion alternativa de la recurrencia:

1 sin=1,
Tln) = {T(n/l()) +1 sin>1. (2.16)

Ambas funciones son equivalentes para n = 107 (y p > 0).

La segunda recurrencia es un caso especial de (2.13), donde a = 1, b = 10, y
k = 0. Asi, el Teorema Maestro indica que su complejidad es logaritmica, ya que
T(n) € ©(n*logn) = O(logn). Podemos obtener este resultado de la siguiente ma-

63



2.3. Analisis de algoritmos recursivos

nera aplicando el método de expansion:

T(n) = T(n/10)+1
= [T(n/100) + 1] + 1 = T(n/10%) + 2
= [T(n/1000) + 1] +2 = T(n/10%) + 3
= [T(n/10000) + 1] + 3 = T'(n/10%) + 4

= T(n/10%) + 1.

El caso base se obtiene cuando n/10° = 1, es decir, cuando i = log;,n. Sustituyendo
obtenemos:
T(n) =T(1) 4+ logign =1+ loggn € ©(logn).

2.3.2 Meétodo general para resolver ecuaciones en diferencias

El método de expansion es eficaz para resolver relaciones de recurrencia en las que
la funcién recursiva sélo aparece una vez en las definiciones recursivas. Esta seccion
describe un potente enfoque, que denominaremos “método general para ecuaciones en
diferencias”, que nos permite resolver recurrencias que pueden “llamarse” a si mismas
varias veces. En particular, el método se puede utilizar para resolver recurrencias de la

siguiente forma:

T(n) = —a1T(n—1)— - —ayT(n—k) + PHn)bY+ - + P(n)p? ,  (2.17)

términos T “en diferencias” términos “polinomio X exponencial”

donde a; y b; son constantes, y Pidi (n) son polinomios (de n) de grado d;. Los términos
asociados a T pueden aparecer varias veces en el lado derecho de la definicion. Ade-
mas, sus argumentos son necesariamente n menos alguna constante entera. Asi, estas
relaciones de recurrencia también se conocen como “ecuaciones en diferencias”. En es-
tos apuntes llamaremos a estos términos en los que interviene T “en diferencias”, para
enfatizar que los argumentos no pueden tomar la forma n/b, donde b es una constante.
Cabe mencionar que el método de todas formas es general, ya que se puede aplicar para
resolver recurrencias con términos del tipo T'(n/b), y otras mas complejas, realizando
transformaciones, como cambios de variable. Ademés, el lado derecho de la definicién
puede contener varios términos que consistan en un polinomio multiplicado por una
potencia de n (es decir, una exponencial).

En lugar de proporcionar directamente un procedimiento general, los siguientes apar-
tados explicaran el método de forma progresiva, comenzando con recurrencias sencillas
e introduciendo nuevos elementos a medida que aumente la complejidad de las recu-

rrencias.
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Recurrencias homogéneas y raices diferentes

Las relaciones de recurrencia homogéneas sélo contienen términos 7" en diferencias:
T(n)=-a1T(n—1)— -+ —aT(n— k).

El primer paso para resolverlas consiste en pasar cada término al lado izquierdo de la

ecuacion:

Tn)+aT(n—1)+ -+ +aT(n—k)=0.

Posteriormente, definimos su polinomio caracteristico asociado aplicando el cambio
2F* =T(n—2) para 2 =0,...,k:

zF + alxk_l + - +ap_1x+ ag.

k—

Lo tinico que hemos hecho es sustituir 7'(n) por z*, T'(n — 1) por 2*~1, y asi sucesiva-

mente. El coeficiente (ay) asociado al término 7' que tenga el argumento mas pequerno
serd la constante del polinomio. El siguiente paso consiste en encontrar las k raices del
polinomio caracteristico. Si r; es su rafz i-ésima entonces se puede expresar en forma
factorizada como:

(x—r)(x—ry) - (x—rg).

Si todas las raices son diferentes, entonces la expresiéon no recursiva para T’ sera:
T(n)=Cir+ -+ + Cyr. (2.18)

Finalmente, los valores de las constantes dependeran de los casos base de T, y se ha-
llaran resolviendo un sistema de k ecuaciones lineales con k variables desconocidas (las
constantes C;). Necesitaremos encontrar k valores iniciales (casos base, para valores
pequenos de n) de T' para construir las k ecuaciones.

El siguiente ejemplo ilustra el enfoque aplicado a la funcién Fibonacci bésica:

1 sin=1,
Fn)=4q1 sin =2, (2.19)
Fin—1)4+F(n—-2) sin> 2,

0 sin =0,
T(n)=41 sin=1, (2.20)
Tn—1)+T(n—2) sin>1,

donde hemos incluido un caso base extra para n = 0 que sera 1til en breve. El primer
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paso consiste en escribir cada término T en el lado izquierdo de la identidad recursiva:
Tn)—T(n—1)—T(n—-2)=0.

Es una recurrencia homogénea ya que hay un 0 en el lado derecho. Formamos entonces
el polinomio caracteristico:

22—z —1.

Las raices de esta funcién cuadratica son:

14++/5 1-5

and =
2 ) 1 r2

r =

que son diferentes. Por tanto, podemos expresar la recurrencia de manera no recursiva

T(n) = Cirf + Cory = C4 (1 h ﬁ) + Cy (1 — \/S> : (2.21)

CcOo1mo:

2 2

El ultimo paso consiste en encontrar valores para las constantes C; resolviendo un
sistema de ecuaciones lineales. Cada ecuacién se forma eligiendo un valor pequeno para
n correspondiente a un caso base, y aplicandolo a (2.21). La ecuaciéon més sencilla se
obtiene para n = 0, que es la razén por la que consideramos el caso base n = 0 en
(2.20). Para la segunda ecuaciéon podemos utilizar n = 1. Esto proporciona el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

Ch + Cy =0 = T(O)
(1+2V5) Cy + (1‘2\/5) C; =1 =T()

Las soluciones son: 1 1
Cl = %7 and CQ = ——F.

Por tanto, la funcién de Fibonacci se puede expresar de la siguiente manera:

T(n) = F(n) = \}5 (1 +2‘/5> _ \}5 (1 _2‘/5> co (1 +2*/5> . (222)

que es una funcién exponencial. Obsérvese que r}" domina claramente el crecimiento de
la funcién. Por un lado, r1 > ro. Por otro, |r2| < 1, lo que significa que r% se aproximara
a 0 a medida que n se acerque a infinito (es una funcion decreciente). Por tultimo, a
pesar de su apariencia compleja, el resultado es obviamente un niimero entero.

Para el siguiente ejemplo consideremos las siguientes funciones mutuamente recur-
sivas:
0 sin=1,

Aln) = {A(n ~1)+Bn—-1) sin>1, (2.23)
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B(n) = {1 sin=1, (2.24)

An—1) sin>1.

Para poder aplicar el método debemos redefinirlas exclusivamente en términos de si
mismas. Por un lado, B(n) = A(n — 1) implica que B(n — 1) = A(n — 2). Ademas,
A(2) = 1. Asi, podemos redefinir A(n) como:

0 ifn=1,
A(n) =41 ifn =2, (2.25)
An—1)+A(n—-2) ifn>3.
Por otra parte, como A(n—1) = B(n), y A(n) = B(n+ 1), podemos sustituir en (2.23)
para obtener B(n + 1) = B(n) + B(n — 1). Ademaés, como B(2) = 0, podemos definir
B(n) como:
1 ifn=1,
B(n) =140 ifn =2, (2.26)
B(n—1)+B(n—2) ifn>3.

Ambas funciones tienen la forma en (2.21). Por lo tanto, la tnica diferencia entre ellas
es el valor de las constantes. En particular:

(o) (5 () () e

w=(o70) (5F) +(man) () e

donde se puede suponer que A(0) = 1, y B(0) = —1. Por tltimo, no es dificil ver que

A(n)+ B(n) son numeros de Fibonacci F'(n), ya que sumando (2.27) y (2.28) se obtiene
(2.22).

Raices con multiplicidad mayor que uno

El apartado anterior mostré que si la multiplicidad de una raiz r; es 1, correspon-
diente a un término (x —7;)! en la factorizacion del polinomio caracteristico, entonces la
version no recursiva de T'(n) contendra el término Cjrl*. En cambio, cuando la multipli-
cidad m de una raiz r es mayor que 1, resultante de (z —r)"™, entonces 7T'(n) incorporara
m términos de la forma: polinomio X constante x r™. En particular, los polinomios se-
ran diferentes potencias de n, que van de 1 a n™~1. Por ejemplo, un término (z —2)* en
la factorizacién del polinomio caracteristico darfa lugar a los cuatro términos siguientes
en la version no recursiva de T'(n):

C12™ 4+ Con2™ + C3n?2" + Cyn32™,
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para algunas constantes C;. Por tanto, T'(n) se puede expresar en general como:
T(n) = CiPr(n)ry + -+ + CpBp(n)ry, (2.29)

donde P;(n) es un polinomio de tipo n¢, para alguna c.

Por ejemplo, considérese la siguiente recurrencia:
Tn)=5T'(n—1)—9T(n—2)+7(n—3) —2T(n—4),

conT(0) =0,7(1) =2,7T(2) =11y T(3) = 28. Se puede expresar como 1'(n) —5T"(n—
1)+9T(n—2) —7T(n—3) + 2T (n — 4) = 0, cuyo polinomio caracteristico es:

gt — 5x3 + 927 — Tx + 2.
Se puede factorizar (por ejemplo, aplicando la regla de Ruffini) como:
(2= 1)z - 2),
lo cual implica que la recurrencia se podra reescribir como:

T(n) = C1-1-1"4+Cy-n-1"+C5-n?> 1"+ Cy-1-2"

= Cl + CQTL + CgTLQ + C42n,

donde hay tres términos asociados a la raiz » = 1. Finalmente, las constantes se pueden
obtener resolviendo el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Ch + Cy = 0 = T(0)
Ci + Cy+ (C3+2C, = 2 = T(l)
Cy + 20y + 4C3 + 4Cy = 11 = T(Q)
Cy + 3Cy + 9C3 + 8Cy = 28 = T(3) )
Las soluciones son C; = —1, Cy = =2, C3 = 3,y Cy = 1 (el Codigo 2.5 muestra como

resolver el sistema de ecuaciones lineales, expresado como Ax = b, con el paquete
NumPy). Por altimo,

T(n)=—1-2n+3n*+2" € 6(2"),
cuyo orden de crecimiento es exponencial.
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Codigo 2.5: Resoluciéon de un sistema de ecuaciones lineales, Ax = b, en Python.

import numpy as np

A = np.array([[1, O, O, 1], [1, 1, 1, 2],
(1, 2, 4, 41, [1, 3, 9, 811)

b = np.array ([0, 2, 11, 28])

b'e np.linalg.solve(A, b)

Recurrencias no homogéneas

Una recurrencia no homogénea contiene términos no recursivos en su lado derecho.
Podremos resolver estas recurrencias cuando dichos términos consistan en un polino-
mio por una exponencial, como se muestra en (2.17). El procedimiento es exactamente

d;+1

el mismo, pero para cada término P% (n)b? tendremos que incluir (z — b;) en el

(2
polinomio caracteristico, donde d; es el grado del polinomio P;(n).

Considérese la siguiente relacion de recurrencia:
T(n) =2T(n—1) = T(n —2) + 3" + n3" + 3+ n+n’.

Como en ejemplos anteriores, el primer paso consiste en pasar los términos 7' en dife-

rencias al lado izquierdo de la recurrencia:
T(n) —2T(n—1)+T(n—2) =3"+n3" + 3 +n +n’

Para el siguiente paso es 1til expresar los términos del lado derecho como el producto
de un polinomio por una exponencial. Naturalmente, si un término sélo contiene una
exponencial, entonces se puede multiplicar por un 1 (que es un polinomio). Del mismo
modo, podemos multiplicar polinomios, que no aparezcan inicialmente multiplicados
por una potencia, por 1™. Por lo tanto, la recurrencia se puede escribir como:

T(n)—2T(n—1)+T(n—2)=1-3"+n-3"+3-1"+n-1" +n*. 1"

Ademaés, aunque una determinada exponencial aparezca varias veces, debemos conside-
rar que multiplica a un tnico polinomio. Asi, la recurrencia debe considerarse como:

T(n)—2T(n—1)+T(n—-2)=1+n) 3"+ B+n+n?)- 1"

El siguiente paso consiste en determinar el polinomio caracteristico. Del lado izquierdo
tenemos (22 — 2z + 1) = (x — 1)2. Del término (1 +n) - 3" tenemos que incluir (z — 3)?,
donde el 3 es la base de la exponencial, y el 2 es el grado del polinomio (1) més uno.
Del mismo modo, (3 +n +n?) - 1" proporciona el nuevo término (z — 1)3. Por lo tanto,

el polinomio caracteristico es;
(x = 1)}z =3)*(z = 1)° = (z = 1)°(x = 3)°,
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y T'(n) tendria la siguiente forma:
T(n) =C1+Con+ 03722 + C’4n3 + 0577,4 + Cg3™ + C7n3™.

El siguiente ejemplo ilustra el enfoque con la siguiente relaciéon de recurrencia no

1 sin =0,
T(n) = _
2T(n—1)+n+2" sin>0.

homogénea:

En este caso, podemos escribir el caso recursivo como T'(n) — 27 (n—1) =n-1"+1-2".
El polinomio caracteristico factorizado correspondiente es:

(2-2)  @-1(@-2) = (-1 -2
~—— —_— ——
de T(n) —2T(n—1) den-1" del-2"

por lo que la recurrencia tendra la siguiente forma:
T(n) =C1 4+ Con + C32™ + Cyn2"™.

Puesto que hay cuatro constantes desconocidas, necesitamos los valores de T' evaluados
en cuatro entradas diferentes. A partir del caso base T'(0) = 1, podemos calcular T'(1),
T'(2) y T(3) utilizando T'(n) = 27'(n — 1) + n+2". En concreto, T'(1) =5, T'(2) = 16, y
T'(3) = 43. Con esta informacion podemos construir el siguiente sistema de ecuaciones

lineales:
Gy + C3 = = T(0)
Ci+ Cy+ 203 + 204 = = T(1)
Cy + 20y + 4C5 + 8Cy = = T(2)
Cy + 3Cy + 8C3 + 24Cy = = T(3)
Las soluciones son (7 = —2, Uy = —1, C3 = 3, and Cy = 1. Por tanto, la expresiéon no

recursiva de T'(n) es:

T(n)=-2-n+3-2"4+n2" € O(n2").

Argumentos fraccionarios

El método general para ecuaciones en diferencias sélo puede aplicarse cuando las
entradas de los términos asociados a T" son diferencias de la forma n—b, donde b es alguna
constante entera. Sin embargo, es posible resolver algunas relaciones de recurrencia que
contienen términos en los que las entradas de T' son fracciones de la forma n/b, para
alguna constante b. La clave reside en transformar la fracciéon en una diferencia mediante
el cambio de variable n = b*, y por tanto suponiendo que n es una potencia de b.
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Considérese la relacion de recurrencia en (2.14), cuyo caso recursivo es:
T(n)=2T(n/2)+1,

y donde podemos suponer que la entrada es una potencia de dos. Como el argumento en
el término T del lado derecho es n/2 tenemos que aplicar el cambio de variable n = 2k

para obtener:
T(2%) =21(2%/2) + 1 =27 (2" 1) + 1.

En esta nueva definicion T(Qk) es funcion de k. Por tanto, podemos sustituirla por el
término ¢(k) (un simple cambio de notacion):

t(k) =2t(k—1)+1,
que ahora podemos resolver mediante el método general para ecuaciones en diferencias.
En particular, la expresion puede escribirse como t(k) — 2t(k — 1) = 1-1™. Por tanto, el
polinomio caracteristico es (x — 2)(z — 1), y la funcién tendra la siguiente forma:

t(k) = Cy + C2F. (2.30)

Deshaciendo el cambio de variable obtenemos una solucién general a la recurrencia en
términos de la variable original:

El ultimo paso consiste en determinar las constantes C; y Cs. Esto puede hacerse
mediante (2.30) o (2.31). Para T podemos utilizar los casos base T'(1) = 1y T'(2) = 3.

Los casos base andlogos para t son: t(0) = T'(2°) = T(1) = 1,y t(1) = T(2%) = T(2) = 3.
De cualquier manera, el sistema de ecuaciones lineales es:

Ci+ Cy =1 = T(l):t(O)
Ci +2Cy = 3 = T(Q) :t(l)

Las soluciones son C1 = —1 y Cy = 2, y la expresion no recursiva de T'(n) es:

T(n)=2n—1 € O(n).

En la siguiente relaciéon de recurrencia podemos suponer que la entrada es una
potencia de cuatro. En particular, sea:

1 ifn=1,
T(n) =
2T (n/4) +logyn if n > 1.
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En este caso aplicando el cambio de variable n = 4% se llega a:
T(4F) = 27(4% /4) + log, 4F = 2T (4% 1) + klogy 4 = 2T (4F 1) + 2k.
El siguiente paso consiste en realizar la sustitucion (k) = T'(4%):
t(k) =2t(k — 1)+ 2k.

Llamaremos a esta operaciéon “cambio de funcién” para destacar que sélo se sustituyen
los términos T en la expresion (por los términos ¢). Por tanto, el cambio no afecta al
término 2k. La recurrencia puede reescribirse como t(k) — 2t(k — 1) = 2k - 1¥, donde el

polinomio caracteristico asociado es (z — 2)(z — 1)2. Asi, la recurrencia tiene la forma:
t(k) = C12k + Cy + Csk.

Para deshacer el cambio de variable podemos utilizar k = log, n, pero necesitamos una
expresion para 2F. En particular, n = 4% = (22)F = (2¥)2. Por lo tanto, 2¥ = \/n, lo que
conduce a:

T(n) = Ci1v/n + Co + Cslogyn.

Finalmente, a partir del caso base T'(1) = 1 podemos calcular T'(4) = 27(1)+1logy 4 = 4,
y T(16) = 27'(4) +log, 16 = 12. Esto nos permite calcular las constantes C; resolviendo
el siguiente sistema de ecuaciones lineales:

Ci + Cy = 1= T()
201 + 02 + 03 = 4 = T(4)
401 + 02 + 203 = 12 = T(16)
Las soluciones son C1 = 5, Cy = —4, y C3 = —2, y la expresion no recursiva de 7T'(n)

€es:

T(n) =5vn—4—2log,n € O(n'/?).

Cuando el argumento de 7' en la expresion recursiva es una raiz cuadrada, pode-
mos utilizar el cambio de variable n = 2(2"). Consideremos la siguiente relacion de
recurrencia:

T(n) =2T(v/n) +logyn (2.32)
donde T(2) = 1 y n = 2" (nétese que 2(2") £ 4*). Esta tltima restriccién sobre n
garantiza que el procedimiento recursivo terminara en el caso base paran = 2. Aplicando
el cambio de variable, tenemos:
T(2) = 27(22"/2) 4 log, 22") = 27(22" 7)) 4+ 2k,

Utilizando el cambio de funcion t(k) = T(Q(Qk)), la recurrencia es t(k) = t(k — 1) 4 2¥,
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cuyo polinomio caracteristico es (z — 2)(z — 2). Por tanto, la nueva recurrencia tendra

la forma

t(k) = C12% + Cok2.

Para deshacer el cambio de variable podemos utilizar k& = logy(logy n), y 2F = logy n.
La recurrencia en funcién de n es por tanto:

T(n) = Cylogyn + Ca(logy(logy n)) logy n. (2.33)

Por ultimo, podemos utilizar los casos base T'(2) = 1 y T'(4) = 4 para encontrar las
constantes. En particular, tenemos que resolver el siguiente sistema de ecuaciones linea-
les:

C =1 =T(2)

2C] + 2Cy = 4 = T(4)

Las soluciones son C1 = Cy = 1. Por tanto, la férmula no recursiva final de T'(n) es:

T(n) =logyn + (logy(logan)) logon € ©O((log(logn))logn). (2.34)

Multiples cambios de variable o funcién

La recurrencia anterior en (2.32) también puede resolverse aplicando dos cambios
consecutivos de variable (y funcién). En primer lugar, el cambio n = 2 conduce a:

T(2F) = 2T (V2¥) + log, 2 = T(2"/?) + k.
Sustituyendo T'(2%) por t(k), obtenemos la siguiente recurrencia:
t(k) = 2t(k/2) + k,

que sigue sin poder resolverse mediante el método, ya que no es una ecuacién en dife-
rencias. Sin embargo, podemos aplicar un nuevo cambio de variable para transformarla
en una. Con el cambio k = 2™ obtenemos:

t(2™) = 2t(2™1) 4 2™,

que se puede escribir como una ecuacién en diferencias realizando el cambio de funcién
u(m) = t(2™):
u(m) = 2u(m — 1) + 2™,

Su polinomio caracteristico es (x—2)2, lo que implica que la recurrencia tiene la siguiente

forma:
u(m) = C12™ 4+ Com?2™.
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Deshaciendo los cambios de variable se llega a:
t(k) = Cik + Ca(logy(k))k,

y finalmente:
T(n) = Cilogyn + Ca(logy(logy n)) logy n,

que es idéntico a (2.33). Por tanto, la solucion aparece en (2.34).

La estrategia de utilizar varios cambios de variables o funciones puede utilizarse
para resolver recurrencias mas complejas, como la siguiente no lineal:

(13 sin=1,
Tin) = {n[T(n/Q)]2 sin>1,

donde n es una potencia de dos. En primer lugar, podemos aplicar el cambio de variable
n = 2% lo que conduce a:

T(2) = 2 [1(2/2)| = 2* [r@t ]’

Ademas, con el cambio de funcion (k) = T(2¥) obtenemos:
t(k) = 2" [t(k — 1)),

que todavia no podemos resolver. Sin embargo, podemos tomar logaritmos a ambos
lados de la definicion:

log, (k) = log, (Qk [t(k — 1)]2) — k4 2logy t(k — 1),
y aplicar el mas complejo cambio de funciéon u(k) = log, t(k) para obtener:
u(k) =k +2u(k — 1),

que podemos resolver mediante el método. En concreto, su polinomio caracteristico es
(x — 2)(z — 1)?, lo que implica que u(k) tiene la siguiente forma:

u(k) = 012k + Cy + Csk.
Deshaciendo los cambios, tenemos primero:

t(kﬁ) _ 2012k+02+03k

y finalmente:
T(n) — 201n+Cz+C3lOg2n.
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El ultimo paso consiste en determinar las constantes. Utilizando la recurrencia inicial con
T(1) = 1/3, obtenemos T'(2) = 2[T(1)]> = 2/9, y T(4) = 4[T'(2)]? = 4(2/9)? = 16/81.
Podemos utilizar estos valores para construir el siguiente sistema de ecuaciones (no
lineales):

9C1+C2 1/3 = T(1)
22C1+C2+C3 2/9 = T(Q) s
24C1+C'2+203 — 16/81 = T(4)

que puede transformarse en un sistema de ecuaciones lineales tomando logaritmos a
ambos lados de las ecuaciones:

C1 + O = —loge3
2C1 +Cy + C3 = 1—1logy9=1-—2logy3

4C1 + Co + 2C3 = 4 —log, 81 =4 —4logy 3

Las soluciones son: C1 = 2 — log, 3 = logy(4/3), C2 = —2, y C3 = —1. Por lo tanto,
T'(n) se puede expresar como:

T(n) — 2(10g2(4/3))n72710g2n _ |:210g2 4/3) } .92, 2log2(1/n)

[ a el 5)

2.3.3 Analisis en espacio/memoria

Wl =

Este apartado contiene una breve introduccién al analisis de algoritmos en espacio
(es decir, en cuanto a memoria). Logicamente, la cantidad de memoria que requiere un
programa dependeré del tamafo de las variables y estructuras de datos que necesite a
lo largo de su ejecucién. En este sentido, es 1til tener en cuenta el “modelo de memoria”
de un programa, que simboliza los datos e informacién que se almacenan en memoria
al ejecutar un programa. La Figura 2.10 ilustra una version simplificada del modelo de
memoria (se suele estudiar en mayor detalle en asignaturas relacionadas con sistemas
operativos), el cual consta de cuatro bloques principales:

» Codigo. La gran mayoria de ordenadores emplea la arquitectura de computado-
ras Von Neumann, en la que se almacenan tanto datos como instrucciones en la
misma unidad de memoria. Por ello a estos ordenadores también se denominan
“computadores de programa almacenado”.

= Memoria estatica. En este bloque se almacena variables globales y datos estaticos,

los cuales pueden estar inicializados o no.

= Monticulo o heap. En esta zona se almacena la memoria dindmica, que se va
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Monticulo

Memoria estéatica

Codigo

Figura 2.10: Modelo de memoria simplificado.

Codigo 2.6: Codigo con tres métodos que se llaman sucesivamente.

1
2 AC..)

3

4

5 def A(...)
6

7 B(..)

8

9

10 def B(...)
11

12 c(C..)

13

14

15 def C(...)

-
=]

reservando y liberando a medida que se ejecuta el programa. Por esto crece y
decrece. En algunos lenguajes como C el programador es el principal responsable
de hacer un uso adecuado y eficiente de la memoria dinamica. Todo bloque de
memoria dindmica que se reserve debe liberarse posteriormente.

= Pila o stack. Es la regiéon de memoria asociada a los datos que almacenan los
subprogramas (es decir, funciones, procedimientos, subrutinas, métodos, etc.). Por
cada llamada a un subprograma se almacena un nuevo “registro de activaciéon” que
contiene los parametros formales y las variables locales del subprograma, ademas
de una serie de datos de bajo nivel (por ejemplo, la direccién de retorno). La
pila también crece cuando se llama a un nuevo subprograma, y decrece cuando se
retorna del mismo.

Veamos un primer ejemplo sencillo de lo que ocurre en la pila al ejecutar el Codigo 2.6
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Codigo 2.7: Codigo Python para hallar en n-ésimo namero de Fibonacci segtn (2.19).

def fibonacci(n):

if n == 1 or n == 2:
return 1
else:
return fibonmacci(n - 1) + fibomnacci(n - 2)

con tres métodos. Desde el programa principal se hace una primera llamada al método
A, el cual llama al B, que a su vez llama al C. El correspondiente proceso de llamadas
y retornos de los métodos se ilustra en la Figura 2.11(a). En los tres primeros pasos se
invocan los métodos, mientras que en los tres ultimos se retorna de ellos. La informacion
que se almacena en la pila del programa se muestra en (b). Como se puede apreciar,
en el primer paso se guardan los datos asociados al método A. Cuando en el segundo
paso A llama a B se crea un nuevo registro de activacién asociado a B, pero no se borra
la informaciéon sobre A. En el tercer paso se almacenan los datos relacionados con C, y
cuando finalmente retorna (en el paso 4) el método se “borran” de la pila (técnicamente
no se borran, sino que se modifica el puntero de pila, que indica donde termina ésta).
Este borrado se repite en los pasos 5 y 6 cuando retornan B y A, respectivamente. El
detalle importante a recordar de este ejemplo basico es que la cantidad de memoria
necesaria para ejecutar el codigo (independientemente de la memoria estéatica general y
la dindmica almacenada en el monticulo) es la asociada a los tres métodos, ya que en
un momento de la ejecuciéon del programa los registros de activacion de los tres métodos
se encuentran almacenados en la pila.

La pila juega un papel fundamental al analizar algoritmos recursivos, ya que éstos
pueden llegar a realizar multitud de llamadas recursivas, y por tanto pueden dar lugar
a multitud de registros de activacion. Consideremos la funcion de Fibonacci en (2.19),
codificada en el Codigo 2.7, cuyo arbol de llamadas recursivas se ilustra en la Figu-
ra 2.12(a) para n = 5. Por un lado, en el Apartado 2.3.2 vimos que su complejidad
en tiempo, especificada por (2.20), y expresada de manera no recursiva en (2.22), era
exponencial. En concreto, T'(n) ~ 1,618". Obsérvese que un algoritmo con un arbol de
llamadas binario donde la profundidad de las hojas fuera la misma (n) tendria 2™ — 1
nodos. Asumiendo una cantidad constante de operaciones por cada llamada, el coste en
tiempo del algoritmo seria ©(2"). En el caso de esta funcion de Fibonacci el arbol de
llamadas es también binario, pero esta “podado” (el subarbol de la izquierda tiene més
nodos que el de la derecha, para n > 4). El coste sigue siendo exponencial, pero la base
de la potencia es inferior a dos.

Por otro lado, la Figura 2.12(b) muestra el estado de la pila del programa al ejecutar
la funcion para n = 5. La clave de esta ilustracion es enfatizar que la complejidad en
espacio depende de la altura del 4rbol de llamadas recursivas, que es la profundidad
maxima de cualquiera de sus hojas, y que también se puede interpretar como el maximo
nimero de registros de activacién en cualquier instante durante la ejecucién del progra-
ma. En este caso, esta profundidad es n — 1, que es una funcion lineal de n. Ademés,
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los registros de activacion solo requieren almacenar el parametro de entrada (y otros
datos de bajo nivel). Por tanto, el espacio que se requiere por cada llamada o registro
de activacién es constante, que podemos llamar K. Si el nimero maximo de registros de
activaciéon en la pila es n — 1, entonces la cantidad de memoria requerida por el método
serd K(n —1) € ©(n).

Cabe mencionar que si la pila y el monticulo se solaparan se produciria un error en
tiempo de ejecucion denominado desbordamiento de pila (stack overflow). En Python se
limita el niimero de llamadas recursivas a 1000, aproximadamente. En caso de sobrepasar
este limite saltaria un error indicando que se ha excedido de la maxima profundidad
de recursion (mazimum recursion depth exceeded). Esta filosofia de limitar el ntumero
de llamadas recursivas tiene mucho sentido. En general, los programas recursivos que
podrian sobrepasar esta profundidad son los que solo hacen una llamada recursiva, ya
que el correspondiente arbol seria lineal. En cambio, si el proceso de cémputo esta
distribuido “a lo ancho”, donde el método realiza més de una llamada recursiva en sus
casos recursivos (los nodos internos del arbol de llamadas tendrian més de un nodo
hijo), la altura del arbol de llamadas sera generalmente mucho menor que el limite por
defecto en Python de unas 1000 llamadas recursivas (es posible aumentar este limite
con la sentencia sys.setrecursionlimit(n)). Todo esto nos ensena que si el método
recursivo solo hace una llamada recursiva entonces merece la pena sustituirlo por una
version iterativa. Esta serfa normalmente mas eficiente que la recursiva (ya que no
tiene que almacenar informacion en la pila del sistema), y ademas se evitarian errores
asociados a desbordamientos de pila.
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Figura 2.11: Proceso de llamadas y retornos del Codigo 2.6 en (a), mientras que en (b)
se ilustra el estado de la pila dentro del modelo de memoria asociado a la ejecuciéon del
codigo.
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Figura 2.12: Arbol de llamadas para la funcién recursiva de Fibonacci en (2.19) e im-
plementada en el Codigo 2.7, en (a), mientras que en (b) se ilustra el estado de la pila
dentro del modelo de memoria asociado a la ejecucion del codigo. En ambas ilustracio-
nes F(i) = Fj.
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