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Introduccién

Introduccién

@ Definicién de l6gica implica compromisos.

e Podemos definirla como un conjunto de saberes repartidos en
disciplinas muy diferentes: informatica, ciencias de la computacién,
matematicas, filosofia, lingiiistica, etc. = No es sustantiva.

o Podemos definirla como una dnica ciencia transversal a distintas
disciplinas (nicleo comin) = Si es sustantiva.

@ Interdisciplinariedad = problematica.

i Qué hacemos cuando hacemos légica?



Dialéctica

Dialéctica

Desde la grecia clasica (sofistas, Aristételes) la légica es eminentemente
dialéctica.

e Cémo argumentar correctamente.
@ Pensamiento, lengua y lenguaje son inseparables.

@ Hoy en dia queda este remanente en retdrica, oratoria, teoria de la
argumentacion, etc.



La matematizacién de la légica

Logica
@ Logica termina confluyendo con las matematicas.

@ Geometria: nociones, conceptos y demostraciones.
o Algebra: metodologia
@ ;Se puede hacer un &lgebra del pensamiento?
Dos vias para la l6gica a partir del siglo XXI:
o Computacién: modelizar razonamientos.
@ Fundamentacién matematica: jqué son los objetos abstractos?



Fin de la l6gica natural

Que la l6gica ha tomado este camino seguro desde los tiempos mas
antiguos es algo que puede inferirse del hecho de que no ha necesitado dar
ningin paso atras desde Aristételes, salvo que se quieran considerar como
correcciones la supresién de ciertas sutilezas innecesarias o la clarificacién
de lo expuesto, aspectos que afectan a la elegancia, mas que a la certeza
de la ciencia. Lo curioso de la légica es que tampoco haya sido capaz de
avanzar, hasta hoy, un solo paso. Segin todas las apariencias se halla,
pues, definitivamente concluida.

(KrV: B, VIII).



Validez y verdad

Dos grandes ramas actuales

e Computacion:
e Modelizar forma de razonamiento con lenguajes formales: terminan
evolucionando en teoria de la computacion.
e Hablamos de lenguajes de programacién, informaticos, puertas Iégicas,
etc.

o Fundamentacion:

e Finales del XIX y principios del XX: nuevas entidades y objetos
matematicos sin intuicion (nuevas geometrias, fundamentacién de los
ndmeros, etc.).

o Infinitos en acto: prueba de la diagonalizacién de Cantor.

e ;Cémo demostrar y entender entidades abstractas en matematicas?

La l6gica se consolida como disciplina al a base de las ciencias de la
computacién pero también de la fundamentacién de objetos
matematicos.



Deduccién formal

. Como es posible realizar deducciones formales que sean verdaderas?

Teorema de Euclides

o Ax. 1. (Definicion (N, +, <, -, =))
o Ax. 2. (Definiciéon de nimero primo): todo n € N: n > 1y n solo
tiene dos divisores; él mismo y la unidad.

o Ax. 3. (Definicion de nimero compuesto): todoneN:n>1y
n tiene al menos un divisor ademas de él mismo y la unidad (son
factorizables).

o Ax. 4. (Teorema fundamental de la aritmética): todo entero
positivo mayor que 1 es un niimero primo o un producto nico de
nimeros primos).



Deduccién formal

Teorema de Euclides

1. P={p1,p2,-..,Pn} : Vx € P(px) A =3x(x € P A ¢(x)
2. Q= (p1p2.--pn) +1
3. Q>1ANQ#p1,..., pn
4. 6(Q) xor ~6(Q):
41 0(¢(Q)) =1 = Ipi(pi ¢ P) - L

42 0(¢p(Q) =0=3F: Q/f AfEP
4.3. Q:C,'p,'ZC,'le_J_

El objeto de estudio de la l6gica es el de fundamentar estas demostraciones.
Se busca crear un lenguaje l6gico que se utilice, precisamente, para poder
expresar y fundamentar deducciones o demostraciones como ésta.



Validez y verdad

Nos movemos en plano de: objetos/entidades abstractos.

Correcta fundamentacién de una serie de pruebas, demostraciones y
argumentos mediante procesos inferenciales que cumplen con
exigencias formales de un calculo concreto.

Los procesos inferenciales son validos.

1. NO: adecuacién entre la abstraccién de un objeto concreto
susceptible de incorporarse en un analisis |6gico formal y el objeto
mismo. Es extralégico.

2. Sl: asignacién de valores de verdad a través de una funcién a ciertos
enunciados elementales. Es extraldgico.

Verdad/Arriba/Encendido/... 1 FaIsedad/AbaJo/Apagado/



Validez y verdad

Proposicién

Una proposicién es toda férmula bien formada susceptible de recibir un
valor 1 o 0. Podran ser compuestas formadas a partir de otras mas simples
o atémicas. Se suelen representar con p; una férmula concreta y con ¢ una
cualquiera. Y el estudio del contenido proposicional es extralégico.

Funcién de asignacion de valores de verdad

v(¢) = {1,0}

v: L — {1,0}



Actuales disciplinas de la légica

Teoria de la prueba

@ Boole, Frege, Peano, Hilbert, Gentzen.

@ Se trasladan nuevos debates desde la filosofia a las matematicas (se
matematiza la dialéctica y la logistica empieza a ser una rama de las
matematicas).

@ Nostros veremos tres calculos distintos: tablas de verdad, arboles
analiticos y deduccién natural.



Actuales disciplinas de la légica

Teoria de la recursién

o Dedekind, Church, Kleene, Turing.

@ Los calculos légicos como meros formalismos, finalmente permiten
generar computacion efectiva y la implementacion de sistemas
deductivos y algoritmos en maquinas que los resuelvan fisicamente.

@ Aqui se estudian las implementaciones computacionales de los
resultados légicos.




Actuales disciplinas de la légica

Teoria de modelos

o Lowenheim, Skolem, Godel, Tarski.

@ Se estudian estructuras matematicas y las leyes que obedecen.

@ Aqui se desarrollan los principales metateoremas limitativos (parada,
incompletitud o Lowenheim-Skolem).

@ Es la conocida como meta-légica.




Del lenguaje natural al lenguaje formal

Debemos distinguir:

o Lenguas (habladas) y lenguajes (no hablados).

o Lenguajes naturales (lingtiistica) y formales (l6gicos).

Entendemos el estudio de la légica como el estudio de los lenguajes
formales y sus calculos deductivos.




Del lenguaje natural al lenguaje formal

Intuicionismo: Poincaré, Brouwer, Lebesgue, Borel

Los objetos matematicos solamente existen en la mente.

Matematica constructivista: no puedo admitir que existe aquello para
lo que no hay una prueba efectiva.

@ Rechazo de pruebas basadas en la generalizacion existencial:
—3x(P(x)) F AA A = Ix(P(x))

Rechazo la regla de la doble negacién (——¢ = ¢).

Pérdidas demasiado grandes.



Del lenguaje natural al lenguaje formal

Formalismo: Hilbert, Zermelo, von Neumann

@ La matematica se agota en si misma: no hace falta légica.
@ Un objeto abstracto es solamente aquello para lo que lo esté usando.
@ Se interpreta la matematica como un juego de axiomas.

@ Teoremas de incompletitud (limites inherentes del método axiomatico):
ningin sistema aritmético podra probar su propia completitud.




Del lenguaje natural al lenguaje formal

Logicismo: Frege, Peano, Russell

@ La naturaleza de las matematicas es puramente légica: debo traducir
y reducir toda la matematica a la légica.

e Paradoja de Russell: M = {x: x & x}.

@ Teoremas de incompletitud: si una teoria l6gica estd minimamente
aritmetizada, entonces habra férmulas cuya verdad no podré demostrar

Hoy necesitamos un paso intermedio: teoria de conjuntos:

L = Lpo = ST = matematica



El formal lenguaje de la légica

Sintaxis: manipular signos

Alfabeto

Concatenacién

Expresiones bien formadas
Grado légico
Signo légico principal

Subférmulas

Arboles de descomposicion



El lenguaje formal de la légica

Semantica: interpretar simbolos

@ Funcién veritativa

@ Modelos

o Satisfacibilidad

o Consecuencia y verdad l6gicas
@ Tablas de verdad
°

Reglas deductivas y calculos (A.A. y D.N.)




Lenguaje y metalenguaje

Estratificacién y autorreferencialidad

Algunos autores entienden por metaldgica la estratificacién y
autorreferencialidad pero esto es representable en un mismo lenguaje.

Metalenguaje

Un metalenguaje es aquel lenguaje empleado para estudiar otro lenguaje
(Ilamado lenguaje objeto). Habitualmente se utiliza para

@ Realizar exposiciones de manera mas asequible: ej. “es cierto que 4 es
un nimero par’ en lugar de “v(4 =2k : k e N) =1")
o Estudiar ciertas propiedades metalégicas de calculos o férmulas

|6gicas: ej. un lenguaje de orden cero tiene menor capacidad expresiva
que uno de primer orden.



Lenguaje y metalenguaje

Logica de primer orden como metalenguaje

El metalenguaje y el lenguaje objeto pueden coincidir, aunque no tienen por
qué. Se suele privilegiar el uso del calculo de primer orden como
metalenguaje debido a su equilibrio entre poder expresivo y satisfacibilidad
de propiedades deseables: Teorema de Lindstrom.




Lenguaje y metalenguaje

Metateoremas relevantes
o Consistencia: si no se puede demostrar una férmula y su negacion.
o Completitud: si toda féormula es un teorema (demostrable).

@ Decidibilidad: si existe un procedimiento efectivo a partir del cual, en
un namero finito de pasos, determinar si una sentencia del lenguaje es
0 no un teorema de la teoria.




Teoria aristotélica

Distincién fundamental
La distincién fundamental mas elemental de todo contenido proposicional
(conceptual y lingtiistico) es la distincién entre sujeto y predicado.

- - -

Juicios categéricos

Atribucion de un predicado a un sujeto. Son los Gnicos susceptibles de ser
verdaderos y, por tanto, los que conforman la légica: silogistica.




Principios fundamentales

Principio de contradiccion

Es imposible, en efecto, que un mismo atributo se dé y no se dé
simultaneamente en el mismo sujeto y en un mismo sentido (con todas las
demas puntualizaciones que pudiéramos hacer con miras a las dificultades
l6gicas).

Tercio excluso

Por consiguiente, si es imposible afirmar y negar al mismo tiempo con
verdad, también sera imposible que los contrarios se den simultadneamente,
y o bien ambos se daran en algin aspecto, o uno en algin aspecto, y el
otro, absolutamente. )

|dentidad

Tratar de averiguar por qué una cosa es ella misma no es tratar de
averiguar nada (...).




Juicios

Tipos de juicios por términos

Término es aquello susceptible de ser sujeto o predicado. Pueden ser
singulares (Sécrates) o universales (mortal, hombre). Los singulares sélo
pueden ser sujetos. Los universales pueden ser sujetos o predicados.

@ Juicios universales: Todo S es P.

@ Juicios Particulares: Algan/algunos S es/son P




Juicios

Tipos de juicios por verdad

Verdadero, para Aristételes, es decir de lo que es, que es y de lo que no es,
que no es. Los dos juicios anteriores podran ser, a su vez:

o Afirmativos.

@ Negativos.




Tabla de los juicios

‘ JUICIOS H Afirmativo ‘ Negativo ‘

Universal || Todo S es P (A) | Ningin S es P (E)
Particular || Algin S es P (1) | Algtn S no es P (O)




Figuras de los silogismos

‘ ELEMENTOS H 12 figura ‘ 22 figura ‘ 32 figura ‘ 42 figura ‘

Premisa Mayor MP PM MP PM
Premisa Menor SM SM MS MS
Conclusién SP SP SP SP




Reglas de silogismos

No pueden aparecer mas de tres términos.
El término medio no puede aparecer en la conclusion.

De dos premisas negativas no se sigue nada.

e 6 o6 o

De dos premisas afirmativas no se se puede seguir una negativa.




Ejemplos de silogismos

De la primera figura

@ AAA: todos los asturianos son espafioles; todos los gijoneses son
asturianos |= todos los gijoneses son espaiioles.

e EAE: ningan mamifero es un reptil,




Significado y alcance

Tipo de argumento en lenguaje natural que, de acuerdo con la silogistica de
Aristételes no es un tipo de argumento valido.

@ Ultimo residuo de la teoria aristotélica.
@ Ambito de aplicacion limitado: oratoria, debates, retérica, dialéctica,

etc.
e Estudiadas en teoria de la argumentacién (no en légica formal.



Significado y alcance

Habitualmente se suelen dividir en dos grupos: formales e informales. Las
informales son, propiamente, los argumentos invalidos herederos de la

silogistica.

Problemas

@ No son exhaustivas.
o Teorias pragmaticas critican su posible consideracién en distintos
contextos (teoria de los juegos del lenguaje de Wittgenstein).

@ Meramente recreativas.




Falacias informales

Falacias informales

Ad hominem: se ataca al interlocutor.
Ad verecundiam: argumento de autoridad.

Ad ignorantiam: se defiende la verdad (resp. falsedad) por no haberse
probado la falsedad (resp. verdad) de una proposicién.

Ad baculum: se defiende un argumento por medio de la fuerza.

Petitio principii: falacia a demostrar se incluye de manera implicita o
explicita entre las premisas.



Falacias informales

Falacias informales

@ Ad hominem = contextos juridicos.

Ad verecundiam = = contextos jerarquizados.
Ad ignorantiam = reduccién al absurdo.

o
o
@ Ad baculum = contextos violentos (utilitarismo).
o

Petitio principii = hipdtesis.




Falacias formales

Falacias formales

Se basan en la lectura de los calculos I6gicos formales actuales como
calculos silogisticos.

@ Aplico los calculos formales contemporaneos al analisis de inferencias
del lenguaje natural.

@ Se realiza un abuso de los calculos.

@ Se realiza una extrapolacién ilegitima de los resultados I6gico-formales.

El fin de la légica formal no es el de fundamentar las inferencias en el
lenguaje natural. Ademas, al realizar dicho proceso, surgen paradojas.
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Sintaxis Orden Cero

Alfabeto de L

© Signos légicos (conectivas monarias y binarias):
o Negacion: —
e Conjuncién: A
e Disyuncion: V
e Condicional: —
@ Constantes universales:
o T
o |
© Signos proposicionales: p;
Q Cifras: {0,1,2,3,4,5,6,7,8,9}

© Delimitadores



Sintaxis Orden Cero

Concatenaciéon en L

Concatenar es una operacion basica que consiste en la produccién de
ristras o expresiones de L. Se define como una operacién de n argumentos
cuyo resultado es una ristra de signos.

Concatenacion de signos

@ Si x es un signo, Con(xy) = x1
@ Si x1 y x2 son signos, Con(xy, x2) = x1x2

@ Si xq1,x0, ..., X SON Signos,

Con(xy, X2, ..., Xp) = Con(xl, Con(xz, e Con(x,,,l,x,,))>




Sintaxis Orden Cero

Concatenacién de ristras

@ Si xj es una ristra, Con(x1) = x;
@ Si x1 y x» son ristras, o cualquiera de ellos es un signo y el otro una
ristra, Con(x1, x2) = Con(Con(x1), Con(x2)) = x1x2
@ Si xq, X2, ..., X SON SigNos o ristras,
Con(x1, X2, ...y Xn) = Con(xl7 Con(x27 e Con(x,,_l,x,,))>
y
Si el resultado es una ristra que solamente contiene signos de L, se trata de
una ristra de L. Via concatenacién se pueden formar infinitas expresiones
de L.
Ejemplos: Con(ps) = “ps"; Con( ps, A,p ) ="“ps Ap"; Con( ps, 7, A\,p ) =
lAp5_‘ /\ pn-



Sintaxis Orden Cero

De todas las ristras de signos producidas por concatenacién, solamente
seran férmulas bien formadas (fbfs) finitas, aquellas que satisfagan los
siguientes criterios:

@ Sigpesdelaformap;:ieNo T o L, entonces ¢ es una fbf.
@ Si ¢ es una fbf, =1 es una fbf.

@ Si ¢ y v son fbfs, entonces:
e ¢ A1 es una fbf.
e ¢ V1 es una fbf.
e ¢ — 1 es una fbf.
El conjunto de todas las ristras bien formadas es un subconjunto del

conjunto de todas las ristras posibles de L. Llamamos a este subconjunto
L.



Sintaxis Orden Cero

Grado légico

El grado l6gico de una férmula es una funcién de £ en N tal que
gr:L— N
Definida recursivamente como:

0. Sean ¢ y 1 férmulas en L

1. Si ¢ es una férmula elemental, o T o L y gr(¢) =0.
2. gr(=¢) =1+ gr(¢)

3. gr(¢pov) =1+gr(¢) +ar(v)

Donde ¢ esta por cualquier conectiva binaria.



Sintaxis Orden Cero

Operadores de concatenacion
Se define un operador de concatenacién para cada conectiva primitiva:
o Con(¢) =" "
o Conp(p, ) ="pAtp"
o Cony(¢,4) ="¢ V1"
o Con(p,0)="p ="




Sintaxis Orden Cero

Operadores de concatenacién

Por tanto, toda fbf se ha construido por aplicacién sucesiva de un nimero
limitado de operaciones de concatenacién. Por ejemplo, el principio de
contradiccién —(p A —p) se construye a partir de la secuencia:

1. Con-(p N —p)

2. Conn(p,—p)
3. Con-(p)

Signo légico principal

2 Z . , . . . . .

En toda férmula existe un Gnico signo légico principal: aquel introducido
por el altimo operador de concatenacién en la secuencia de formacién de la
formula. Puesto que una férmula ha de ser generada mediante una
secuencia finita de aplicaciones de operadores de concatenacién, cada
férmula solamente puede formarse de una Gnica manera.




Sintaxis Orden Cero

@ Si ¢ es una férmula elemental, la Gnica subférmula de ¢ es ella misma.

@ Si ¢ es de la forma —¢, entonces son subférmulas de v¢: —¢ y todas
las subférmulas de ¢.

@ Si p es de la forma v ¢ ¢, entonces son subférmulas de p: ¥ ¢ ¢, las
subférmulas de 1) y las subférmulas de ¢.

Subférmula inmediata

@ Una férmula elemental no tiene subférmula inmediata.
@ ¢ es la Gnica subférmula inmediata de —¢.

@ ¢y 1 son las Gnicas subférmulas inmediatas de ¢ ¢ (resp.
subférmula inmediata de la izquierda y de la derecha).



Sintaxis Orden Cero

Arbol de descomposicién

El &rbol de descomposicion de una férmula es una representacién
diagramatica de flujo de su proceso de construccién. La construccién de un
arbol de descomposicién ha de seguir las siguientes reglas:

1.

La férmula dada se escribe en la raiz del arbol.

2. En los sucesores inmediatos, se escriben las subférmulas inmediatas.
3.
4

. Se repite el proceso hasta que en todo nudo terminal del arbol sélo

En cada nudo terminal actual se aplica de nuevo 2.

hay férmulas elementales.



Sintaxis Orden Cero

(p— —q) = =(qV t)

/\

(p—==mq) —(qV i)

a |

p —-q qV -t

N

-q qg -t

q t

Arbol de descomposicién



Sintaxis de Orden Cero

Lema de descomposicién Gnica

El proceso de composicién y el proceso de descomposicién de una férmula
son uno y exactamente el mismo. En representacion por medio de arboles
solamente cambia el sentido (manteniéndose los valores médulo y direccién

y siendo, ademas, los Gnicos posibles).




Semantica de Orden Cero

Funcién veritativa

El valor de verdad de las fbfs atémicas no compete a la légica, sin
embargo, la manipulacién de dichas proposiciones, una vez han recibido un
valor de verdad, es competencia exclusiva de esta (por eso mismo llevamos
el apellido de formal, atn cuando no seamos formalistas).

Para definir el comportamiento semantico de las férmulas definimos:

@ Un conjunto de “valores de verdad” V = {1,0}.
o El conjunto de fbfs L

@ Una funcién de valoracién o asignacion, v, de valores tal que a todo
elemento de L le corresponda uno, y sélo un elemento de V:
v:L—V
Escribimos v(®) para representar el valor de verdad de ® (que sera 1 o
0).



Semantica de Orden Cero

Asignacion de valores de verdad (definicién recursiva):

1. v(—¢) =1 syss v(¢p) =0y v(—¢p) =0 syss v(¢) = 1.

v(p A1) = 1syss v(¢p) =1y v(yp) = 1. En otro caso, v(¢p A1) = 0.
v(¢p V1) =0 syss v(¢) =0y v(yp) = 0. En otro caso, v(¢p V ¢p) = 1.
v(¢p — 1p) =0 syss v(¢) =1y v(1h) =0. En otro caso, v(¢ V1) = 1.
Si ¢ es una férmula elemental v(¢) =1 o v(¢) = 0. Este es el caso
minimo o condicién de parada del analisis recursivo.

CUECE




Semantica de Orden Cero

Tablas de verdad

Una tabla de verdad es una matriz tal que cada fila es una interpretacién y
cada columna un caso o férmula. Cada valor de la matriz esta identificado
por el namero de orden de la fila y la columna.

pPlaglp—q
hl1]1] 1
bl1]0] 0
slo[1] 1
ploflo| 1




Semantica de Orden Cero

Tabla de verdad para ((pV —q) Ar)
1. ldentificamos cuantos simbolos proposicionales diferentes hay: p, g, r.
2. Construimos la tabla con tantas columnas a la izquierda como
simbolos proposicionales hemos identificado y con 2" interpretaciones
donde n es el naimero de simbolos proposicionales diferentes. En este
caso, 23 = 8:

*La férmula es 2" porque L es bivalente.




Semantica de Orden Cero

i
i2
i3
4
5
I

I7

ig




Semantica de Orden Cero

3. Escribimos toda combinacién de valores de verdad (interpertacion)
posible. Las tablas de verdad son exhaustivas:

plalr
PRERERE
h|1]1]0
l1]0]1
is|1]0]0
is | 0]1]1
is|0]1]0
i7|0]0]1
i5|0]0]0




Semantica de Orden Cero

4. AfRadimos una columna final para ((p vV =g) A r) y a su izquierda
tantas como subférmulas inmediatas hasta las elementales. Ninguna
columna podra estar repetida, por tanto, habremos de afiadir

columnas para: ~q; (pV —q)y ((pV —q) Ar):
plalr|-q|(pv-g)| ((pV—q)Ar)
h|1]1]1
h|1]11]0
31101
iz 11010
5011
is 0110
7101011
ig|0]0]0




Semantica de Orden Cero

5. Afadimos valores de verdad a cada interpretacion (fila) de cada
expresion (columna) segin las reglas semanticas de las conectivas:

plalr|-q|(pv-g)|((pV-q)Ar)
pl1]1[1] 0 1 1
hl1]1]o0] 0 1 0
Bl1lol1] 1 1 1
wl1]olo] 1 1 0
isl0|1[1] 0 0 0
islol1]o0] o 0 0
Plolol1] 1 1 1
islololo] 1 1 0




Semantica de Orden Cero

Si se tratase de un conjunto de expresiones, podemos igualmente hacer una
tabla de verdad. Sea ' = {(p — q),(q V r), —p}

plalr|-p|lp—=q|qVr
hl1[1[1] 0 1 1
hl1]1]0] 0 1 1
is|l1]0l1]0 0 1
ip|1]0/0] 0 0 0
is|0]1]1] 1 1 1
is|0|1]0] 1 1 1
7lolol1] 1 1 1
isl0ololo] 1 1 0




Semantica de Orden Cero

Conjuncién:

Disyuncioén:

P qlpAgq
1 1] 1
1 0| O
01| 0
0 0| O
P q|pVq
1 1] 1
1 0| 1
0 1| 1
0 0| 0

Condicional:
p qglp—aq
11 1
10 0
01 1
0 O 1
Negaciodn:
p|-p
110
0| 1
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Modelo de una férmula

Dada una interpretacién v y una férmula ¢ tales que v(¢) = 1, se dice
indistintamente que:

@ v satisface la formula ¢.
@ ¢ es verdadera en v.

@ v es un modelo de ¢.

Férmula satisfacible

Una férmula ¢ es, veritativo-funcionalmente, satisfacible syss existe una
interpretacion v tal que v(¢) = 1.

Conjunto satisfacible de férmulas

Un conjunto de férmulas I es, veritativo-funcionalmente, satisfacible syss
existe una interpretacién v tal que v(y) = 1 para toda v € T.
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Férmula insatisfacible

Una férmula ¢ es, veritativo-funcionalmente, insatisfacible syss no existe
una interpretacién v tal que v(¢) = 1. Habitualmente suelen llamarse
“contradicciones”.

Conjunto insatisfacible de férmulas

Un conjunto de férmulas I es, veritativo-funcionalmente, insatisfacible
Ssyss no existe una interpretacién v tal que v(vy) = 1 para toda vy € T.

Férmula contingente

Una férmula ¢ es, veritativo-funcionalmente, contingente syss existen, al
menos, dos interpretaciones v y v’ tales que v(¢) =1y v'(¢) = 0.
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Foérmula valida o verdad l6gica

Una férmula ¢ es veritativo-funcionalmente una verdad légica syss
v(¢) = 1 para toda interpretacién posible. Habitualmente suelen llamarse
“tautologias”. Escribimos = ¢.

Consecuencia légica

Una férmula ¢ es veritativo-funcionalmente consecuencia de un conjunto
I de férmulas syss v(¢) = 1 en cada interpretacién en que I es satisfacible.
Escribimos I = ¢.

e Corolario: si ¢ es una tautologia, I' = ¢ para cualquier I'.

e Corolario: {v1,72, -, Yn} E @ syss (71 A2 A ... Ayn) — ¢ es una
tautologia.

e Corolario: {V1,72,---sYn} E ¢ syss {71,72, ..., YTn} U ¢ es
insatisfacible.

= = wvat
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e Monotonia: T E¢p=TUA = ¢.
o Reflexividad: para toda v € I se cumple que I' |= 7.
o Corte: sil EopylU{¢} =1, entonces ' |= 1.
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Férmula independiente

Una férmula ¢ es veritativo-funcionalmente independiente de un conjunto
de férmulas I syss ¢ no es consecuencia légica de I'. Es decir, hay modelos
de ' que no lo son de ¢. Escribimos I [= ¢.

Conjunto independiente de férmulas

Un conjunto de férmulas A es veritativo-funcionalmente independiente syss
cada 0; € A es independiente del resto. Es decir, para cada §; € A se
cumple que A — {4;} F~ 0;.
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Equivalencia légica

@ Dos férmulas son l6gicamente equivalentes syss su valor de verdad es
el mismo para toda interpretacién (y son sustituibles). Escribimos

@ La equivalencia légica es un caso de combinatoria de valores de verdad
y por tanto una conectiva definida (una conjuncién de condicionales).
Ademas es reflexiva, transitiva y simétrica.
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Tablas de verdad y conceptos semanticos fundamentales

@ Una férmula es satisfacible y también contingente si en su columna
existen tanto interpretaciones con valor 1 como con valor 0. En caso
de que solamente existan valores 1 o valores 0, dicha férmula
representard, respectivamente, una verdad légica o una férmula
insatisfacible.

@ Una férmula ¢ es consecuencia l6gica de un conjunto I de férmulas
syss la columna de ¢ contiene el valor 1 en todas aquellas
interpretaciones en que cada una de las férmulas de I' también sean
igual a 1.



Ejercicios

1. Dibuja la tabla de {(—q — —r),(=r — =p), (=p — —q)} E (g — r).

2. ;Coémo se podria comprobar via tablas de verdad que dos expresiones
I6gicas son equivalentes? Explicalo. Comprueba si las siguientes
expresiones son equivalentes: (¢ — 1)y (¢ A —)); =(p A=) y
(@ =) (6= )y (V) (= V) y (¢ — ).

3. jPuedes dibujar una tabla de verdad con toda conectiva posible en
L7;Esta tabla es exhaustiva, es decir, pueden afadirse nuevas
conectivas en £7; Qué implicaciones tiene esto para el relevantismo?

4. Dibuja la tabla de verdad de una contradiccién, de una tautologia y de
una férmula contingente.



;i Cudl es la relacion entre Ly LN?

Légica formal y lenguaje natural

o Conectivas légicas: son exhaustivas.

@ En el lenguaje hay mas conectivas que en el calculo l6gico: se reducen
interpretaciones por simplificacién (pero, aunque, no obstante, como,
para que...).

@ En el calculo légico hay expresiones que carecen de interpretacion en

LN: |, 1.
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Arbol Analitico

Propuestos originalmente por Beth, los tableaux, arboles analiticos, tablas
semanticas o arboles semanticos, son un procedimiento de prueba para
ciertos calculos que adoptan la forma de grafo o arbol invertido, de manera
que en la raiz escribimos la férmula problema y, desde ella, desplegamos
cada una de las ramas del arbol. Toda ramificacién tiene un nodo terminal
desde el cual es posible determinar si la rama esta cerrada o abierta.
Existira una deduccion syss toda rama esta cerrada.

v

@ Establecer que una férmula es légicamente valida.

o Establecer que una férmula es deducible a partir de un conjunto de
premisas: reduccién al absurdo.



Semantica de Orden Cero

Reduccién al absurdo

(TU{—¢}=1)=TEAT £ —¢.
{71, s} ¢ =F (1 A...ANv) — ¢ (Metateorema de deduccién).

1. Escribimos como nodo raiz la primera premisa e inmediatamente como
nodos sucesores el resto de premisas.

2. Escribimos la conclusién negada.
3. Se expande el arbol mediante aplicacién de reglas del calculo.

4. Cuando todas las férmulas existentes que no sean elementales hayan
servido de base para la aplicacién de una regla, el arbol estd acabado.

5. Si en el camino del nodo terminal de una rema existe, al menos, una
contradiccion, entonces decimos que esta rama esta cerrada.

6. Un arbol analitico acabado con todas las ramas cerradas es una
refutacion.
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Férmulas « (tipo conjuntivo)
« a7 (%)

(dAY) | ¢ | ¥

—(pVY) | ¢ |

“(p—=v)| ¢ |

== ¢ |

‘ B ‘ b1 ‘ B2 ‘

~(AY) | —¢ |

(V) | ¢ | ¥

(=) | o | ¥

A
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Ejemplo: ((p —q) A p) — g. Iniciamos negando la férmula

0. ﬁ(((p—> q) A p) — q)

1 ((p—q)Ap)
|

2. g

Los dos primeros nodos se obtienen a partir del hecho de que en la raiz se
esta negando un condicional. Sabemos que, por su definicién semantica, un
condicional solamente es falso syss el antecedente es verdadero y el
consecuente es falso. Las férmulas tipo o no generan nuevas ramas.
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0. ﬁ(((p% q)Ap) — q)
|
L ((p—q)Ap)

2. 1q

3. (p—q)
|

4. L
p De 1., que es una conjuncién, de nuevo salen
dos férmulas mas, puesto que una conjuncién es verdadera syss cada uno
de los conjuntos lo es.
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O-ﬁ«@—+®Ap)%q)

L ((p—aq)Ap)

2. -q

3. (p—q)

4. p
/N

5 7p 6.q Por el nodo 3. se dibujan otros dos tipo 3
generando una ramificacién. Ejercicio:; Por qué esto es asi?j Este arbol

esta acabado?; Todas las ramas estan cerradas?; Qué implica ?
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Reglas a:

Nat @AY Va: 2(0V 1))

‘ \ Reglas £:
¢ —¢ Ng: (o AY) Vg ¢V
| | /\ /\
(4 — ¢ ¢
—a: (¢ =) =g =Y
| / \
) ¢ —6 W




Ejercicios

Comprueba via A.A. si las siguientes deducciones son correctas:

a) ¢ =9 ¢APF¢

(¢v¢)—>pff—>(7/\u)))= ((p = p) A (0 = w))
(pAY) = pio = (TAw) E (¢ = p)A(0 = w)
(d=>Y)AN(p—0)ioVp (= p)A(c—=T)EPVT
¢—=(WVp)iv—=pp—roEP—o
¢—>ﬂ/)p—>¢|— (o A p)

¢ = Vi (NAY) = pi~(dAp) E P
)=((¢Aw)—>p) (¢ A=p) = 1)

) E((0—=p)A@W—=0) = ((9AD) = (pA0))
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Deduccién Natural

El uso normal de este célculo es disponer cada deduccién en una serie de
lineas numeradas y consecutivas. Cada problema deductivo tendra, como
datos iniciales, expresiones bien formadas. Dichos datos iniciales se llaman
premisas. El esquema general de una deduccion natural es el siguiente:

1 I pr.
2 7A (regla)
3 I hip.
4 A’ (regla)
5 o) (regla)
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Reglas de eliminacién de conectivas:

1 ¢ pr. 1 oV Y pr.
2 ¢ Elim_., 1 s hip.

2
1 dAD  pr. 3
2 /1 Elimy, 1 4 p
5 hip.
1 ¢ — Y pr. 6 .
2 r.
¢ p . )
3 Elim_,,1,2
¥ - 8 p Elimy, 1: 2-4, 5-7
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Reglas de introduccién de conectivas:

1 pr.
— 1 : pr.
2 1) hip. —
2 hip.
3
3
4 YA €
4
5 ) Intro-,, 2-4
5 Intro_,, 2-4
1 ¢ pr.
1 ¢ pr.
2 P pr.
2 oV Y Introy, 1

3 ONY Introp, 1, 2
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Transitividad del condicional

1 =Y
2 Y= X
-

4 ¢ —x

=

S a0 A WN

¢ — P
=X

» =X

Elim_,, 1, 3
Elim_,, 2, 4

Intro_,, 3-5
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Modus Tollens (MT)

&~ W N

o=
—p

—¢

S a0 A WN

Elim_,, 1, 3

Intron, 4, 2

Intro-,, 3-5
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Contraposicién (Contr)

pr.
hip.
MT, 1,2

Intro_,, 2-3
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Reiteracién o identidad (Reit/Id)

¢
-
s
0

pr.
hip.
Introa, 1, 2

Intro_,, 2-3




Semantica de Orden Cero

Ex contradictione quodlibet (Ecq)

K
v

| on-o

Al

pr.
hip.
Reit, 1

Intro_,, 2-3
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1

o » . 2
Silogismo Disyuntivo (SD)

3

1 oV Y 4

2 —¢ 5

3 6

4 | !

8

Ejercicio: La demostracién mas habitual de Ecq usa SD 9

i Sabrias reconstruirla?
‘ ' 10
11

pr.
pr.

hip.

sub-hip.
Introp, 4, 2
sub-hip.
Introx, 6, 3
Ecq, 7

Elimy, 1: 4-5,
Intro—, 3-9
Elim-, 10
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1

o » . 2
Silogismo Disyuntivo (SD)

3

1 oV Y 4

2 —¢ 5

3 6

4 | !

8

Ejercicio: La demostracién mas habitual de Ecq usa SD 9

i Sabrias reconstruirla?
‘ ' 10
11

pr.
pr.

hip.

sub-hip.
Introp, 4, 2
sub-hip.
Introx, 6, 3
Ecq, 7

Elimy, 1: 4-5,
Intro—, 3-9
Elim-, 10
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Definicién de deduccién

Una deduccién es una secuencia finita de lineas en cada una de las cuales
figura una fbf de £ tal que es una premisa, una hipétesis o una expresion
obtenida por transformacién mediante la aplicacién de una regla del
calculo. Cada deduccién se compone de tantas filas como sean necesarias,
cada una de las cuales esta numerada de manera (nica y ordenada y de
tres columnas compuestas por la numeracién de cada fila, las fbfs y una
cantidad acotada de informacién respecto de dicha fila por la que se
identifica si se trata de una premisa, hipétesis, subhipétesis,
subsubhipétesis, n-subhipétesis, o el resultado de la aplicacién de una regla.
Decimos que una fbf ® es consecuencia légica de I' syss existe una
deduccién de ® a partir de ' y escribimos ' = ®.
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Pregunta

A continuacién se representan las reglas conocidas como Leyes de De
Morgan, iOs atrevéis a deducirlas por DN?

1 (¢ A9)
2
3 Al
1 —(¢ V)
2
3 = A )
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Simplificacién

Simplificacion
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Simplificacién

Simplificacion
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Otras reglas derivadas

1.

2.

3.

Identidad:

11. ¢V 1L=6

12. AT = ¢ 4. Bicondicional:

13. T—oo=9 41. == (0> V)A (Y — @)
14 ¢VT =T 5. Transposicién:
Conmutativas: 5.2. ¢ =g >

21. ¢V =9 Ve 6. Asociatividad (Elim):

22. QNY=Y NG 6.1 (#VY)Vx =6V (V)
Del condicional: 6.2. (PAV)AX=PA(YAX)
31. ¢ > = -0V 6.3. () x=¢< (V<
32. ¢ 2P =-(pA) X)

33. o> =0¢ < (0AVY)
34. ¢ == & (V)
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7. Distributividad:
7.1 V(Y AY) = (oV)A(eVvy) L1 Transitividad (silogismo
7.2. ¢A (VX)) = (0AY)V(9AX) hipotético):

73. 6> (VX)) =(¢— 111 (=)A= x) E (6 —
Y)V (¢ = x) X)
74 6> WAX)=(d— 112. (p=P)AW o x)E (0«
Y)A (¢ — X) X)
8. Inferencia: 12. Exportacion:
8.1 —pA(PVY)EY (eAY) = x=¢— (Y= X)
8.2. A (~d V) F 13. Permutacién:
9. Ponendo ponens: p—= (W —=x)=v— (¢ —X)
(6=d)APEY 14. Resolucion:
10. Tollendo tollens: (mo VA (BVX)EYV X

(9= Y)A Y = ¢
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3 ventajas de DN frente a AA

1. Podemos definir las conectivas a través sus reglas de introduccién (en
el fondo es equivalente).

2. Estamos ante un método de prueba directo: los arboles analiticos
probaban por reduccién al absurdo, DN no (pero en el fondo, de
nuevo, es equivalente, via tablas de verdad).

3. Podemos ser inferencialistas: renunciar a una exposicién axiomatica
que necesite justificacion.

Aparentes ventajas
En el fondo son ventajas interpretativas: el calculo es equivalente.
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“Calculos” de £

Hasta ahora hemos usado indistintamente los términos lenguaje y calculo
para referirnos a £. Ahora podemos matizar: un lenguaje l6gico como £

(conjunto de fbfs de L) puede utilizarse para operar con distintos calculos.
Hemos visto, para L, tres tipos, pero hay mas:

1) Tablas de verdad.

2) Deduccién natural.

3) Arboles analiticos.

4) Calculos de secuentes.

Todos son equivalentes.



Semantica de Orden Cero

Demostraciones mas frecuentes en matematicas

1.

Deduccién directa (sobre todo por transitividad): lo tenemos.

2. Negacion del consecuente (mediante transposicion): lo tenemos.
3.
4

Reduccién absurdo (A.A.): lo tenemos.

. [Principio de induccién]: NO ES FORMALIZABLE EN NUESTRO
LENGUAJE. )
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L como calculo base

Calculos tipo L pueden ampliarse:

o Anadiendo mas valores de verdad: l6gicas trivalentes, n-valentes,
difusas ...

@ Afadiendo nuevas conectivas: primeros calculos modales,
relevantistas, ...

@ Introduciendo nuevas semanticas (no veritativo-funcionales)
especialmente por adicién de operadores: |6gicas modales (temporales,
dednticas, aléticas, ...), ...

@ Subiendo de orden: primer orden, segundo orden, teoria de modelos,
many-sorted logics, ...



Hacia primer orden

Semantica de primer orden

@ Queremos estudiar propiedades y relaciones entre distintas entidades.
Necesitamos mayor capacidad expresiva.

o
@ Afadiremos complejidad a nuestra semantica.
o

Un calculo de orden cero es equivalente a un algebra de Boole:
necesito mas complejidad.
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Légica de Primer Orden: introduccién

Axiomas de Peano

A 1. El elemento 0 es un niimero natural: 0 € N.

A 2. Todo namero natural n tiene un Gnico elemento sucesor que es
también un nimero natural: s(n) € N.

A 3. 0 no es el sucesor de ningin namero natural: ~3n € N(s(n) = 0).
A 4. Dos naturales cuyos sucesores son iguales, son iguales:

Vxy (s(x) = s(y) = x =y).
A 5. Si un subconjunto de nameros naturales contiene al cero y a los

sucesores de cada uno de sus elementos, entonces contiene a todos los
nimeros naturales.
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Axiomas de Peano

El primer axioma de Peano asegura que el N # &. El segundo axioma
refleja la idea de contar. El tercero indica que existe un primer elemento.
El cuarto, junto al segundo y el tercero aseguran que al ir contando nunca
se regrese al mismo elemento. El quinto es el usado en las demostraciones
por induccién; su formulacién conjuntista.

Principio de induccién
Si ® es una propiedad definida sobre N tal que
1. 0 satisface ® (v(Pg) =1y
2. Si n satisface ®, entonces el sucesor de n también,

entonces todo nimero natural satisface también ®.

)

@ ;Todo?;Existe?; Pertenencia?
@ Funciones, predicados...
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@ Dominio: coleccién de objetos no vacia sobre la que trabajamos
(separar teoria y realidad) cada uno de los cuales puede ser asignado
por una constante individual. Ejemplos: N, decimales de m, factores
primos de 30, ...

@ El dominio es lo mas relevante porque cambiara los resultados: el
formado por los factores primos de 30 no presenta dificultad porque
podemos equiparar 30 e N=+30 € Z = +% € Q pero podria no ser
asi. Por ejemplo, x> = 9 en N devuelve x = 3 mientras que en Z,

x = £3.
e Asignacion: {(x,y)|x € Dom Ay € Rang}.
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Nociones preliminares

@ El dominio es la extensién de un predicado: “todo factor primo de 30
es par’ es falso y “todo factor primo de 64 es par’ es verdadero. jPor
qué?

@ "“Todo" significa “cada uno por separado” y es comprobable. Puedo
comprobarlo en los conjuntos {2,3,5} y {2} respectivamente. No hay
problema de induccién pero...

@ Todo n € N tiene un sucesor (A2): jDominio infinito!

@ Introduciremos en el calculo de orden cero: predicados, relaciones,
dominios, cuantificadores, ... y tendremos un primer orden.

@ Tal y como hemos mencionado, definiremos un calculo de primer
orden y a partir de ahi introduciremos la teoria de conjuntos estandar.
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Alfabeto

0. Dominio: Dom, U, D.
1. Términos individuales.

1.1. Constantes individuales: {a, b, c,...} (o

1.2. Variables individuales: {x,y,z, ...} f — %
1.2.1. Libres. J
1.2.2. Ligadas.

2. Términos predicativos: {P,Q,R,S, ...}
2.1. Monéadicos: Pa, Pb, ..., Px, Py, ...
2.2. n-adicos: Raa, Rab, Rbb, ..., Rxx, Rxy, ..., Raaa, Raab, ...
2.3. lgualdad: =.

3. Alfabeto de £ ampliado? con cuantificadores: V, 3.

“Signos légicos, constantes universales, cifras y delimitadores se mantienen.
Por esto mismo L, se dice que es una ampliacién conservadora o restrictiva
sobre L.


José Alejandro Fernández cuesta
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Férmulas y enunciados/oraciones elementales

@ Un elemento proposicional de un lenguaje de primer orden es una
constante o variable individual sola. A menudo se llaman simplemente
términos. Un término es una parte de la proposicién pero carece de
contenido proposicional. No son susceptibles de ser 1 ni 0.

@ Una férmula de un lenguaje de primer orden es toda sucesién finita de
simbolos de dicho lenguaje correctamente concatenados para formar
fbfs segiin las reglas del propio calculo y pueden ser:

o Elementales: si tiene al menos un simbolo predicativo pero no tiene
simbolos [6gicos y es una fbf. Puede ser 1 o 0.

e Compuestas: tiene al menos un simbolo I6gico y es una fbf. Puede ser
100.

@ Sean o, ¢ y aq, ...,y términos de L. Un enunciado, oracién o
formula elemental (antes p o ¢) es toda fbf de la forma:

1. o= o/. Estos enunciados se llaman ecuaciones.
2. P(a).
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Férmulas y enunciados/oraciones compuestas

A partir de una férmula o enunciado elemental se puede obtener todo
enunciado u oracién compuesto, que llamaremos simplemente enunciado,
a partir de las siguientes reglas:

1. Toda férmula elemental es un enunciado y ningan término lo es.

2. Si ¢ es un enunciado, también lo es —¢.

3. Si ¢ y v son enunciados, también lo es ¢ © ).

4. Si ¢ es un enunciado y a una variable, Ya(¢) y Ja(¢) son enunciados.

Si el enunciado no tiene ninguna variable libre, ademas, decimos que es una
oracién o que esta cerrada. Esto se debe a que los valores para férmulas
abiertas o enunciados no-oracionales, es lo mismo, dependeran del contexto. |
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L VxJy(x,y e NAy =x+1)
2. VxJy(x,y e NAy =x+2)

3. Vxdy(x,y e NAy =x+--+)

@ La x representa todo elemento. Porque esta ligada al cuantificador
universal.

@ La y representa algan elemento. Porque esta ligada al cuantificador
existencial.

@ Los puntos suspensivos estan por un, y sélo un, elemento del dominio.

En la expresion Vx3y(x,y € NA y = x + z) decimos que las variables x e
y estan ligadas y que z esta libre.
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Distinguiremos dos tipos de variables individuales: -

@ Libres: aquellas variables presentes en una férmula atémica o en toda
fbf compuesta tal que en sus subférmulas inmediatas sea siempre libre
y en aquellas expresiones cuantificadas de la forma Vx(®) y 3x(®)
siempre que sea libre en ® y distinta de x.

o Ligadas: aquellas variables que no son libres.
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Logica de Primer Orden: sintaxis

CEemplos

@ Son términos: a, ¢, 7, X, etc.

—\
@ Enunciados elementales: x =y, a= b, ¢ = ¢, Rxc, Rxy, Pa, Qz,
Sxyz, etc. Se gana claramente capacidad expresiva respecto de las
semanticas de orden cero.

/
/
/

((® Son enunciados: Vx3Jy(x,y € NAy = x + z) donde z es una variable

libre, =x = y; =Px; (Px — Rxy); Vx(Rxa — y); etc.

@ Son oraciones: Vx3y ((x,y € N) A (y = x + 1));
IxIyVz((x A y) = z), etc.
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Logica de Primer Orden: sintaxis

Abreviacién

@ Los paréntesis que contengan las expresiones cuantificadas son
necesarios para que no haya ambigiiedad, si bien en ciertos casos se
pueden omitir: IxPx se puede leer con sobreentendimiento de
paréntesis en 3x(P(x)). En otros casos se debera de indicar el
paréntesis: IxPx = 3x(Px) = EIX(P(X))

Cuando haya mas de un cuantificador, podran omitirse los paréntesis
de los cuantificadores precedentes y conservar solamente los relativos
al dltimo cuantificador: IxVyVz(...) es una fbf. Pero no es lo
mismo cuantificar sobre un cuantificador que sobre una
formula: Vx3y(Rxy) # Vx(Jy(Rxy)).

@ Se podra escribir Vxy, ..., x, en lugar de Vxq, ..., Vx),.

@ Un cuantificador podra regir sobre otros tantos. Asi, son fbfs:
VxVy(Px — Jy(Py Ay = x), Yxy(Px — Jyz(Qz A Rzy).



Logica de Primer Orden: sintaxis

Sustitucion de variables libres
Si ¢ es un enunciado de primer orden, x una variable individual y a es una
constante, la sustitucion de x por a u otra variable en ¢ es la férmula
obtenida al reemplazar en ¢ cada aparicién libre de x en ¢ por a o la
variable correspondiente (las constantes representan objetos). Escribimos la
féormula cuyas variables sustituiremos entre paréntesis y como superindice la
variable a sustituir y como subindice el término que la sustituira, ($)%. Son
ejemplos:

o (Px)y = Py

o (Py)e = Pc
o (Vx(Rxy — Py))Y = Vx(Rxc — Pc)

r\\<‘<><

o (Vy(Ryx — Px))% = Vy(Ryc — Pc)
o (Vy(Px — Ryx)); =Vy(Py — Qyy)



Logica de Primer Orden: sintaxis

Sustitucién de variables libres

Una sustitucién es simultanea si se sustituyen, respectivamente, las
variables x, ..., x, por los términos ay, ..., a, uno a uno y escribimos
(®)ar 5. Otra notacién igualmente extendida escribe ®[x/a] para
representar que en la férmula ® han de sustituirse las x libres por a.

Debe tenerse en cuenta que (®)31'3 puede ser distinta de (($)31)%2. Asi,

por ejemplo:
o (Rxy)y% = Ryx.

o ((Rxy)x)% = (Ryy)X = Rxx.



Logica de Primer Orden: sintaxis

Sustitucién de variables libres: corolario
o (HA); = ~(A);

a

Ao B)X = (A)X o (B)X

a a

° (
o (Vx(A)); = Vx(A)
o (Vx(A))z = Vx((A)2)

(B)X es la Ginica subférmula inmediata de VxB. La definicién de
subférmula se mantiene.

Ya no existe simetria en la composicién/descomposiciéon de una férmula en
forma de arbol y por tanto no se satisface el lema de descomposicién Gnica
iSabrias explicar por qué?



Logica de primer orden: sintaxis

Ejercicio: clasificacion de férmulas

Di si las siguientes expresiones son férmulas bien formadas o no y si, de
serlo, son enunciados elementales, enunciados u oraciones y sefiala sus
variables libres y ligadas:

1.1 Rxy

1.2 = Rxyz

1.3 Vx(Rxy)

1.4 VxVy(((x —y)AX) = y)
1.5 x3Vy(Px)

1.6 Vx((Px = (Qx V Rxy))
1.7 Vx3yVz(Rxz — y)

1.8 Vx3y3zV(RPx A z)



Logica de primer orden: sintaxis

1. Afiade paréntesis no triviales a la siguiente expresion para obtener la
cuantificacién universal de un condicional y la cuantificacién universal
de una cuantificacién universal: VxVyRxy — Ryx.

2. Afiade paréntesis a la siguiente expresion, =Vx—3JyRxy V Rxz para
obtener:

2.1. Una disyuncion.
2.2. Un condicional cuyo consecuente es una disyuncién.
2.3. La negacién de una cuantificacién universal de una disyuncién.



Logica de primer orden: sintaxis

Ejercicio

Es facil pasar de la férmula Rxy a la férmula Ryx mediante una sustitucién
simultanea (Rxy)yX. Sin embargo, las férmulas ((Rxy)y )X, Ryx y
((Rxy)X); son distintas entre si. No obstante, toda sustitucién simultanea
puede obtenerse mediante series de sustituciones individuales. Pasa de Rxy
a Ryx y de Sxyz a Szyx mediante una serie de sustituciones individuales de
variables.




Nueva semantica de estructuras

Funcién veritativa: jcémo evalGio un término?

i Cémo evaluamos ahora las fbfs? Para interpretar £, debo fijar, en primer
lugar, un dominio D no vacio de objetos y, a continuacién, definir las
propiedades que interpretan los términos predicativos. Este es el anélisis
basado en la distincién entre funcién y argumento: complejizamos la
funcién veritativa para expresiones cuantificadas como una funcién de
primer orden. Ya no asignamos valores de verdad a férmulas directamente,
evaluamos la satisfaccién de términos individuales y esto lo capturamos en
un lenguaje Lpo.

Cuantificadores

Para evaluar una férmula cuantificada tendremos que eliminar el
cuantificador sustituyendo correctamente las variables por constantes en la
estructura.



Nueva semantica de estructuras

Estructura

Definimos una interpretacién para un lenguaje de primer orden £,, como
una dupla o par

E=(D,F)
en que

1. D es un conjunto no vacio llamado dominio, universo de discurso o
universo de la estructura y

2. F o, indistintamente, v, es una funcién de asignacién cuyo dominio es
el conjunto de los simbolos propios de £, tal que:

2.1. Si P es un predicado de L,,, F(P) devuelve un subconjunto de D.

2.2. Si R es una relacién n—aria de £,, con n > 1, F(R) devuelve un
subconjunto de D con una relacién n—aria en D.

2.3. Si c es una constante en L,,, F(c) es un elemento de D.



Nueva semantica de estructuras

Interpretacién

Ahora, si ¢ es un simbolo propio de Lo, F(¢)/sera la interpretacién de ¢
en la estructura £ y en lugar de F(¢), escribimos ¢ para referirnos a la
interpretacion de ¢ en &, es decir, ¢ = F(#). Si ¢ es una constante
individual, cf es la denotacién o el valor de ¢ en €. Un mismo lenguaje
tendrd muchas interpretaciones en distintas estructuras.

Si definimos un lenguaje £,, como el lenguaje cuyos simbolos propios son
dos simbolos de predicado, P y @, uno binario R y dos constantes c y d,
representaremos una estructura para L, del siguiente modo:

g = <D? PS? QE? Rg’ Cg? d€7>
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Nueva semantica de estructuras

Ejemplo

Podemos definir una estructura

£ = (D, Pt Q% R, c8, d%, ef)

donde D es N, P¢ es el conjunto de los pares, Q¢ es el conjunto de los
primos, R¢ es la relacién ser-menor-que entre naturales, ¢
1y e es el nimero 5.

€ esel0, d° esel




Nueva semantica de estructuras

Podemos definir una estructura

£ =(D,P%, Q% R, cf, d%, ef)

tal que
L) — {1727374} F
Gi{l,z} ==
J —
e Q=0
o R = {<1,3>7<151>’<372>}
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Nueva semantica de estructuras

Férmula verdadera en una estructura

Ahora cada posible interpretacion l6gica la determina cada estructura. Un
cuantificador generara una férmula verdadera si lo que se cuantifica se
cumple para el dominio de nuestra estructura.

a) Para cualquier predicado n—adico M: |b(Mav, ..., ap) = 1/syss
(a1,..,an) €M¥(n>0).
b) Toda férmula compuesta por conectivas preserva su definicién
veritativo-funcional igual que en £ pero en una estructura:
bl) £l -0 o & W o
b2) EEP Ve EEPoEREY
b3) EEPAV S EREGYEEV

c) U(VX(CD(X))) =1 syss iX(®) = 1 para toda a en D.

d) n(ﬂx(d)(x))) = 1 syss existe un a € D : iX(d) = 1.
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Nueva semantica de estructuras
Verdad légica

Decimos que un enunciado es verdadero universalmente, légicamente o
que es una tautologia syss es verdadero en toda estructura para Lp,. Todo
enunciado que tiene la forma de una tautologia seguira siendo una verdad
|6gica. Ahora una tautologia no solamente es verdadera en toda asignacién
o interpretacion de la tabla de verdad; también lo es en toda interpretacion
para toda estructura. ‘
Una férmula del tipo (o A 3) — 3 es una tautologia. Por eso mismo lo sera
también (3x(Px) A Vx(Qx)) — Vx(Qx). Esto se debe a que este tipo de
enunciados son verdaderos en virtud de la semantica de conectivas. Pero

habra nuevos enunciados que también seran verdades légicas en virtud de
la semantica cuantificacional.




Nueva semantica de estructuras

Ejemplos de nuevas tautologias
1. Vx(Px — Px).

Vx(Px) — Pc.

Pc — 3Ix(Px).

Vx(Px) — 3x(Px).

AxVy(Rxy) — Yy3x(Rxy).

Vx(x = x).

Vx,y(x =y = y = x).

Vx,y,z((x=y ANy =2) = x = z).
Vx,y((Px Ax =y) = Py).

© ey = e Gl g» @ N



Nueva semantica de estructuras

Equivalencia logica

Dos enunciados de un lenguaje de primer orden son légicamente
equivalentes si son sustituibles (por ser verdaderos y falsos
respectivamente) en exactamente las mismas estructuras. Son ejemplos:

1.

2.
3
4.
5.
6.
7.
8.

Vx(Px) = Vy(Py).
Ax(Px) = Jy(Py).




Nueva semantica de estructuras

Modelo de una férmula

1. Dada una interpretacién formada por una estructura y una funcién
veritativa, (£,0) y un enunciado de Lo, si ‘B es un enunciado y es
verdadero en &, £ es un modelo de P y escribimos £ = B.

2. Si P es una férmula con variables libres (xi, ..., x,) y es verdadera
cuando dichas variables se interpretan como los individuos as, ..., a,, del
dominio, £ es un modelo de 3 y escribimos £[x1/a1, ..., xa/an]| = B.

Modelo de un conjunto de férmulas

Dada una interpretacién i = (£,0) y un conjunto I' de férmulas de Lo, si
cada 7; € T es verdaderaen £, £ esun modelode 'y £ =T.




Nueva semantica de estructuras

Férmula satisfacible

Una férmula B € L, es satisfacible syss existe, al menos, una
interpretacion i = (€, v) tal que i(9) = 1. Es decir, si ‘B tiene al menos un
modelo o es verdadera en, al menos, una estructura.




Nueva semantica de estructuras

Ejemplo de formalizacién

Definimos como dominio el conjunto de los naturales, D = N. Tomemos el
predicado P como el predicado par o ser-par; @ como el conjunto de los
nameros primos, el predicado ser-primo o, simplemente, el predicado primo.
La relacién o predicado diadico R sera la operacién de la divisién. La
relacién S, ser menor que y asignamos al objeto 0 la constante ¢, al objeto
1, la constante d y al objeto 2 la constante e. Veamos ejemplos de
formalizaciones:




Nueva semantica de estructuras

Formalizacién

@ Algin namero es par y primo: 3x(Px A Qx)

@ Todo niimero par es primo: Vx(Px — Qx)

@ Ningan namero par es primo: Vx(Px — —Q@x) o bien —=3x(Px A Qx)
Todo nimero par es divisible por 2: Vx(Px — Rex)

Un namero es par si, y sélo si, es divisible por 2: Vx(Px > Rex)

Para cada nimero hay uno mayor: Vx3y(Sxy)

e 6 6 o

Si un namero divide a otro, es menor o igual que él:
Vx,y(Rxy — x =y V Sxy)

@ Para cada namero primo, hay un niamero par mayor que él:
Vx(Qx — Jy(Py A Sxy))



Nueva semantica de estructuras

Formalizacién

@ Los nimeros primos son divisibles inicamente por si mismos y por la
unidad: VX(QX — ((Rox A Rdx) AVy(Ryx — (y =xVy = d))))
Aqui afirmamos dos cosas: que los niimeros primos son divisibles por
si mismos y por la unidad y que si un niimero divide a un primo, debe
ser igual a él o a la unidad. Un modo mas simple de expresar lo

anterior es: Vx(Qx —Vy(Ryx < (y=xVy= d)))

@ Un namero es primo si, y sélo si, es divisible por si mismo y por la
unidad:
o VX(QX < ((Rxx A Rdx) AVy(Ryx = (y =xVy = d))))

° VX(QX <—>Vy(Ryx o (y=xVy= d)))



Ejercicios de formalizacion

Enunciado para formalizar en £,

1. Se os da un dominio definido intensional o extensionalmente formado
por:

1.1. Objetos y una funcién de asignacion.
1.2. Constantes asignadas a elementos del dominio.

2. Se definen uno o varios predicados:

2.1. Pueden ser monarios o monadicos.
2.2. Pueden ser n—arios o n—-adicos.

3. Se estudian las relaciones dentro de dicho dominio.



Ejemplo de ejercicio de formalizacién
Enunciado para formalizar en L,

1. D =N en la axiomatica de Peano.
2. Definimos:

2.1. La operacién suma como la operacién que satisface que n+ 1 =s(n) y
n—+s(m)=s(n+ m)

2.2. La operacion producto entre dos elementos m y n del dominio como la
operacion mn = my + mp + ... + m,.

3. Se pregunta el valor de verdad de las siguientes férmulas:

3.1. VxIy(y =x+1)

3.2. VxVy3z(x+y = z)

3.3. Ix(x=5+1)

34. VxJy((x+y =2) A (y + x = 2))



Arboles analiticos: ampliacién del calculo para £,

Reglas v: Elim V y Elim =3

La constante individual (a) puede ser cualquiera, usada anteriormente en el
arbol o no.

Vx(A) —3x(A)

(A (A3

a




Arboles analiticos: ampliacién del calculo para £,

Reglas §: Elim =V y Elim 3

La constante individual (ax) no ha podido ser usada en el arbol con
anterioridad.

—Vx(A) 3Ix(A)

(A (A)

ax




Arboles analiticos: ampliacién del calculo para £,

=Vx(Px) A aRb = 3x(=Px)

1.-Vx(Px) A aRb
|
2. (3x(—Px))
|
3.-Vx(Px)

4.aRb

5.-Pc (por 3)

6.——Pc (por 2)

7.Pc

#




Arboles analiticos: ampliacién del calculo para £,

Demuestre o refute por medio de A.A. las siguientes inferencias:
L. Vx(Px — Qx) = VxPx — VxQx
2. ¥x(Px — @Qx) E VxVy((Px A Ryx)) — (Qx A Ryx))
3. Vx(Px — @x); 3x(Rx A Px) = 3x(Rx A @Qx)




Punto de partida

Teoria de Conjuntos

@ Entendemos que toda férmula de un lenguaje de primer orden puede
interpretarse en estructuras de dos clases: en aquellas en que es
verdadera y en aquellas en que no lo es. Llamamos al conjunto del
primer tipo de estructuras que hacen verdadera una férmula ¢ el
conjunto de modelos de ¢ y escribimos MOD(¢).

@ Una teoria, en sentido estricto, es el conjunto de modelos que
satisface un conjunto de férmulas que definen dicha teoria y que
llamamos axiomas

TEOR = MOD(T)

o La teoria de conjuntos se definira, por tanto, de manera axiomatica.



Punto de partida

Definimos una relacién concreta entre los elementos del dominio de las
estructuras de MOD(T") que llamamos relacién de pertenencia y escribimos
a € b en lugar de aRb o Rab para indicar que el elemento a esta
relacionado por medio de la relacién € con el elemento b.
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