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Resumen

El tangram es un puzle ancestral formado por siete figuras o tans. Este se
usa en educacion como material de apoyo para conceptos de geometria plana,
pero también se emplea de forma recreativa. Un ejemplo de este ultimo caso es
encontrar figuras simétricas combinando los siete tans.

En este trabajo queremos determinar un algoritmo que facilite esto iltimo, es
decir, que permita obtener una figura simétrica con las piezas del tangram.

Para ello, es importante conocer el concepto de simetria. En este trabajo se
quiere trabajar en el plano afin euclideo, es decir, R%. En este contexto, aparecen
tres tipos de simetrias (traslacién, rotacién y reflexién), de los que solo se tendra
en cuenta el ultimo de ellos. La reflexién se basa en figuras simétricas respecto a
un eje de simetria.

El algoritmo gira entorno a la idea de que el romboide es la pieza que dificulta
encontrar una figura simétrica. Por ello, se parte de su combinacién con los demas
tans y se anaden el resto siguiendo ciertos criterios.

Debido a que el algoritmo se focaliza en un caso tan concreto como reflexiones
en R? con las piezas del tangram, se puede buscar su generalizacién en préximos
estudios tanto a piezas desconocidas como a un numero indeterminado de piezas
o a un contexto mas amplio como R"
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Introduccion

El tangram es un puzle formado por siete piezas, también denominadas “tans”,
con las cuales se debe formar una figura siguiendo dos normas. La primera, se
deben utilizar las siete piezas y, ademas, estas no se pueden solapar.

Tradicionalmente, se ha jugado con la figura requerida dada de antemano, por
lo que el objetivo del juego consiste en descubrir la colocacion de los “tans”. Sin
embargo, se puede anadir dificultad si se le permite al jugador mas libertad y
busca figuras sin ningin patrén previo.

Los “tans” colocados de una determinada manera forman un cuadrado. Debido
a esto, suponiendo que dicho cuadrado es de tamano 1x1, las piezas son dos

tridngulos isésceles pequenos con hipotenusa de % y lados de ﬁi’ un triangulo

isésceles mediano con hipotenusa de \/Li y lados de %, dos triangulos isésceles
1

grandes con hipotenusa de 1 y lados de \/Li’ un cuadrado de lados 303 Y un

paralelogramo de lados % y ﬁi

A pesar de que su origen no esta recogido en ningiin documento, se presume
que tuvo lugar durante la Dinastia Song (960-1279) en China [1]. Originalmente,
el juego constaba de seis piezas Unicamente y, por ultimo, se anadié uno de los
triangulos.

Segun la leyenda, su creacién fue causada por la torpeza de un sirviente. Un
emperador chino mandé fabricar un gran cuadrado de vidrio y uno de sus sirvien-
tes, durante el transporte, rompié dicha pieza en siete mas pequenas. Asustado,
intenté recomponer el gran cuadrado y, en el proceso, descubrié la cantidad de



Figura 1.1: Tangram

figuras que era capaz de formar. Se presenté ante el emperador y le mostré su
hallazgo, este quedé tan impresionado que perdoné el descuido del sirviente [2].

Otro misterio es el origen de la palabra “tangram”. Una de las versiones mas
aceptadas es la que defiende que esta formada por dos términos independientes.
Por un lado, “tang” que se puede traducir como “chino” y, por otro, “gram” que
significa grafico [3]. Entre las demds explicaciones destacan las que relacionan
el rompecabezas con la Dinastia Tang o el rio Tanka. La palabra fue usada por
primera vez en un escrito por Thomas Hill en 1848.

Pasado mucho tiempo de su origen, llegé al mundo occidental a principios
del siglo XIX de la mano de los barcos chinos y americanos. El primer ejemplo
conocido es de 1802 y pertenecia al hijo del dueno de uno de estos barcos ameri-
canos. Los materiales utilizados para fabricar los tangrams van desde roca, hueso
o barro originalmente a plastico o madera en la actualidad.

Actualmente, este puzle ha tomado mucha importancia en los campos de
la psicologia y la educacion, sobre todo de las matematicas con el objetivo de
introducir conceptos de geometria plana.

Los aficionados del tangram son muchos y muy diversos, desde mateméticos
como Lewis Carrol hasta el mismisimo Napoleén [4], pasando por Sam Loyd,
autor en 1903 de una explicacion fantastica sobre la creacion del puzle a manos
del dios Tan [5].

En lo referente a las matematicas, en 1942 fue probado que solo se pueden
formar 13 figuras convexas con las piezas del tangram gracias a Fu Tsiang Wang
y Chuan-chin Hsiung [6].

La ultima curiosidad sobre este antiguo rompecabezas es que una mujer, Chien
Yun-Chi, escribié una enciclopedia de 6 volimenes con 1700 figuras propuestas

4



Capitulo 1. Introduccion

en 1858 [2].

1.1. Objetivos

Objetivo general

Desarrollar un algoritmo que determine figuras simétricas a partir de las piezas
del tangram.

Objetivos especificos

1. Desarrollar un algoritmo que determine los ejes de simetria estudiados
2. Conocer las simetrias en el plano afin euclideo

3. Conocer la historia y funcionalidad del tangram

Figura 1.2: Ejemplo gréafico del objetivo del trabajo



Metodologia

En el siguiente apartado se van a definir los conceptos matematicos necesarios
para poder determinar las simetrias presentes en el plano afin euclideo y, con ello,
sentar las bases para alcanzar los objetivos del TFG.

2.1. Simetria

El concepto de simetria es algo inherente al ser humano, desde que nacemos
sentimos mas atraccion hacia los objetos que mantienen este tipo de estructuras.

Sin embargo, no cumple solo un objetivo estético. Por un lado, juega un papel
fundamental en la determinacion de la estructura y forma de los minerales en
la cristalizacion y esta relacionada con las propiedades opticas. Por otro, en lo
referente a la biologia, que las flores sean simétricas sirve para atraer a los insectos
y facilitarles el proceso de polinizacién, las hojas para optimizar la captura de
luz durante la fotosintesis y los humanos para generar movimiento equilibrado y
coordinado debido a su distribucién corporal.

En términos generales, una figura se dice simétrica si al moverla de una cierta
manera se mantiene idéntica a la original. Algunos ejemplos facilmente identifi-
cables en la naturaleza son las estrellas de mar, algunas flores, las mariposas y el
propio ser humano.

Segun la Real Academia Espafniola (RAE), la simetria queda determinada
como una “correspondencia exacta en la disposicion regular de las partes o puntos



Capitulo 2. Metodologia

Figura 2.1: Ejemplos de simetrias en la naturaleza

de un cuerpo o figura con relacién a un centro, un eje o un plano” [7]. Esta
descripcion esta muy relacionada con la geometria, ya que utilizan como referencia
los conceptos bésicos de este dmbito de las matemadticas (centro, eje, plano).

Sin embargo, la simetria puede aplicarse a muchas mas areas y de forma mucho
mas global, entendiéndola como una transformacién biyectiva de un conjunto sin
estructura determinada en si mismo, dando lugar a un grupo de permutaciones

[8].

2.1.1. Espacio métrico

Un componente relevante en este punto es el de espacio métrico, que se define
como un par (X,d) donde X es un conjunto no vacio y d es una funcién real
definida en Xx X, llamada distancia o métrica, y que satisface:

= d(zy)>0Vzye X,y dzy)=0& 1=y

v d(zy) = d(y,z) Vr,y € X

= d(zy) < d(x,2) + d(zy) Vry,z € X

Un ejemplo para comprender mejor lo anterior es el espacio euclideo formado

por el conjunto R™, donde si z € R™ entonces x = (21, xa, ..., x,), y la distancia
entendida como d : R® — R"™ donde

d(z,y) =

Para la demostracién de la primera condicion se parte de que la funcién esta
definida en el conjunto de los niimeros reales, por lo que el resultado de (y; — ;)?

7



2.1. Simetria

es siempre mayor o igual que cero. Por lo consiguiente la raiz cuadrada de la suma
de estos nimeros también lo es. Por otro lado,

por lo que todos los sumandos se deben igualar a cero y, como consecuencia,
(1, oo Tn) = (Y1, -, Yn), €8 decir, x = y.

Como resultado de elevar al cuadrado los n sumandos, se extrae que

n n

d(z,y) = Z(yz —z;)? = Z(% —¥i)* = d(y,z)

=1 =1

El origen de la demostracién del tercer punto para x,y,z € R" es

d(z,y) < d(x,2) + d(zy)

Utilizando la definicién de funcién distancia en la desigualdad anterior, se obtiene

n n n

Z(Iz —yi)? < Z(SBZ — %)%+ Z(Zz —¥i)?

=1 =1 =1

En el paso siguiente se sustituye a; = x; — 2;, b; = z; — y;, por consiguiente se
llega a

n

D (ai+b)? < z”:a? + zn:b?
=1 =1

=1

Tras elevar al cuadrado en ambos lados de la desigualdad y usar la igualdad
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notable (a + b)? = a® + b* + 2ab, se llega a

2 2
2 e ) b
i=1 =1

Esta deduccién ha concluido en lo que se conoce como la desigualdad de Cauchy-
Bunyakovsky-Schwarz [9] y, como consecuencia, queda demostrado el tercer punto
y, en general, que R™ es un espacio métrico con la distancia definida [10].

2.1.2. Espacio afin

Dado un conjunto A no vacio (puntos) y un espacio vectorial 7' (traslaciones
o direcciones) sobre un cuerpo de escalares K (escalares), decimos que A es un
espacio afin sobre K con grupo de traslaciones T si existe una operacién externa
1 Ax T — A definida por (P, v) = P+ v con las siguientes propiedades:

1. ¢(P,0) = P,¥P € A.
2. VP,Q € A, € T tal que ¥(P,v) = Q.
3. Y(P+v,w) =¢(Pv+w),YP € AVv,weT

Ademas, si se parte de dos espacios afines A; y A sobre K con grupos de
traslaciones T; y T5, respectivamente, una aplicacion g : Ay — As es una apli-
cacion afin si existe f : Ty — Ty lineal (aplicacién lineal asociada) tal que

F(PO) = g(P)g(Q) YP.Q € A, [11].

En el caso de que los espacios fuesen afines euclideos, la aplicacién g : A1 —
A, se define como isometria si g deja invariante la distancia entre los puntos.

Otro término que se utilizard en préoximos apartados es el de variedad afin que
se define como el conjunto P+ U = {Q € E|@ € U}, donde P es un punto del
espacio euclideo y U es un subespacio vectorial de T' (espacio vectorial asociado)
[12].



2.1. Simetria

El siguiente paso va a ser demostrar que el espacio euclideo es un espacio
afin. Para ello, se empieza determinando que los puntos y las traslaciones son los
mismos en ambos conjuntos.

A continuacion, se define la adicién de un vector a un punto como la operaciéon
externa v, es decir, sean P = (p1,...,pn), @ = (q1,-..,qs) puntos de R" y v =
(v1, ..., v,) vector de R, entonces

w(Pa U) =P+v= (plv "'7pn)+(vla "'7/Un> = (p1+vla 7pn+/0n> = (q17 7qn) = Q

1. La demostracién del primer punto es obvia con la definiciéon anterior.
¢(Pa O) = P+U = (pla )pn)+(07 70) = (p1+07 7p'rl+0> = (ph 7pn) =P

2. Tomando P,Q) € R", se va a proceder por reduccion al absurdo, es decir,
se supone que existen dos vectores diferentes tales que

Y(Pv) =P+uv=0Q

Y(P,vy) =P +vy=Q

Calculando la resta de las dos ecuaciones anteriores, se obtiene P+v; —(P+
v9) = @ — Q. Aplicando la propiedad de la resta de vectores en el espacio
euclideo, se simplifica a v; — vy = 0, donde 0 es el vector cero, por lo que,
v = vy. Se concluye que solo existe un vector que satisface (P, v) = Q.

3. Entendiendo ¢ (P,v) = P + v, la demostracién de este punto se resume en
aplicar la propiedad asociativa.

Gréficamente, la figura 2.2 reprensenta el calculo (P, v 4+ w). Primero se
suman los vectores para obtener u, para después sumarlo al punto P.

3
Q
w
: /7 @®
1 V U
p
@
10 1 2 3 4 5 6

Figura 2.2: Ejemplo grafico (P, v 4+ w)

De forma similar, como se observa en la imagen 2.3 se puede obtener el
punto @ con la expresién (P 4 v, w), en la que primero se suma el vector

10
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3
R w .Q
2 J
Vv
] /
‘F’
1 0 1 2 3 4 5 6

Figura 2.3: Ejemplo grafico ¢(P + v, w)

v al punto P, llegando hasta R y, en el ultimo paso, se suma el vector w al
punto R.

En ambos casos, se concluye que @ = (6,2)

2.1.3. Espacio afin euclideo

Es importante destacar que se ha demostrado que R™ es un espacio afin
euclideo. Por tanto, con la distancia definida anteriormente, se puede hablar de
la isometria g : R® — R que cumple que

d(P,Q) = d(g(P),9(Q)) VP,Q € R

En otras palabras, g es una transformacion lineal ortogonal, es decir, conserva
la longitud de los vectores.

Por definicién, sea A el determinante de la aplicacién ortogonal, AT la matriz
traspuesta de A e I la matriz identidad, entonces A.A” = I. Por tanto, A. AT =
1 = 1 =det(l) = det(A.AT) = det(A).det(AT) = det(A).det(A) = det(A)? =
det(A) = +1.

En particular, g se denomina movimiento porque es una isometria de un espa-
cio afin en si mismo. Este tipo de aplicaciones se pueden clasificar en dos grupos
segun el valor de su determinante.

1. Movimientos directos: det(A) = 1. No modifica la orientacién de la
figura.

a) Traslacién. Se define la traslacion del vector arbitﬂgo ', como el
movimiento 7, : R* — R" dado por 7,(P) = P’ si PP’ = ¥. En R?,

11



2.1. Simetria

para cualquier punto (z,v,2) € R3, se define v = (a,b,c) tal que

o = O

1 0
To=(x+a,y+bz+c)=(abc)+ (x,y,2z) [0 0 (2.1)
0 1

Se calcula facilmente que el determinante de la matriz asociada es 1.
Por 1ltimo, en el plano euclideo, R?, la traslacién se puede entender
como un deslizamiento sobre el plano. En este caso, el movimiento
queda determinado por

T, = (x +a,y +b) = (a,b) + (z,y) <(1) (1)) (2.2)

Sin embargo, la traslacién no se tendra en cuenta en la investigacién
actual porque se enfoca en la figura resultante y no en el punto del
plano que se coloca dicha figura. En consecuencia, la original y la
alterada por una traslacion se consideraran la misma.

b) Rotacién. En este caso se necesita un punto O € R™ (centro) y
un numero « (dngulo), para definir la rotaciéon como el movimiento
po.o : R" — R™ que satisface que pp (P) = P’ si d(O, P) = d(O, P’)
y POP' = . Una propiedad que se extrae de esta definicién es que si
a # 0, entonces el tnico punto fijo que deja la rotacion es el propio
centro O. Poniendo enfésis en el plano euclideo y siendo O = (zg, yo),
la rotacion se describe como

COS (v —sma) (2.3)

Po,a = (To,%0) + (T — To,y — Yo) (sina COoS &

Por ende, si se elige como centro de la rotaciéon O el origen de coor-
denadas (0,0), la imagen (2’,y’) de cualquier punto (z,y) € R? con
respecto a po o esta determinada por

o cosa  sina
o) =) (50, o) (2.4
2. Movimientos inversos: det(A) = —1. Modifica la orientacién de la figura.
a) Reflexién. Sea A" = (F;S) una variedad afin, la reflexién o si-

metria ortogonal respecta a ella queda determinada por la funcion
og R — R™ con o4 (P) =P =P+ 2@, donde @ es la pro-
yeccion ortogonal de P’ sobre A’. En lo referente al plano euclideo, la
subconjunto vectorial S coincide con la mediatriz del segmento PP’y
seria una recta que se puede llamar r. Si esta recta pasa por el punto

12
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(x0,y0) y forma un dngulo « con el eje x, entonces

cos 2« sin 2«
sin 2« — COS 2«

or(r,y) = (2o, Yo) + (T — o, ¥ — Yo) (

Como se ha comentado anteriormente, la colocacion de la figura en el
plano se puede realizar de forma arbitraria, asi que suponiendo que
la recta respecto a la que se hace la reflexion r pasa por el origen de
coordenadas, entonces

Ccos 2« sin 2«
sin 2« — COS 2«

o) = (o)

Figura 2.4: Representacion grafica de simetria ortogonal

Por ejemplo, si se toma el eje x como r, el angulo a es 0 y la matriz
asociada seria

A cos2-0 sin2-0 _ [cos0 sin 0 (1 0
~ \sin2-0 —cos2-0/)  \sin0 —cos0/) \0O —1

Por lo que, cogiendo cualquier punto del plano, en este caso el (1,2),
su punto simétrico respecto a r se obtiene con

0,(1,2) = (1,2) (é _01) —(1142-0,1-0+2-(—1)) = (1,-2)

13



Investigacion

En esta secciéon se busca desarrollar dos algoritmos para encontrar las figuras
simétricas.

En la RAE, un algoritmo se definde como un “conjunto ordenado y finito de
operaciones que permite hallar la solucién de un problema”[13].

3.1. Hipodtesis

La investigacién se sustenta sobre la idea de que la pieza del tangram que
dificulta encontrar una figura simétrica es el romboide. Por tanto, el primer paso
serd generar las combinaciones entre este y todas las demas.

Este conjunto se ve rapidamente que es infinito. Sin embargo, se puede reducir
a aquellas en las que las figuras tengan vértices en comun.

Las posibilidades con el cuadrado que se tienen en cuenta en la investigacion
se observan en la siguiente figura.

14
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-y

2.

L
V4

4,

N
V4
.
V4

Figura 3.1: Posibles combinaciones entre el cuadrado y el romboide

Por otro lado, las combinaciones con el tringulo mediano estudiadas son las
siete que se muestran en la figura 3.2.

-

5

b

Y N
y 4

Y
y 4

Figura 3.2: Posibles combinaciones entre el romboide y el tridngulo mediano

Con respecto al triangulo grande, se puede combinar con el romboide de diez
formas diferentes que resulten interesantes para el objetivo de la investigacion.

2.

-

;

w

~

:
8.

>

Figura 3.3: Posibles combinaciones entre el romboide y el triangulo grande

Por 1ltimo, el tridngulo pequeno y el romboide generan las nueve figuras

15




3.2. Ejes de simetria

que completan todas las posibles combinaciones iniciales que se estudian en este
documento.

p) 4,

> 4
A ) a &

Figura 3.4: Posibles combinaciones entre el romboide y el tridangulo pequeno

Proposicion 3.1.1 Todas las figuras simétricas respecto a un eje, bien contie-
nen una de las combinaciones anteriores o bien la figura 3.5 como simétrica del
romboide.

Figura 3.5: Figura simétrica al romboide con los dos tridngulos pequenos

3.2. Ejes de simetria

Dos rectas importantes son las diagonales del romboide, debido a que la si-
metria que mantiene es una rotacién de 180° con centro en la interseccién de
ambas rectas. Sin embargo, la que divide el romboide en dos triangulos pequenos
resulta interesante a la hora de buscar reflexiones.

Proposicién. Sean vy, ..., v, los vértices de la combinacién inicial. Entonces
los ejes de simetria estudiados son todas las rectas generadas por los vectores
v;, v para todos los puntos contenidos en el conjunto anterior tal que ¢ # j.

16
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Un posible algoritmo para facilitar la determinacién de todos los ejes es:

Algoritmo 1 Algoritmo para determinar los vectores directores de los ejes de

simetria
Ensure: B > Vectores directores de los ejes de simetria

Require: A =y, ..., v, > Vértices de la combinacion
for each v; € A do
for each v; € A do
if i # j then
v, v; € B
end if
end for
end for

Con el conjunto de vectores obtenidos con este algoritmo, los ejes de simetria
se especifican usando cada uno de los vectores y uno de los vértices que lo forman,
es decir, sea r cualquier eje de simetria, esta determinado por

r:vﬁ—t'm Vi e R

17



3.3. Figuras simétricas

3.3. Figuras simétricas

Algoritmo 2 Algoritmo para determinar las figuras simétricas con las piezas del
tangram
Require: A < aq,...,a, > Conjunto de las combinaciones que se van a estudiar
Require: B <+ By, ..., By > Cada elemento es el conjunto de las piezas del
tangram menos el romboide ordenado de una forma diferente
for each a; € A do
Vv, ..., 0 > Conjunto de los segmentos de la combinacién
C =c¢y,...,c; > Conjunto de los ejes de simetria obtenidos con el algoritmo
anterior 1
simetrica < false > Boolean para determinar si la figura a; es simétrica
imposible < false > Boolean para determinar si es imposible encontrar
una figura simétrica
for each ¢; € C' do
for each B, € B do
B, = by, ...,bs
while B, # 0 A lsimetrica\ limposible do
for each vy, € V do > Recorrido en el sentido de las agujas del

reloj
Sea s el segmento simétrico de vy respecto al eje de simetria
estudiado (4)
if v, C¢; Vs Ca; then
Pasar al siguiente segmento
else if algoritmo 3 then
B, =B, b,
a; = a; + bh
else
1mposible < true
end if
stmetrica <— Comprobar si a; es una figura simétrica con el
algoritmo 5
end for
end while
Anadir piezas siguiendo el algoritmo 6
end for
end for
end for

18
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Algoritmo 3 Algoritmo para anadir una pieza a la combinacion

Require: V <« vy, ...,v, > Conjunto de los segmentos de la combinaciéon
Require: b > Pieza del tangram
Require: s > Segmento simétrico estudiado
Require: A > Combinacion de las piezas

if b cumple las condiciones 3.3.2 then
W < wo, ..., wp > Conjunto de los lados de b

for each w, € W do
if v, + w, = s then
Sustituir v, por s
for each w, € W do
if w, # w, AN w, ¢ V then
w, €V
end if
end for
return true
else if w, = s then
seV
for each w, € W do
if w, # w, ANw, ¢ V then
w, €V
end if
end for
return true
else
return false
end if
end for
end if

Definicién 3.3.1 Dado un segmento, cuyos extremos son A, B. El punto medio
P se calcula de la siguiente forma:

P = (442)

2
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3.3. Figuras simétricas

Algoritmo 4 Algoritmo para determinar segmento simétrico

Require: ¢ > Eje de simetria
Require: v > Segmento del que se quiere determinar el simétrico
P.Q > Vértices de v;
n,, Ny > Rectas ortogonales a ¢ que pasan por los puntos P, () respectivamente
M,, M, > Punto de interseccion ¢ con ny,, n,

P, Q' > Se calculan los puntos simétricos a partir de la definicién de punto
medio 3.3.1
return P, ()’

Algoritmo 5 Algoritmo para determinar si una figura es simétrica

Require: ¢ > Eje de simetria
Require: V <« vy, ..., v, > Conjunto de los vértices de la combinacién
Require: «a > Combinacion estudiada

Require: simetrica < true
for each v; € V do

P Q > Vértices de v;

Ny, Ng > Rectas ortogonales a ¢ que pasan por los puntos P, ()
respectivamente

M,, M, > Punto de interseccién ¢ con n,, n,

P’ Q) > Se calculan los puntos simétricos a partir de la definicién de punto
medio 3.3.1
if P ¢avQ ¢av P, Q) ¢athen
stmetrica < false
end if
end for
return simetrica

Algoritmo 6 Algoritmo para anadir una pieza a la combinacion simétrica

Require: ¢ > Eje de simetria
Require: B > Conjunto de piezas del tangram restantes
Require: simetrica > Boolean que determina si la figura es simétrica

if B # 0 A simetrica then
for each b; € B do
r > Eje de simetria de b;
Colocar figura tal que r = ¢

end for
end if
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Capitulo 3. Investigacion

Proposicién 3.3.2 Sea A la combinacion estudiada, b una pieza del tangram y
s segmento simétrico que se busca determinar, entonces b se anade a A si cumple
que:

1. 3 1 lado de b tal que s Cl os=wv,+1 conv, €V

2. bNA=10

Demostracion:
Suponiendo que existe b que cumple los dos requisitos anteriores.

Se ha encontrado una pieza que al combinarla con A, no produce solapamiento,
por lo que cumple la condicién necesaria del tangram.

Ademas, es obvio que si b cumple el primer punto y b C A, entonces s C A.

Por lo que la pieza b se puede anadir a A.

3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del
algoritmo

3.4.1. Caso en el que es imposible encontrar una figura
simétrica

La combinacién estudiada aq es:

Figura 3.6: Combinacién inicial
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3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del algoritmo

Se obtienen todos los ejes que se van a estudiar con el algoritmo 1 y se selec-
ciona el eje de simetria ¢

Se recorre el conjunto de los segmentos empezando por vy. No es necesario
hacer nada con este segmento porque pertenece al eje de simetria y, por tanto, v
es su propio simétrico.

No se ha conseguido una figura simétrica por lo que se pasa al siguiente v;.

Figura 3.7: Combinacion inicial con eje de simetria

En el siguiente paso se estudia v; y se busca una figura que pueda cubrir el
segmento s entre las piezas del tangram. En este ejemplo se selecciona uno de los
tridngulos pequenos y se anaden los lados de este al conjunto de los segmentos
de a;

No se ha conseguido una figura simétrica por lo que se continta el algoritmo
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Capitulo 3. Investigacion

Figura 3.8: Paso algoritmo para v,

Se estudia el segmento vy y se anade el otro tridngulo pequeno a la combina-
cion.

La figura sigue sin ser simétrica, asi que se avanza a vs.

Figura 3.9: Paso del algoritmo para vy

En el caso de v3 no podemos encontrar una figura que tenga un lado que sea
igual a s. Sin embargo, se puede anadir un tridngulo grande como se observa en
la figura 3.10
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3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del algoritmo

Figura 3.10: Paso del algoritmo para vs

En los dos siguientes segmentos v4 y v5 no se hace nada porque la combinacion
ya contiene a los segmentos s, simétricos de ambos.

No se obtiene una figura simétrica, asi que se continia el algoritmo.

Figura 3.11: Pasos del algoritmo para vy y vs

Siguiendo el sentido de las agujas del reloj, el segmento estudiado es vy y se
utiliza el triangulo mediano para anadirlo a la combinacion.

Se continta el algoritmo.
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Capitulo 3. Investigacion

Figura 3.12: Paso del algoritmo para vy

En el conjunto B solo queda un tridangulo grande y no se puede combinar con
a; de tal forma que uno de los lados del triangulo coincida con s y no se solape
con la a;. Por tanto, la variable imposible se cambia a true, no vuelve a entrar en
el bucle while y se estudia otro orden de colocacion de las piezas.

Figura 3.13: Fin del algoritmo sin figura simétrica
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3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del algoritmo

3.4.2. Caso figura simétrica encontrada

En este segundo caso, se parte de la misma combinacién inicial a;:

Figura 3.14: Combinacién inicial

El eje de simetria estudiado es ¢y, como se observa en la figura 3.15. Con el
primer segmento, vy, no se hace nada porque pertenece al eje de simetria.

Como no se ha encontrado una figura simétrica, se pasa al siguiente segmento.

Figura 3.15: Combinacioén inicial con eje de simetria

Para que el segmento v; tenga un simétrico, se necesita una pieza que cubra
s. Por ello, se anade el tridngulo mediano. Tras esto, se anaden los lados de la
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Capitulo 3. Investigacion

pieza anadida al conjunto de segmentos de a; y se comprueba que esta sea una
figura simétrica. Como no es el caso, se pasa al siguiente segmento.

Figura 3.16: Paso del algoritmo para v,

Se sigue el mismo procedimiento con vs. El resultado de anadir un triangulo
pequeno, no es una figura simétrica. Se pasa a vs.

Figura 3.17: Paso del algoritmo para v

La figura 3.18 representa que no se hace nada con los segmentos vs y vy
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3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del algoritmo

porque los segmentos simétricos s ya se encuentran en la combinacion. El siguiente
segmento analizado es vs

Figura 3.18: Pasos del algoritmo para vs
Y U4

En este paso, se llega a una combinacién simétrica tras anadir el otro triangulo
pequeno para conseguir el segmento s simétrico del segmento vs. Por tanto, la
variable simetrica cambia a true y no vuelve a entrar en el bucle while.
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Figura 3.19: Paso para el algoritmo vs

Como todavia quedan piezas del tangram por anadir (B # () y a; ya es una
figura simétrica, se utiliza el algoritmo 6 para terminar de anadir las piezas que
faltan.

Para ello, se hace coincidir el eje de simetria ¢y con el eje de simetria de uno
de los trangulos grandes.
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3.4. Ejemplos graficos del funcionamiento del algoritmo

Figura 3.20: Anadir primera pieza a la combinacion simétrica

Por 1ultimo, se hace lo mismo con el otro triangulo grande. En este caso se
ha conseguido una figura simétrica usando todas las piezas del tangram como se
observa en la figura 3.21

Figura 3.21: Fin algoritmo con figura simétrica
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Conclusiones

En el apartado anterior se ha demostrado que es posible desarrollar un al-
goritmo que determine figuras simétricas a partir de las piezas del tangram. Sin
embargo, su complejidad es muy alta y puede ser complicado ponerlo en préactica
con algin lenguaje de programacion.

Esto es debido, por un lado, a la cantidad de bucles que contiene. Ademas
las listas que se recorren suelen tener un tamano bastante elevado. Por otro, a la
cantidad de operaciones aritméticas que se necesitan para calcular los elementos
del plano que resultan de interés.

Sin embargo, este algoritmo no se podria emplear en el caso de que se quisiese
estudiar otro tipo de simetrias que no fuesen una reflexion y no se tienen en
cuenta ejes de simetria que no pasen por alguno de los vértices de las piezas del
tangram.

El resto de algoritmos mas pequenos tienen una complejidad mas baja, debido
a que se encargan de un proceso simple y concreto. Unicamente se puede reutilizar
el algoritmo de anadir una pieza a la combinacién porque el resto se centra en el
estudio de reflexiones.

Una vez desarrollado el algoritmo, se confirma que se podria partir de una
sola pieza del tangram tomando como ejes de simetria los lados de esa pieza y
sus ejes de simetria. Sin embargo, aumentaria el tamano de permutaciones que
se pueden hacer con el resto de piezas del tangram, por lo que la complejidad
seguiria siendo muy alta.
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La continuacion de esta investigacion puede tomar tres caminos:

1. Estudiar las simetrias rotacionales con las piezas del tangram en el plano
euclideo.

2. Generalizar el algoritmo a un ntmero infinito de piezas desconocidas.

3. Generalizar el campo de estudio al espacio afin euclideo de dimensién mayor
que 2.
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