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Resumen

El Teorema de Perron-Frobenius, una herramienta fundamental en la
teoria de matrices, ha encontrado aplicaciones significativas en diversos campos,
y una de las dreas mas destacadas es su relacién con el algoritmo PageRank.
Este teorema, desarrollado por Oskar Perron y Ferdinand Frobenius, establece
propiedades clave de las matrices no negativas e irreducibles, un tipo especial de
matrices que surge en una variedad de contextos matematicos y cientificos.

En el ambito de la informética y la web, el algoritmo PageRank, creado
por Larry Page y Sergey Brin en el contexto de Google, utiliza el Teorema de
Perron-Frobenius de manera crucial. PageRank es un algoritmo de clasificacién
de paginas web que asigna a cada péagina un valor numérico que representa su
importancia relativa en la red.

En este trabajo de fin de grado, se explorara en detalle la utilidad del Teorema
de Perron-Frobenius en el contexto del algoritmo PageRank. Tras haber expuesto
unos fundamentos de Algebra Lineal y Teoria de Grafos, investigaré como la
teoria de Perron-Frobenius afecta a las clasificaciones y, en concreto, garantiza la
existencia y unicidad de la solucién del PageRank.
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Introduccion

El campo de las matematicas alberga una diversidad de teoremas cuyas apli-
caciones trascienden la percepcién general, a pesar de su relevancia. Este estudio
se enfocara en uno de dichos teoremas, especificamente el Teorema de Perron-
Frobenius. Aunque no goza de una notoriedad generalizada, este teorema se erige
como un fundamento crucial para una amplia gama de investigaciones vinculadas
a disciplinas como la economia, las ciencias sociales, la biologia, la ecologia y la
informatica.

El propésito de este trabajo consiste en desarrollar la Teoria de Perron-
Frobenius, la cual, basada en los principios de la Teoria de Grafos y el Algebra
Lineal, arroja resultados que posteriormente se analizaran en términos de su uti-
lidad principal: la capacidad para establecer 'rankings’ o clasificaciones. En otras
palabras, la habilidad de ordenar nodos en una red de acuerdo con su rele-
vancia. Esta capacidad encuentra utilidad en diversas dreas, desde cuantificar la
influencia de individuos en redes sociales hasta la creacién de algoritmos para la
jerarquizacién de paginas web.

Un claro ejemplo es el algoritmo PageRank, utilizado por el motor de busque-
da Google, el cual se impuso sobre otros buscadores en 1998, fundamentandose en
este teorema matematico. Este algoritmo, desarrollado por Larry Page y Sergey
Brin, ha revolucionado la forma en que evaluamos y jerarquizamos la informacién
en la era digital. Por este motivo, se explorara la interconexion entre el Teore-
ma de Perron-Frobenius y el algoritmo PageRank, con el objetivo de detallar
céomo Brin y Page desarrollaron un modelo integral para la World Wide Web,
permitiendo una utilizacion efectiva de dicho teorema.






Objetivos

En este trabajo de fin de grado existen dos objetivos principales que guiaran
la investigacion. El primero se centra en la exploraciéon y desarrollo de los fun-
damentos de la teoria de Perron-Frobenius. Por otro lado, el segundo objetivo se
enfoca en desentranar el desarrollo del algoritmo PageRank, con especial énfasis
en como se modelo la red para poder aplicar el teorema anterior. Ambos objetivos,
en conjunto, constituyen la base esencial para el desarrollo de un marco tedrico
solido y la comprensién profunda de la teoria de Perron-Frobenius, el algoritmo
PageRank y su interseccion.

2.1. Fundamentos de la Teoria de Perron-Frobenius

En primer lugar, se tiene como objetivo establecer los fundamentos tedricos
esenciales para comprender el Teorema de Perron-Frobenius. Se abordaran con-
ceptos clave de la Teoria de Grafos y del Algebra Lineal que sirven como
cimientos para el desarrollo y la comprension de la Teoria de Perron-Frobenius
y que se utilizardn a lo largo de todo el trabajo. En concreto, se busca explorar
las propiedades de las matrices irreducibles y su conexion con la conectividad
de grafos dirigidos, explicar cémo el teorema de Perron-Frobenius nos ayuda en
la identificacién de un vector de ordenaciones, incluir una demostracion
del teorema, apoyar lo explicado con ejemplos practicos y, en general, pro-
porcionar una base sélida para la posterior utilizacién del teorema en el ambito
del algoritmo PageRank.



2.2. Utilidad en el Algoritmo PageRank

2.2. Utilidad en el Algoritmo PageRank

En segundo lugar, se pretende examinar la implementacién practica del Teore-
ma de Perron-Frobenius en la concepcion del ampliamente reconocido algoritmo
PageRank. En este sentido, se desglosaran los pasos seguidos por Brin y Page
para modelar la World Wide Web de manera que el teorema fuera aplicable y
asegurara la obtencion del vector de ordenaciones deseado para las paginas web.
Para ello, se buscaré explicar el proceso de modelado de la red como un exten-
so grafo dirigido, destacando conceptos clave como la hipétesis del surfista
aleatorio o conceptos basicos sobre las cadenas de Markov, que adquieren
relevancia para la generaciéon de matrices de transicién estocasticas. Estas
matrices son esenciales para derivar el vector PageRank, que a su vez pro-
porciona la ordenacion deseada de las paginas web. Ademas, se abordard un
método para abordar la magnitud de las matrices, conocido como el método de
las potencias, y todo ello con ejemplos ilustrativos.



Contenidos principales

En la secciones 3.1 y 3.2 se estableceran las bases tedricas que se utilizaran
posteriormente para desarrollar la teoria de Perron-Frobenius. Para establecer
estos conceptos se han utilizado articulos como [1] y [2].

3.1. Fundamentos de Algebra Lineal

En principio, revisaremos algunos principios matriciales fundamentales que
seran empleados en el desarrollo de la Teoria de Perron-Frobenius. Se destacara
especialmente la consideracion de matrices irreducibles, matrices no negativas, y
ciertos aspectos relacionados con los autovalores de una matriz.

Definicién 3.1.1. Dada una matriz cuadrada A, un nimero complejo \ se llama
autovalor de A si existe un vector no nulo v tal que

Av = v

El vector v se llama autovector correspondiente al autovalor \. Ademds, los
autovalores de una matriz A son las raices del polinomio caracteristico p(\) =
det(A — A1), donde det denota el determinante e I es la matriz identidad.

Definicién 3.1.2. Dada una matriz cuadrada A, el conjunto de autovalores de
A se denota por o(A), es llamado espectro de A y viene dado por:

o(A) ={\: det(A— \) =0}

5



3.1. Fundamentos de Algebra Lineal

Por otro lado, el maximo de los autovalores, también conocido como el radio
espectral de A, se denota por p(A) y estd dado por:

A) = max {|\;
p(A) A1fr€15}(>§0<{| |}

Proposicién 3.1.1. Dada una matriz cuadrada A cualquiera y su traspuesta AT,
el espectro de A y AT es el mismo, es decir, la matriz A y su traspuesta AT tienen
los mismos autovalores, y por tanto, también el mismo radio espectral.

Demostracién:

Para demostrar que los autovalores de A y AT son los mismos, consideremos el
polinomio caracteristico de A. Recordando que la propiedad de transposicién del
determinante nos dice que det(B) = det(B7T) para cualquier matriz cuadrada B,
se tiene entonces que:

pT(\) = det(AT — M) = det((A — AI)T) = det(A — AI) = p(N).

Esto demuestra que el polinomio caracteristico de A es igual al polinomio
caracteristico de A7, lo que implica que A y A’ tienen los mismos autovalores.

Finalmente, el radio espectral de una matriz se define como el méaximo valor
absoluto de sus autovalores. Dado que A y AT tienen los mismos autovalores,
concluimos que también tienen el mismo radio espectral.

Definicién 3.1.3. La multiplicidad algebraica de X es el nimero de veces que \
aparece como raiz del polinomio caracteristico de A, definido como:

det(A— \I) =0

donde I es la matriz identidad. La multiplicidad algebraica de \ es el mayor
exponente al cual X\ aparece como raiz en la factorizacion del polinomio carac-
teristico.
Por otro lado, la multiplicidad geométrica de un valor propio es la dimension del
espacio propio asociado.

Definicién 3.1.4. Dado un vector v en R"™, se dice que v es un vector positivo si
todos sus componentes son mayores a cero. En otras palabras, se tiene que para
cada i € {1,...,n} entonces v; > 0.

Extendiendo la definicion a matrices, se tiene que una matriz es positiva si
Vi,j € {1,...,n} se tiene a;; > 0.

6



Capitulo 3. Contenidos principales

Andlogamente, una matriz es negativa si para cada i,j € {1,...,n}, se tiene a;; <
0. Por dltimo, se dice que una matriz es no negativa si

Vi,j e {1,...,n} se tiene a;; > 0.

Observacion. Para expresar que una matriz es positiva escribiremos A > 0.
Para expresar que una matriz es no negativa escribiremos A > 0.

Definicién 3.1.5. Una matriz cuadrada A de orden nxn se dice que es primitiva
st para alguna de las potencias positivas de A, la matriz resultante es positiva,
es decir, la matriz A es primitiva si y solo si existe un niumero natural p tal que
todos los coeficientes de la matriz AP son positivas.

(AP);; >0 para todoi,j=1,2,...,n

donde (AP);; representa la entrada en la fila i-ésima y la columna j-ésima de
la matriz AP.

Definicién 3.1.6. Una matriz cuadrada P € R™™" es una matriz de permutacion
si en cada fila y columna de P hay un elemento igual a 1 y el resto de los elementos
son cero. La suma de cada fila y cada columna es igual a 1.

Proposiciéon 3.1.2. Sea P € R™ "™ wuna matriz de permutacion. Entonces se
cumplen las siguientes propiedades:

(i) P~1 = PT.

(ii) PT también es una matriz de permutacion.

Demostracién:

(i) Para demostrar que P~' = P consideremos que una matriz de permuta-
cion P se obtiene a partir de la matriz identidad I mediante una serie de
permutaciones de filas. La operacién de transposicién P7 implica realizar
las mismas permutaciones pero en las columnas. Dado que permutar las
filas de I de la misma manera que permutamos las columnas para obtener
PT nos devuelve la matriz identidad, esto implica que PT es la inversa de
P, es decir, P~ = PT.

(ii) Trivial, ya que la transposiciéon de una matriz no cambia el valor de los
elementos por fila y columna, por lo que si P tiene en cada fila y columna
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3.1. Fundamentos de Algebra Lineal

de P un elemento igual a 1 y el resto de los elementos son cero, PT tiene
exactamente un elemento igual a 1 en cada fila y en cada columna y el resto
de elementos son cero, por lo que es una matriz de permutacién.

Definicién 3.1.7. Una matriz cuadrada A de orden n x n se dice que es irredu-
cible si no existe ninguna matriz de permutacion P tal que PT AP sea una matriz
por bloques, es decir,

v, [B C
PAP_[OD,

donde B y D son matrices cuadradas no nulas cuyo orden es menor que n.

Observacion. Toda matriz primitiva es irreducible. No obstante, es conocido [3]
que solo las matrices irreducibles y no negativas con algun elemento diagonal no
nulo son primitivas.

Definicién 3.1.8. Una matriz estocdstica es aquella matriz cuyas entradas son
todas no negativas, y la suma de las entradas de cada columna es igual a 1, es
decir:

11 A2 - Aip

Q21 Q22 -+ A2p
A=

An1 Ap2 -+ App

es estocdstica si a;; >0y >, a;; =1 para cada j fijo.
Ademds, AT cumple que a;; >0y Zj a;j = 1 para cada @ fijo.

Teorema 3.1.1. Sea A = (a;j)1<ij<n € R™™ una matriz estocdstica. Entonces
A =1 es un valor propio de A y ademds, el radio espectral de A es 1.

Demostracion:
Sea v = (1,1,...,1)T. Veamos que Av = v. Para ello, se toma primero AT tal
que cada fila de la matriz suma 1 (estocéstica por filas):

n
aip ... Qi 1 Zj:l ayj 1

n
A1 .. Gy 1 Zj:l Anj 1

Entonces, Ao = 1 es un valor propio de AT y, por la Proposicién 3.1.1, Ay = 1
también es un valor propio de A. Sea A un valor propio cualquiera de AT y sea
v # 0 un vector propio asociado a A. Definimos |v;| = max;<g<n{|vk|}.

8



Capitulo 3. Contenidos principales

Como ATv = Mv, Z?Zl ag;v; = Avg, para k = 1,...,n. En particular,
i1 aijv; = Av;. Entonces, [Al|v;] = ‘Z?:1 aivi| < D00 lagvsl = 325 aijlvgl.
Por lo tanto,

D1 il &
2N o< == LT« a; <1,
| | — |Uz| — Z 1) —
7=1
va que |v;] = méxj<p<n{|vr|} v las filas deAT suman 1 por ser A estocdstica.
Como |\ <1,y A\ = 1 es un valor propio de AT, el radio espectral de AT es 1,
y por la Proposicién 3.1.1 el radio espectral de A es 1. |

3.2. Fundamentos de Teoria de Grafos

3.2.1. Conceptos Basicos

En esta seccién se tratara de contemplar aspectos fundamentales acerca de los
grafos, dado que guardan una relacion directa con la representacion de cualquier
red. Se evidenciara que los grafos constituyen una matriz conocida como matriz de
adyacencia, la cual reviste interés significativo en el curso de la Teoria de Perron-
Frobenius y se examinaran los diversos tipos de grafos posibles y propiedades
relevantes, como la conectividad.

Definicién 3.2.1.1. Un grafo (no dirigido) se define como un par ordenado
G = (V,E), donde:

w Vo= {u,09,...,0,} es un conjunto finito de vértices (también llamados
nodos).
» E={ey,ea,...,e,} TV X V. esun conjunto finito de aristas, donde cada

arista es un par no ordenado de vértices.

Definicién 3.2.1.2. Un grafo dirigido es un par de conjuntos G = (V, E), donde
V =A{1,...,n} para alginn e Ny E CV xV. Si (i,j) € E, se dice que (i,7)
es la arista dirigida que une los nodos i,5 € V', y se denota 1 — j.

Observacion. Todo grafo no dirigido G = (X, E) puede verse como un grafo
dirigido. Unicamente habria que tomar cada arista no dirigida {i,j} € E como
dos aristas dirigidas (i,7) y (j,1), es decir, obteniendo el grafo dirigido G =
(X, E), donde

E ={(,5).(4,9) | {i,5} € E}.



3.2. Fundamentos de Teoria de Grafos

Definicién 3.2.1.3. La matriz de adyacencia de un grafo dirigido G = (V, E)
con n nodos se denota como A(G) y es una matriz de dimension n X n definida
por:

1 si existe una arista @ — j en G,
a;j =
0 en otro caso.

Observacion. La matriz de adyacencia de un grafo es siempre una matriz no
negativa (Vi,j € {1,...,n} se tiene a;; > 0).

Observacion. FEs inmediato comprobar que un grafo G = (V, E) es no dirigido
st y solamente si su matriz de adyacencia A es simétrica.

Ejemplo 3.2.1.1. Veamos ahora la representacion de un Grafo no dirigido
sencillo y su correspondiente Matriz de Adyacencia. Seguidamente, observamos
las mismas caracteristicas de un Grafo dirigido sencillo.

Para la representacion de estos grafos se ha utilizado un programa desarrollado en
Python (graphs.py), que usando la biblioteca networkz representa grafos dadas
las aristas introducidas.

0111
1 001
1 001
1 110

Figura 3.1: Ejemplo de un grafo no dirigido y su matriz de adyacencia

_o O O
OO O =
OO O =
O = =

Figura 3.2: Ejemplo de un grafo dirigido y su matriz de adyacencia
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Capitulo 3. Contenidos principales

Definicién 3.2.1.4. Sea G = (V, E) un grafo no dirigido y k € V', llamamos
grado de k al numero de aristas de G que contienen a k, es decir, el valor:

gr(k) = |{{k,j} € E;j € V.

Definicién 3.2.1.5. Sea G = (V, E) un grafo dirigido y k € V', llamamos grado
de salida de k (denotado como gr,,(k)) al nimero de aristas de G que son de la
forma k — j para algin j € V, y grado de entrada (denotado como gr;,(k)) al
numero de aristas de G que son de la forma 7 — k para algin j € V, es decir,

9ou(k) = {(k,j) € E;j € V},

grin(k) = [{(j, k) € E;j € V.

Observacién. Es facil comprobar que si tenemos un grafo no dirigido G = (V, F)
y lo interpretamos como un grafo dirigido, entonces, para cada k € V:

gT‘(k) = grm(k) = grout(k)'
Observaciéon. Si A es la matriz de adyacencia de G, entonces:

grzn(k) = Z ajk’

Jj=1

grout(k> = Z a’kj‘
7=1

Ejemplo 3.2.1.2. El grado del nodo 4 en la Figura 3.1 es:
gr(4) = {{1,4},{2,4},{3,4}} = 3
Sin embargo, el grado de entrada y salida del nodo 4 en la Figura 3.2 son:
grin(4) = {(1,4),(2,4),(3,4)} =3
grou(4) = {} =0

11



3.2. Fundamentos de Teoria de Grafos

Definicién 3.2.1.6. Un camino en un grafo G = (V, E) es una secuencia de

vértices Vi, Vg, ..., U, en las que cada par consecutivo de vértices v;,v;11 estd co-
nectado por una arista en E. Es decir, un camino es una Secuencia de aristas
(v1,v9), (V2,v3), ..., (Vn_1,v,) tal que v; €V y (vi,v41) € E para 1 <i < n. La

longitud del camino es n — 1, es decir, el nimero de aristas que recorre.

Definicién 3.2.1.7. Un camino dirigido es una secuencia de vértices vy, Vs, . . ., Uy
donde cada vértice v; estd conectado por una arista dirigida (v;,viy1) en E para
1 < i < n. Es decir, un camino dirigido en un grafo dirigido G = (V, E) es
similar a un camino, pero las aristas tienen una direccion especifica. La longitud
del camino es n — 1, es decir, el numero de aristas que recorre.

Definicién 3.2.1.8. Un grafo G = (V, E) se dice que es conexo si, para cada par
de vértices 1,5 € V', existe al menos un camino que conecta i iy j.

Definicién 3.2.1.9. Un grafo dirigido G = (V, E) se dice que es fuertemente
conexo si, para cada par de vértices i,j € V, existe al menos un camino dirigido
que conecta u y v.

Ejemplo 3.2.1.3. El grafo de la Figura 3.1 es conexo pues
Vi,j €V ={1,2,3,4},3 un camino de i a j
Por otro lado, el grafo de la Figura 3.2 es fuertemente conexo pues
Vi,j € V,3 un camino dirigido de ¢ a j

Por ejemplo, desde el nodo 4 se puede llegar al nodo 1 directamente, pero también
al nodo 2 y al nodo 3 pasando antes por el nodo 1.

3.2.2. Relacion entre Conectividad y Matrices Irreduci-
bles

En esta seccidon se vera un resultado importante, pues aporta un modo sencillo
de determinar si una matriz de adyacencia de un grafo dirigido es o no es irredu-
cible estudiando la estructura, en concreto la conectividad, del grafo dirigido en
cuestién. Primero, estudiaremos las siguientes proposiciones, siguiendo algunos
resultados vistos en [3], [4] y [5]:

Proposicién 3.2.2.1. Sea A € R™" tal que

B C
=10 5]

donde B € RF*k ¢ e RF*(=k) o D € RO=K*(n=k) rop 1 < k < n—1. Entonces,
el grafo dirigido asociado a A no es fuertemente conexo.

12
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Demostracion:

Cojamos un camino dirigido que comience en el nodo ¢ tal que + > k. Como
1 > k, en la i-ésima fila de A, existen unos primeros n — k elementos son 0. Por lo
tanto, el nodo 7 solamente se puede conectar con un nodo j mediante una linea
dirigida si j > k. Del mismo modo, como j > k, los primeros n — k elementos de
la j-ésima fila de A son 0. Luego, el nodo j solamente se puede conectar con el
nodo z mediante una linea dirigida si z > k.

Siguiendo con este procedimiento, se llega a la conclusion de que si ¢ > k' y
7 < k, nunca existird un camino dirigido de ¢ a j, lo que implica que el grafo
dirigido asociado a A no es fuertemente conexo.

Proposicion 3.2.2.2. Sea A € R™*" y sea P € R™™"™ una matriz de permutacion.
Entonces, el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conexo si y solo si el grafo
dirigido asociado a PAPT es fuertemente conexo.

Demostracion:

Supongamos que el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conexo. Obser-
vamos que el grafo dirigido de PAPT se obtiene reenumerando los nodos del grafo
de A, pues la matriz de permutacién P se encargara tinicamente de reorganizar
las filas o columnas de A. Es decir, si la matriz de permutaciéon P pone la i-ésima
fila de A en la j-ésima, entonces el nodo 7 del grafo de A serd el nodo j del grafo
de PAPT. Por tanto, como el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conexo,
el grafo dirigido asociado a PAPT también lo sera.

Supongamos que el grafo dirigido asociado a PAPT es fuertemente conexo.
Como P es una matriz de permutacién, PT también lo es por la Proposicién 3.1.1,
y por tanto, recordando que P~! = PT por la Proposicién 3.1.1, el grafo dirigido
asociado a PTPAPT(PT)T = A (permutacién revertida) es fuertemente conexo
por el mismo procedimiento que el anterior.

Proposicién 3.2.2.3. Sea A € R™™ una matriz no negativa e irreducible. En-
tonces, (I, + A"~ > 0.

Demostracion:
Sea y € R™ un vector tal que y > 0 y y # 0. Se define

z=(I,+ Ay =y+ Ay.

Como y > 0 y por hipdtesis A > 0, se tiene que Ay > 0. Por tanto, z tiene
al menos tantos elementos no nulos como y. Vamos a ver que si algin elemento

13
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de y es cero, entonces z tiene al menos un elemento no nulo mas que y. Sea P
una matriz de permutacion tal que Py = [3} y u > 0. Utilizando la igualdad

anterior, se tiene que

u

Se dividen Pz y PAPT de acuerdo con [0

]. Es decir, Pz = [5)] siendo u y

A Ar
An Ag
cuadrada del mismo tamano que u. Debido a la ecuacién (1),

v dos vectores del mismo tamano y PAPT = } siendo A;; una matriz

v=u+Anu y w= Anu. (2)

Como A >0, P >0y PT >0, se tiene que PAPT > 0. En particular, A;; > 0
y As; > 0. Como A es irreducible, se tiene que Ay # 0. Por tanto, debido a las
ecuaciones de (2) y que u > 0, se tiene que v > 0 y w > 0 pero w # 0. Luego
Pz = Z tendrd al menos un elemento no nulo més que y. Como z = P7 Lﬂ,
z tiene los mismos elementos que Pz pero en distinto orden, y por tanto, z tiene
al menos un elemento no nulo mas que y.

Si (I, + A)y = z todavia tiene algin elemento nulo, se considera el vector
(I,+A)y # 0y se repite el mismo proceso con z = (I, +A)((I,+A)y) = (I,+A)*y
y se consigue que (I,,+A)?y tiene al menos un elemento no nulo més que (I,,+A)y,
es decir, que (I,,+ A)?y tiene al menos dos elementos no nulos més que y. Se repite
el proceso hasta conseguir kg € N tal que (I,+A4)y > 0. Como y € R", el proceso
se repetira como mucho n — 1 veces.

Vamos a diferenciar dos casos: kg = n—1y kg < n—1. 51 kg =n — 1,
se tiene que (I, + A)" 'y > 0. Si kg < n — 1, se tiene que (I, + A)"ly =
(I, + A)r=t=Fo([, + A)koy > 0, ya que los elementos de la diagonal principal
de (I,, + A)"'7% son positivos por ser A > 0y (I, + A)*y > 0. Por tanto,
(I, + A)" 'y > 0 para todo y € R" tal que y > 0, y # 0.

Por tanto, (I, + A)"'e; > 0 para todo j € {1,...,n}. Es decir, los elementos
de la j-ésima columna de (I,, + A)"~! son positivos para todo j € {1,...,n}. Por
tanto, (I, + A)"~! > 0.

14
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Proposicién 3.2.2.4. Sea A € R™™ una matriz no negativa e irreducible, donde
a\? es el (i,7)-ésimo elemento de A%. Entonces, para cada i,j € {1,...,n} existe

ij
q € N tal que agg) > 0.

Demostracion:

Como A € R™™ es una matriz no negativa e irreducible, por la Proposi-
cién 3.2.2.3, se tiene que (I, + A)"~* > 0. Vamos a ver que A([,+ A)"~' > 0. Sea
A(I, + A)" ' = [¢ijl1<ij<n- Suponiendo por reduccién al absurdo que Jig, jo €
{17 . ,TL} tales que Ciyj, = 0. Sean A = [aij]lgid‘gn y (]n + A)nil = [bij]lgi,jgn-
Como A > 0, se tiene que a;; > 0 Vi,j € {1,...,n} y como (I, + A)" ! > 0,
se tiene que b;; > 0 Vi,j € {1,...,n}. Dado que ¢;,;, = 0 es el (i, jo)-ésimo
elemento de A(I, + A)""!, se tiene que

n

Ciojo == Z aiokbkjo =0. (1)

k=1

Como a;yr, > 0y b, > 0 Vk € {1,...,n}, para que se cumpla la igualdad
(1), tiene que cumplirse que a;x = 0 Vk € {1,...,n}. Es decir, la ip-ésima fila
de A estd compuesta por ceros. Sea P € R™*" la matriz de permutacién que se
obtiene al intercambiar la ig-ésima y la n-ésima filas de la matriz I,,.

ayy ... Qi ... CLMO—

. . . - . B C
PAPT = aiﬂ %n %io _[O D}’

0 ... 0 ... 0

con B € Re-Dx(n=1) ¢ ¢ RO-Dx1 v D ¢ R™! Entonces A es una matriz
reducible y se obtiene una contradiccién ya que A es una matriz irreducible por
hipétesis. Por lo tanto, ¢;; > 0Vi,j € {1,...,n}, es decir, A(,+A) > 0. Entonces
se utiliza la férmula del binomio para calcular (I, + A)" 1.

AL + At = A K” ) 1) AL 4 (” | 1) LA™ 2+ .. + (Z - D 1;3—1}

AT (= DA 4 (= 1AZ 4 A S0, )
Por la igualdad (2), para cada i,j € {1,...,n}, 3¢ € {1,...,n} tal que al(;?) > 0.
|

Proposicion 3.2.2.5. Sea A € R™"™ una matriz no negativa e irreducible, y
sea al(]q.) el (i,7)-ésimo elemento de A%. Entonces, al(]q-) > 0 si y solo st existe una
secuencia de q lineas dirigidas en el grafo dirigido asociado a A que conectan los
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nodos P; y P;.

Demostracién:
Demostremos por induccion que

n n n n
E E e E g Qiky Oy kg - - .akq_qu_lakq_ljy V(] Z 2.

kg1=1kqo=1  ko=1ki=1

_ (2) _
o Caso ¢ = 2,a;; = Zk1:1 Qiky Ak, j

_ 3) _ (2) _ n _
o Caso ¢ = 3,a;7 = Y p 1 4y Ghoj = 2 op—q (Do py Giky Ckyhy ) Qi =

n n
= D et D1 Qiky Oy ky Oy

Supongamos como hipotesis de induccion que

q D _ E : E : 2 :2 :
azkl akle Ce akqukqﬂakﬂj.

kq—o=1kq_3=1  kp=1k1=1

Aplicando la hipdtesis de induccion, se tiene que

n

al? — (¢=1)
’L;Z - Z ai]q akqflj

kg1=1

n

=3 31D SN B) SETRINER AR P

kg—1=1 kq—2=1kq_3=1 ko=1k1=1

n
= E E R E E aiklakle Ce akq_qu_lakq_lj. (1)

kg1=1kg_o=1  ko=1ki=1

Por hipétesis, se asume que la matriz A es no negativa. Por lo tanto, al
considerar la igualdad (1), se deduce que a(q) > 0 si y solo si existen indi-

ces ki, ..., kg1 € {1,...,n} tales que @, ik, - ax,_,; > 0. Dado que A es
una matriz no negativa, esto es equivalente a a;i,ag,k, - Q5 > 0sly solo
Si Qikys Akykys - - - Gky_y; > 0. En otras palabras, existe una secuencia de ¢ lineas

dirigidas en el grafo dirigido de A que conectan los nodos P; y F;.
|

Ahora, hemos completado todos los preparativos necesarios para enunciar y
demostrar el teorema principal de esta seccion. Este teorema sera fundamental
para nuestro andlisis, ya que nos permitird establecer un criterio claro y preciso. A
través de este teorema, lograremos una manera sencilla y efectiva de determinar
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si una matriz es irreducible o reducible.

Teorema 3.2.2.1. Sea A € R, «,, una matriz no negativa. Entonces A es irredu-
cible si y solo si el grafo dirigido asociado a A es fuertemente conexo.

Demostracion:

= Supongamos que A € R™"™ es una matriz irreducible. Dado que A también
es una matriz no negativa, segin la Proposicion 3.2.2.4, para cualquier i,j €
{1,...,n} existe ¢ € N tal que agg) > 0. Segun la Proposicion 3.2.2.5, entonces
para todo i,j € {1,...,n}, los nodos P, y P; estan enlazados. Por lo tanto, el
grafo dirigido asociado a M es fuertemente conexo.

< Supongamos que A € R™™ es una matriz reducible. Entonces, existe P €

g g}, siendo B y D dos
matrices cuadradas de orden menor que n. Segtin la Proposicién 3.2.2.1, el grafo
dirigido de PT AP no es fuertemente conexo. Dado que PT € R™ ™ es una matriz
de permutacion, segin la Proposicion 3.2.2.2, el grafo dirigido asociado a A no es

fuertemente conexo.

R™ ™ una matriz de permutacién tal que PTAP = {

Llegados a este punto ya contamos con una manera sencilla de determinar si
una matriz es o no es irreducible. Comprobémoslo con algunos ejemplos:

Ejemplo 3.2.2.1 Sea A la siguiente matriz:

OO = OO
S O O O =
S OO O
_ o O N O
SN O OO

Inicialmente, tratarfamos de comprobar si la matriz es irreducible usando
la definicién. Sin embargo, probar que todas las matrices de permutacién de
dimension 5 x 5 no satisfacen
B C]

T _
PAP—{0 D

es una tarea complicada y tediosa. En su lugar, crearemos por tanto el grafo
dirigido a partir de esta matriz de adyacencia, donde podremos observar que (3.3)
es fuertemente conexo, y por el Teorema 3.2.2.1, la matriz A es irreducible.
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S

R

Figura 3.3: Grafo fuertemente conexo - Matriz de adyacencia irreducible

Ejemplo 3.2.2.2 Por el otro lado, sea B la siguiente matriz:

S O W oo
O = O O Ut
O N O O N
O OO W o
S OO OO

En este caso, bastaria comprobar que el grafo dirigido correspondiente a esta
matriz de adyacencia no es fuertemente conexo. Por ejemplo, no existe un camino
desde cualquier nodo hasta el nodo 5. Por tanto, por el teorema 3.2.2.1, la matriz
es reducible.

Figura 3.4: Grafo no fuertemente conexo - Matriz de adyacencia reducible
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3.3. Teoria de Perron-Frobenius

3.3.1. Teorema de Perron-Frobenius

Una vez vistos los preliminares de Algebra Lineal y Teoria de Grafos podemos
empezar a desarrollar la Teoria de Perron-Frobenius. Para ello nos basaremos en
los conceptos explicados en el articulo [2], con ayuda de otros como [6]. Recorde-
mos primero que el principal interés de desarrollar esta teoria reside en las posibles
aplicaciones que derivan de su resultado. Esto es, la obtencién de rankings, or-
denaciones por importancia o clasificaciones. Estas ordenaciones pueden hacerse
sobre diferentes participantes, como por ejemplo articulos, autores, pdginas web,
equipos, y muchas otras cosas. Posteriormente se tratara también la idea de qué
es exactamente ser importante.

Entonces, nuestro problema se podria basar en ordenar de mayor a menor
cierta clase de participantes segin su importancia. Para ello, se supondra que
la importancia a repartir conforma un total de 1, y que dicha importancia se
repartird entre los participantes asignando a cada uno de ellos un valor entre
0 y 1. Este coeficiente asignado a cada uno medira el valor de importancia en
relacion con el resto, es decir, si quiero conocer qué participante es mas importante
bastarfa con ver qué coeficiente es mayor. Ademés, toda la importancia (el valor
total de 1) se ha repartido entre los participantes. Por tanto, lo que se busca es
encontrar un vector ¢ = (cl, Co, ... ,cn) tal que cada c; represente la importancia
de cada participante i, es decir;

Vie{l,...n}, 0<a<1 y > a=1 (1)

=1

Una vez obtenidos estos valores, sélo quedaria ordenar estos coeficientes de
mayor a menor para saber la importancia de cada participante.

Ahora bien, ;qué es ser importante? Para explicarlo centrémonos en el ejemplo
de los articulos. Un articulo no sélo ganara importancia por su propia calidad o
influencia, si no también por la importancia (o calidad, influencia, etc) de aquellos
articulos que lo incluyen en sus referencias. Mds tarde se explicara por qué debe
seguirse esta linea con respecto a la importancia.

Observaciéon. No es dificil ver la relacion de esto wltimo con los preliminares
de dlgebra lineal y teoria de grafos previamente tratados. Supongamos que existen
n articulos, entonces el grafo dirigido G es aquel en el que los nodos son los n
articulos y existird una arista 1 — j entre los nodos i y j si el articulo j aparece
entre las referencias del articulo 1.

En este sentido, sea G el grafo generado por los participantes y sus conexio-
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nes. Teniendo en cuenta que la importancia de un participante © es proporcional
a la importancia de los participantes que le referencian, tendremos que cada co-
eficiente de importancia ademéas vendra dada por:

ci:/\chﬁici:ch (2)
j—i j—i

donde i ¢j indica la suma de los coeficientes de importancia de aquellos
nodos de los que sale un arista que llega al nodo i.

Buscamos entonces un vector ¢ = (¢, co, ..., ¢,) € R™ tal que se cumpla:

= ¢; > 0 para todo 1 < i < n (expresado mediante ¢ > 0)
ottt =i =1
» existe K > 0 (el mismo para todo 1 < i < n) tal que
n
C; = KZC]' = KZCLﬁCj,
Jj—t 7=1
que expresado de manera matricial queda

1

—c=A%¢
K

y reescribiendo la ecuacién anterior con A = %
M= ATe

es decir, ¢ es un autovector de A7, siendo esta matriz la transpuesta de la matriz
de adyacencia de G, y esta asociado al autovalor .

En este punto, vamos a enunciar el teorema de Perron, demostrado por Oskar
Perron en 1907 y aplicable a todas las matrices positivas (coeficientes todos
positivos, a;; > 0).

Teorema 3.3.1.1. (Perron) Si A = (a;;) es una matriz cuadrada positiva,
entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(i) p(A) € 0(A) es real y positivo y su multiplicidad como autovalor es 1.

(i1) Eziste un vector ¢ € R™ tal que ¢ > 0, |||y = 1 y es un autovector de A
asociado al autovalor p(A).

(iii) Este vector ¢ es el inico vector no negativo y de norma |c|y = 1 que
satisface las condiciones anteriores, es decir, que si existe otro autovector v

20



Capitulo 3. Contenidos principales

de A que cumple que v >0 y ||v|ly = > i, ¢ = 1, entonces necesariamente
v=c.

Sin embargo, volviendo al ejemplo de los articulos, no siempre se puede garan-
tizar que la matriz A sea positiva, pues un articulo ¢ puede no estar referenciado
por otro articulo j, lo que implicarfa que la posicién aj; de la matriz de adyacen-
cia tendria un valor de 0 (ya que no todos los articulos estan referenciados por
todos los deméds). No obstante, si que se puede garantizar que la matriz A sea no
negativa.

Observacion. Si la matriz A es primitiva, entonces el Teorema de Perron tam-
bién es wvdlido para la matriz A, ya que una de sus potencias serd una matriz
positiva.

Afortunadamente, tres anos mas tarde en 1912, Ferdinand Frobenius, un ma-
tematico aleméan, generaliz este teorema para matrices no necesariamente po-
sitivas, pero si no negativas. Para conseguirlo, tuvo que incluir una condicién
adicional que se ha tratado en la Seccién 3.2.2 (3.2) a fondo, esto es, la matriz A
también debe ser irreducible. Sabiendo esto, estamos preparados para formular el
Teorema de Perron-Frobenius y su posterior demostracién, que haremos de una
forma geométrica siguiendo [7]. Al ser una demostracién geométrica, necesitare-
mos establecer de antemano aspectos utilizados en ella como la definicién de rayo
o el teorema del punto fijo de Brouwer, que se utilizard en la demostracion:

Definicién 3.3.1.1. Un rayo en R™ (en la direccion de v € R™ \ {0}) es el
conjunto r[v] = {uv/p > 0}. La coleccién de rayos en R™ se denota como S™!.

Teorema 3.3.1.2. (Teorema del Punto Fijo de Brouwer) Sea K un con-
junto no vacio, compacto y convexo en R™. Toda funcion continua de K en si
misma tiene un punto fijo.

Teorema 3.3.1.3. (Perron-Frobenius) Si A = (a;;) es una matriz cuadrada
no negativa e irreducible, entonces se cumplen las siguientes afirmaciones:

(1) p(A) € o(A) es real y positivo y su multiplicidad como autovalor es 1.

(i1) Eziste un vector ¢ € R™ tal que ¢ > 0, [|c|l1 = 1 y es un autovector de A
asociado al autovalor p(A).

(i1i) Este vector c es el unico vector no negativo y de norma ||c|l; = 1 que sa-
tisface las condiciones anteriores, es decir, que si existe otro autovector v

de A que cumple que v > 0 y |[v|ly = D1, ¢ = 1, entonces necesaria-
mente v = c. Ademds, le denominaremos vector de Perron o vector propio
dominante.
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Demostracién:

(i)

(iii)

En primer lugar, A es una matriz no negativa, por lo que actua en el con-
junto de rayos no negativos de RT, es decir, semirrectas que emanan del
origen y contenidas en el cuadrante

Ct={(x1,...,2,) ER"/2; >0,i=1,...,n}

En este contexto, no hay rayo en R™ que pueda dirigirse al cero, porque
en ese caso al ser A no negativa necesariamente existiria una columna de
ceros. Sin embargo, A es irreducible, por lo que no es posible.

En segundo lugar, ningtin rayo en JR* queda invariante por A. Para de-
mostrarlo, supongamos que hay un rayo r = r[v] que yace en dC* para
el cual A(r) = r. Entonces, existe un k tal que 0 < k < n, para el que
precisamente las primeras k coordenadas de v son cero (después de una
ordenacién posiblemente necesaria). La condicién A(r) = r ahora implica
B .

0 g] , siendo B de orden k£ x k£ y D de orden
(n — k) x (n — k), pero eso no es posible porque A es irreducible.

que A tiene la forma A =

Ahora bien, como A(R*) C R* por (i), RT es un espacio convexo, compacto
y no vacio, podemos aplicar el Teorema del punto fijo de Brouwer, que nos
asegura que hay un punto fijo, o equivalentemente, un rayo r invariante en
R*. Por (ii) conocemos que ningtin rayo perteneciente al borde del cuadrante
es fijo, lo que implica que r es un rayo positivo. Es decir, si consideramos
un vector v apuntando en la direccién del rayo r (siendo v un autovector),
entonces v no presenta ninguna de sus coordenadas como nula. Ademaés, el
autovalor vinculado a v, representado por II, es positivo debido a que tanto
v como su transformacién pertenecen al cuadrante positivo, C*. Por tanto,
ya hemos demostrado que existe el autovector de estas caracteristicas
(vector ¢ en los apartados (ii) e (iii) del enunciado). Queda demostrar que
el autovalor asociado tiene multiplicidad 1 y que es de hecho p(A).

Supongamos que II es un plano invariante que contiene a r, sea L el arco
RT N S' en II. Debido a que L pertenece al plano invariante y por (i), se
cumple que A(L) C L:

(1) Por (ii), S' no es punto fijo bajo la accién de A.

(2) El conjunto de puntos fijos de la accién de A? en S! no consiste sélo
de r y —r. De lo contrario, la dindmica de la accién de A sobre S!
ocurrirfa de forma que A%(L) no estarfa incluido en L, lo cual no es
posible:
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De (1) se deduce la simplicidad geométrica del autovalor A correspondiente
ar,y de (2) la simplicidad algebraica. Por lo tanto, el autovalor A corres-
pondiente a r es simple (es decir, tiene multiplicidad 1) positivo y tiene
un autovector asociado positivo vy, quedando sélo pendiente demostrar que
de hecho este autovalor \ es p(A).

(v) Se busca demostrar para finalizar que el autovalor A > |u| para otro au-
tovalor cualquiera p. Razonamos mediante un argumento de reducciéon al
absurdo. Supongamos que el autovalor u satisface que A < ||, consideramos
dos situaciones distintas:

Caso 1

Caso 2

1 es real:

Sea v, el autovector asociado al autovalor p tal que surayo r, ¢ Rt (en
el caso de que r, € RT ya estarfa demostrado el teorema). Entonces
A™ acttia en la circunferencia S' que representa todos los rayos del
plano generado por v, y v,, y fija al conjunto de rayos {£ry, £r,}.
Como A < ||, el movimiento que realiza A, en S! tiene dos puntos
de atraccién, {#£r,}, y dos puntos de repulsién, {£r,}. Entonces, r,
atrae a uno de los dos puntos de ORT N S* fuera de R, lo cual no es
posible.

1t es complejo:

Supongamos que |A| < |u|. Llamamos E? al espacio generado por Py
por vy, siendo P el plano de la interseccién generada por un autovector
complejo v, denotado como P =< re(v), im(v) >. Dado que |A| < |y,
la accién de A en £3 muestra repulsién hacia la linea generada por vy,
y una atraccién al plano P. Esto implica que los rayos de R Nry en E?
se aproximan a P tanto como queramos si aplicamos repetidamente
la aplicacién de A. Por lo tanto, concluimos que todos los rayos salen
de R después de aplicar un ntiimero de veces, lo cual no es posible
porque sabemos que A(RT) C R*. Una demostracién formal de esto
es la siguiente: sea r[r| un rayo de E3 en RT \ rp con z = vp + w,
siendo w € Py w # 0.

An( ‘rn) _ (UA) +n (U)) _ nv)\+ :unw
1] 1z 1z |
Cuando n — oo, entonces % — 0, y por tanto el rayo A"(r[z]) se

, n
acerca a P tanto como queramos, ya que el modulo de “‘#w € P es
constante.

Por tanto, la hipdtesis no es verdadera y podemos afirmar que A > |p|,
es decir, A = p(A) es el autovalor maximo.
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3.3. Teoria de Perron-Frobenius

Observacion. Es importante destacar que segiun la teoria desarrollada al princi-
pio de la seccion, estamos buscando un autovector de la matriz traspuesta A7,
mientras que el teorema desarrollado nos devuelve un autovector de la matriz A.

Resulta que las propiedades de irreducibilidad y no negatividad son invarian-
tes bajo la trasposicién, es decir, si una matriz A es irreducible y no negativa,
su traspuesta A7 también es irreducible y no negativa porque el grafo di-
rigido traspuesto es el mismo pero invirtiendo las direcciones. Ademas, el radio
espectral de cualquier matriz A es el mismo p(A) que de la matriz AT, porque
los autovalores de A y AT son los mismos segtin la Proposicién 3.1.1.

En otras palabras, si se dan las condiciones buscadas anteriormente (la impor-
tancia de un participante es proporcional a la importancia de los participantes
que le referencian), el teorema se podria formular a favor de esa situacién y se-
guirfa siendo aplicable. De hecho, la condicién ||c||; = 1 también se ha anadido de
forma adicional al teorema original, ya que en todos los ejemplos de este trabajo
se busca representar la importancia de cada componente en una escala del 0 al 1.

Bajo nuestras condiciones y siguiendo nuestros intereses, el teorema por tanto
podria reformularse tal que si A = (a;;) es una matriz cuadrada no negativa e
irreducible, entonces existe un vector ¢ tal que es el inico que cumple ¢ > 0,
lc/li = 1 v es un autovector de A asociado al autovalor p(A).

Una vez demostrado y entendido el Teorema de Perron-Frobenius, se presen-
taran una serie de ejemplos que permitiran profundizar en la comprension del
teorema, llegando a una aplicacién practica en un problema real.

Para resolver estos ejercicios sencillos se ha desarrollado un programa en
Python (perron-frobenius.py) que calcula los autovalores y autovectores dada una
matriz y devuelve el autovalor maximo junto con su vector de Perron asociado.
Este programa se comentara con més detalle en la Seccion 3.3.2.

Ejemplo 3.3.1.1 En este ejemplo, consideremos la matriz de la figura 3.5 y
supongamos que queremos obtener el vector de importancias entre tres partici-
pantes:

o)
120
01 2 :
2 0 1

<>

Figura 3.5: Ejemplo de un grafo dirigido y su matriz de adyacencia
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En este caso, esta matriz es no negativa por definiciéon, y ademas el grafo
dirigido resultante (ignorando los pesos) que observamos en 3.5 es fuertemente
conexo. Por tanto, por lo visto anteriormente, la matriz es irreducible. En este
punto, se estan cumpliendo los requisitos para aplicar el Teorema de Perron-
Frobenius.

Ademads, queremos seguir la teoria explicada en el inicio de la seccion, en la
que el vector de Perron es un autovector de AT, matriz en la que ya sabemos que
es equivalente aplicar el teorema (Observacién 3.3.1) Es por ello que calculamos
ahora los autovalores de AT, calculando primero su polinomio caracteristico:

1-X 0 2
AT —XI|=| 2 1-X 0 |=0
0 21—\

M —AT|=—(A=3)- (N +3)=0

Lo cual nos lleva a los siguientes valores para \:

Ahora, el radio espectral o autovalor méximal es

p(AT) = mix {|\il} =\ =3

Ai€a(AT)

Llegado a este punto, el autovector correspondiente al autovalor maximal se
obtendra como solucién al siguiente sistema.

1-3 0 2 T 0
2 1-3 0 zo ]l =10
0 2 1-3 T3 0
Por tanto,
1
v=|[1
1

Ahora bien, como hemos explicado antes y siguiendo las condiciones del enun-
ciado del teorema, el vector de Perron buscado cumple que ¢ > 0y |[[c|; =
v, = 1, por lo que dividiendo al vector v = (1,1,1) por la suma de sus
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3.3. Teoria de Perron-Frobenius

111
c= 5 06 o
3°3 3

es el vector de Perron y en este caso los tres nodos presentan la misma importancia
con un monto total de 1.

componentes se obtiene:

Ejemplo 3.3.1.2 Sea otro ejemplo formado por la siguiente matriz:

1 01
1 01 o
010

Figura 3.6: Ejemplo de un grafo dirigido y su matriz de adyacencia

Con este ejemplo remarcaremos la importancia de que, en las condiciones es-
tablecidas, el vector de Perron es unico. En caso contrario, no tendriamos un
criterio para seleccionar un vector con las caracteristicas que buscamos para re-
solver nuestro problema.

En este caso, de nuevo la matriz es no negativa y el grafo dirigido resultante
que observamos en 3.6 es fuertemente conexo. Por tanto, la matriz es irreducible.
En este punto, se estan cumpliendo los requisitos para aplicar el Teorema de
Perron-Frobenius. Por ello, calculemos ahora los distintos autovalores resolviendo
el polinomio caracteristico de la misma forma, sin olvidar que nos interesa un
autovector de la matriz traspuesta de A:

I-Xx 1 0
AT = XI|=| 0 —Xx 1]=0
1 J R\

M —AT =N+ X +A1=0
Lo cual nos lleva a los siguientes valores para A:
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A =
2
1
Ny — ++5
2
/\3:0

Ahora, el radio espectral o autovalor dominante es

S

1+
Ty __ 4 ) _ _
p(A7) = mdx {[Ail} =i, Ao = —

Se puede ver que en este caso la dimension del autoespacio asociado asociado a
p(A) es dos. Sin embargo, el autovector asociado a Aj, que obtenemos del pro-
grama perron-frobenius.py es aproximadamente (0,465, —0,753,0,465), mientras
que el autovector asociado Ay es (—0,648, —0,4, —0,648), que en este contexto es
proporcional a (0,648,0,4,0,648) (no importa el signo absoluto de los elementos
del vector, sino mas bien sus relaciones proporcionales y el hecho de que sean
todos positivos o todos negativos).

Por el teorema de Perron-Frobenius, sélo existe un unico vector que cumple
las caracteristicas deseadas, y aunque en este caso la dimensién del autoespacio
asociado a p(A) es dos, sélo uno de los vectores es positivo (¢ > 0), en concreto
el asociado a \y. Por tanto este autovector es el vector que, transformandolo
de forma que la suma de sus componentes sea 1 (dividiendo cada componente
entre la suma de ellas), serd el vector de Perron. Segun el programa, el vector
de Perron es aproximadamente (0,382,0,236,0,382), que efectivamente muestra
la importancia de cada componente con un monto total de 1.

3.3.2. Aplicacion a un Problema Real

Veamos ahora la aplicacion de este teorema a un caso real como es la estructura
de algunos campeonatos deportivos, en especial el baloncesto en otros paises
como Estados Unidos. Cabe destacar que este ejemplo es distinto a lo mostrado
al inicio de la seccién anterior, y por tanto, al contrario que los dos ejemplos
anteriores, se hara uso del teorema de Perron-Frobenius sin trasponer la matriz
A, pues como veremos ahora, no nos interesa.

En una liga europea, se suelen jugar dos partidos entre cada par de equipos
de la competicién. Sin embargo, en paises como Estados Unidos, debido a las
grandes distancias los equipos suelen dividirse en conferencias y divisiones, lo que
provoca que todos los equipos acaben jugando el mismo nimero de partidos pero
contra rivales distintos, es decir, el nimero de veces que un equipo se enfrenta a
otro no es el mismo (que en general es ida y vuelta en Europa), si no que depende
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3.3. Teoria de Perron-Frobenius

de cada equipo porque se suele jugar mas veces contra aquellos equipos de tu
misma conferencia.

Esto sucede durante la temporada regular, y posteriormente se clasifican los
mejores equipos para las eliminatorias finales. No obstante, el problema que se
presenta es determinar con exactitud quién es el mejor equipo acabada la tempo-
rada regular. Actualmente, el equipo que tiene el mejor porcentaje de victorias
ocupa el primer lugar en su respectiva conferencia. Ahora bien, siguiendo la linea
que comentabamos sobre la importancia, la duda reside en si es mas importante
el namero de victorias o la calidad de las victorias.

Para exponer de manera sencilla este problema veremos un ejemplo reducido
en el que se tomaran 4 equipos distintos. Estos serdan los siguientes: Los Ange-
les Lakers, Golden State Warriors, Boston Celtics, y New York Knicks. En la
siguiente tabla se puede observar a informacion de las victorias conseguidas por
cada equipo en la temporada regular:

LA Lakers | GS Warriors | Boston Celtics | NY Knicks
LA Lakers - 6 0 3
GS Warriors 0 - 2 2
Boston Celtics 4 2 - 2
NY Knicks 1 2 4 -

Tabla 3.1: Tabla de clasificacion del campeonato por victorias en los partidos

Como se puede observar en la tabla 3.1, cada equipo juega un total de 14 parti-
dos. Ademas, por distancia, los Lakers y los Warriors pertenecen a la Conferencia
Oeste y, por otro lado, los Celtics y los Knicks pertenecen a la Conferencia Este,
lo cual implica que los equipos juegan 6 partidos contra el equipo de su propia
conferencia y 4 partidos contra cada equipo de los de la otra.

Transformamos ahora la tabla anterior en la Matriz A, donde cada a;; repre-
senta las victorias de un Equipo i sobre un Equipo j. Ademas, dividiremos por
el numero total de partidos como medida de normalizacién. Asi obtenemos la
siguiente matriz:

s

I
E-Els o o
Ele oF o
O E[eE[eEle

[S{[CRl

Sumando el nimero de victorias de cada equipo (cada fila), obtenemos los
siguientes resultados:

Siguiendo el modelo tradicional pero ignorando la fase eliminatoria, el ma-
yor porcentaje de victorias lo tienen Los Angeles Lakers, con 9 victorias en 14

28



Capitulo 3. Contenidos principales

Equipos N® Victorias
LA Lakers 9
GS Warriors 4
Boston Celtics 8
NY Knicks 7

Tabla 3.2: Tabla de victorias de cada equipo

partidos. Por tanto, la clasificacién seria:

Los Angeles Lakers — Boston Celtics — New York Knicks — Golden State Warriors

Sin embargo, podemos observar que el lider Los Angeles Lakers acumulé mu-
chas victorias contra el peor equipo de la clasificaciéon, los Golden State Warriors.
Ademas, el equipo que quedé en segundo lugar, los Boston Celtics, ganaron to-
dos los partidos que jugaron contra los campeones. Esto nos hace preguntarnos si
el resultado final es verdaderamente justo, pues posiblemente la ’calidad’ de las
victorias de los Celtics sea mayor. Afortunadamente, podemos resolver nuestras
dudas y comprobarlo aplicando el Teorema de Perron-Frobenius.

Ahora bien, es importante darse cuenta que en este caso a cada equipo le
interesa la importancia de cada victoria contra cada equipo contrario. Dicho de
otra manera, esta vez buscamos un vector de importancias de la forma:

n
CLakers = K E Q(Lakers §)Cj,
JjeV

n
CKnicks = I E A(Knicks j)Cjs
JjEV

donde V' = {Lakers, Warriors, Celtics, Knicks}, y que en general:

n
C; = K E (lijCj,

jev
e = Ac

En otras palabras, en este caso no nos interesa trasponer la matriz A, ya que
por ejemplo, mirando la tabla 3.1, la importancia final ¢y qkers S€rd una proporcion
de las importancias de sus victorias (aquellas que aparecen en su fila de la matriz y
no en la columna), al contrario que el modelo anterior en el que nos interesdbamos
por quién nos referenciaba (columnas de la matriz de adyacencia). En el caso de
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los Lakers serian 6 contra los Warriors, 0 contra los Celtics y 3 contra los Knicks.
Esto es un claro ejemplo de como aplicar el teorema segtin las necesidades de cada
problema.

Ahora bien, para resolver computacionalmente el problema usaremos un pro-
grama desarrollado en Python (perron-frobenius.py) que, utilizando la biblioteca
NumPy, se encargard de ello. Primero se carga la matriz y, en segundo lugar, de-
bemos comprobar si la matriz es cuadrada, no negativa e irreducible, pues son los
requisitos del teorema. Para ello, aunque el programa comprueba que la matriz
es irreducible analizando si esta matriz es primitiva (Observacién 3.1), podemos
establecer un grafo dirigido ignorando los pesos que, en efecto, es fuertemente
conexo y por tanto la matriz de adyacencia es irreducible. Dicho grafo se puede
observar en la figura 3.7:

Celtics

Figura 3.7: Ejemplo Partidos NBA Fuertemente Conexo

En tercer lugar, el programa se encargara de calcular todos los autovalores y
autovectores. A continuacion, se observan en 3.1, 3.2, 3.3 y 3.4, los fragmentos de
cédigo relevantes para el calculo del vector de Perron y la visualizacién de
los resultados obtenidos:
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Cédigo 3.1: Métodos de Perron-Frobenius.py

1 # Verificar si la matriz es cuadrada
2 if matrix.shape[0] !'= matrix.shapel[1]:
3 raise ValueError("La matriz no es cuadrada.")

s # Verificar si la matriz es nmo negativa
¢ if np.any(matrix < 0):
7 raise ValueError("La matriz contiene elementos negativos.")

o # Verificar st la matriz es primitiva, y por tanto irreductible

10 if not np.all(np.linalg.matrix_power (matrix, matrix.shapel[0]) >
0):

1 raise ValueError("La matriz no es primitiva.")

12

13 # Obtener autovalores y autovectores de la matriz

14 eigenvalues, eigenvectors = np.linalg.eig(matrix)

dando el siguiente resultado aproximado:

Codigo 3.2: Datos devueltos por Perron-Frobenius.py

1 Autovalor 1: (0.47629186134276125+07)
2 Autovector 1: [0.533+0.j 0.33+0.j 0.576+0.j 0.5245+0.j]

4 Autovalor 2: (-0.148+0.234j)
s Autovector 2: [-0.679+0.j 0.047-0.3j  0.067+0.53]
6 0.37513405-0.1408216373]

s Autovalor 3: (-0.148-0.234j)

o Autovector 3: [-0.68-0.j 0.0475+0.3j  0.067-0.53]

10 0.37513405+0.140821633]

11

12 Autovalor 4: (-0.18+0j)

15 Autovector 4: [-0.0126+0.j -0.419+0.j -0.32+0.j 0.849+0.j]

Como podemos observar, solo uno de los autovalores devueltos es real y po-
sitivo, es decir, el autovalor dominante es p(A) = A; = 0,47629186134276125 ~
0,4763. Por el Teorema de Perron-Frobenius el autovector que buscamos es el tini-
co autovector de A asociado al autovalor p(A) tal que c € R", ¢ >0y |||y = 1.
Es decir, el autovector asociado a \; normalizado para que [[c|; = 1 es el
vector de Perron que buscamos, lo cual se obtiene con el siguiente fragmento de
codigo:
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Cédigo 3.3: Mas Métodos de Perron-Frobenius.py

1 # Obtener el indice del walor propto de Perron (mazimo wvalor

propio)

2 perron_index = np.argmax(np.real(eigenvalues))

3 # Obtener el autovector correspondiente al wvalor propio de
Perron

4 perron_vector = np.real(eigenvectors[:, perron_index])

5 # Normalizar el autovector para que la suma de sus componentes
sea 1

6 perron_vector /= np.sum(perron_vector)

7 # Redondear el resultado a 4 decimales

s perron_vector = np.round(perron_vector, decimals=4)

Finalmente, obtenemos que el vector de Perron resultante, aproximado a 4
decimales, es:

Cédigo 3.4: Resultado Perron-Frobenius.py

1 Vector propio de Perron:
2 [0.2714 0.1681 0.2934 0.2671]

Cumpliendo nuestras sospechas, tras realizar estos cdlculos hemos obtenido
un vector de Perron que propone un orden de importancia de la siguiente forma:

Boston Celtics — Los Angeles Lakers — New York Knicks — Golden State Warriors

Esta ordenacién difiere de la anterior, pues ahora los Boston Celtics son el mejor
equipo. De hecho, la importancia entre los tres primeros clasificados es bastante
cercana debido a que aunque los Boston Celtics ganaron los 4 partidos contra los
Lakers, que son los que mas victorias presentan, los New York Knicks ganaron 4
de 6 partidos contra los Boston Celtics, lo que aporta también mucha calidad a
las victorias del tercer clasificado.

De esta manera queda demostrado que fijandonos en la ponderacion de la im-
portancia de los equipos a los que vences y no solo en la proporcién de victorias, se
llega a un modelo de clasificacion distinto gracias al teorema de Perron-Frobenius.
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Ya hemos visto los fundamentos tedricos del Teorema de Perron-Frobenius,
asi como su enunciado, demostracién y cémo aplicarlo. Es ahora cuando se nos
brinda la oportunidad de sumergirnos completamente en cémo Perron-Frobenius
encuentra una utilidad crucial en el algoritmo PageRank, con el que Google or-
dena los resultados de las billones de buisquedas diarias.

Este algoritmo, desarrollado por Sergei Brin 'y Lawrence Page en 1998, repre-
senta un hito significativo en el d&mbito de los motores de busqueda. PageRank
se ha convertido en un pilar fundamental para medir la importancia relativa de
las paginas web, pues es un algoritmo revolucionario que utiliza la estructura
de enlaces entre paginas para determinar su relevancia, y el Teorema de Perron-
Frobenius proporciona los fundamentos matematicos necesarios para comprender
y garantizar su funcionamiento.

Dentro de este contexto, nos interesa examinar como se model6 la red, bus-
cando obtener una matriz que funcione como la matriz de adyacencia de un grafo
que represente toda la web y que satisfaga los requisitos del Teorema de Perron-
Frobenius. Este proceso nos permitira obtener el vector deseado que proporciona
la clasificacién de las paginas, conocido como vector PageRank. Para abordar es-
te objetivo, exploraremos paso a paso este proceso, basandonos en el desarrollo
tedrico de estudios como [8], [9], v [2].
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4.1. EIl Modelo de la Red

En primera instancia, relacionaremos toda la red de la misma manera que ha-
cemos con los articulos. Al fin y al cabo, la red se compone de muchos contenidos
o sitios web y entre ellos existen enlaces de una pagina a otra. Es facil ver que si
tenemos un grupo de n € N paginas web, o més bien, toda la World Wide Web
(WWW) con sus correspondientes hiperenlaces, se podria ver como un grafo di-
rigido G = (X, E) de forma que cada una de las paginas web se identifica como
un nodo en el grafo, y si entre dos paginas i y j hay un hiperenlace (por ejemplo,
de la pagina ¢ hay un hiperenlace a la pagina j), entonces el grafo G tiene una
arista dirigida de la forma i — j.

En este contexto, volvemos al punto principal, como darle una determinada
importancia a cada pagina del grafo para que el modelo funcione correctamente.
Como venimos comentando anteriormente en este trabajo, la opcion sencilla de
suponer que una pagina es mas importante que otra si recibe mas enlaces de
las demés (es decir, estd referenciada por un mayor nimero de paginas y por
tanto existen mas aristas dirigidas en el grafo de la red que la apuntan), tiene
una debilidad, y es que un usuario podria crear un gran nimero de paginas que
tengan enlaces a una pagina en concreto, provocando que todo este sistema fuese
facil de influir.

La siguiente figura muestra un grafo simple con el que facilitar el entendi-
miento de esto ultimo. En él, representando la importancia segun el grosor de los
nodos, seis paginas web apuntan a otra, convirtiendo a esta en la méas importante.
Sin embargo, la siguiente mas importante es P;, que esta apuntada por Py P,
paginas a las cuales nadie apunta. Por otro lado, hay que prestar atencion a Ps,
la cual es apuntada por la pagina mas importante, pero es igual de importante
que el resto de nodos menores siguiendo este modelo.

Figura 4.1: Ejemplo 1 - Importancia Paginas Web

Obviamente, debemos tomar el modelo en el que la 'importancia’ de cada
enlace tiene prioridad sobre el 'nimero’ de enlaces. De esta forma, si una pagina
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P; obtiene 1000 enlaces de paginas sin importancia alguna (es decir, aquellas en las
que no existen otras paginas con un enlace hacia ellas), dicha pagina serd menos
importante que una pagina P; que reciba un nimero mucho menor de enlaces,
pero vengan de paginas importantes como Amazon.com o Facebook.com. La figura
siguiente representa de manera realista la importancia de dichas péginas, pues
ahora P;5 es la segunda pagina més importante al ser apuntada por aquella a la
que todos apuntan, obteniendo importancia de manera proporcional a la calidad
del enlace recibido.

4t w

N~ —>

A4

Figura 4.2: Ejemplo 2 - Importancia Paginas Web

Matricialmente, nos interesara representar la informacién que obtenemos de la
World Wide Web formando una matriz M de dimensiones n X n donde las filas y
las columnas seran etiquetadas de la forma P, ..., P,, tomando cada entrada m;
el valor de 1 si hay un enlace de la pagina P; a la pagina P; y el valor de 0 en caso
contrario. Estda matriz es justamente la matriz traspuesta de la matriz de
adyacencia del grafo dirigido. Nos interesa tomar la matriz M de esta manera
puesto que, en la matriz de adyacencia, las filas indican cuantos enlaces salen
de una pagina dada y en las columnas aparecen tantos unos como enlaces haya
hacia la pagina indexada por esa columna. Para utilizar la matriz en el problema
de PageRank debemos por tanto trasponerla, para poder calcular la proporcién
de importancia de cada fila (columna traspuesta) fijandonos en cudntos enlaces
llegan a ella. Numéricamente se calcularia la importancia de cada fila como:

¢ = K(anc + aaca + - - + ancy)

Cy = K(CLQlCl + ag9Cy + - - - + CLQnCn)

Cp = K(anlcl + An2Cy + -+ anncn)
De lo cual se obtiene que:
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C1 mi min C1
=K :
Cn Mmnpy Mpn Cn
C1 mir ... Mip C1
1
1% =
Cp, Mp1 .. Mpn Cp,

Obteniendo, de igual que manera que en la seccién 3.3, tomando A = %:

Mc = Xc
6

Ale = A

donde A es la matriz de adyacencia del grafo dirigido (M = A"), X es un
valor propio de M y ¢ = (¢q, ..., ¢,) es un vector propio asociado al valor propio
A. Ademds, este vector ¢ expresa la importancia de cada pagina a partir de las
importancias de las demas paginas que estan conectadas a ella.

De esta manera, hemos conseguido transformar el problema de calcular las
importancias en un problema de autovalores y autovectores, acercandonos a
la teoria de Perron-Frobenius. Sin embargo, con esta aproximacién surgen pro-
blemas como, por un lado, la dificultad de calcular los autovectores de la matriz
M, que puede llegar a estar formada por millones de péaginas, y por otro lado,
no se cumplen todos los requisitos del Teorema de Perron-Frobenius, por lo que
no se asegura la unicidad del autovector con coordenadas positivas. Explicado
de otro modo, jy si creo una pagina sin enlazarla a ninguna otra?, en ese ca-
so estoy forzando que el grafo de la red no sea fuertemente conexo, por lo que
la matriz de adyacencia no es irreducible y no se puede aplicar el teorema de
Perron-Frobenius. Es por ello que ahora veremos una nueva aproximacion que
nos proporciona una solucién alternativa y aproximada, pero mucho mas rapida
y con mejores caracteristicas.

4.2. El Surfista Aleatorio

En esta nueva aproximacién, nos basaremos en la Hipotesis del Surfista
Aleatorio. En ella, supondremos que un individuo, al que se le denomina el
surfista, estd navegando por la red. Se plantea entonces que su forma de nave-
gar por la World Wide Web es completamente aleatoria. En concreto, si en un
cierto instante el individuo se encuentra en una pagina P;, entonces selecciona al
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azar alguna de las paginas que estan conectadas a ella para saltar siguiendo una
probabilidad uniforme.

En otras palabras, tenemos un modelo probabilistico en el que no sabemos
donde estara un instante después, pero si con qué probabilidad estara en cada
uno de los posibles destinos, es decir, en cada uno de los posibles enlaces desde
la pagina en la que se encuentra actualmente.

De hecho, el modelo es dindmico, porque se puede aplicar este argumento a
cada movimiento de manera recursiva, resultando en un paseo aleatorio por el
grafo. Segun la Hipdtesis del Surfista Aleatorio, si se navega de forma aleato-
ria, entonces pasaremos con mayor frecuencia por los nodos de mayor
importancia. Una posible situacién del modelo probabilistico para este paseo
aleatorio seria la siguiente:

W /
P2 / P5
~_
-3’/ 0 . N / P6
VN
\ AN
\ N\

Figura 4.3: Ejemplo Paseo Aleatorio

Como se puede observar, si el navegante se encontrase en P;, una pagina
que enlaza con otras tres, el navegante sortearia su siguiente movimiento con una
probabilidad uniforme de 1/3 para cada una de ellas. En su siguiente movimiento,
si hubiese avanzado hacia P,, se repetiria el sorteo con probabilidad 1/2, y si
hubiese avanzado a P, lo haria con probabilidad 1/4. En general, se formaliza
este proceso de la siguiente manera:

Sea N; el nimero de enlaces salientes desde la pagina P;. Recordando que
la matriz M era la traspuesta de la matriz de adyacencia del grafo, entonces N; es
la suma de las entradas de cada columna de M. Expresado en términos del
grafo de la red asociado, N; = gryu(j). Ahora, construiremos una nueva matriz
M’ sustituyendo cada entrada mj; tal que:

p My

¥ N
J
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Esta nueva matriz estd formada por nimeros no negativos entre el 0 y el 1, y

en concreto, la suma de los registros de cada columna suma 1. Esto puede

comprobarse imaginando que fijamos una columna j (pagina j), entonces esa
mlj

columna : contiene tantos unos como enlaces salgan de dicha pagina, es
My

decir, la suma de dichos unos es justamente N;, por lo que si dividimos cada

j
componente de la columna entre N;, la nueva suma de la columna serd:

1+...+ 1(Nj veces) N; 1
N; N

Dicho de otra manera, M’ es una matriz estocastica.

Llegados a este punto, hemos realizado nuestro primer ajuste y convertido M’
en una matriz especial disenada para abordar los caminos aleatorios en una
red. En realidad, los procesos de paseo aleatorio representan un ejemplo especifico
de procesos mas amplios denominados cadenas de Markov. Por lo tanto, en la
préxima seccién, aunque de manera superficial, se explorard la relevancia de los
procesos estocasticos de Markov y las llamadas matrices de transicién en el
contexto de las redes.

4.3. Cadenas de Markov y Matrices de transicion

Durante esta secciéon conoceremos los conceptos basicos de las cadenas de
Markov gracias a una revision de articulos como [10] y [11] y mostraremos como
afectan al modelo web que desarrollabamos en la seccion anterior.

4.3.1. Conceptos Basicos

Definicién 4.3.1.1. Un proceso estocdstico es una sucesion de observaciones
X1,..., X, tal que los valores de estas observaciones no se pueden predecir exac-
tamente, pero se pueden especificar las probabilidades para los distintos valores
posibles en cualquier instante de tiempo.

Definicién 4.3.1.2. Una cadena de Markov es un proceso estocastico en el que
si el estado actual X; y los estados previos Xq,..., X1 son conocidos, enton-
ces la probabilidad del estado futuro X, 1 no depende de los estados anteriores
Xi,..., X1 y solamente depende del estado actual X;. Es decir, para todo t
instante de tiempo y para cualquier sucesion de estados Sy, ..., Sni1,

P(Xt+1 = Sn+1‘X1 = Sl,XQ = SQ,...,Xt = Sn> = P(Xt+1 = Sp+1 ’Xt = Sn)
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Definicién 4.3.1.3. Una probabilidad de transicion se define como cada proba-
bilidad condicionada de la forma:

P(Xn+1 = S]' | Xn = Si)

Definicién 4.3.1.4. Una cadena de Markov tiene probabilidades de transicion
estacionarias si, para cualquier par de estados s; y s;, existe una probabilidad de
transicion p;; tal que

P(X,41 =35 | X, =5;) =pij para todo instante de tiempo t,

es decir, las probabilidades de pasar de un estado a otro se mantienen constan-
tes a lo largo del tiempo. En este caso, se dice entonces que la cadena de Mdrkov
es homogénea o estacionaria. En nuestro caso, la matriz de transicion es una
matriz estocdstica constante P = [p;;]. En lo sucesivo, asumiremos que nuestras
cadenas son estacionarias.

Definicién 4.3.1.5. Dada una cadena de Markov conn estados posibles sy, . .., Sy
y probabilidades de transicion estacionarias, donde p;; = P(Xi1 = s; | Xi = si),
la matriz de transicion P es:

P11 P12 ... DPin

p p -+ Don
po | e

Prn1 Pn2 --- DPnn

Ademds, la matriz de transicion P de cualquier cadena de Markov finita con
probabilidades de transicion estacionarias es una matriz estocdstica.

Definicién 4.3.1.6. Dada una cadena de Markov conn posibles estados sy, . . ., Sy
y matriz de transicion P, notamos pg) = P(Xyo = 55 | Xi = s;), sien-
(2

do p el elemento de la i-ésima fila y j-ésima columna de la matriz P%. Genera-

(]
lizando, P™ es la matriz de probabilidades pz(»;ﬂ) de que la cadena pase del estado
s; al estado s; en m pasos. En otras palabras, para cualquier valor de m, P™ es

la matriz de transicion de m pasos de la cadena de Mdrkov.

Definicién 4.3.1.7. Una cadena de Mdrkov irreducible es una cadena cuya ma-
triz de probabilidad de transicion P es una matriz irreducible. Este tipo de cade-
nas implican que es posible alcanzar cualquier estado desde cualquier otro en un
numero finito de pasos.
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Definicién 4.3.1.8. Una cadena de Markov periodica es aquella en la que existe
un numero entero k > 1 tal que es posible regresar a cualquier estado inicial 1
unicamente en maultiplos de k pasos. El mayor valor de k que cumple esta con-
dicion para todos los estados (mdzimo comin divisor) se denomina el periodo de
la cadena. Es conocido que las cadena periodicas son cadenas trreducibles cuya
matriz de probabilidad de transicion P es no primitiva. Un ejemplo detallado
de este comportamiento se proporcionard posteriormente.

Definicién 4.3.1.9. Por otro lado, una cadena de Mdrkov aperiddica (no pe-
riddica) es una cadena en la que cada estado tiene un periodo de 1. Ademds,
las cadenas aperiodicas son cadenas irreducibles cuya matriz de probabilidad de
transicion P es una matriz primitiva.

Definicién 4.3.1.10. Una cadena de Markov se llama ergodica si es irreduci-
ble, aperiodica y estacionaria. Esto asequra que, independientemente del estado
wictal, la cadena eventualmente converge a una distribucion de probabilidad.

Para entender esto ultimo, nos enfocaremos en los vectores de estado, una
herramienta esencial para comprender la distribuciéon de probabilidades en cada
instante especifico de una cadena de Markov.

Definicién 4.3.1.11. El vector v = (vy,...,v,) se llama vector de probabilidades
st cumple con las siguientes condiciones:

1. v;20parai=1,...,n.
2. |Jv||y =1, es decir, Y1, v; = 1.

Definicién 4.3.1.12. El Vector de Estado Inicial (vg) es un vector de proba-
bilidades que representa las probabilidades iniciales de estar en cada estado al
comienzo del proceso. Es un vector de dimension n, donde n es el numero de
estados en la cadena de Markov.

Observacién. El vector de probabilidades iniciales y la matriz de transicion
determinan la probabilidad para el estado de la cadena de Mdrkov en el segun-

do wnstante de tiempo. De hecho, dicha probabilidad viene dada por el vector
v=P- Vo-

Definicion 4.3.1.13. Dado un estado n, el vector de distribucion de estado t
(v¢) representa la distribucion de probabilidades de estar en cada estado después
de t pasos. Se calcula mediante la multiplicacion del vector de estado inicial por
la matriz de transicion elevada a la n-ésima potencia, es decir, v, = Plvg.

Definicién 4.3.1.14. El vector de estado estacionario (Vest) es aquel vector que
contiene las probabilidades estacionarias, es decir, las probabilidades limite a las
que la cadena de Mdrkov converge a medida que t tiende a infinito. Este vector
satisface la ecuacion vVey = My oo vy = limy_,oo Ptvg, donde P es la matriz de
transicion y vy el vector de estado inicial.
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Es por ello que el vector estacionario cumple que Pu.g = Vs, por lo que es
un autovector de la matriz de transiciéon asociado al autovalor A = 1, y que
ademas al ser P estocastica se sabe que entonces dicho autovalor A\ ademas es el
radio espectral de P por el teorema 3.1.1.

Observacién. Es muy itmportante destacar que esta propiedad del vector de es-
tado estacionario se verifica en particular para cadenas de Mdrkov ergodi-
cas (como se ha explicado en la Definicion 4.3.1.10, es decir, para cadenas esta-
cionarias, irreducibles y aperiodicas. Ademds, bajo estas condiciones dicha con-
vergencia ocurre para cualquier vector inicial. Recordando que la no periodicidad
sumada a la 1rreducibilidad implican la primitividad, entonces estamos hablando
de matrices de transicion estocdsticas y primitivas.

Relacionando esta teoria de las cadenas de Markov, matrices de transicion y
vectores de estado con el modelo que comentabamos anteriormente, no es dificil
darse cuenta de que, en efecto, nuestra matriz M’ es una matriz de transicion.
En ella, cada mj; representa la probabilidad de pasar del estado P; al estado P;
(recordemos que habia Py, ..., P, paginas web y que la matriz estaba traspuesta).

Imaginemos que un surfista aleatorio se encuentra en la pagina P, en el pri-
mer instante de tiempo, es decir, el vector de estado inicial tendria todas sus
entradas a 0, excepto la posicion k, que seria 1. El surfista entonces sortea, como
comentabamos en la seccién anterior, su siguiente salto entre las N, paginas des-
tino, asignando una probabilidad de 1/N}, a cada una. Multiplicando la matriz
M’ por el vector inicial se obtendra:

/ /
my, - 0 myy,
/ _ /

! !
My - - 0 my.

El vector resultante también es un vector de probabilidades porque las entra-
das son o bien 0, 0 bien 1 / Ny, y hay justamente Ny entradas no nulas, por lo que
el vector contiene componentes que son nimeros entre 0 y 1 y ademas suman 1
en total. Como se explica en la Observacion 4.3.1, el vector resultante determina
exactamente la probabilidad con la que el surfista podria encontrarse, tras
una unidad de tiempo, en cada una de las paginas de la red.

En este punto observamos que este modelo es muy manejable e interesante
porque, segun la 4.3.1.6, como M’ es nuestra matriz de transicién, bastaria con
multiplicar (M’)? por el vector inicial vy para conocer con qué probabilidad se
encontraria el surfista en cada una de las paginas tras dos instantes de tiempo.
Asi, se repite de manera andloga, y por tanto ya tenemos una forma de calcular las
probabilidades de transicion entre paginas web para varias unidades de tiempo.
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Ahora bien, segun la Hipotesis del Surfista Aleatorio, si se navega por un
tiempo suficientemente prolongado, acabaremos pasando con mayor frecuencia
por los nodos de mayor importancia, es decir, nos interesa la estacionareidad
de este vector. En términos de cadenas de Markov, la estacionariedad en este
contexto implica que, dado un tiempo suficientemente largo, la distribucién de
probabilidad de estar en una pagina web particular converge a una distribucion
estacionaria, que es independiente del estado inicial. Esto significa que las pagi-
nas web alcanzan una importancia relativa constante a medida que
el usuario sigue navegando, y estard representada por un vector limite de
distribuciéon de probabilidad que resultara en el vector PageRank que buscamos.

4.3.2. Ejemplo

A continuacion, se propone un ejemplo sencillo para ilustrar lo que hemos
aprendido. Sea el siguiente conjunto de paginas web P = { Py, P, P3, P,}. Pode-
mos observar la figura 4.4 el grafo correspondiente:

Pl P2

Figura 4.4: Ejemplo Grafo Web - Matrices de transicién

Siguiendo los pasos aprendidos hasta ahora, en primer lugar debemos construir
la matriz de adyacencia del grafo dado y trasponerla para conseguir la matriz
M. Como observacion, la matriz de adyacencia en este caso es no negativa e
irreducible porque el grafo dado es fuertemente conexo.

01 11
r . (1011
AT=M=1y g
0100

En segundo lugar, debemos obtener la matriz de transicién M’ con la trans-
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formacion
, mij
m.. =

i N

J

donde N, indica la suma de las entradas de cada columna de M, o expresado de

otra forma, gr,,,(j). Sea entonces M’ la matriz de transicion:

0 1/3 1/2 1/3
12 0 1/2 1/3
1/2 1/3 0 1/3
0 1/3 0 0

M =

Como hemos comentado en la seccién anterior, esta matriz indica la probabi-
lidad de pasar del estado P; al estado P; para cada m};. Ademas, se comprueba
que esta matriz es estocdstica ya que Vj se cumple ) . mi; = 1.

Ahora, supongamos en este ejemplo que deseamos conocer las probabilidades
de estar en otra pagina partiendo de la pagina 2. El vector de estado inicial vg
que usaremos entonces es el vector columna

Vg =

o O = O

Para conocer estas probabilidades debemos entonces multiplicar la matriz de
transicién obtenida por el vector de estado inicial:

0 1/3 1/2 1/3 0 1/3

M= | 1/20 12173 1l _]o0
0 /2 1/3 0 1/3 0 1/3
0 1/3 0 0 0 1/3

Asi, observamos como podemos determinar la probabilidad de estar en cada
pagina de la red en el segundo instante de tiempo. En este caso, existe una
probabilidad de 1/3 de saltar a las paginas P;, P3; y P,, mientras que no hay
posibilidad de permanecer en la pagina 2 (no existe enlace a ella misma en el
grafo de la red).

Ahora bien, si deseamos seguir navegando por la red podemos seguir obtenien-
do wvectores de estado t (v;) con las respectivas probabilidades de encontrarnos en
cada una de las paginas después de t instantes o saltos. Multiplicando la matriz
de transicion una y otra vez por estos vectores de estado nos ird dando informa-
cién sobre cada salto, pero el interés reside en observar que en algin momento el
vector de estado tiende a un valor, el cual sera el vector de estado estacionario
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que buscamos. Como hemos explicado en la Observacion 4.3.1, la matriz debe ser
también primitiva para asegurar dicha convergencia.

Comprobémoslo con un pequeno programa desarrollado en Python (transition-
matriz.py) que se encarga de, tras comprobar que la matriz es primitiva, mul-
tiplicar en bucle la matriz de transiciéon por los respectivos vectores de estado.
Se observa entonces que este vector acaba convergiendo, como podemos ver en el
siguiente cédigo 4.1:

Cédigo 4.1: Resultado de transition-matrix.py

1 Matriz de transicion:

2 [0, 0.3333, 0.5, 0.3333]
3 [0.5, 0, 0.5, 0.3333]

4+ [0.5, 0.3333, 0, 0.3333]
5 [0, 0.3333, 0, 0]

7 Vector Inicial:
s [0, 1, 0, O]

0t Vectores de estado t

11 [0.3333 0 0.3333 0.3333]

12 2 [0.2778 0.4444 0.2778 0]

13 3 [0.287 0.2778 0.287 0.1481]
114 4 [0.2855 0.3364 0.2855 0.0926]
15 5 [0.2858 0.3164 0.2858 0.1121]
16 6 [0.2857 0.3231 0.2857 0.1055]
17 7 [0.2857 0.3209 0.2857 0.1077]
18 8 [0.2857 0.3216 0.2857 0.1070]
19 9 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1072]
20 10 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1071]
21 11 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1071]

Se puede ver que a partir del vector de estado 10 (v1g), el vector no cambia. En
otras palabras, hemos encontrado el vector estacionario vess tal que M vog = Vest,
es decir, el vector estacionario es un vector propio de la matriz de transicion M’
asociado al autovalor A = 1, y de hecho dicho autovalor A es el radio espectral de
M’ por ser dicha matriz estocéstica.

Destacamos de nuevo que esta convergencia se da gracias a que la matriz es
estocastica y primitiva, siguiendo la Observacién 4.3.1. Bajo estas condiciones,
una de las propiedades mas interesantes del vector estacionario es que se puede
demostrar que llegaremos a dicho resultado sin importar cudl sea el vector inicial.
Dicho de otra manera, si cambiamos el vector inicial (vg) y esta vez empezamos
desde otra pagina, por ejemplo, la pagina Py, entonces
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Vo =

_— o O O

y el vector estacionario se sigue obteniendo de la misma manera:

11 [0.3333 0.3333 0.3333 0]

2 2 [0.2778 0.3333 0.2778 0.1111]
3 3 [0.2870 0.3148 0.2870 0.1111]
1 4 [0.2855 0.3241 0.2855 0.1049]
5 5 [0.2858 0.3205 0.2858 0.108 ]
¢ 6 [0.2857 0.3218 0.2857 0.1068]
7 7 [0.2857 0.3213 0.2857 0.1073]
s 8 [0.2857 0.3215 0.2857 0.1071]
9 9 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1072]
10 10 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1071]
1111 [0.2857 0.3214 0.2857 0.1071]

Gracias a esto, podemos ordenar por importancia las paginas web. Sin
embargo, en este caso en concreto, obtenemos dos importancias iguales entre las
paginas P; y Ps5. Ademas, tomando mé&s decimales y mirando en las iteraciones
siguientes se comprueba que el resultado sigue siendo el mismo:

1 17 [0.28571429 0.32142857 0.28571429 0.10714286]

En este caso, habria otros elementos en el buscador de Google que terminarian
decidiendo que péagina deberia mostrarse por encima de la otra. En conclusién,
se obtiene asi una ordenacién de las paginas de manera que conocemos cual es
la pagina mas importante y cudl es la menos importante. Al usar el buscador, el
resultado por orden seria el siguiente:

PAGINA 2 — PAGINA 1/PAGINA 3 — PAGINA 4

45



4.4. PageRank

4.4. PageRank

4.4.1. Problema con los Nodos Dangling y su Ajuste Co-
rrespondiente

Segun lo que acabamos de ver en la seccién anterior, ya habriamos explicado
cémo obtener el vector de ordenacion de paginas web que buscdbamos. Posterior-
mente formalizaremos el método usado, pues ha sido un primer vistazo al usado
por Google y conocido como método de las potencias. Aunque hemos demostra-
do la eficacia del modelo mediante un ejemplo especifico, es importante senalar
que el éxito se logré cuando la matriz de adyacencia del grafo era primitiva (y
por tanto, no negativa e irreducible). Aunque generalizamos que cualquier matriz
serd no negativa con este modelo, surge la pregunta de qué ocurriria si la matriz
no fuera irreducible, es decir, si el grafo asociado no fuera fuertemente
conexo.

En efecto, si tomamos la World Wide Web en su totalidad, es un hecho que
el grafo formado por las més de mil millones de paginas web no es fuertemente
conexo. La complicacién radica en las paginas que se identifican como ’'nodos
dangling’, que son aquellos nodos en un grafo dirigido que carecen de enlaces
salientes. En términos sencillos, se trata de un nodo que no posee conexiones
hacia otros nodos mediante aristas salientes, lo que implica que, una vez alcanzado
dicho nodo, la transicién a otras partes de la red resulta imposible. Asimismo,
es posible encontrarse con la situacién en la que se accede a un nodo que induce
un bucle interno, impidiendo asi regresar a las demads paginas una vez se ha
ingresado a una componente conexa especifica de la red. Por ejemplo, observando
la siguiente matriz:

0 1/3 1/2 0
1/2 0 1/2 0
1/2 1/3 0 0

0 1/3 0 0

Podemos observar que el nodo 4, cuyas aristas salientes vienen dadas por
la columna 4, no tiene ningin enlace saliente, es decir, una vez llegado a este
nodo no es posible volver al nodo 1, 2 o 3. Esta ausencia de conexiones salientes
imposibilita la aplicacion de la hipétesis del surfista aleatorio, que normalmente
facilitaria la convergencia hacia el vector estacionario.

En este punto, surge la pregunta fundamental: ; Cudl fue la accién de Google?,
o mejor dicho, ;qué estrategia idearon Brin y Page para conseguir una matriz
irreducible?. Basicamente, la idea y ultimo ajuste para su matriz fue la siguiente:

Se fij6 un valor ¢ € (0,1), que mediria la probabilidad de que un navegante
aleatorio no cambie radicalmente su curso de navegacion y se mueva a
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otra pagina web que esté conectada con la anterior, en lugar de saltar a otra que
no tenga nada que ver con la pagina web en la que se encuentra. En el caso de
Google, este valor es tipicamente ¢ = 0,85 y se denomina factor de salto.

En otras palabras, si en el instante ¢t = 0 elegimos un nodo al azar j, en el
instante t + 1 nos movemos, con probabilidad q y de forma equiprobable, a
uno de los vecinos de j, mientras que con probabilidad 1 — q saltamos a otra
pagina aleatoria que puede no tener relacién alguna con j (en este caso, la
pégina destino también la elegimos de forma equiprobable). Es decir, para cada
1 <17 < n, la probabilidad de que pasemos de la pagina j a la pagina i es:

my 174

Nj n

Pji = (¢

Anadiendo probabilidades de transicién a todos los vértices, consideramos
entonces la matriz:

U1
M'"=qgM'+(1—-¢q)| | (1,...,1)
Un,
donde (vq,...,v,) es un vector de probabilidades, es decir, v; > 0 para i =
1,...,ny |lv]li =1, y que en este caso cumple que v; = % parai=1,...,n. Este

vector representa una distribucién de probabilidad equiprobable y es el utilizado
para obtener el PageRank Clasico. No obstante, podria utilizarse un vector de
probabilidad que represente una distribuciéon de probabilidad distinta, por lo que
se le llama vector de personalizacién. En conclusion, estamos sumando una
matriz asociada a la probabilidad ¢ a otra asociada a la probabilidad 1 — q.

Gracias a esta tultima modificacién en el modelado de la matriz que repre-
sentara la web, el modelo PageRank consigue que todas las paginas estén co-
nectadas, de manera que aunque un nodo no tenga ningin enlace saliente, el
surfista aleatorio tiene una probabilidad 1 — ¢ de saltar desde ese nodo a otro
cualquiera. En otras palabras, se consigue un efecto estadistico que consiste en
introducir saltos aleatorios que no dependen de las propiedades de enlace de la
péagina, creando aristas desde una péagina hacia todas las demas representando al
menos la pequena probabilidad que hay de saltar hacia ellas.

A efectos matriciales, se fuerza la irreducibilidad de M"” al conectar todos los
nodos y se obtiene una matriz resultante positiva, pues todos sus elementos son
no nulos porque tienen una probabilidad de (1 — ¢) de realizar el salto aleatorio.
Esto implica a su vez que la matriz es primitiva, lo cual asegura la convergencia
del vector estacionario, como vimos en la anterior seccién. En general, hemos
obtenido una matriz estocastica, positiva, irreducible y primitiva.
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4.4.2. Teorema de Perron-Frobenius y PageRank: Una Co-
nexiéon Fundamental

Ahora bien, estas propiedades de la matriz construida son muy importantes,
pues ha llegado el momento crucial de este trabajo, ya que todavia no hemos
hablado sobre la relaciéon entre el Teorema de Perron-Frobenius y Pa-
geRank. Hemos demostrado en la seccion anterior que el vector PageRank u
ordenacién de paginas de una red estard determinado por el vector estacionario
de una cadena de Markov. De hecho, este vector estacionario ves €s un vector
propio asociado al autovalor A = 1 ya que M’ - v = Vesr. Con M” sucedera lo
mismo ya que sigue siendo una matriz de transicion, y de hecho, al ser estocéstica
se conoce también que dicho autovalor A = 1 serd el radio espectral, es decir,

1"
Vest = M™- Vest

Sin embargo, ;y si este vector no existe?, jcomo sabemos que el vector es
unico? Hasta el momento, nada nos garantizaba la existencia y unicidad del au-
tovector de M” que buscamos, es decir, aunque asegurabamos que la cadena de
Markov tendria una convergencia, nada garantizaba que dicha convergencia fuese
unica o estable. Aqui entra en escena el Teorema de Perron-Frobenius, pues
al ser M"” una matriz no negativa e irreducible (de hecho, es positiva y primitiva)
el teorema nos garantiza la existencia y unicidad de un autovector positivo
¢ > 0y con ||c|]|; = 1 asociado al radio espectral. Como en este caso la matriz es
estocastica entonces el radio espectral es 1:

l-c=M"-¢

En otras palabras, justamente ¢ = v.g. Esto significa que el vector de Pe-
rron es justamente el vector estacionario de la cadena de Markov, y por tanto
es el vector PageRank que nos devolvera la ordenacion de paginas web. En
conclusion, el teorema de Perron-Frobenius aporta la robustez y fiabilidad
fundamental para asegurar que el modelo proporcione resultados coherentes.

4.4.3. Definicion Formal de PageRank

Tras esta explicacion, se va a proporcionar finalmente una definicién formal de
PageRank. Previamente, recapitularemos de manera concisa: En resumen, el Pa-
geRank de una péagina web (utilizado por Google en sus motores de bisqueda) se
establece a través de una cadena de Mérkov. La posicién que ocupara una pagina
en los resultados del buscador estara determinada por su peso en la distribucion
estacionaria de esta cadena.
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En este contexto, nuestro objetivo ha sido siempre obtener el vector Page-
Rank, que representa las ponderaciones asignadas a cada pagina web en funcién
de su importancia relativa. Este vector es esencial para clasificar las paginas en
los resultados de busqueda, y su cdlculo implica considerar las conexiones entre
las paginas y la probabilidad de navegacién entre ellas. Durante las secciones an-
teriores, se ha estado estudiando cémo se modela esta interconexion de manera
efectiva en el contexto del algoritmo PageRank.

También es importante destacar que el algoritmo PageRank fue el algoritmo
mas influyente de clasificacién de paginas web, pero ha evolucionado y se han
desarrollado otros algoritmos complejos con los que Google mejora la calidad de
los resultados de busqueda cada vez mas. Sin embargo, la idea bésica detréds del
PageRank, es decir, la evaluacién de la importancia de una pagina en funcién de
la calidad de los enlaces que recibe, sigue siendo un concepto fundamental en la
bisqueda en Internet.

Definicién 4.4.3.1. (PageRank) Si G = (V, E) es una red dirigida de n nodos,
qge (0,1) yv=(vy,...,v,) € R" tal que v > 0 y ||[v||1 = 1, entonces se llama
vector PageRank de G con factor de salto q y vector de personalizacion
v al unico PR € R™ tal que

1. PR>0 vy ||PR||, =1, es decir, PR es un vector de probabilidades.

2. PR es un autovector propio (asociado al autovalor 1) de la matriz M" =
(M;3) dada por

my,;

N

J

M5 = q— + (1 — q)v;.

Observacion. La manera de ordenar los nodos de una red G = (V, E) de acuerdo
con el algoritmo PageRank serd la siguiente: si tenemos dos nodos i,j € V, si
PR; > PR; entonces la pdgina P; aparece por delante de la pdgina P; en la
ordenacion de las pdginas.

Observaciéon. Si en la definicion anterior tomamos v = %(1, ..., 1), obtenemos
el llamado PageRank cldsico (como hemos explicado anteriormente).

Observacién. En general, debemos considerar paseos aleatorios con factor de
salto positivo (es decir, tomar q < 1), ya que en caso contrario la matriz M" solo
seria no negativa. Aunque los valores proximos a 1 ofrecen comportamientos mds
realistas es importante preservar la irreducibilidad y primitividad de la matriz
M". Para terminar, veremos en una ultima seccion cémo la primitividad tiene
otra especial utilidad para Google, pues aparece un método que facilitard en gran
medida el calculo del PageRank, conocido como el método de las potencias.
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4.5. Meétodo de las potencias

Hemos observado que el Teorema de Perron-Frobenius asegura la existencia
y unicidad del vector PageRank. No obstante, nos enfrentamos nuevamente a un
problema de escala, pues hemos tratado con un ejemplo de una red pequena, lo
cual no refleja la realidad de la World Wide Web. En este punto, la cuestion pen-
diente es determinar cdmo podemos calcular de manera eficiente el vector
PageRank.

Es en este instante cuando se usa el método de las potencias, que ya usado
en el ejemplo de la Seccién 4.53.2 (4.3), se generalizard ahora de manera breve y
sencilla. El método de las potencias tiene una alta eficiencia computacional,
especialmente cuando se trabaja con una matriz gigantesca como la de Google. La
eficiencia del método de las potencias se debe a que permite obviar la necesidad
de calcular todos los autovalores y autovectores de la matriz, un proceso que
resultaria considerablemente més ineficiente. En su lugar, este método se basa
en la multiplicacion recursiva de la matriz por un vector, lo que resulta ser un
procedimiento mucho més rapido y computacionalmente menos demandante.

Para aplicar el método de las potencias, se requiere que la matriz A cuadra-
da tenga n autovalores A, Ao, ..., A, con un conjunto asociado de autovectores
linealmente independientes vy, vs, ..., v,. Entre ellos, es necesario que A tenga
exactamente un autovalor \; cuya magnitud es la mayor, es decir,

A > | A2] > |As] ... > [As] > 0.

Ademas, el método asegura la convergencia si la matriz A es primitiva.
De hecho, asegura que converge a un tnico vector sin depender del vector inicial.

Es evidente que, en el caso analizado, la matriz M" es primitiva, irreducible y
no negativa. De acuerdo con el teorema de Perron-Frobenius, estas caracteristicas
aseguran la existencia del autovalor dominante, que corresponde al radio espec-
tral de la matriz. Ademads, se confirma la primitividad de la matriz, por lo que
el método convergera hacia el vector PageRank.

Para explicarlo por pasos, supongamos entonces que tenemos una matriz A
en las condiciones que aseguran la existencia del autovalor A\;, positivo y estric-
tamente mayor que el resto de autovalores. Llamamos entonces v; al autovector
asociado a A;. Los autovectores restantes {vs, ..., v,} corresponden a cada auto-
valor \o, ..., A, en orden descendiente de tamanos tal y como se propuso. Dichos
autovectores forman una base de R™. Partiendo entonces de un vector de estado
inicial vq, se tiene que:

Vg = C1U1 + cUy + -+ -+ Cp U,

donde ¢y, ..., ¢, son las coordenadas de vy en la base considerada. Es necesario
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mencionar que dichos autovalores no necesitan ser calculados, nos basta con saber
que tales nimeros existen. Ahora, multiplicamos el vector inicial vy por la matriz
A, obteniendo:

AUO = Cl)\l’Ul + CQ)\QUQ + -+ Cn)\nvn

puesto que vy, ..., v, son autovectores de A. Como acabamos de comentar, sélo
realizaremos el producto de la izquierda. Repitiendo esta operacién k veces se
llega a:

A?vy = ) \3v; 4 cAavg 4 -+ e X2,

k k k k
Afvg = 1 AJvg + o AJve + - - -+ cp Ay

Como A; # 0, entonces

1 A\ A\
)\—]chkUQ =10 —+ Co <)\—j) V2 + -+ Cp, ()\—1) Un,

Sin embargo, como |A\;/A\| < 1 para cada ¢ = 2,...,n porque \; es el autovalor
dominante, entonces cuando k tienda a infinito

1 k—o00
FAkUO — C1V1
1

En resumen, al multiplicar reiteradamente el vector inicial por la matriz
A, se va determinando cada vez con mas precision la direcciéon que nos interesa,
la que determina el valor v;.

En general, la convergencia del método de las potencias serd més réapida o
lenta dependiendo del tamano de los autovalores, especificamente del cociente o
razén entre autovalores. La eleccion del vector inicial también influird en la con-
vergencia del método, aunque siempre devolvera un resultado que serd el mismo
independiente del vector inicial escogido. También, se recomienda normalizar el
vector de cada iteraciéon para prevenir el desbordamiento (tanto como para
nimeros demasiado grandes como para nimeros demasiado pequenos).

Ademas, la convergencia a v; se da independientemente del valor especifico de
A1, que en nuestro ejemplo con el algoritmo PageRank es A; = 1. Llegado a este
punto, hemos visto como la existencia y unicidad de v;, que es el autovector de
la matriz M" asociado al autovalor dominante p(M"”) = 1, queda asegurada por
el Teorema de Perron-Frobenius y como se realiza de manera eficiente su calculo
u obtencién a través del método de las potencias.
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Conclusiones y trabajos futuros

Al finalizar esta extensa exposicién sobre el Teorema de Perron-Frobenius y
su integracién en el algoritmo PageRank, me gustaria concluir destacando la
trascendencia del Teorema de Perron-Frobenius en el marco de este estudio,
que radica en su capacidad para establecer la existencia y unicidad del vec-
tor propio dominante, proporcionando asi una base matematica sélida para el
algoritmo PageRank.

De esta manera, el teorema garantiza la estabilidad del algoritmo y funda-
menta la fiabilidad del proceso de clasificacién de paginas web. La aplicacion de
Perron-Frobenius no solo valida matematicamente el enfoque de PageRank, sino
que también resalta su utilidad en la resolucién de problemas complejos relacio-
nados con la relevancia y jerarquia de la informacién en la web.

No obstante, como era previsible, el teorema presenta diversas aplicaciones
adicionales que justifican un estudio mas detenido y podrian ser exploradas como
direcciones prometedoras para investigaciones futuras. A continuacién, me
gustaria comentar algunas de las méas interesantes:

= Ya sabemos que el teorema puede aplicarse en el ambito de Redes Com-
plejas como la World Wide Web. Sin embargo, podria realizarse un estudio
de cualquier otra red compleja, como por ejemplo una red social. En este
contexto, el teorema podria emplearse para analizar la importancia relativa
de distintos usuarios, revelando nodos centrales y patrones de interconexion
que influyen en la dindmica general de la red social. Este enfoque proporcio-
naria una perspectiva matematica valiosa para comprender la estructura y
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la influencia de individuos dentro de la red, contribuyendo asi al desarrollo
de estrategias mas efectivas en campos como el marketing, la difusién de
informacion y la deteccion de tendencias.

En Economia, el teorema se utiliza en modelos de entrada-salida y en
modelos de equilibrio general en la teoria econdémica. El teorema podria
utilizarse para evaluar la importancia relativa de diferentes sectores, em-
presas o variables econémicas, proporcionando una base matematica para
la asignacion de recursos y la toma de decisiones.

En Biologia, el teorema se aplica en modelos matematicos de poblacio-
nes, especialmente en el analisis de matrices conocidas como matrices de
Leslie, que describen la dinamica de las poblaciones en biologia. El teore-
ma de Perron-Frobenius es esencial aqui para estudiar la estabilidad y las
tendencias a largo plazo en el crecimiento de dichas poblaciones.

En la Teoria de Juegos, el teorema de Perron-Frobenius se aplica al anali-
sis de matrices estocasticas y garantiza la existencia de un equilibrio de
probabilidad estacionario. Al emplear este teorema en el contexto de jue-
gos estocasticos, se puede determinar la distribucién de estrategias optimas,
identificando la importancia relativa de cada estrategia, lo que proporcio-
na una perspectiva valiosa para entender la dindamica y la estabilidad en
interacciones estratégicas.

Como hemos visto previamente en este trabajo en la Seccion 3.3, también es
posible emplear el teorema en el contexto de las Clasificaciones Depor-
tivas. Hemos evidenciado que el teorema de Perron-Frobenius proporciona
una perspectiva tnica en competiciones deportivas, como la NBA, donde se
puede evaluar la importancia relativa de cada victoria para obtener una cla-
sificacion distinta de manera mas precisa que con enfoques convencionales.
De hecho, este tema capturd mi interés en gran medida y se acabd convir-
tiendo en el enfoque principal de mi trabajo de fin de grado en Ingenieria
del Software [12].

Por otra parte, es relevante subrayar que el algoritmo PageRank continta
evolucionando ano tras ano, y este estudio se fundamenta en la versién clédsica de
PageRank. Dada la constante innovacién tecnoldgica, resulta necesario explorar
mejoras continuas en este algoritmo para mantener su eficacia en el contexto de
avances tecnologicos. Por lo tanto, una direcciéon prometedora para investiga-
ciones futuras podria centrarse en analizar los progresos y otros algoritmos que
se aplican para perfeccionar el rendimiento del PageRank.

Algunas de las mejoras mas notables que se han aplicado al algoritmo desde
que se cred en 1998 han sido, entre muchas otras:
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= La inclusion de Algoritmos de Personalizaciéon. Es decir, se han desarro-
llado variantes del PageRank que incorporan elementos de personalizacién,
adaptando las clasificaciones segun las preferencias y comportamientos es-
pecificos del usuario.

» La inclusién de Algoritmos de Aprendizaje Automatico, pues la red
necesita adaptarse continuamente a patrones de comportamiento cambian-
tes, por lo que se han explorado enfoques de aprendizaje automatico para
mejorar la capacidad de adaptacion de PageRank.

» LaIntegracion de PageRank con otros algoritmos, pues aunque Page-
Rank es un indicador valioso de la importancia de una péagina, el algoritmo
puede beneficiarse de la complementariedad con otros métodos. Se han usa-
do desde algoritmos de relevancia de contenido como TF-IDF, algoritmos
de deteccion de comunidades, filtros de sequridad, y hasta algoritmos de
andlisis de sentimientos.

En conclusién, tanto la aplicabilidad del teorema de Perron-Frobenius como
las evoluciones del algoritmo PageRank ofrecen buenas opciones para futuras
investigaciones. Mi experiencia de trabajo en el estudio del teorema de Perron-
Frobenius y su utilidad en el algoritmo PageRank ha sido enriquecedora y reve-
ladora. Este aprendizaje no solo ha fortalecido mis habilidades analiticas y ma-
tematicas, sino que también ha consolidado mi comprensién de cémo los principios
tedricos pueden traducirse en aplicaciones practicas con impacto significativo en
diversos ambitos.
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