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T. 1 ESPACIOS VECTORIALES
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

INTRODUCCION

El estudio de los vectores es un conocimiento que proviene de la fisica. En ella se
distingue entre magnitudes escalares y magnitudes vectoriales. Se llaman magnitudes
escalares a aquellas en las que solo influye su tamafo. Por el contrario, se consideran
magnitudes vectoriales aquellas en las que influye, ademds del tamafio, la direccién y
el sentido en el que se aplican.

Un vector es todo segmento de recta dirigido en el espacio. Sus caracteristicas son:

- Punto de aplicacién: Punto exacto sobre el que actua el vector.

- Mddulo: Tamaio o longitud del vector. Para calcularlo es necesario conocer el
origen y extremos del vector.

- Direccién: Orientacién en el espacio de la recta que lo contiene.

- Sentidos: Indicado mediante una punta de flecha del extremo del vector que
indica hacia qué lado se dirige.

origen

sentido
J Il
direccion ‘ r direccion
N SN ——— T S—— | ——— .

Magnitud

DEFINICION DE ESPACIO VECTORIAL

Un espacio vectorial es una terna (V, +, . ), donde V es un conjunto no vaclo
y +, . son dos operaciones del tipo+ : VxV —-Vy . :Rx V-V alas que
llamaremos “suma de vectores” y “producto por escalares” respectivamente
y conlas siguientes propiedades:

[A partir de ahora denotaremos +(u,v) =u+vy (A, v) =Av]

1. u+(v+w)=(u+v)+w, Yu,v,w € V (Asociativa).

2. u+v=v+u, Yu,v €V (Conmutativa).

3. Existee € Vtalquee+v=v+e=v, Vv €V (Elemento Neutro).

4. Para cada v € V existe w tal que v+ w = w +v = e (Elemento Opuesto).
5 Auv) = (Au)y, Vv e Vv, VAue R

6. A(u+v)=Au+Avy A+u)v=Av+uv, Vuve Vy VA u e R
(Distributiva).

7. v =v,Yv € V (Elemento Unidad).
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De forma abreviada, diremos que V es un espacio vectorial. A los elementos de
V lo llamamos vectores y a los de R, escalares.
EJEMPLO:
Si n es un nimero natural, se considera el espacio euclideo R"™ = {(x1,...,Xn); Xi € R
Con la suma y producto por escalares siguientes:
(X1, ... ,%n) + (Y1,-..,¥Yn)=(X1 + Y1,..., Xn + Yn).
A(X1,...,%n) = (AX1,...,AXn).

R " tiene esta estructura vectorial

ALGUNOS CONCEPTOS ESPECIFICOS DE ESPACIOS VECTORIALES:

1. COMBINACION LINEAL:

Dado un conjunto de vectores v, V5, V3, ..., U, € R™, decimos que otro vector u ER”
es combinacion lineal (C.L) de los vectores del conjunto si existen m niumeros reales
ai, ..., am € R tales que:

U=C;. Vg +5. V5 +X3. V3 + ++- +C. Uy

Diremos, ademas que los numeros reales, ai, ..., am son las coordenadas del vector u
respecto a los vectores v, ..., Um

EJEMPLO:

Consideremos los vectores de R v;=(2,1,-1) y v, =(3,2,0)
Podemos formar combinaciones lineales de estos vectores:
a(2,1,-1)+£(3,2,0) = (2 x +36,a + 23, —a)

Por ejemplo: 4(2,1,-1) - 2(3,2,0) = (2,0, -4)

Podemos asegurar que el vector (2,0, -4) es “combinacién lineal (C.L.)” de los vectores
V1YV

Ademids, sus coordenadas respecto a esos vectores serian 4y -2.

PROPIEDAD:

El vector nulo es combinacion lineal de cualquier conjunto de

vectores,{vy, V,, V3, ..., Up }, tomando como coordenadas el escalar cero.
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0 =0v; +0v; +.. +0v,,

2. DEPENDENCIA E INDEPENDENCIA LINEAL:

Los vectores vy, v, V3, ..., Uy, SON linealmente dependientes (LD) si alguno de
ellos es combinacién lineal del resto.

Vj =3 U +XKp Uy + o+ Xy Vjog +Xhg Vjgggeq Kip U

EJEMPLO:

Los vectores de R3 {(1, 2, -1), (2, 0, 3), (3,2,2)} son linealmente dependientes ya que se
puede observar que:

(3,2,2)=(1,2,-1) +(2,0, 3)

Los vectores vy, vy, V3, ..., Uy, SON linealmente independientes (LI) si ninguno
de ellos es combinacidn lineal del resto.

EJEMPLO:
Los vectores de R3 {(1, 2, -1), (3,1,0)} son linealmente independientes.

Si fuesen dependientes uno de ellos tendria que ser multiplo del otro. Es decir, tendria
que existir un valor de o« que verifique:

(1, 2,-1)=(3,1,0)

1=3«x
lgualando tendriamos{ 2 = sdélo por la tltima ecuacidn se veria que es imposible.
-1=0

PROPIEDAD: (Condicion necesaria y suficiente de Independencia Lineal)

Los vectores vq, V5, V3, ..., Uy, SON linealmente independientes si la Unica

manera de obtener como combinacién lineal de ellos el vector 0 es que
todos los escalares valgan 0.

Es decir, v4,v5,V3, ..., 0, son linealmente independientes &

—
0(1.171 +0C2.VZ +OC3.V3 + .- +0Cm.vm =0 - 0C1=0C2= =ocm= 0
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EJEMPLO:

Si consideremos los vectores siguientes {(1,2,-1),(1,1,2),(0,-1,3)} obtenemos el vector
nulo como combinacidn lineal de ellos de la siguiente forma

(01010) = 2(11 21 '1) - 2(1111 2) +2(01_113)

Hemos obtenido el vector nulo como C.L. de los vectores siendo las coordenadas
distintas de cero, esto implica, segun la propiedad anterior, que los vectores {(1,2,-1),
(1,1,2), (0,-1,3)} son linealmente dependientes.

3. SISTEMA DE GENERADORES:

Sea V un espacio vectorial. Diremos que vy, V5, V3, ..., U, SON un sistema generador del
espacio vectorial si todos los vectores del espacio son combinacién lineal de dichos
vectores.

Es decir, vy,v,,v3, ..., 0, SOn sistema generador de V & Vu el
S U= XK.V +X,. U, +K3. V3 + 20+, Uy,
NOTA:

Vq,V5,V3, ..., Uy NO tienen que ser necesariamente linealmente
independientes, pero dentro de ellos al menos debe haber n
independientes (dimV=n).

4. BASE DE UN ESPACIO VECTORIAL:

Diremos que n vectores v4, V5, V3, ..., U, SOn base del espacio vectorial si son
linealmente independientes y sistema generador del espacio.

Se considera el minimo nimero de vectores capaces de generar cualquier vector del
espacio.

Denominaremos dimension del espacio vectorial al nimero de vectores que forman
cualquier base de un espacio vectorial y se escribe Dim(V) (En este caso Dim(V)=n).

NOTA:

o Dim(R?) = 2, de modo que todos los vectores de R? (plano cartesiano) tienen
2 componentes, y sus bases, 2 vectores. Su base candnica seria {(1,0),(0,1)}.

o Dim(R3) = 3, de modo que todos los vectores de R3 (espacio
tridimensional) tienen 3 componentes, y sus bases, 3 vectores. Su
base candnica seria {(1,0,0),(0,1,0), (0,0,1)}.

o Dim(R* = 4, de modo que todos los vectores de R* tienen 4
componentes, y sus bases, 4 vectores. Su base candnica seria
{(1,0,0,0),(0,1,0,0), (0,0,1,0),(0,0,0,1}.
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o Dim(Rn) = n, de modo que todos los vectores de R™ tienen n
componentes, y sus bases,n vectores. Su base candnica seria
{(1,0,0...0), (0,1,0...0), (0,0,0,...,1)}.

RELACION DE ESPACIOS VECTORIALES Y MATRICES

Dado un espacio vectorial V tal que dimV=n; Sean vy, v, V3, ..., ,, vectores de R".
Formamos la matriz A de orden nxm siendo las columnas de la matriz
cada uno de los vectores dados:

Vi1 " Uma
A=| : :
Uin *° VUmn
1. Se verifica que el rango de A coincide con el numero de vectores linealmente

independientes entre los vectores dados.
Por tanto:

Si R(A)=m=n? vectores dados = vectores linealmente independientes
Si R(A)<m=n? vectores dados = vectores linealmente dependientes
EJEMPLO:

Si consideremos los vectores siguientes {(1,2,-1),(1,1,2), (0,1,1)}, formamos la
matriz:

1 1 0
A=l 2 1 1
-1 2 1

El maximo rango que puede tener la matriz A es 3. Estudiamos si |A| # 0 para ver
si tiene rango maximo:

[Al=14+0-1-0—-2-2=—-4%#0
Por tanto, R(A)=3 y los tres vectores dados seria linealmente independientes.

2. Para que sea sistema de generadores del espacio vectorial, el rango de la matriz
debe coincidir la dimensién del espacio vectorial (dimV=n).

3. Como en R™ el nimero de componentes del vector y el nimero de vectores de
una base coinciden, la matriz formada por los vectores de la base (A) es
cuadrada y por tanto se verifica que si consideramos n vectores de R™
{v1,v5,V3,...,7,} ¥y A la matriz cuadrada de orden n formada por
dichos vectores, entonces los vectores forman base de R" siy solo si

|A] # 0.
EJEMPLO:
oie — MARIA M. SANCHEZ MARTIN
u Universidad orw g @ @@
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Si consideremos los vectores siguientes {(1,2,-1),(1,1,2), (0,1,1)} de R3 para
demostrar que es base bastaria ver si tengo tantos vectores al menos como la
dimensién de espacio vectorial (en este caso dimR3 = 3) y si el determinante de
la matriz formada por los vectores es distinta de 0.

En este caso tengo tres vectoresy [A|=14+0—-1—-0—2—-2=—4 % 0 por
tanto podemos afirmar que {(1,2,-1),(1,1,2), (0,1,1)} son una base de R3.

SUBESPACIOS VECTORIALES

Sea U un subconjunto de un espacio vectorial V. Entonces U es un subespacio
vectorial si y solo si:

1. Siuv & U, entonces u+v € U.
2. SiAe€ Ryue€ U, entonces Au € U

Equivalentemente si se verifica que Au+Bv € U para A, f€ Ryu,ve U
Un subespacio vectorial U puede ser definido de dos maneras:

1. Dando un conjunto de vectores generadores:
U= L{vy, vy, v3, ..., }  Siendo dimU=Rango(v;, vy, V3, ..., Uy)

2. Dado un sistema homogéneo de ecuaciones cartesianas que han de cumplir los
vectores que pertenecen al subespacio:

U={vev/ Av=6} siendo A una matriz de orden mxn con m<n vy

dimU=dimV-Rango(A)

EJEMPLO 1: (determinacidn de base del subespacio a partir de sus ecuaciones
cartesianas).

2x—y =0
U={(x,y,2)ER3/{ x—2z=0 }
3x—-y—z=0

En primer lugar, se calcula la dimensién del subespacio a través de la matriz de
coeficientes del sistema:

2 -1 0

A= <1 0 —1) Calculamos su determinante y |A| = 0 por tanto el rango
3 -1 -1

debe ser menor que 3.

Calculamos por ejemplo: ﬁ _01| = 1 # 0 entonces R(A)=2.
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dimU=dimR3-Rango(A)=3-2=1

Ahora ya sabemos el nimero de vectores que debe tener la base, 1 vector y
como el Rango(A)=2 significa que una ecuacidn es redundante con las otras dos,
y elimino la tercera que es la que no he usado para establecer el rango de A.

Por tanto, queda resolver el sistema compatible indeterminado:

2x—y =20
=70

Si llamamos x = despejando de la segunda tenemos que z =x y de la primera
y = 2 & por tanto la solucion seria:

X =X
{y =2
Z =X
Y la base del subespacio serian los coeficientes que van con

B={(1,2,1)}

EJEMPLO 2: (determinacion de las ecuaciones del subespacio a partir de una base)
Sea el siguiente subespacio U=L{(1, 2,-1), (0,2,1), (1,4,0)} de R3

Lo primero que habria que comprobar es si todos los vectores son independientes o hay
alguno que podamos eliminar. Para ello comprobamos el rango de la matriz formada
por los tres vectores:

1 0 1
A= ( 2 2 4) |A] = 0 y por tanto no tiene rango 3.
-1 1 0

2 2l=

Por tanto rango(A)=2 y dimU=2 con Base U={(1,2,-1), (0, 2,1)} para hallar las ecuaciones
cartesianas u homogéneas de U, sabemos que cualquier vector (x,y,z) sera dependiente
con los dos de la base de U y por tanto:

1 0 x
[ 2 2 y‘=0 resolviendo el determinante 2z+2x+2x-y=0— 4x —y + 2z = O esla

-1 1 =z
ecuacion cartesiana del subespacio.
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T. 2 TRANSFORMACIONES
LINEALES. PROCESOS
SECUENCIALES LINEALES.
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INTRODUCCION:

En economia, uno de los estudios mas recurrente que se suele hacer es de los procesos secuenciales, es
decir, aquellos en los que se estudia la evolucién de una situacion a lo largo del tiempo o en un periodo de
tiempo determinado. Cuando esta evolucidon se estudia de manera lineal, al conocer el estado inicial
podemos conocer lo que ocurre después de n periodos analizando las transformaciones o aplicaciones
lineales.

TRANSFORMACION/APLICACION LINEAL
Dados dos espacios vectoriales Vy V', decimos que f:V— V' es una aplicacién lineal si:
1. VuuveV s fu+v)=fuw+f(w)
2. VueVyvk e R- f(ku) = kf(u)
(Es equivalente a que Yu,v € VyVky, ky €E R = f(kju + kyv) = kif (w) + ko f (v))
NOTA:

Para toda aplicacion lineal se cumple que f(6)= 0

MATRIZ DE UNA APLICACION LINEAL

Sea f:V— V' una aplicacion lineal entre esos dos espacios vectoriales donde dimV=n y dimV’=m entonces
tenemos que: f(xq1, Xy, oo, Xn) = (Y1, V2, ) Yim)

Donde
V1=Q11X1 + Q12X3 + o+ A1pXy
V2=0Q21X1 T QX + *** + ApXy

Ym=0m1X1 T QX + =+ AppXp

air ot Qi
Sillamamos A=| : ) : podemos expresar la aplicacidon lineal
Qm1 " Amn
air ot Qi
. . . X1
como f(xq,%g, ., Xp) =1 g : ;
aml e amn x.
n

A es una matriz de dimensidn mxn

MARIA M. SANCHEZ MARTIN
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EJEMPLO:
Sea f:R? — R3 tal que f(x,y)=(2x+y, x-y, 2x-3y) calcula su matriz asociada.

Segun lo visto anteriormente la matriz asociada tiene dimension 3x2 y la matriz es:

2 1
A= 1 —1
2 =3

2 1

X

y la expresion matricial de la aplicacion lineal es f(x,y)= (1 — 1) . (y)
2 —3

NOTA 1: Las columnas de la matriz coinciden con hacer la aplicacién lineal de cada elemento de la base
canodnica del espacio del que parte la aplicacién.

Si tomamos el ejemplo anterior, se comprueba que:

(1,0)=(2,1,2)

f(0,1)=(1,-1,-3)

gue son las columnas de la matriz A.

NOTA 2: Para realizar operaciones con aplicaciones lineales se puede hacer a través de sus matrices.

- Para sumar dos aplicaciones lineales, se suman sus matrices correspondientes. Por tanto, deben
tener las mismas dimensiones.

- Para multiplicar un escalar por una aplicacién lineal, se multiplica el escalar por la matriz de la
aplicacion.

- Para componer dos aplicaciones lineales, se multiplican sus matrices correspondientes. Por tanto,
no todas pueden componerse ya que la multiplicacién de matrices impone que el nimero de
columnas de la primera sea igual al nimero de filas de la segunda (Myor = My. My).

NUCLEO E IMAGEN DE UNA APLICACION LINEAL

En toda aplicacidn lineal f: V — V' podemos definir su nicleo y su imagen.

Llamamos nucleo de la aplicacion lineal (Ker(f)) al conjunto de vectores de V que se transforman en el
vector nulo de V'.

Ker(f) ={ueV/f(u) =0y}

Llamamos imagen de la aplicacién lineal f ( Im f) al subespacio generado por las columnas de la matriz de
la aplicacion.

Im(f)={veV'/AueV:f(u =v}

Y se verifica que dim(Im(f)) = rango(A).

MARIA M. SANCHEZ MARTIN
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Ademads, se cumple que:

dim(V)=dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

EJEMPLO: Calcular el nicleo y la imagen de la aplicacién del ejemplo anterior.

f:R? - R3 tal que f(x,y)=(2x+y, x-y, 2x-3y) cuya matriz es:

2 1
A=<1 — 1)
2 =3

El rangoA=2 ya que es el maximo que puede tener y tenemos |i _11| =-3+0

Por tanto dim(Im(f)) = 2. Lo que significa que tengo que tomar dos columnas independientes de la
matriz. Como sélo tiene dos, cojo ambas y tenemos que:

Base Im(f) = {(2,1,2),(1,—1,—3)} y para pasar a ecuaciones cartesianas, como ya vimos en el tema
anterior:

2 1 x
[1 -1 y|=0->-2z-3x+2y+2x+3y—z=0-x+5y—32=70
2 -3 z

Ahora vamos a calcular el nucleo.

dim(V)=dim(Ker(f)) + dim(Im(f))

De aqui obtenemos que dim(Ker(f)) = 0 cuando se da este caso, sabemos entonces que Ker(f) = {6}. Lo
gue saldria igual si aplicamos la definicidn.

Tendriamos que resolver el sistema:

Cuya Unica solucidn es x=y=0.

CLASIFICACION DE UNA APLICACION LINEAL

Dada una aplicacién lineal f:V — V decimos que es:

- Inyectiva: Si f(u) = f(v) - u = v. La forma de comprobarlo serd ver que dim(Ker(f)) = 0. La
aplicacion serd un monomorfismo.

- Sobreyectiva: SiVv e V',3u €V / f (u) = v.Laforma de comprobarlo sera ver que
dim(Im(f)) = dim(V"). La aplicacién sera un epimorfismo.

- Biyectiva: Si la aplicacidn es inyectiva y sobreyectiva. La aplicacion serd un isomorfismo.

EJEMPLO: Continuando con el ejemplo anterior como dim(Ker(f)) = 0 tenemos que es inyectiva.
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Por otro lado, dim(Im(f)) = 2 # dimR3 = V' por tanto no es sobreyectiva ni biyectiva.
NOTA:

Para calcular la inversa de una aplicacién lineal, la aplicacién debe de ser biyectiva. La matrizde f "1 esla
inversa de la matriz de f.

AUTOVALORES Y AUTOVECTORES DE UNA APLICACION LINEAL

Dada una aplicacién lineal f:V — V, decimos que un vector v es un autovector de la aplicacion si se cumple
f(v) = av.Olo que es lo mismo Av= av siendo A la matriz de la aplicacidn. Al escalar a se le denomina el
autovalor asociado al autovector.

Llamamos S, al subespacio vectorial formados por todos los autovectores asociados al autovalor a
Se ={veV/f(v) = av}
Todos los autovectores asociados a un mismo autovalor son independientes entre si.

EJEMPLO: Dada la aplicacion lineal f(x,y)=(x+2y, 3x+2y) comprueba que el vector v=(4,6) es un autovector
asociado al autovalor a = 4.

Aplicamos la definicién y comprobamos si f(4,6)=4.(4,6)
f(4,6)=(16, 24)
4.(4,6)=(16, 24)

Por tanto, si se cumple.

1. Calculo de los autovalores

Dada una aplicacion lineal f: R™ — R™ definido por una matriz A, definimos el polinomio caracteristico
como:

p(a) = |A — ald|

Las raices de este polinomio caracteristico son los autovalores de nuestra aplicacion. Es decir, tenemos que
plantear p(a) = |A — ald| = 0.

EJEMPLO: Calcular los autovalores de la apliacidon cuya matriz asociada es la siguiente

2 0 0
A=12 1 0
0 -1 3

2—«a 0 0
p(a)=|A—ald|=[ 2 1-«a 0 ]=(2—0().(1—0().(3—a)=0
0 -1 3—«a

Si resolvemos esa ecuacidn, como ya esta factorizada, tenemos que los autovalores pedidos son:
a=2,a=1, a=3
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2. Calculo de autovectores.

Los autovectores son la base de los diferentes subespacios asociados a cada autovalor

Se={veV/Av = av}

Para encontrar la base de cada uno de estos subespacios, para cada autovalor, hay que encontrar la
solucidn al sistema de ecuaciones:

A—ald)x=0

(es decir calcular el ker(A4 — ald))

EJEMPLO: Vamos a calcular el subespacio asociado a cada autovalor del ejemplo anterior.

0 0 0
(A—21d)=<2 ~1 0)
0 -1 1

0 0 0\ s 0 2x—y=0 (*7 B

2 -1 ol.{y)=(0]-3" +Z=0_) y =28

0 -1 1/ \z 0 Y z=28
Por tanto, en este caso el subespacio esta generado por sélo un vector, el (1,2,2) que es el
autovector asociadoa a = 2

Paraa = 2

S, ={(1,2,2)}
Paraa=1
1 0 O
(A-1Id) = <2 0 0)
0 -1 2

1 0 O X 0 x=0 x=0
(2 0 O>.<y>=<0>—>{ 2x =0 —>{y:23
0 —1 2 z 0 -y+2z=0 z=p

Por tanto, en este caso el subespacio estd generado por sélo un vector, el (0,2,1) que es el
autovector asociadoaa =1

S1=1{(0,2,1)}
Paraa =3
-1 0 0
(A-3ld)=(2 -2 0
0 -1 0
oo . MARIA M. SANCHEZ MARTIN
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-1 0 O X 0 —x=0 x=0
(2 ) 0>_<y>:(0>—>{2x—2y=0—>{y=0
0 -1 0 VA 0 -y = 0 7z = ﬁ

Por tanto, en este caso el subespacio esta generado por sélo un vector, el (0,0,1) que es el
autovector asociadoa a = 3

53 = {(0'0'1)}

DIAGONALIZACION DE MATRICES CUADRADAS
Dos matrices A y B son semejantes, si existe una matriz P, invertible tal que A.P=P.B, o lo que es lo mismo:

A=P.B.P!

Sea f:V — V con matriz asociada A, decimos que es diagonalizable si existe una matriz diagonal semejante
a ella. Es decir, si existe D diagonal y P invertible tal que:

A=P.D.P?

En el caso de que la matriz sea diagonalizable, la matriz diagonal D, estaria formada por los autovalores
(repetidos segun su multiplicidad) en la diagonal y el resto 0.

La matriz P estara formada por los autovectores asociados a cada autovalor.
¢Cuando podemos decir que una matriz es diagonalizable?

1. Cuando todos los autovalores son reales y distintos (multiplicidad de cada uno de ellos igual a 1).
Cada autovalor aparecerd una vez en la matriz diagonal y la matriz P se formara con los vectores
asociados a cada autovalor.

2. Cuando la dimensién de cada subespacio de autovalores coincide con la multiplicidad de dicho
autovalor. Es decir, si por ejemplo un autovalor se repite dos veces, el subespacio asociado a dicho
autovalor tendra que tener dos vectores. En la matriz diagonal aparecera repetido el autovalor y en
P se pondran todos los vectores encontrados.

3. Sila matriz asociada A es simétrica, es diagonalizable.

EJEMPLO 1: Si continuamos con nuestro ejemplo para ver si la matriz A inicial es diagonalizable teniamos
que nuestros autovalores eran todos reales y distintos.

a=2;a=1,a=3
Por tanto, podemos afirmar que es diagonalizable.
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Ademads, teniamos hallados ya los subespacios asociados a cada uno de los autovalores:

S, ={122)} S5 ={021D}  S3={(001)}

Podemos construir Py D (ojo, en el orden que pongas en la matriz D los autovalores, hay que poner en la

matriz P los autovectores).
2 0 0 1 0 0
D=0 1 0]y P={2 2 0
0 0 3 2 1 1

Por tanto, la relacién de semejanza seria:

2 0 0 1 0 0 2 0 0 1 0 o\"'
2 1 0= <2 2 0).10 1 0).12 2 O
0 -1 3 2 1 1 0 0 3 2 1 1

EJEMPLO 2: Veamos un caso donde la matriz no es diagonalizable.

Sea A una matriz asociada a un endomorfismo

2 0 0
A=l 0 1 1
0 0 1

Calculamos sus autovalores:

2—a 0 0
0 1—«a 1 [=0-0)?2-a)=0
0 0 1—a

Los autovalores serian a = 1 doble y a = 2
Calculamos su subespacios asociados:

Paraa =1

100
(A—l]d)=<0 0 1)

0 0O
1 0 0\ /x 0 x=0 x=0
0 0 1).<y>=<0>—> z=0-yy=p
0 0 0/ ‘\z 0 0=0 z=0

Por tanto, en este caso el subespacio esta generado por sélo un vector, el (0,1,0) que es el
autovector asociadoaa =1

S; = {(0,1,0)}

oo . MARIA M. SANCHEZ MARTIN
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Como sélo hay un vector y el autovalor era doble la aplicacién NO es diagonalizable. Tendrian que haber
salido dos autovectores en el subespacio.

Ya no hace falta comprobar el otro autovalor porque cuando uno no cumple las condiciones ya no
importa que el otro si que lo haga.

PROCESOS SECUENCIALES LINEALES. POTENCIAS DE MATRICES

El mundo de la economia estd lleno de situaciones en las que hay que encontrar la solucion de un sistema
dindmico que ha ido cambiando a lo largo del tiempo y que cada periodo viene determinado de forma lineal
por el inmediatamente anterior:

Xiv1 = A.X;
Donde A es una matriz y x; la situacién del sistema en el periodo i.

Si quisiéramos conocer el estado en cualquier momento conociendo el estado inicial x, bastaria con
plantear:

— n
x, = A" x,

Por lo que conociendo la potencia de la matriz A, conoceriamos todos los estados.

Calculo de potencias de una matriz diagonalizable:

Sabemos que 4> = A.A yque A3 = A.A.A,también entonces A" = A.A.A....A (n veces), por tanto si
queremos calcular A3%° por el método habitual se convierte en algo muy complicado.

Cuando una matriz es diagonal, el proceso se simplifica mucho ya que, por ejemplo, si

Si A es diagonalizable, sabemos que es semejante a una matriz diagonal y que, por tanto:

A=P.D.P' > A"=p.D". P71

EJEMPLO

Consideramos la matriz
2 0 0
A= (2 1 0>
0 -1 3
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Que ya hemos visto que era diagonalizable en los ejemplos anteriores y que

2 0 0 10 0
p=(0o 1 0]y P=(2 2 0
0 0 3 2 1 1

Si por ejemplo quisiéramos calcular A%° tendriamos:

2 0 0\ /1 0 0\ /2 0 0\ /1 0 0\*!

2 1 0 =({2 2 0J).10 1 0} {2 2 O

0 -1 3 2 1 1 0 0 3 2 1 1
Que es mucho mas sencillo de calcular que multiplicar A cincuenta veces por si misma.

ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO

La Geometria Euclidea se desarrolla en los siglos XIX y XX, tras la apariciéon del concepto de espacio
vectorial. Recibe su nombre en honor a Euclides, matematico griego (~300 a.C.) quien estudié los
conceptos basicos de la Geometria plana, aunque por supuesto no en un contexto vectorial.

Para generalizar esos conceptos geométricos, observamos el comportamiento de los vectores del
plano. En R? tenemos definido el producto escalar usual:

(ug,u2) - (v,v2) =urvi+uz v2

Es una operacion entre dos vectores, cuyo resultado es un escalar.

El producto escalar permite reconocer a los vectores ortogonales ya que dos vectores son
ortogonales si su producto escalar es cero.

Propiedades del producto escalar usual.

Conmutativa. u-v=v -u
Distributiva. u-(v+w) =u-v + u-w
Semiasociativa: < (u-v)=(au)-v=u-(av)

HpownNPE

Definida positiva: v-v = 0, y se da la igualdad v - v = 0 solamente para el vector v = 0.

Cualquier operacién en un espacio vectorial que cumpla las anteriores propiedades, diremos que es
un producto escalar (aunque no se trate del producto escalar usual).

Llamaremos espacio euclideo a un espacio vectorial dotado de un producto escalar. El

producto escalar se denotard por u - v. También se puede utilizar la notacidn <u,v>.
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Ejemplos de producto escalar.

1. El producto escalar usualen R"

BLOQUE I: ALGEBRA LINEAL

(01,02,. . .,Gn) . (bl,bz,. . ,bn) =aibi+azby+...+anbn

2. En R3 podemos proponer otra operacién que cumpla también las propiedades
anteriores, y por tanto podremos llamarla un producto escalar. Por ejemplo,

(a,b,c) - (a’,b’,c’) =aa’ + 2bb’ + 3 cc’
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Conceptos geomeétricos

1. Vectores ortogonales.
Dos vectores u, v son ortogonales si su producto escalar es cero: u-v=0.

2. Norma o moédulo de un vector.
La norma o mddulo de un vector |v| = /(v,v) . Equivale a la “longitud” del vector.
También se puede denotar || v |].

Con cualquier producto escalar, el Unico vector de médulo cero es el 0.

3. Distancia entre dos vectores.
La distancia entre u y v es la norma del vector diferencia entre ambos.

dist(u,v)=|u=-v|

4. Angulo entre dos vectores.
Es sabido que para el producto escalar usual de R?setienequeu-v=|u || v |cosa,
donde a es el dangulo que forman ambos vectores. Por tanto, para generalizar la
nocién de angulo a cualquier espacio euclideo, definimos

angulo(u, v) = arcosM
! ullv|
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T. 3 FORMAS CUADRATICAS
REALES.
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DEFINICION DE FORMA CUADRATICA

Llamamos forma cuadratica real de n variables a una aplicacion Q:R™ — R que hace corresponder a
cada vector X = (X1 X, ..., X,) un nimero real dado por Q(x) = x‘Ax siendo A una matriz cuadrada
de orden ny simétrica.

ai; o Qi
A: E . .
Ain 0 Qpn

La forma Q(x) = x'Ax es la expresién matricial de la forma cuadratica.

x
a; Ain 1

Si desarrollamos la expresion anterior Q(x) = (xlsz, ...,xn). : N A
Ain  ° Qun Xn

=a11x% + azzx% + -+ annx% + 2a12x1x2 + 2a13X1X3 + -

A esta forma se la denomina expresion polinémica de la forma cuadratica.

Para pasar de una expresién a otra es de manera automatica teniendo en cuenta dos
cosas.

1) Cada elemento ay, (diagonal) de la matriz coincide con los coeficientes de x;2.
2) Cada elemento a;; y a;; con i # j de la matriz A es la mitad del coeficiente de x;;
de la expresion polindmica.

EJEMPLO: Dada la forma cuadratica de expresiéon matricial
5 2 1 X1
QX) = (xpx2,%3).[2 3 —2].[x
1 -2 1 X3
Hallar la expresién polindmica.

Los coeficientes cuadraticos son los de la diagonal principal 5, 3y 1 los de los
términos no cuadrdticos hay que tener en cuenta por ejemplo que el coeficiente que
acompafa a x;, viene de la suma de a;;, +a,; =2+ 2 =4 en este caso y asi con los
demas.

Por tanto, la expresion polindmica nos queda:

Q2 %2, %3) = 5x2 + 3x5 + x3 + 4x;,%, + 2x1%3 — 4x,%3
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CLASIFICACION DE LAS FORMAS CUADRATICAS

Sea Q(x) una forma cuadratica podemos decir que es:

e Definida positivasiQ(x) >0 Vx # 0

e Definida negativasiQ(x) < 0 Vx = 0

e Semidefinida positiva si Q(x) = 0 Vx y 3x, # 0 tal que Q(xy) =0

e Semidefinida negativasisi Q(x) < 0 Vx y 3xy # 0 tal que Q(xy) =0

¢ Indefinida si asigna a algunos vectores a los que asigna valor positivo y otros negativo.

EXPRESIONES DIAGONALES. LEY DE LA INERCIA

d, - 0
Si la matriz asociada a Q(x) es diagonaIA=< - ) entonces la expresion polindmica de
0 - d,
Q(x) es una expresion diagonal que sdélo tiene términos cuadraticos:

d, 0 X1
Q(x) = (x,%2, ...,xn).< oo ) 2 |=d,x? + dyx2 4 -+ dyx2

NOTA:

Toda forma cuadratica tiene una matriz semejante diagonal y por tanto admite la expresién diagonal.
Esto es debido a que es simétrica y ya habiamos visto en el tema anterior que todas las matrices
simétricas son diagonalizables.

Para toda forma cuadratica Q:R™ — R, A matriz asociada y «;, «,, ..., &,, autovalores de A, existe la
expresion diagonal dada por:

Q(x) == o¢; xZ +K, X3 + ...+ a,x2

Hay mas métodos para conseguir la expresion diagonal y ésta no tiene que ser Unica, pero nos
centraremos en el método de los autovalores.

EJEMPLO: Dada la forma cuadratica de expresion polindmica
Q(xy,x2,%3) = 3x% + 3x% + 5x3 — 4x,x,

Su expresidon matricial seria:

3 =20 X1
Q) = (xllxz,x3).<—2 3 O).(xz)

0 0 5/ \X3

Buscamos los autovalores de la matriz asociada:
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3—a -2 0
-2 3-a 0 |=G—-a).(a’?—6a+5)=0
0 0 5—a
Los autovalores seria a=5 doble y =1 simple. Sabemos que es diagonalizable sin calcular autovectores
porque la matriz era simétrica. Por tanto, una expresién diagonal seria:

Q(x,x2,x3) = x? + 5x5 + 5x2
(Los coeficientes deben ser 1, 5y 5 pero el orden es indistinto).
Ley de la Inercia de Sylvester:

Todas las matrices diagonales que representan a una misma forma cuadratica tienen en la diagonal
principal el mismo nimero de términos positivos, el mismo nimero de términos negativos y el mismo
nuimero de términos nulos.

ESTUDIO DEL SIGNO DE UNA FORMA CUADRATICA

1. Método de los autovalores:
Si conocemos los autovalores de la matriz asociada a la forma cuadraticas, el estudio es inmediato:

- Definida Positiva: Todos los autovalores son positivos.

- Definida Negativa: Todos los autovalores son negativos.

- Semidefinida Positiva: Si todos los autovalores son positivos y hay alguno nulo.

- Semidefinida Negativa: Si todos los autovalores son negativos y hay alguno nulo.
- Indefinida: Si hay autovalores positivos y negativos.

EJEMPLO:

En la forma cuadratica del ejemplo anterior, los autovalores eran a=5 doble y a=1. Como todos son
positivos, la forma cuadratica es Definida Positiva.

2. Método de los menores principales:
Si A es la matriz asociada a una forma cuadratica, denominamos por |4;|, i=1, 2,...,n a los menores

principales de A. Procedemos a realizar la clasificacidn segun el signo de esos menores principales:

- Definida Positiva: Si todos los menores principales de la matriz son mayores que 0.

- Definida Negativa: Si los menores principales de la matriz van alternando el sigho comenzando
por menos. Ningln menor puede ser O.

- Semidefinida Positiva: Si todos los menores principales de la matriz son mayores que 0 salvo el
determinante de A que es 0.

- Semidefinida Negativa: Si los menores principales de la matriz van alternando el signo
comenzando por menos y el determinante de A es 0.

- Indefinida: En cualquier otro supuesto.
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EJEMPLO:
3 =2 0
La matriz asociada a la forma cuadratica del anterior ejemploera| —2 3 0 | si analizamos el
0 0 5
signo de los menores de esta matriz, tenemos:
3 =20
|3] > 0; [_32 _32]>0; [—2 3 0/>0
0 0 5

Como todos los menores principales son mayores que 0, la forma cuadratica es definida positiva
(mismo resultado que el alcanzado con el método de los autovalores)

Signo de la una forma cuadratica restringida.
Sea Q(x) = x*Ax una forma cuadrética restringida a la ecuacién BX=0.

1. En primer lugar, se analizara la forma cuadratica con matriz asociada A. Si es definida (positiva o
negativa) entonces la forma cuadratica restringida también lo sera.

2. En otro caso, del sistema de ecuaciones BX=0, se puede despejar una variable en funcion de las
demas y sustituirla en la expresidn polindmica de la forma cuadratica original. Después, con las
variables explicitas que quedan, se construye de nuevo la matriz asociada y se analiza el signo
como al principio.
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T.4 CONTINUIDAD Y
DERIVABILIDAD DE FUNCIONES.
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INTRODUCCION

Una funcidn f de n variables x; x,, ..., X, es una regla que a cada punto (x; x5, ..., X;,) le asigna un
numero real f(x; X3, ..., Xp).

El dominio de f se define como los puntos de R™ donde la funcién esta definida, es decir:
Dom(f) = {x € R™:3f(x)}
La imagen de f son los valores que toma en R:
Im(f)={y €ER:ix €D con f(x) =y}
Cuando n=2 la funcién solemos representarla como f(x,y). Cuando n=3 la representamos por f(x,y,z).
Ejemplo:
Calcula el dominio de la funcién f(x,y) = Vx — 1+ \/;
Para que tenga sentido, lo de dentro de las raices debe ser mayor o igual a 0.
x—1=20-x2>1
y=20->y=>0

Entonces podemos decir que
Dom(f) = {(x,y) E R*:x =2 1,y = 0}

NOCIONES TOPOLOGICAS

Definimos la distancia euclidea entre dos puntos de R", x = (x1 X5, ..., X,), ¥ = (¥1.¥2, ---»Yn) COMO
una aplicacion d: R"xR™ — R dada por:

d(x%y) =1 = %)% + (2 — %)%+ + (O — %)?
Que cumple:

1. d(x,y) =20 yd(x,y)=0 ox=y Vx,y€eR"
2. d(x,y) =d(y,x)Vx,y € R"
3. d(x,y)+d(y,2) =2d(x,z) Vx,y,z € R"

Ejemplo: Calcula la distancia entre los puntos (2,5) y (3,4).

d((25),(34)=J/B-22+@-52=+2
a es menor o igual que r:

B(a,r) ={x € R":d(x,a) <r}
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LIMITE Y CONTINUIDAD DE FUNCIONES
Sea f: R" - Ry x, € R" decimos que el limite de f(x) cuando x tiende a x, es LE Ry se escribe:

lim f(x) =L

X—Xg
Sive > 0,36 > 0 tal que si,0 < d(x,x,) < d entonces |f(x) —L| < ¢

Lo que indica que la funcion, por muy pequeno que escojamos el € siempre va a existir un valor a partir
del cual la funciéon se acerca a L en un valor mas pequeiio que ese €.

Seaf: R" - Ry x, € R" decimos que f(x) es continua en x| si:
lim f(x) = f(xo)
X—Xo

Teorema de unicidad del limite: El limite de una funcidn de varias variables en un punto, si existe, es

unico. lim  f(x,y)
(,y)—(x0,Y0)

x%4+

2
Ejemplo: Dada la funcién f(x) = ryfz determinar el limite de la funcién en el punto (1,-1).

_ x%2+y? 2
lim ——=—=-1
~A-Dx+y—2 =2

Calculo de limites. Limites reiterados y direccionales:

En el caso unidimensional, para calcula el limite de una funcién en un punto, sélo nos podemos
aproximar al punto por la izquierda o por la derecha. Por tanto, se calculan los limites laterales.

En el caso de varias variables, cuando al sustituir un punto nos aparece indeterminacion, hay que
calcular el limite a partir de la definicidn, lo cual se hace farragoso o calcular limites segun infinitas
trayectorias de aproximacién al punto que tampoco es posible, por tanto, lo que hacemos es
demostrar cuando no tiene limite viendo que los limites dobles o por diferentes trayectorias no
coinciden.

Definimos los limites reiterados o sucesivos como:

lim lim f(x,y)

X=Xo Y2Yo

lim lim f(x,y)

V=Yoo X—Xo

Si ambos limites no coinciden o alguno no existe, no existe el limite doble de la funcién f(x,y) en
(x0,Y0)- Si coinciden calculamos algun limite direccional.

Siendo y =y, + m.(x — x,) la ecuacion general de la recta que pasa por le punto (xg, ¥o) Y que
tiene pendiente m. Definimos los limites direccionales o radiales como:
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lim
(xy)-(x0,y 0)
y=yo+m.(x—xo)

CURSO 2024/2025

Fey) = lim £oy +m. (x = xo))

Si los valores de los limites direccionales no coinciden con el de los reiterados entonces tampoco existe
el limite doble de la funcion. Si coincide, en caso de existir el limite, tomaria ese valor.

Ejemplo: Dada la funcion f(x) = —3Z)1;

: 3x—1—-xy 0 o
im ———— = — indeterminacion
xy)~12) x+y—3 0

Hay que calcular los limites reiterados y direccionales.
Calculo en primer lugar los limites reiterados o sucesivos:

. 3x=-1-xy . 3x—-1-2x  x-1
limlim———=]lim———— =1lim

x>1y-2 x+y—3 -1 x+2-3 xlx—1

. 3x—1-—xy o 3-1-y o 2-y
limlim———— =lim—— =lim—= =

y-2x-1 x+y—3 -1l+y—3 x-1y—2
Como los limites reiterados son distintos, el limite no existe.

2
Ejemplo: Dada la funcién f(x) = % determinar el limite en el punto (0,0)
. x’y 0 o
lim ——— =~ indeterminacion
@y)-00x*+y2 0
Hay que calcular los limites reiterados y direccionales.

Calculo en primer lugar los limites reiterados o sucesivos:

2

T X"y .
limlim ———=lim— =0
x-0y-0x* +y x—0 X

. X"y .
limlim ——— = lim— =0
y->0x-0x* + 7y y-0y

zy determinar el limite en el punto (1,2)

1

Como los limites reiterados coinciden, comprobamos que ocurre con los direccionales:

x%y ximx

oy 57 = i G ) =i

Como también da 0 podemos sospechar que el limite existe y que vale O.
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Continuidad:

Una funcién f(x, y) es continua en el punto (x, o) si existe f(xq Yo) y es igual al limite de f(x,y)
cuando (x,y) = (x0,Y), es decir:

fl,y) = f(x0,Y0)

lim
(er’)—’(xo,YO)

Diremos que f(x) es continua en su dominio si es continua en todos sus valores.

Ejemplo: Estudia la continuidad de las siguientes funciones:

a) f(x,y)=x*y+xy—2y
Esta funcién es continua en R? por ser polinémica.

b) g(x,y) = =22

x24y2-9
La funcién g esta definida y es continua siempre que x2 + y? — 9 # 0, es decir es definida 'y
continua en todo R? salvo en los puntos de la circunferencia de centro (0,0) y radio 3.

x2y
o f) =7
anule el denominador, es decir en este caso en R? — {(0,0)}.

En el (0,0) hemos visto en el ejemplo anterior que el limite existiria y valdria 0 pero la funcién
no estd definida en ese punto y por tanto no se cumple la condicién de continuidad en el punto.
Por tanto podemos decir que f(x) en continua en R? — {(0,0)}.

> esta funcion por ser polindmica esta siempre definida y es continua donde no se

DERIVADAS PARCIALES

Para una funcion de una variable f(x), su derivada f'(x) mide la tasa de la variacion de la funcién cuando
x va cambiando. Para funciones de mas variables, las derivadas parciales miden la velocidad de
variacién de la funcion respecto a los cambios en las variables independientes que intervienen. Por
ejemplo si f(x,y) representa los beneficios de una empresa con x e y materias primas distintos, las
derivadas parciales nos indican cdmo y cudnto varian los beneficios cuando variax o y.

Sea f: R? > Ry (xq,y,) € R?:
La derivada parcial de f con respecto a x en (xo, yo) se define como:

df f(xo + Ax,y0)

Ix (X0, Y0) = AI;QO o

La derivada parcial de f con respecto a y en (xo, yo) se define como:

af . f(xo,y0 +Ay)
E(xwyo) = hm

Ay—0 Ay

En la practica, la derivada parcial de f con respecto a y es |la derivada de f(x,y) con respecto a y cuando
X se mantiene constante.
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Ejemplo: Calcula las derivadas parciales de la funcién f(x,y) = x%y + xy — 2y

2 _-9
dx xy+y
d

£=x2+x—2

GRADIENTE DE FUNCIONES REALES

Sea f: R™ - Ry x, € R", si existen todas las derivadas parciales de f en x,, el vector gradiente de f

en x es:
L o>\

éxo)/

Ejemplo: Calcula el vector gradiente en el punto (1,2) de la funcién f(x,y) = x%y + xy — 2y

Vf(xo) =

2xy +y ) 6
V 1,2 = ( =
ran=(:7,7,) =0

DERIVADAS PARCIALES DE ORDEN SUPERIOR. MATRIZ HESSIANA.

Las derivadas parciales % (x,y)y % (x,y) se denominan de primer orden ya que se ha derivado sélo

una vez respecto a una de las dos variables. Pero a su vez, estas funciones constituyen funciones que
pueden volver a derivarse, cada una de ellas, respecto de x y respecto de y.

S| — (x y) lo volvemos a derivar respecto de x tendremos — (x y)

dzf
| — (x y) lo volvemos a derivar respecto de y tendremos ﬁ (x,y)

dzf
S| - (x y) lo volvemos a derivar respecto de x tendremos F (x,y)

.d . d?
Si é (x,y) lo volvemos a derivar respecto de y tendremos d—y]; (x,y)

Estas serian las derivadas parciales de segundo orden.
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Ejemplo: Dada la funcién f(x,y) = x?y + xy — 2y

_ .2 _o. B _ 5 af 5
=x“+x—2; dxz—Zy, dydx—2x+1, m =0;

af _ _
E—ny+y,

ar
dy

Matriz Hessiana:
Sea f: R" - Ry x, € R" tal que admite todas las derivadas parciales de segundo orden en x.

Definimos la matriz Hessiana de f en x, como:

d> d? d>?
[ L x) .. - )

[ dx,? dx,dx, dx,dx,
Hf (xo) = L , , : |
d*f d*f d°f /
dx,dx, (%o) dx,dx, (o) -+ dx,? (o)

Ejemplo: : Dada la funcién f(x,y) = x2y + xy — 2y calcular la Hessiana en el punto (1,2)

w2 =7 70 ), =G o)

APLICACIONES ECONOMICAS:

Dada una magnitud econdmica que depende de dos variables f(x, y) se definen los siguientes
conceptos:

1. Valor total en un punto (x,, ¥o): Es el valor que toma la funcion en un punto de su dominio
(XOI yO)
2. Valor medio en un punto (x,, y,): Existe un valor medio respecto a cada una de las variables. Es
el cociente entre el valor total y el valor de la variable correspondiente en un punto.
3. Valor marginal en el punto (x,, y,): Existe un valor marginal con respecto a cada una de la
variables y coincide con la derivada parcial respecto a esa variable evaluada en el punto.
4. Elasticidad en el punto (x,, yo): También existe la elasticidad con respecto a cada una de la
variables. Su férmula respecto a x seria:
df X
Ef = dx (xo'}’o)-f(xo,yo)
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T. 5 DIFERENCIABILIDAD.
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INTRODUCCION

Cuando se intenta generalizar el concepto de derivada a las funciones de mas de una variable real, en particular
la de dos variables, la primera dificultad que se encuentra es el no poder formar el cociente incremental para
después tomar su limite. Manteniendo fija una de las variables la funcién depende sélo de la otra y respecto de
ella si es posible tomar su limite, obteniéndose las derivadas parciales. Ahora bien, nosotros sabemos que toda
funcién derivable de una variable es continua mientras que si son dos o mas las variables pueden existir las
derivadas parciales sin que por ello se asegure la continuidad. Estos inconvenientes se obvian introduciendo el
concepto nuevo de diferenciabilidad que en el caso de una variable es equivalente a la derivabilidad.

DIFERENCIAL DE UNA FUNCION EN UN PUNTO

Dada una funcion f: R™ - Ry a € R" decimos que f es diferenciable en a € R siy sélo si existe una aplicacion
lineal L: R™ — R tal que:

I f)—fl@—Lx—a)
im =0

x->a llx — all

L se denomina diferencial de la funcién f en a y se representa por L=Df(a).

Si tomamos las bases candnicas en cada uno de los espacios vectoriales considerados:

La aplicacién lineal L = Df(a): R™ = R tiene matriz asociada el gradiente de f en el punto a: Vf(a).
Por tanto, podriamos escribir la definicidn anterior de diferencial de una funcién como:

Dada una funcion f: R™ - Ry a € R" decimos que f es diferenciable en a € R" siy sdlo si:

lim fO)-f(a)-Vi(@).(x~a) _ 0.

x-a lx—all

EJEMPLO:

Comprar si la funcién f(x,y) = (x — 1)? + y? es diferenciable en el punto (1,0).

o a0 -v.C )
f es diferenciable en (1,0) si:  lim =
(x,y)=(1,0) [1Ce,y)—(1,0)l

Vf(x,y) = 2x —2,2y) - Vf(1,0) = (0,0)

N2 2 0 x—1
Gy 0-00.G 1)) prayr .
lim = im =lim{/(x—1)*+y“=0
(x.)~(1,0) ICx, y) = (LO)| Cy)=(10) [(x — 1)2 + y2 (x)~(1,0)

Y, por tanto, la funcidn si es diferenciable en el punto (1,0).
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CONDICION SUFICIENTE DE DIFERENCIABILIDAD. TEOREMAS.

Teoremal l:
Dada una funcion f: R™ - Ry a € R™ decimos que si f es diferenciable a € R" — f es continua en a € R™.

Como consecuencia de este teorema también es cierto que si f noescontinuaena € R" -
f no es diferenciable en a € R™.

Teoremal ll:

Dada una funcién f:R™ - Ry a € R" decimos que si f es diferenciable a € R™ — fes derivableen a €
R"™ segiin cualquier vector v € R" con v # 0.

Ademas, se verifica:

f'y(@ =Vf(a).v

La existencia de todas las derivadas de una funcidn en un punto segun cualquier vector no nulo implica la
diferenciabilidad de la funcién en dicho punto.

EJEMPLO:
Calcula la derivada de la funcién f(x,y) = (x — 1) + y? en el punto (1,0) segun la direccién del vector
v=(1-1).

Vf(x,y) = 2x = 2,2y) - Vf(1,0) = (0,0)

f',@ = Vf(@.5=00).()=0

Teorema lll:
Podemos decir que la funcién se comporta:

- Creciente en unentornode a € R"si f' (a) > 0.
- Decreciente en un entornode a € R"si f' (a) <0

EJEMPLO:
Estudia el comportamiento de la funcién f(x,y) = 3x + y? en el punto (1,0) segun la direccién del vector
v=(1-1).

Vi(x,y) = (3,2y) = Vf(1,0) = (3,0)

f',(@ =Vf(a).7 = (3,0). (_11) = 3 > 0y por tanto seria creciente.

MARIA M. SANCHEZ MARTIN

ede -
oV

Universidad
Rey Juan Carlos

ANIVERSARIO

@O0




.
ose

Universidad
Rey Juan Carlos

MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE II: CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL CURSO 2024/2025

Teorema IV (Condicién suficiente de diferenciabilidad):

Dada una funcién f:R™ > Rya € R" decimos que si f es continua en un entorno de a€
R",y existen todas las derivadas parciales en ese entorno y las derivadas parciales son continuas en

a € R" - fesdiferenciableena € R",

TeoremaV

Dada una funciéon f: R™ - Ry a € R" con Vf(a) # 0 decimos que si f es diferenciable ena € R™ — La derivada
direccional de f en el punto a € R™ es maxima, en valor absoluto, en la direccién del vector gradiente. Su valor es

IVF(@)l.

EJEMPLO:
Dada f(x,y) = 2xy — 2x calcula la derivada direccional maxima en punto (1,3).

Por el teorema anterior, en el punto (1,3) la derivada direccional es maxima en la direccién del vector gradiente
en ese punto.

af _ 9.
E—Zy 2,
df

=2

dy x

Vf(1,3) = (4,2) y su valor seria

IVF(L)I = V42 + 22 =20

TEOREMA DE SCHWARZ

Dada una funcién f: R™ - Ry a € R", si se cumple que:

2
a) df _ df dzf

—_— _— n
3 2’ 3 ax) 3 dxidx, en un entornode a € R™.
da’f . n
b) es continua en el punto a € R™.
dxidx;j
a2 a2 d? . . S
Entonces 3 f(a) fl@) _ 47(@) y la matriz Hessiana es simétrica.

dxjdx; ~ dxjdx; - dxidx;j
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EXTREMOS RELATIVOS EN VARIAS VARIABLES:

Dada una funcion f: R™ — R diferenciable la condicidén necesaria para que a € R" sea un extremo local es:

Vf(a) =0
Es decir, tendriamos que resolver el sistema:
df @ _,
dx,
df(a)
J =0
dx,
df @ _,
dx,

Una vez que tenemos nuestros posibles a € R™, puntos criticos, tenemos que clasificarlos.

Sea a un punto critico y H 4y la matriz Hessiana de la funcion en ese punto, estudiamos el signo de Hg (4 a través
de sus menores principales como se estudiaba la matriz de una forma cuadratica.

- Si Hg(q) es definida positiva, la funcion alcanzara un minimo en el punto a.
- Si Hp(q) es definida negativa, la funcion alcanzara un maximo en el punto a.
- Si Hf(a) es indefinida, serd un punto de silla.

EJEMPLO: Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y) = x? + y?> + x + y + xy.

af (x,y)
dx

df (x,y)
dy

=2x+1+y=0

=2y+1+x=0

Resolvemos el sistema y obtenemos una solucién,

Calculamos la matriz Hessiana:
d*f(x,y) _
d?x
d*f(x,y) _
d?y

f(y) _d @y _
dxdy dydx

2

2

Hf = (i ;) Estudio el signo de sus menores principales: |2] > 0; i ;| > (0. Como es definida positiva, en

-1 -1 . .
el punto (?,?) tiene un minimo.
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Extremos Condicionados:

Dada una funcién f: R™ - R, puede que la funcidn esté condicionada a una restriccion g(xy, x5, ..., x,) = b. Para
calcular los extremos relativos de esta funcidon condicionada, construimos la funcién Langragiana:

L(xl,xz, ---:xn;ﬁ) = f(xlle’ ...,Xn) + ﬁ(g(xl!xZ! "'!xn) - b)

Para optimizar esta funcién resolvemos:

VL(x1,%5, ., X0, ) =0
Es decir, tendriamos que resolver el sistema:

dL(xlf X2) s Xny ﬁ) —

dx1 0
df (x1,%2, ., X, B)
=0
de
)
df Gy Xz, X B) _
dx,
df Gy Xz, X B) _
ap

Una vez que tenemos nuestros posibles a € R™, puntos criticos, tenemos que clasificarlos.

Sea a un punto critico y Hy ) la matriz Hessiana de la funcién en ese punto (Hessiana Orlada), estudiamos el signo
del determinante de H;(q).

- Sies positivo, habra un maximo condicionado en el punto.
- Sies negativo, habra un minimo condicionado en el punto.

EJEMPLO: Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y) = x? + y? + x + y + xy condicionado a x+y=2.
Construimos la funcién Langragiana:

L(X1,X2, o, Xn, B) = x? +y2 +x+y+xy+BE+y—2)

dL
—=2x+1+y+p=0

dx
dL =2y+14+x4+=0
o x+p =
dL =x+ 2=0
ap =~ *TY AT
x=1
Resolvemos el sistema y obtenemos una solucién, { ¥y =1
B=—4

Calculamos la matriz Hessiana:
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dZL__2

d?x

dZL__Z

d%y

d’L 0

a2
d’L  d’L

= =1
dxdy dydx

ﬁL_ﬁL_l
dxdB — dBdx

ﬁL_ﬁL_l
dydp — dpdy

CURSO 2024/2025

2 1 1
Hf = <1 2 1) Su determinante vale -2. Como es menor que 0, tenemos un minimo.

2

Hy = (1 ;) Estudio el signo de sus menores principales: |2| > 0 ; i ;| > 0. Como es definida positiva, en el

-1 -1 . r s
punto (?,?) tiene un minimo.

Universidad
Rey Juan Carlos

ANIVERSARIO

MARIA M. SANCHEZ MARTIN

@O0




MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE II: CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL CURSO 2024/2025

T. 6 INTEGRAL INDEFINIDA
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INTRODUCCION

El cdlculo diferencial desarrolla métodos y aplicaciones que involucran a la derivada de una funcién conocida. Un
proceso natural en el desarrollo histérico de las matematicas, es dar una continuidad a los conocimientos que ya
se disponen. Asi, parece razonable estudiar un proceso reciproco al de la derivacién.

Hallar una funcion de la que es conocida su derivada es lo que se conoce habitualmente por Integracion.

El cdlculo de integrales indefinidas es una practica constante no solo en asignaturas de Matematicas, sino que,
ademas, aparece frecuentemente en el estudio de otras materias, generales como la Fisica, o mds especificas
como cualquier Tecnologia. Asi, por ejemplo, es imposible manejar la Integracién Multiple o la resolucién de
Ecuaciones diferenciales ordinarias sin un amplio bagaje en la determinacién de primitivas. Asimismo, son
variados los problemas como determinacidn de Centros de Gravedad o Momentos de inercia, Trabajo realizado
por una fuerza, etc..., donde es imprescindible la utilizacion del calculo integral.

Dada una funcién f(x), sabemos calcular su derivada f’(x). Cuando queremos realizar justo el proceso contrario,
es decir a partir de f’(x) obtener f(x) es lo que llamamos integracion.

Al resultado de la integracidn se la denomina primitiva de la funcién. Una vez obtenida la primitiva, para
comprobar que se ha calculado correctamente, basta con derivarla y ver que se obtiene la funcién de la que
hemos partido.

F(x) es una primitiva de f(x) & F'(x) = f(x)

Ejemplo:

SiF(x) = x2 — 1 - F'(x) = 2x. Entonces, podemos decir que una primitiva de f(x) = 2x

serda F(x) = x? — 1. Pero por ejemplo F(x)= x? — 3 también seria una primitiva, porque si la derivamos
también nos queda F’(x)= 2x. De hecho, todas las funciones de la forma F(x) = x? + ¢ son primitivas de

f(x) = 2x.

PROPIEDADES DE LAS INTEGRALES:
1. [kfx) =k/[f(x)dx
2. [ (f) +g(®)dx = [ f(x)dx + [ g(x)dx
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INTEGRALES INMEDIATAS
TABLA DE INTEGRALES INMEDIATAS
Funcion simple Funcion compuesta Ejemplos
kdx = kx dx =x; I{—E)d_‘r =-2x
- n+l - n+l - 4 1
x'dx = , n=-—l f”-f'a’x:f—, n#=—1 x3dx:x—: Ix 1a’x:x—:—L
- I. ™ " - ; 2
= ~lx Lﬂ’x:.\/? —dh" x=+x +1
LPNE 21 SN
= 1 [ [ "3
x dv=|—dx=Inx —dx=Inf ———dx = In(3x —35)
d x J f J3x-5
- x - f - x X
X i ¥ : T 3 I: 4
a‘dy =2 a-’r~fﬂ’x—ﬂ— 3dy=—:; J.4 Qxdx =
d Ina ) Ina J In3 In4
edx=¢e" e‘f'~f'dx—e’ e* ddx = e ; j‘e (=Ddx=e""

cosxdy =sen x

frcos fdx =sen [

-

3x? cos(x” —2)dx =sen (x* —2)

sen xdx = —cosx

.f'senfa’x:—cnsf

-

Bxsen 4x dx =cosdx”

Lﬂdx =tag x

< COS™ X

(1+ tag” x)dx = tag x

L}_dx =tag [
cos” f

.(l +tag3f}'f'ﬂ’x =tag f

#ﬂ’x = tag 3x

cos” 3x

(1+ tag” (5x—1))-5dx = tag(5x-1)

[}

" 1
———lx = arcsen x
2

I

Lﬂ’x = arcsen f

. ,Il'l_f3

[ 1/ x

ﬁdx =arcsen (Inx)
| —(lnx)

[}

-1
———fy = arccosx
2

I

iﬂ’x = arccos f

. ;'[_f3

[ - EI x
———x = arccose
2x

Y 4l-e

%a’x = arctag x
J1+x

Ljdx: arctag f
1+ f°

%dx = arctag 4x
1+ (4x)

[}

NOTA: En todos los casos se omite (por falta de espacio) la suma de la constante de integracion, c.
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METODOS DE INTEGRACION

1. Descomposicién en funciones elementales: Se hallan apoydndonos en la tabla de integrales inmediatas.
Se transforma de alguna manera el integrando para poder aplicar la formula. En ocasiones hay que
multiplicar o dividir por alguna constante o sumar o restar algun ndimero.

Ejemplos:
a. f(3x2—2X+4)dx=3.fx2dx—2.fxdx+4.f1dx=3.X3—3—2.X2—2+4x+c
b. f@x+®%k=f@ﬁ446w+myk=4jx%x+16fXMH46J1dx=4§+16§+1&Hw
c. fwdxzf(3x2—2X+4—z)dx=3.fx2dx—2.fxdx+4.f1dx—3.f§ dx=3.§—2.§+
4x — 3lnx + ¢
d. f1+12xdx:%f1+2 dx——ln(1+2x)+c

2. Descomposicidn en fracciones simples: Cuando arriba no puede conseguirse la derivada del
denominador, o no se puede dividir cada elemento del numerador entre el denominador como en los
ejemplos anteriores, hay que expresar el numerador de la siguiente manera:

QE ; dx y el grado del numerador es mayor o igual que el denominador, se puede

hacer la division y expresar P(x) = C(x).Q(x) + R(x) (Dividendo= divisor.cociente+resto).
Entonces nos quedaria:

- Sitenemos [

P(x)  [C().Q) +R(x) R(x)
Q(x)dx_f 0@ dx—fC(x)dx+ 0 )d
Ejemplo:
2x3 —3x+2 D =
f x+1 =

(2x3—-3x+2)=(2x*-5x+5).(x+1)—3

JZx —3x+2 f(Zx —5x+5).(x+1)—3d
dx =

3
= | (2x%?-=5 5)dx — d
x+1 x+1 f(x x +5)dx ,fx+1x

—2?—5?+5x—3.1n(x+1)+c

- Sitenemos fm dx y el grado del denominador es mayor o igual que el del denominador, hay que

factorizar el denominador y descomponer la fraccién en fracciones simples de la forma:

P(x) A B C
dx=f dx+f dx+---+j dx
Q(x) X —Xxq X — X, X — Xy

Cuando alguna raiz es multiple, también su factor del denominador estara elevado al cuadrado.
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3 __A B _AG-D+Ba+D)
x2—1 x+1 x-1  (x+1.(x-1

Ax—1)+B(x+1)=3

Parax=1nosqueda23=3—>B=§

Parax=—1nosqueda—2A=3—>A=7

—3 3
f3d—j7+f7d—_3 1d+3f1d
21T 1) 1Y T2 ) 1 2) x—1

—_31(+1)+31 1+
—2.nx 2.n(x—) c

3
2. -
f x3-2x24x

3 _A+ B C AG-1D*+Bx.(x-1D+Cx
x3—2x2+x «x (x—l)2 x.(x — 1)?

A(x—-1?+Bx.(x—1)+Cx=3
Parax =1nosquedaC=3-C =3
Parax =0nosquedaA=3->A=3

Parax=2nosquedaA+2B+ZC=3—>B=7

3
fx3—2x2+xdx

1
=3.j—dx
X

-3
-3
= —_— —_ —_ -2 =
_[x—l f( _1)2 = 3.Inx + > In(x 1)+3.f(x 1)7%dx = 3.Inx

)1

-3
+—ln(x— 1) +3
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3. Método de integracién por partes: Se suele utilizar cuando la relacién entre las funciones que aparecen
en el integrando no existe. No tienen nada que ver.
En este caso, se aplica la siguiente formula:

fu.dvzu.v—fv.du

Hay que establecer quién de las funciones que aparecen es u y quién es dv.

Ejemplo:
[ 2x.e*dx =

u=2x-du=2dx

dv=e"dx—>v=fe"dx=ex

fo.e"dx=2x.e"—f2.e"dx=2x.e"—2.e"+c

Como algo informal llamaremos “u” por prioridad a ALPES (A=arcos, L=logaritmos, P=polinomios,
E=exponenciales, S=senos y cosenos). Por eso en nuestro caso, como teniamos un polinomio y una exponencial,
he llamado “u” al polinomio.

4, Método de cambio de variable:

Una integral de la forma [ f(x)dx puede escribirse de la forma [ f(g(t)).g'(t)dt
Siempre que definamos x = g(t) y dx = g'(t)dt

Esto se hace siempre que la segunda integral facilita el cdlculo. Cuando se calcula la segunda integral, se debe
deshacer el cambio de variable para obtener el resultado.

Ejemplo:

1. [(Bx+3)*dx =
Si definimos t = (3x + 3) » t* = (3x + 3)* y dt = 3dx - dx = %dt

1 1 t5 1
f t4.§dt =37 + ¢ = deshacemos el cambio de variable f(Bx +3)*dx = T (Bx+3)°+¢

2. [eMdx =
Si definimost = 4x » dt = 4dx - dx = idt
11 _ _ 1
_[ et.Zdt = Z.et + ¢ — deshacemos el cambio de variable j e**dx =Z.e4x +c

i MARIA M. SANCHEZ MARTIN
1 Universidad
Rey Juan Carlos

@O0

ANIVERSARIO




MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE II: CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL CURSO 2024/2025

.
ose

Universidad
Rey Juan Carlos

APLICACIONES ECONOMICAS

1. Unade las principales aplicaciones de la integracion es el calculo de dreas, que en el ambito de la
economia posibilita el andlisis dinamico de funciones de pérdidas y ganancias, balance de pago, balances
presupuestarios...

2. También permite la obtencién de funciones total a partir de las funciones marginales.

Ejemplo:

Una empresa se dedica a la produccién de un producto cuya cuantia representamos por x y cuya funcidn de
coste marginal es:

C'(q) = 50x? — 60x + 100
Sabiendo que el coste fijo es de 80. Obtenga la funcion de coste total:

50 60 50
C(x) = j(SOxz — 60x + 100)dx =?x3 —7x2 +100x + ¢ = ?x3 —30x2+100x + ¢

Como C(0)=80; entonces C(x)= %x3 —30x2 + 100x + 80

3. También la integracion tiene aplicacidn directa en el estudio de distribuciones de probabilidad.
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T. 7 INTEGRAL DEFINIDA
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INTEGRAL DEFINIDA: RIEMANN

La integral definida surge como concepto para poder calcular el area de un recinto limitado por arriba por una
funcién continua, f(x), en su parte inferior el eje de abscisas y en los laterales por dos rectas verticales x=a y x=b
tal y como se ve en la imagen:

J(x)

r=a x=5h

La forma de calculo de esta area antes de conocer el concepto de integral es recubrir la zona con rectangulos de
bases lo mas pequefias posibles, que seran los intervalos y dos tipos de altura, el maximo que tomaba la funcién
en el intervalo y el minimo que tomaba la funcidn en el intervalo, tal y como se ve en las siguientes imagenes:

J(x)
\f (x) N

Si los intervalos cada vez se dividiesen en otro mas pequenos cada vez estos dos tipos de rectangulos se
parecerian mas. Por tanto, hacemos la division tantas veces como sea posible pasando al limite y el valor final de
este limite que coincide con el area que queriamos calcular, se le llama integral definida de f(x) entreay by se
escribe asi:

fbf(x)dx

PROPIEDADES DE LA INTEGRAL DEFINIDA

1k [)fOOdx = [k f(x)dx
2. [(f() + g())dx = [ f(x)dx £ [} g(x)dx

3. f;f(x)dx =— fbaf(x)dx
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4, f;f(x)dx = facf(x)dx + fcbf(x)dx

5. Teorema Fundamental del Calculo Integral: Si f(x) es una funcion continua en [a,b] y F(x) se define como

F(x) =f f(t).dt

Entonces F(x) es derivable en [a,b] y su derivada es F'(x)=f(x).

REGLA DE BARROW

Si F(x) es una primitiva de f(x), (f f(x)dx = F(x)), entonces:

b
[ reax =) - Fe@

a

Otra forma de escribirlo seria:
b
f fx)dx = (F(x))|a = F(b) — F(a), siendo F'(x) = f(x)

Ejemplo:

Calcula

fz(x2—2x+6)dx: x—3—2£+6x 15 = 2—3—22—2+6.2 - 0—3—20—2+6.0 _e
0 3 2 3 2 3 2 3

APLICACIONES DE LA INTEGRAL RIEMANN. CALCULO DE AREAS DE RECINTOS PLANOS.

Si tengo una funcién de la que tengo que calcular el area bajo la curva en un intervalo [a,b].

a. Sif(x) = 0entonces el area S viene dada por S = f; f(x)dx.

b. Sif(x) < 0entonces el area S viene dada por § = — f; f(x)dx

Ejemplo 1:
Dada f(x) = x? — 2x calcula el 4rea del recinto limitado por la funcién y el eje OX.

e

%

P J‘ZZ 2 )dg = x3 2x22_42
= O(X x)dx = (3 2|0)—3u

c. Silafuncidn corta al eje OX en el intervalo. Obtenemos el punto c, de corte con el eje
resolviendo la ecuacidn f(x)=0. En este caso calculamos:

s.=1 [ Feoax)
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b
Sy = f fF()dx]

El drea pedida seriaS = 5; + S,

Eiemplo 2:
Dada f(x) = x? — 2x calcula el 4rea del recinto limitado por la funcién entre x=0y x=3.

f)=0;x>2-2x=0->x.(x—2)=0->x=0;x =2

En el intervalo de integracion, la funcidn corta al eje en x=2. Por tanto, calculamos:

S, =| foz(x2 — 2x)dx| = g(CaIcuIado en el ejemplo anterior)

3 x3  2x? 27 4y, 4
S=1 | G 2o = G- =1(5-32) - (-3)1 =3

Por tanto, el area pedida seria S =

w |

4_8
+-=-u?
3 3

d. Si el recinto viene limitado por dos curvas con f(x) y g(x), calculamos los puntos de corte
entre ambas funciones haciendo f(x) = g(x).

e Si tienen dos puntos de cortecona < b - § = | f:(f(x) — g(x))dx|.
e Sitienen tres puntosde cortecona <c<b—->S=5;+S5, con

c b
=1 G -gnaxt s, =1 ¢@ - gGaxl

Eiemplo 3: Sea f(x) = x%2 — 2x y g(x) = x. Calcular el 4rea entre las dos curvas:

2

Los puntos de corte entre las dos funcionessonx =0 yx =3

3 3 3 3 2 27 9
S = |f0 (x% — 2x — x)dx|=| fo (x2 — 3x)dx|=(%—%)|3 =19-Z|= Euz
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INTEGRAL GAMMA

. . S e . . . .
La integral impropia fo xP~le*dx existe para valores positivos de la p y da origen a la llamada funcién
gamma, que representaremos asi:

+ oo

r'(p) = f xP~le™*dx, p>0
0

Propiedades:
1. T(D)=1
2. I'p+ D =pl'(p), p>0
3. SipeN, I'(p) =(p-—1)!

4. SikeN, I'(p+k)=p(p+1)..(p+k—-1) I'(p)

5. Sia> 0, f0+°°xp—1e—axdx — Fa(;))

o ()=

Ejemplo 1: Calcular fooo xbe *dx

Identificamos esta integral con la integral gamma

+0o

r'(p) =f xP~le™¥dx, p>0
0

En nuestro caso p-1=6 y despejando p=7 para que quede la integral que nos piden.

(0.0) + o0
f xbe ¥dx = f x’te™*dx =T (7) = (7—-1)! =720
0 0
Ejemplo 2: Calcular fooo Vxte ™dx
Identificamos esta integral con la integral gamma

+ 0o

r'(p) = f xP~le™¥dx, p>0
0
En nuestro caso p-1=6 y despejando p=7 para que quede la integral que nos piden.

o] é + oo Z_l 7
f x3e *dx = f x3 e Xdx =T (—) =
0 0 3

Tenemos la propiedad:
Sik €N, rp+k)=pp+1)..(p+k—-1) I'(p)
Q)= r2) =3 2o () 2o
3/ \3 33733/ 97 \3
(r G) se calcula con las tablas correspondientes)
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