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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

T. 1 EJERCICIOS RESUELTOS E.
VECTORIALES

1. ¢Es el vector (1, 0, 4) combinaciodn lineal de los vectores (1,0,1) y (0, 0, 2)?

Sera combinacion lineal si podemos encontrar <; y o« tal que:
(1,0,4) =x; (1,0,1) +x, (0,0,2)
(1,0,4) = (¢4,0,0¢) +(0,0,2 o¢3) = (¢4, 0,1+ 2 o<3)
Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucion:
1 =4
0:0 —>0<1= 1,0<2=E

Como tiene solucidn entonces podemos afirmar que si es combinacién lineal.

2. ¢éEs el vector (1, 0, 4) combinacion lineal de los vectores (1,0,1) y (2, 0, 2)?
Sera combinacidn lineal si podemos encontrar «¢; y o, tal que:
(1,0,4) =x; (1,0,1) +x, (2,0,2)
(1,0,4) = (x4,0,0¢;) + (2 5,0,2 ;) = (o¢;+ 2 X5, 0,00+ 2 ;)

Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucién:

0=0 — Si restamos las dos ecuaciones queda —3 =0
4 =0<1+ 2 OCZ

Como no tiene solucion el vector (1,0,4) no es combinacidn linea de los dos vectores indicados.

3. éPara qué valores de k el vector (1,2,3) es combinacion lineal de los vectores (1,0,1),
(0,1,0) y (0,2,k)?

Serd combinacién lineal si podemos encontrar «<{, <, y o tal que:
(1J2J3) =0 (1,0,1) +0C2 (01110) +0(3 (0121 k)
(1l2l3) = (ocli 0: 0(1) + (Ol Xy, 0) + (Ol 2 o<3l k 0(3) = (0(1, 0C2+ 2 0(3’0C1+ k OC3)

Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucién:

L= 2 2k — 4
2 =0C2+ 2 X3 > o= 1’ X3= E ; Xp= X
3 =0(1+k 0(3

Por tanto la solucidn existiria siempre que k # 0 (ya que no existe la divisidon entre 0)
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

4. ¢Es el conjunto {(1,1), (1,-1)} un sistema generador de R??

En primer lugar, tengo que tener igual o mas vectores que la dimensién de R?, como tengo
dos vectores, este supuesto lo cumple.

Por otro lado, hay que comprobar que cualquier vector de R? se puede poner como
combinacion lineal de esos dos vectores. Es decir,

(x,y) =¢; (L,1) +ox, (1,-1) -
(x,y) = (oxq, 1) + (¢, =) = (¢ +Ky, K —Ky)

Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucidn:

{0(1+0C2=x
X =KX=y
.1 1 | x
A _(1 -1 | y)

|A] = H _11| = —2 - rangoA = 2 yrangoA* = 2 ya que no puede ser mayor

Por tanto, el sistema es compatible, luego tiene solucién que es lo que necesitaba para que
fuese sistema generador de R2.

5. ¢Es el conjunto {(1,1), (1,-1), (2,0)} un sistema generador de R??

En primer lugar, tengo que tener igual o mas vectores que la dimensién de R, como tengo
tres vectores, este supuesto lo cumple.

Por otro lado, hay que comprobar que cualquier vector de R? se puede poner como
combinacion lineal de esos tres vectores. Es decir,

(ny) =OC1 (Ll) +OC2 (1'_1) +OC3 (2'0) -
(x,y) = (0(1, 0(1) + (0(2, —OCZ) + (2 0C3, 0) = (0C1+0C2+ 2 0(3, 0(1—0(2)
Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucion:

{oc1+oc2+ 203=x

X —X=Yy
L1 01 2 x
A= 1 o
1 1
|A|:|1 —1| =2

- rangoA = 2y rangoA* = 2
ya que no puede ser mayor al no poder hacer un determinate de orden 3.

Por tanto, el sistema es compatible, luego tiene solucién que es lo que necesitaba para que
fuese sistema generador de R2.
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

6. ¢Es el conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)} un sistema generador de R3?

En primer lugar, tengo que tener igual o mas vectores que la dimensién de R3, como tengo
tres vectores, este supuesto lo cumple.

Por otro lado, hay que comprobar que cualquier vector de R3 se puede poner como
combinacion lineal de esos tres vectores. Es decir,

(x!y)Z) :ocl (1:0!0) +0C2 (01110) +OC3 (11111) -
(x,y,2) = (%1,0,0) + (0, ¢3,0) + (X3, X3, x3) = (Xg+X3, K, +X3,K3)
Hay que ver si el siguiente sistema tiene solucion:

Xy +G3=y

0C3: Z

A=[0 1 1 y

101|x]
00 1 z

|[A] =1 - rangoA = 3 y rangoA* = 4
ya que no puede ser mayor al no poder hacer un determinate de orden 3.

Por tanto, el sistema es compatible, luego tiene solucién que es lo que necesitaba para que
fuese sistema generador de R3.

7. éEs el conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)} un sistema linealmente independiente de R3?

Para ver si los vectores son independientes basta con comprobar que la matriz formada por
esos vectores tiene rango maximo. En este caso necesitariamos que la matriz tuviese rango 3.

1 0 1
A=10 1 1
0 0 1

|A| = 1y como es distinto de 0 el rango de A es igual a 3 que es el maximo
Por tanto, el conjunto de vectores dados es linealmente independiente.

8. Estudia los valores de k para los cuales el sistema de vectores {(1,k,-1), (1,1,0), (1,1,-1)} es
un sistema linealmente independiente de R3?

Para ver si los vectores son independientes basta con comprobar que la matriz formada por
esos vectores tiene rango maximo. En este caso necesitariamos que la matriz tuviese rango 3.

1 1 1

A=k 1 1

-1 0 -1
[Al==1+0—-1+14k=k—-1

El determinante se anula cuando k=1 y por tanto:
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

Si k=1 el determinante es 0, y el rango no puede ser 3 y no es maximo —
Los vectores serian dependientes.

Si k # 1, el determinante es distinto de 0 y por tanto rango de A=3 que es maximo. El sistema
en este caso seria linealmente independiente.

Por tanto, el conjunto de vectores dados es linealmente independiente.

9. ¢Es el conjunto {(1,0,0), (0,1,0), (1,1,1)} una base de R3?

Para ser base, en primer lugar, necesito que haya el mismo ndmero de vectores que la
dimension de R3. En este caso coincide y hay tres vectores.

Una vez estd esto comprobado tenemos lo siguiente:
Base= Sistema de Generadores + Sistema Linealmente Independiente.

En el ejercicio 6 se ha comprobado que es un Sistema de Generadores y en el ejercicio 7 se ha
comprobado que es Linealmente Independiente. Por tanto, cumple las dos condiciones y el
conjunto de vectores son una base.
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

T. 1 EJERCICIOS RESUELTOS E.
VECTORIALES (Il parte)

1. Compruebe si el conjunto S = {(x,y,z) € R? / x + 2y — z = 0} es un subespacio
vectorial de R3.

Para ser subespacio vectorial tenemos que comprobar las dos propiedades:

a) Cogemos dos elementos de S:
(x,y,z) tal que x+2y-z=0
(a,b,c) tal que a+2b-c=0
Sumo los dos elementos (x,y,z)+(a,b,c)=(x+a, y+b, z+c) y compruebo si este vector
resultante pertenece también a S. Para ello tiene que verificar la ecuacién de S.

(x+a) + 2(y+b) — (z+c) =0 ¢? (tenemos que demostrar si lo cumple o0 no). Quitamos
paréntesis:

x+a+2y+2b-z-c=0 ¢? Los agrupamos de otra manera

x+2y-z+a+2b-z=0 ¢ ? Ahora miramos las condiciones que cumplian (x,y,z) y (a,b,c) al
principio y que verificaban la ecuacién. Entonces vemos que tenemos 0+0=0y esto si
gue se cumple.

Por tanto, se verifica la igualdad y la suma pertenece a S.

b) Cogemos un elemento de Ry un elemento de S:
a € Ry (x,y,z) tal que x+2y-z=0.
Multiplico estos dos elementos «a . (x,y,z)=( ax, ay, az) y compruebo si el vector
resultante verifica la ecuacion y pertenece a S.
ax + 2ay — az = 0 é? (tenemos que demostrar si lo cumple o no).

Sacamos factor comun a:

a(x + 2y —z) = 0y como lo de dentro del paréntesis vale 0 por ser la
ecuacion que cumplia (x,y,z) es cierta la igualdad y el producto pertenece a S.

Por tanto, se cumplen las dos propiedades lo que implica que S es subespacio vectorial de R3.

2. SeaS = {(x,y,2z) € R?® / x + 2y — z = 0} un subespacio vectorial de R3, encuentra la
dimensidn y una base de dicho subespacio. Si es posible, ampliela para encontrar una base
de R3.

En primer lugar, calculamos el nimero de vectores que tendria la base de S, es decir, su
dimensidn:

Dim S= n2 de incdgnitas — n2 de ecuaciones independientes= 3-1=2.

(Hay una Unica ecuacion y tres incognitas que son x, y, z).
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

Por tanto, necesitamos dos vectores. Para encontrar esos dos vectores resolvemos el sistema
de ecuaciones, que como en este caso sdlo tiene una ecuacion, tenemos que despejar una
incégnita en funcidn de las demas y luego parametrizar. Por ejemplo,

xX=a
z=x+2y y por tanto su parametrizacion nos quedaria { y=p
z=a+2f

Ahora un vector son los valores que van con a y otro los vectores que van con f8

1 0
BasedeS={<0>,(1>}
1 2

Por ultimo, si quiero ampliar esta base a una base de R3, bastaria con elegir uno mas que
fuera independiente con ellos dos (ya que R3 necesita 3 vectores para su base y sdlo tengo

dos).
1

Se elige uno de la base candnica de R3, por ejemploel| 0 |y se comprueba que es
0

linealmente independiente con los otros dos:

1 0 1
0 1 0= -1 0como el determinante es distinto de 0, son independientes y por tanto
1 2 0

los tres vectores forman una base de R3.

1 0 1
BasedeR3={<0>,(1),<O>}
1 2 0

3.5eaS ={(x,y,z) ER3 / x —z = 0; 2y + z = 0} un subespacio vectorial de R3,
encuentra la dimensidn y una base de dicho subespacio.

En primer lugar, calculamos el nimero de vectores que tendria la base de S, es decir, su
dimension:

Dim S= n2 de incdgnitas — n2 de ecuaciones independientes

En este caso tenemos que ver si las ecuaciones que nos dan son independientes viendo si el
rango de la matriz formada por los coeficientes es maximo:

( 1 0 -1
0 2 1
tanto, las dos ecuaciones son independientes.

) como |(1) g| # 0 entonces el rango de esa matriz es 2 que es el maximo. Por

Dim S= n2 de incdgnitas — n2 de ecuaciones independientes=3-2=1
(Hay dos ecuaciones independientes y tres incdgnitas que son x, y, z).

Por tanto, necesitamos un vector. Para encontrar ese vector resolvemos el sistema, que por
tener mas incégnitas que ecuaciones es compatible indeterminado y va a depender de un
pardmetro y que hemos visto que va a haber un vector. En este caso como en las dos
ecuaciones estd la z, despejamos x e y en funcién de z= a y la parametrizacién nos quedaria:
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

xX=a
—a
=72
zZ=a
1
-1
Ahora el vector son los valores que van con @ — Base de S = { - }
1

4. Dados los siguientes vectores de R3 {(1,1, —1); (2,1, 0); (3.2, —1)} calcula la dimensién,
una base y la ecuaciones del subespacio S que generan.

En primer lugar, comprobamos si los tres vectores que nos dan son independientes o nos
sobra alguno. Para ello estudiamos el rango de la matriz formada por los tres vectores:

1 2 3

( 1 1 2 ) si el rango es 3, significa que los tres vectores son independientes y me sirven
-1 0 -1

los 3 para la base.

1 2 3
1 1 2
-1 0 -1
valen esos dos vectores, por tanto, dimS=2y

1 2
BasedeS={( 1 >,(1>}
-1 0

Por ultimo, para calcular su ecuacién introducimos esos dos vectores en una determinante

=0 por tanto no tiene rango 3. H il # 0y por tanto tiene rango igual a 2 y me

x
junto con el vector genérico (y) e igualamos a 0.
z
1 2 x
1 1 y[=0->2z-2y+x—-22z=0;
-1 0 =z

Por tanto, la ecuacién que nos piden seria: x — 2y — z = 0;

5. Dados los siguientes vectores de R3 {(1,a, —1); (2, a, 0); (3.2, —1)} calcula el valor de a
para que la dimension del subespacio generado por los tres vectores tenga dimensidn igual a
2. Calcula las ecuaciones de ese subespacio.

Para que tenga dimensidn 2, el rango de la matriz formada por los tres vectores debe ser 2.

1 2 3
(a a 2)
-1 0 -1

1 2 3
Calculamos su determinante|{a a 2 |=—-a—4+3a+2a=4a—4
-1 0 -1

Vemos cuandovale0—»4a—-—4=0-a=1

Es decir cuando a = 1 el determinante vale 0 y el rango ya no es 3. Para comprobar que es 2,
teniendo en cuenta que a = 1 hacemos el determinante de la esquina superior H ﬂ #0

por tanto, el rango vale 2 y la dimension del subespacio seria 2 como nos piden.
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

Por ultimo, para calcular su ecuaciéon introducimos esos dos vectores en una determinante

X
junto con el vector genérico <y> e igualamos a 0.
z
1 2 x
1 1 y[=0->z-2y+x—-22z=0;
-1 0 =z

Por tanto, la ecuacién que nos piden seria: x — 2y —z = 0.
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MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL

T. 2 EJERCICIOS RESUELTOS
TRANSFORMACIONES LINEALES

1. Estudie si la siguiente aplicacion f: R? - R3 es lineal:

f,y)=x+y2x—yx)

CURSO 2024/2025

En primer lugar comprobamos si se cumple que £(0,0) = (0,0,0), que si se cumple (si no se

cumpliera ya no seria aplicacién lineal). Ahora para afirmar que es lineal, tendrian que

cumplirse las otras dos propiedades:

i)

Cogemos dos elementos de R? (x,y), (a,b) y se tiene que verificar:

f( ) + (@b)) = f(x,9) + f(ab)

Veamos si se verifica:
fx+ay+b),=2(x+y2x—y,x)+(a+b,2a—b,a)
A la izquierda tenemos:

(x+a+y+b,2(x+a)— (y+b),x + a) quitamos los paréntesis y tenemos:

(x+a+y+b2x+2a—y—bx+a)

A la derecha tenemos:
(x+y+a+b2x—y+2a+bx+a)

Y ambas cosas son iguales. Por tanto, esta propiedad la cumplen.

Cogemos un elemento de R? (x,y) y un @ € Ry se tiene que verificar que:

fla(x,y)) = af (x,y)

Veamos si se verifica:
flax,ay) = a(x+y,2x—y,X)
A la izquierda tenemos:
f(ax,ay) = (ax + ay, 2 ax — ay, ax)
A la derecha tenemos:
a(x+y,2x—y,x) = (ax + ay, 2ax — ay, ax)
Ambas cosas son iguales y por tanto, esta propiedad también la cumple.

Por tanto, f es apliacion lineal.

2. Dada la siguiente aplicacién f: R? — R3 calcule su expresién matricial, su niicleo y su
imagen.
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La matriz de la aplicacién tiene por columnas f(1,0)=(1,1,1) y f(0,1)=(1,-1,0) y por tanto la

matriz seria:
1 1
Mf=(1 -1
1 0

Coincide con poner en la primera columna lo que va con x y en la segunda lo que va con y.

Para calcular el nucleo (Kerf) calculamos:

1 1 0

( 1 -1 ) . ( y) = (0) (La(xy) es de dos coordenadas porque pertenece al espacio de salida
1 0 0

R2 y el (0,0,0) tiene tres coordenadas por que pertenece al espacio de llegada R3)

Para resolverlo, miramos en primer lugar cuantas ecuaciones son validas estudiando el rango

de la matriz, que en este caso es 2. Elijo dos, cuyo determinante sea distinto de 0, por ejemplo
1 -1

la segunda vy la tercera ya que |1 0 | * 0.

. .  [x—y=0_(x=0
Por tanto, las ecuaciones del nucleo serian: =0 - y=0 por tanto en este caso

Kerf = {6} y dimKerf = 0 (ya que no hay ninguin parametro). Este es el caso en que la
funcion es inyectiva. (f es inyectiva si dimKerf = 0)

Para calcular la imagen (Imf) calculamos:
dimimf = rango de la matriz = 2

Vemos ademds que se verifica que si tenemos una aplicacién lineal f:V — V', entonces se
verifica:

dimV = dimImf + dimKerf

En nuestro caso
dimR? =24+0=2

La base de la imagen estd formada por tantas columnas de mi matriz como indica la
dimension, en este caso hay que elegir dos que sean independientes. Como sélo hay dos, pues
son esas dos.

1 1

Base Imf={ <1> , < -1 )} como la dimensién de la imagen no coincide con el espacio de
1 0

llegada ya que dimImf # dimR3 la aplicacién NO es sobreyectiva.

La ecuacién de la imagen sera
1 1 x
1 -1 vy

1 0 =z

=0->—z+y+x—z=0->x+y—-2z=0
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Por tanto, como la funcién es inyectiva + no sobreyectiva — no biyectiva y la funciéon NO
admite inversa.

3. Dada la siguiente aplicacién f: R® — R3 calcule su expresién matricial, su nticleo y su
imagen.

f(x,y,2) =(x+y,2x+23x+y+2)

La matriz de la aplicacién tiene por columnas f(1,0,0)=(1,2,3), f(0,1,0)=(1,0,1), f(0,0,1)=(0,1,1) y

por tanto la matriz seria:
1 1 0
Mf=12 0 1
3 1 1

Coincide con poner en la primera columna lo que va con x, en la segunda lo que va cony, y lo
gue va con z en la tercera.

Para calcular el nucleo (Kerf) calculamos:

1 1 0 x 0
(2 0 1 ) . < y) = < 0) (La (x,y,z) es de tres coordenadas porque pertenece al espacio de
3 1 1 Z 0

salida R3 y el (0,0,0) tiene tres coordenadas por que pertenece al espacio de llegada R3)

Para resolverlo, miramos en primer lugar cuantas ecuaciones son validas estudiando el rango

de la matriz.
1 10

Calculo|]2 0 1|=3-1-2 =0, portanto no tiene rango 3. Miro si existe algun
31 1

determinante de orden 2 distinto de 0.

|; (1)| # 0. Por tanto, el rango de mi matriz es 2 y me quedo con las dos ecuaciones validas

gue me dan ese determinante distinto de O (la primera y la segunda ecuacién).

X =
x+y=0 _){

Por tanto, las ecuaciones del ntcleo serian: { y = —& por tanto en este caso
2x+z=0 _
z=—-2
1
una base del Kerf ={| —1 |; (son los valores que acompafian a « en la parametrizacién, y
-2

dimKerf = 1 (ya que no hay un parametro que nos da el vector). En este caso, la funcién no
es inyectiva. (f es inyectiva si dimKerf = 0)

Para calcular la imagen (Imf) calculamos:

dimImf = rango de la matriz = 2 (ya habiamos calculado el rango de la matriz cuando
hemos calculado el nucleo)
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Vemos ademds que se verifica que si tenemos una aplicacion lineal f: V — V', entonces se
verifica:

dimV = dimImf + dimKerf

En nuestro caso
dimR3 =2+4+1=3

La base de la imagen estd formada por tantas columnas de mi matriz como indica la
dimensidn, en este caso hay que elegir dos que sean independientes. Cogemos las dos que nos
han servido para establecer que el rango de la matriz era dos.

1 1

Base Imf={ <2> , < 0 )} como la dimension de la imagen no coincide con el espacio de llegada
3 1

ya que dimImf # dim R3 no es sobreyectiva y podemos calcular las ecuaciones implicitas de

la imagen metiendo en un determinante los dos vectores de su base y afiadiendo un tercer
vector genérico y dependiente con ellos de forma que:

1 1 x
[2 0 y]=O—>2x+3y—y—22=0—>2x+2y—22=0
3 1 z

Si simplificamos la ecuacion, tendriamos que la ecuacién de la imagen es:
x+y—z=0

En cuanto a su clasificacidn, como no es inyectiva ni sobreyectiva, entonces no es biyectiva y
no admite inversa.

4. Dada la siguiente aplicacién f: R3 — R3 estudie si es diagonalizable e indique la relacién
existente entre la matriz asociada a la aplicacién y su matriz diagonal semejante.

f(x,y,2) = (—x,3x + y,4x + 2y + 32)

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacion lineal:
-1 0 0
Mf=13 1 0
4 2 3
Calculamos sus autovalores:
—-1—-a 0 0 a=-1

3 1—«a 0 ]=(—1—a)(1—a)(3—a)=0—>{0(=1
4 2 3—a a=3

Como son tres autovalores reales y distintos, podemos afirmar desde ya que la aplicacién
lineal va a ser diagonalizable.

Calculamos el autovector asociado a cada uno de los autovalores:
a=-1

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nucleo:
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-1-(-1 0 0 0 0 0\ /x 0
3 1-(-1) 0 -3 2 0 .<J/>= 0
4 2 3—(-1 4 2 4 z 0

La primera ecuacion no me sirve ya que es entera de 0, pero las otras dos si, porque son

independientes ya que |Z §| # 0 entonces la dimension seria:

N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1

Es decir, voy a tener un parametro y por tanto un vector (autovector). Resuelvo las ecuaciones:

X =X
_ 3
:{ 3x+2y=0 . y:_Eoc
4x+2y+4z=0 1
Z:—ZOC

. 3
Por tanto, el autovector asociado a a=-1es Vy—_; = (1,—=

1
S _Z) (valores que van con a)

a=1

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el ntcleo:

-1-1 0 0 -2 0 0 x 0
3 1-1 0 -1 3 0 0 .<y>= 0
4 2 3—-1 4 2 2 z 0

La primera ecuacion y la segunda son iguales (proporcionales) por tanto una de ellas no me no
me sirve, me quedo por ejemplo con la primera y miro a ver si es independiente de la tercera:

-2 0 . . . . . . ,
como | 4 2| # 0 son independientes y la dimension de mis espacio de autovectores seria:
N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1
Es decir, voy a tener un parametro y por tanto un vector (autovector). Resuelvo las ecuaciones:

) —2x=0 x_=0
'{4x+2y+22=0_) y=-«
Z =

Por tanto, el autovector asociado a a=1es ¥,—, = (0,—1,1) (valores que van con a)
a=23

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nucleo:

-1-3 0 0 -4 0 O x 0
( 3 1-3 0 >—>(3 -2 0>.<y>=<0>
4 2 3—-3 4 2 0 z 0

El rango de esta matriz no es 3 claramente, porque tengo una columna entera con ceros. Si
. -4 0 .
que es rango 2 ya que, por ejemplo 3 ) # 0 y por tanto esas dos ecuaciones son

independientes y la dimensidn de mis espacio de autovectores seria entonces la dimensidn
seria:

N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1

Es decir, voy a tener un parametro y por tanto un vector (autovector). Resuelvo las ecuaciones:

MARIA M. SANCHEZ MARTIN @ @ @

ANIVERSARIO

u Universidad
Rey Juan Carlos



Universidad
Rey Juan Ca

MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE I:ALGEBRA LINEAL CURSO 2024/2025

S —ax=0 (77

‘Bx—-2y=0") 7
Z =X

Por tanto, el autovector asociado a a=3 es U3 = (0,0, 1) (valores que van con a)

Por tanto, ya hemos calculado los tres autovalores y sus correspondientes autovectores.
Calculamos ahora la matriz D semejante y la matriz P tal que se cumpla que:

A=P.D.P1

La matriz D esta formada por los autovalores en su diagonal y todos los demds valores 0.

-1 0 0
D={0 1 0

0 0 3
La matriz P estd formada por los autovectores asociados a cada autovalor, en el mismo orden
gue los haya colocado en la matriz D. En nuestro caso:

1 0 0
S 10
Pp=|2
1
4
Y por tanto se verifica que, siguiendo
A=P.D.P!
/1 0 0\ /1 0 0\‘1
-1 0 0 —3 -1 0 0\ (3
(3 1 0>=k2 1 0).(0 1 0).\2 1 0)
4 2 3 -1 0 0 3 -1
— 1 1 — 1 1
4 4

(No es necesario realizar el calculo, salvo que queramos comprobar que lo hemos hecho todo
correcto).

5. Dada la siguiente aplicacién f: R3 — R3 estudie si es diagonalizable e indique la relacién
existente entre la matriz asociada a la aplicacion y su matriz diagonal semejante.

fx,y,z) = 2x+y,x+2y,2)
En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacién lineal:

2 10
Mf=<1 2 0)

0 0 1

Calculamos sus autovalores:

2—a 1 0
[ 1 2—a 0 ]=(1—a)(2—a)(2—a)—(1—a)
0 0 1-a
a=1
=(l—a)((Z—a)(Z—a)—l)=(1—a)(a2—4a+3)0—>{a=1
a=3
— MARIA M. SANCHEZ MARTIN
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Son tres autovalores reales pero @ = 1 se repite dos veces, no podemos afirmar desde ya que
la aplicacidn lineal va a ser diagonalizable, tendremos que comprobar que paraa =1
obtenemos dos autovector en lugar de 1 ya que se repite dos veces.

Calculamos el autovector asociado a cada uno de los autovalores:
a=1

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nicleo:

2—1 1 0 1 1 0 x 0
1 2—-1 0 -1 1 0 (y) =(0
0 0 1-1 0 0 O z 0
La ultima ecuacién no me sirve ya que es entera de 0 y las otras dos son iguales, por lo que el
rango de la matriz seria 1, sélo hay una ecuacion independiente. Entonces la dimensién seria:

N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-1=2

Es decir, voy a tener dos parametro y por tanto dos vectores (autovectores) que es lo que
necesitdbamos para que fuera diagonalizable. Resuelvo la ecuacién vdélida:

X =
z=p

Por tanto, los autovectores asociados al autovalor a=1 son ¥;,-; = (1,—1,0) (valores que
-
van con a)y V,,-1 = (0,0,1) (valores que van con f3).

a=3

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nucleo:

2-3 1 0 -1 1 0 x 0
( 1 2—-3 0 >—><1 -1 0).<y>=<0>
0 0 1-3 0 0 -2 z 0

La primera ecuacion y la segunda son iguales (proporcionales) por tanto una de ellas no me no
me sirve, me quedo por ejemplo con la primera y miro a ver si es independiente de la tercera:

1 0 . . . ., . . ,
como |0 2| # 0 son independientes y la dimensidn de mis espacio de autovectores seria:
N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1
Es decir, voy a tener un parametro y por tanto un vector (autovector). Resuelvo las ecuaciones:

: {—x ty=0, y =x
—2z=0 _
z=0
Por tanto, el autovector asociado a a=3 es U,—3 = (1,1, 0) (valores que van con a)

Por tanto, ya hemos calculado los autovalores y sus correspondientes autovectores.
Calculamos ahora la matriz D semejante y la matriz P tal que se cumpla que:

A=P.D.P7!

La matriz D estd formada por los autovalores en su diagonal y todos los demas valores 0.
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1 00
D={0 1 0
0 0 3

La matriz P estd formada por los autovectores asociados a cada autovalor, en el mismo orden
que los haya colocado en la matriz D. En nuestro caso:

1 01
P=(-1 0 1
0 1 0

Y por tanto se verifica que, siguiendo

A=P.D.P1
2 10 1 0 1 1 0 0 1 0 1\!
120=—101.(010.—101
0 0 1 0 1.0/ \0 0 3 0 1 0

(No es necesario realizar el célculo, salvo que queramos comprobar que lo hemos hecho todo
correcto).

6. Dada la siguiente aplicacion f: R3 — R3 estudie si es diagonalizable e indique la relacién
existente entre la matriz asociada a la aplicacién y su matriz diagonal semejante.

f(x'y'z) = (x+y+Z,—X+y—z,x+Zz)

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacién lineal:

1 1 1
Mf=[-1 1 -1
1 0 2

Calculamos sus autovalores:

1—«a 1 1
-1 1-«a —1]=(1—a)2(2—a)—l—(l—a)+(2—a)=(1—a)2(2—0()
1 0 2—a
a=1
=0—>{a=1
a=2

Son tres autovalores reales pero @ = 1 se repite dos veces, no podemos afirmar desde ya que
la aplicacidn lineal va a ser diagonalizable, tendremos que comprobar que paraa = 1
obtenemos dos autovector en lugar de 1 ya que se repite dos veces.

Calculamos el autovector asociado a cada uno de los autovalores:
a=1

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nucleo:

1-1 1 1 0 1 1 x 0
(—1 1-1 -1 >—><—1 0 —1>.<y>=<0>
1 0 2—-1 1 0 1 z 0

La segunday la tercera ecuacion son iguales, elimino la segunda, entonces la matriz no tiene

rango 3. Miro a ver si con la primera y la tercera el rango es dos |é 1| # 0 , porlo que el
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rango de la matriz seria 2, hay dos ecuaciones independientes. Entonces la dimension del
subespacio de autovectores seria:

N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1

Es decir, voy a tener un pardmetro y por tanto un vector (autovector) lo que no me sirve para
que sea diagonalizable ya al ser autovalor repetido a=1 deberian existir dos autovectores.

No hace falta que calcule el autovector ni nada mas ya que al no ser diagonalizable, el ejercicio
acaba aqui.

7. Dada la siguiente aplicacion f: R3 — R3 calcule 4%°

fx,y,2) = 2x+y,x+2y,2)

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacién lineal:

2 10
Mf=(1 2 o0
00 1

Para poder hallar A%2% necesitamos que la matriz sea diagonalizable,

Calculamos sus autovalores:

2—«a 1 0
1 2—a 0 ]=(1—a)(2—a)(2—a)—(1—a)
0 0 1-a
a=1
=1-a)(C-a2-a)-1)=1-a)(@*—4a+3)0->{a=1
a=3

Son tres autovalores reales pero @ = 1 se repite dos veces, no podemos afirmar desde ya que
la aplicacidn lineal va a ser diagonalizable, tendremos que comprobar que paraa = 1
obtenemos dos autovector en lugar de 1 ya que se repite dos veces.

Calculamos el autovector asociado a cada uno de los autovalores:
a=1

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nucleo:

2—-1 1 0 1 1 0 x 0
1 2—-1 0 -1 1 0 (y) =10
0 0 1-1 0 0 O z 0
La ultima ecuacién no me sirve ya que es entera de 0 y las otras dos son iguales, por lo que el
rango de la matriz seria 1, sdlo hay una ecuacién independiente. Entonces la dimension seria:

N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-1=2

Es decir, voy a tener dos pardmetro y por tanto dos vectores (autovectores) que es lo que
necesitdbamos para que fuera diagonalizable. Resuelvo la ecuacién vélida:

X =
x+y=0->{y=—-X
z=p
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Por tanto, los autovectores asociados al autovalor a=1 son ¥;,-4 = (1,—1,0) (valores que
van con @) y U,,-1 = (0,0, 1) (valores que van con B).

a=3

Introducimos el valor de a en la matriz y calculamos el nicleo:

2—-3 1 0 -1 1 0 x 0
1 2-3 0 -1 1 -1 0 .<y>= 0
0 0 1-3 0 0 -2 z 0

La primera ecuacion y la segunda son iguales (proporcionales) por tanto una de ellas no me no
me sirve, me quedo por ejemplo con la primera y miro a ver si es independiente de la tercera:

como |(1) _02| # 0 sonindependientes y la dimensidn de mis espacio de autovectores seria:
N2 incdgnitas-n? ecuaciones independientes=3-2=1
Es decir, voy a tener un parametro y por tanto un vector (autovector). Resuelvo las ecuaciones:
X =x
:{—x+y—0_) y =«
—2z=0 _
z=0
Por tanto, el autovector asociado a a=3 es ¥,—3 = (1,1, 0) (valores que van con a)

Por tanto, ya hemos calculado los autovalores y sus correspondientes autovectores.
Calculamos ahora la matriz D semejante y la matriz P tal que se cumpla que:

A=P.D.P!

La matriz D estd formada por los autovalores en su diagonal y todos los demas valores 0.

1 0 0
D={0 1 0
0 0 3

La matriz P estd formada por los autovectores asociados a cada autovalor, en el mismo orden
que los haya colocado en la matriz D. En nuestro caso:

1 0 1
P={-1 0 1
0 1 0

Y por tanto se verifica que, siguiendo
A=P.D.P71 - A?0 = p,p20 p~1

2 1 0\%° 1 0 1 1 0 0\*° /1 o0 1\1
<120> =<—101).(010> .(—101)
0 0 1 0 1.0/ \0 0 3 0 1 0

(No hace falta realizar el célculo)
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T. 3 EJERCICIOS RESUELTOS FORMAS
CUADRATICAS

1. Exprese la siguiente forma cuadratica en modo polinédmico:

3 1 -1 X1
Q(xq,x2,%3) = (x1,%2,%x3).[ 1 2 8 |.|X2 )=
-1 8 0 X3

La diagonal son los elementos que van con x%, x2, x2 y hay que tener en cuenta que
cada posicion a;; hay que sumarla con la a;;, esa suma es el coeficiente que ira con
xin.

Por tanto:

Qxq, X3, %3) = 3x7 + 2x3 + 2x1x5 — 2X1 x5 + 16x,X5

2. Exprese la siguiente forma cuadratica en modo polinémico:
2 1 3 X1

Q(xq, x3,x3) = (xl,xz,xg). 1 1 2).|X2]=

3 2 5 X3

La diagonal son los elementos que van con x2, x%,x32 y hay que tener en cuenta que
cada posicion a;; hay que sumarla con la a;;, esa suma es el coeficiente que ira con
Xl'x]'.

Por tanto:

Qx1, x5, X3) = 2x2 4+ x2 + 5x% + 2x,x, + 6x1x3 + 4x,%3

3. Exprese en forma matricial la siguiente forma cuadratica:
Q(xq,X3,X3) = —x% — 5x% + 3x3 + 4x,x, — 6x1X3 + 2X5X3

La diagonal son los elementos que van con x7, x3, x2 y hay que tener en cuenta que
cada posicion a;; es igual a la a;;, pues la matriz es simétrica y ese numero se obtiene
dividiendo entre dos el coeficiente que va con x;x;.

La expresidn matricial seria:

-1 2 -3 X1
Q(X1; x2; X3) = (xl,xZ,X3).< 2 _5 1 > <x2>
-3 1 3 X3

4. Exprese en forma matricial la siguiente forma cuadratica:
Q(xq, X2, X3) = 3x3 +2x5 — 3x5 + 2x1X, — 6X1X3

La diagonal son los elementos que van con xlz, xzz,xg y hay que tener en cuenta que
cada posicion a;; es igual a la a;;, pues la matriz es simétrica y ese nimero se obtiene

dividiendo entre dos el coeficiente que va con x;x;.

La expresidon matricial seria:
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3 1 -3 X1
Q(xll x25x3) = (lexZJx3)' 1 2 0 N
-3 0 -3 X3

5. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica por el método de los autovalores:
Q(xq, X3, x3) = 2% + 2% +2x% + 2x1x,

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta forma cuadratica:
1 1 0
M=11 1 0
0 0 2
1—a 1 0

1 l1-a 0 |[=0-0)0-a)2-a)-Q2-a)=Q2-a)-(1-a)?-1)
0 0 2 —al
= (Zia)-(a2—2a+1—1)=(2—a)-(a2—2a)=(2—a)-a(a—2)

Calculamos sus autovalores:

a=20
=0-4{a=2
a=2

Como todos sus autovalores son positivos o 0, la forma cuadratica es Semidefinida Positiva.

6. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica por el método de los autovalores:
Q(xq, X2, X3) = —x% — 3x% — 3x3 + 2x,x5

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta forma cuadratia:

-1 0 0
M=|0 -3 1
0 1 -3

Calculamos sus autovalores:

—-1-a 0 0
0 -3-a 1 ]=(—1—a)(—3—a)2—(—1—a)
0 1 -3—-a
=(-1-a) ((-3-a))-1)=(-1-a) (@>+6a+9—-1)
a=-1
=(—1—a)-(a2+6a'+8)=0—>{a=—4
a=-2

Como todos los autovalores son negativos la forma cuadratica es Definida Negativa.

7. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica por el método de los
determinantes:
Q(xq, X2,X3) = x% + a3 + 2x% + 4x1x; — 6X3x3

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta forma cuadratica:

ANIVERSARIO
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0
-3
2

Calculamos los determinantes de los menores principales de la matriz:

1

[1] > 0; 12 =-3<0; (2
2 1

0

0

—3]=2—9—8=—15<0

2

Como sale: +, -,- Esta forma cuadratica seria Indefinida.

8. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica por el método de los

determinantes:
Q(xq, X2, x3) = 2x3 + 3x3 + 3x1x;

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta forma cuadratica:

OoON| W N

2] > 0;

N|w N
w N w

0

[, 3 4]
2
—>0;13 =0
7 3 0|
lO 0 0J

Como sale: +, +,0 Esta forma cuadratica seria Semidefinida Positiva.

9. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica
Q(xq, X3, x3) = 2x% + x5 — 4x,x, + 2X,X3 restringidaa: x; — X, + x3 = 0

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacion lineal:

2
(-2
0

-2 0

)

En primer lugar, estudiamos el signo de la forma cuadratica sin restringir. (Da igual el método)

Calculamos los determinantes de los menores principales de la matriz:

|2|>0;|_2 1|=2—4=—2<0; 2 1 1l=-2<o0
0 1 0

Como sale: +, -, -. Esta forma cuadratica seria Indefinida. (Si fuese Definida Positiva o Definida
Negativa, la forma restringida también lo seria sin realizar ninglin calculo adicional)

Ahora vamos a ver con la restriccion:
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Despejamos una incégnita en funcién de las otras: x; —x, +x3 =0 > x3 = x, — x4
Sustituimos en la forma cuadratica:

Qlxy, %) = 2x2 + x2 — 4xyx, + 2x,(X5 — X1) = 22 + x5 — 4x1X, + 2x3 — 2x,x, >
Q(xq,x3) = 2x2 + 3x2 — 6x1x;

Escribimos la matriz de esta forma cuadratica:
2 =3
=05 75)
-3 3
Calculamos sus menores principales:

2 -3

IH>O;L3 3

| =-3<0
Como da +, - sigue siendo Indefinida.

10. Estudie el signo de la siguiente forma cuadratica

Q(xq, X3, X3) = —x% — x5 + 4x,x3 restringidaa: x; + x, + x3 = 0

En primer lugar, escribimos la matriz asociada a esta aplicacién lineal:

-1 0 O
M=|0 -1 2
0 2 0

En primer lugar, estudiamos el signo de la forma cuadratica sin restringir. (Da igual el método)

Calculamos los determinantes de los menores principales de la matriz:

1o 1 0 0
|—1|<0;|O _1|=1>0; 0 -1 2/=4>0
0 2 0

Como sale: -, +, +. Esta forma cuadratica seria Indefinida. (Si fuese Definida Positiva o Definida
Negativa, la forma restringida también lo seria sin realizar ninguin cdlculo adicional)

Ahora vamos a ver con la restriccion:
Despejamos una incégnita en funcion de las otras: x; + x, + x3 = 0 = x3 = x5 + X
Sustituimos en la forma cuadratica:

Qlxy, %) = —x2 — X2 +4%,. (X + x1) = —X2 — X3 + 4x,2% + 4x,x, >
Q(x1,x5) = —x2 + 3x2 + 4x,x;

Escribimos |la matriz de esta forma cuadratica:
-1 2
M=(3 3)
2 3
Calculamos sus menores principales:

-1 2

5 3 =-7<0

|-1] <0;

Como da -, - sigue siendo Indefinida.
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T.4 EJERCICIOS RESUELTOS CONTINUIDAD Y DERIVABILIDAD

. 2x+3
li Xy

1. Calcula el siguiente limite: m
(xy)~(2,-1) 4x=3y

2x+3y 22+3.(-1) 1

lim
(xy)—>(2 D4x -3y 42-3.(-1) 11

2
2. Calcula el siguiente limite: lim :—
(x,y)—(0,0) 2x°+2y
2
lim _x -2 indeterminacion
@y)-002x%2+2y 0

Calculamos los limites reiterados:

lim 1 x? " x? i 1 1
imlim——=lim—=lim=-=—=
x—>0y—>02x2+2y x—02x%2 x-02 2

X
A 2xz 12y a0 =0

Como los limites reiterados son distintos, el limite doble no existe

x+
lim Y

3. Calcula el siguiente limite: —
8 (x.9)~(0,0) 2x*+2y

x*+y* 0 .
lim ————— =— indeterminacion
(o) =(0,0) 222 + 2y? ~0

Calculamos los limites reiterados:

x% +y? oox2 11
Iy 2y - Moz =lims =3
x? +y? _yE 1
iy 7o 357 = I3 =iy =

Los limites reiterados son iguales, pero no es concluyente. Calculamos limites radiales:
li x%+y? . xZ+y? . xZ+(mx)? . x*(1+m?) . (1+m?) _ (1+m?)
(x,y)~(0,0) 2x2+2y2 T x50 y=mx 2X2+2y? x50 2x2+2(mx)? x-0x2(2+2m?2) x50 (2+2m?) (2+2m?)

Como el limite radial depende de m (pendiente de la recta desde la que me acerco) entonces el limite
doble no existe.
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3
. . 7. - X
4. Calcula el siguiente limite: lim %

(x,9)—(0,0) 2x4+2y

3

. xy 0. o
lim ———— =— indeterminacion
(x¥)~-(0,0)2x%2 + 2y2 0

Calculamos los limites reiterados:
3
X

- y o
P U R
Lo Xy .

lim lim ————=1m0 =0

y-0x-02x2 + 2y%  y-0

Los limites reiterados son iguales, pero no es concluyente. Calculamos limites radiales:
x3y . x3.mx mx* mx?

3
lim > Y >= i ———=lim —; >=lim — —~=lim =
(x,)—~(0,0) 2x2+2y2%  x—0 y=mx 2X%+2y? x—02x%+2(mx)? x—0x%(2+2m?) x-0 (2+2m?)

El limite radial no depende de m y por tanto podemaos sospechar que el limite existe y que vale 0,
aungue no lo podriamos afirmar con total seguridad.

5. Estudia la continuidad de la siguiente funcién en (0,0)
2
X

———— si(x,y) # (0,0

foy) =12 1 2y (x,y) #(0,0)

0 si(x,y) =(0,0)

Para que f(x,y) sea continua en el (0,0), se tiene que verificar que:

lim x,y)=f(0,0
oJim £ (x,3) = £(0,0)

f(0,00=0

2

X 0
I _ 2 indet . L,
(x’y)lil’%o’o) Ty 2y -0 indeterminaciéon

Calculamos los limites reiterados:

i i x? . x? . 1 1
imlim——=lim— =lim=-=—
x—>0y-02x%2 + 2y x-02x%2 x-02 2
2

a2y 3070

Como los limites reiterados son distintos, el limite doble no existe

Por tanto, no se verifica que
lim x,y)=f(@0,0
LS f(x,y) =£(0,0)

Y f(x) no es continua en (0,0).
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6. Estudia la continuidad de la siguiente funcion:

fx,y) = =y

En las funciones que no estdn definidas a trozos, la continuidad de la funcién coincide con su dominio.
Es una funcién racional y su dominio son todos los elementos de R? menos aquellos que anulan el
denominador.

En nuestro caso Df (x,y): {(x,y) E R?: x —y # 0} = {(x,y) € R?: x =y}

Podemos afirmar que f(x) es continua en R? — {(x,y): x = y}

7. Estudia la continuidad de la siguiente funcién en (0,0)
x3

f(x,y) =42x2 + 2y?

0 si(x,y) =(0,0)

si(x,y) # (0,0)

Para que f(x,y) sea continua en el (0,0), se tiene que verificar que:

lim x,y)=f(0,0
oJim £ (x,y) = £(0,0)

f(0,00=0
3

. X7y . . .,
lim > -5 =7 indeterminacion
(x¥)~(0,0)2x% + 2y 0

Calculamos los limites reiterados:

3
. . x .
I 2 22 A0 7O
o x3y .
limlim———=1im0 =0

y-0x-02x2% + 2y%2  y-0

Los limites reiterados son iguales, pero no es concluyente. Calculamos limites radiales:

li 3y li x3y -l x3.mx -l mx* i mx? -0
1m 2 2= 1_ 2 z-l 2 z- M Zy-m 2y~
(x,)—~(0,0) 2x2+2y2%  x—0 y=mx 2X%+2y? x—02x*+2(mx)* x—0x*(2+2m?) x-0 (2+2m?)

El limite radial no depende de m y por tanto podemos sospechar que el limite existe y que vale 0,
aunque no lo podriamos afirmar con total seguridad.

Pero en este caso si que podriamos decir que posiblemente
lim x,y)=7f(00)=0
(x,y)—)(0,0)f (x,y) = £(0,0)

Y por tanto, f(x,y) es continua en (0,0).

8. Calcula el gradiente de la siguiente funcion:

f(x,y) = x*y — 2x* + 3xy — y3

df (x, )

I = 2xy —4x + 3y
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af (x,y)

& = x% + 3x — 3y?

El gradiente seria Vf(x,y) = (2xy — 4x + 3y,x% + 3x — 3y?)

9. Calcula el gradiente de la siguiente funcién:

f(x,y) = eX~2y+y°

df (x,y) x%—-2xy+y3
—_— = - .(2x -2
Ix e (2x — 2y)
df (x,y) x2-2xy+y3
_— = - (=2 2
& (—2x + 3y*)

El gradiente seria V£ (x,y) = (eX ~2+Y* (2x — 2y), X" ~2V+¥° (—2x + 3y?))

10. Calcula la matriz Hessiana de la siguiente funcion:
f(x,y) = x*y — 2x* + 3xy — y3

afxy)

2. 4? f(xy) =2y —4; a*f(xy)
dx

= 2xy — 4x + 3y; 2y

arxy)
dy = x2 + 3x — 3y?;

afxy) _ af(xy)

= 2x + 3. La Hessiana seria:
dxdy dydx +

_[2y-4 2x+3
FeN=(5043 —6y)

11. Calcula la matriz Hessiana de la siguiente funcion:

f(x,y,z) = x*y — 2xz + 2x% + 3xy — y3 + 22?

af(x.y.z)

—— = 2xy — 22+4x+3y,@ x%+3x — 3y2&2yz) —2x +4z
d*f(xy.2) d*f(x,y.2) d*f(xy.2)
o S Th T =y =g, =4

dfeyz) _ afxyz _ 4. +3: dfeyz) _ dfeyz) _ o dfyz) _ dfxyz)
dxdy dydx dxdz dzdx " dydz dzdy

La Hessiana seria:

fley)=({2x+3 -6y 0
-2 0 4

H (2y+4 2x+3 —2)
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T.5 EJERCICIOS RESUELTOS DIFERENCIABILIDAD

1. Comprueba sila funcién f(x,y) = x? + y? — 2 es diferenciable en el punto (1,-1).

o I €20 B CRR Y 0 o)
f es diferenciable en (1,-1) si: lim =
(xy)~(1,-1) lxy)—(1,-D)l

Vf(x,y) = (2x,2y) - Vf(1,-1) = (2,-2)

f(1,-1)=0
. X2 +y?—2-0-(2-2.(, +1) : X2 +y?2—2—-2x+2+2y+2
m
@y)~(1,-1) I1Cx,y) — (1, =D " el VE =D+ (y + 1)?
X2 +y?—2x+2y+2 - (x—1D%*+ (y+1)?

lim
T o1 JE =12+ (y + 1)2 IRCZEct DJ(x— 12+ (v + 1)2

= x—=1)2+@y+1)2=0
= oyl 1)« 2+ (y+1)

Y, por tanto, la funcidn si es diferenciable en el punto (1,-1).

2. Estudia la diferenciabilidad de la funcién f(x,y) = e**Y. (x? — 4)

Calculamos sus derivadas parciales:

% =e¥tY (x? —4) + e*tY . 2x

df x+y 2
— = (x2—4
dy ¢ *x )

Como ambas derivadas parciales existen y son continuas en todo R?, por el teorema de suficiencia, la
funcién es diferenciable en todo R?

3. Calcula la derivada direccional de la funcién f(x,y) = x2y3 + x3y? — 3x + 2y en el punto (2,3)
segun la direccién del vector v = (—1,1).

En primer lugar, calculamos el gradiente calculando sus derivadas parciales:
f
- = 2 3 + 3 2.,2 3
dx xy X"y
d
é = 3x%y2 4+ 2yx3 +2
Vi(x,y) = (2xy3 + 3x%y? — 3, 3x2y% + 2yx3 + 2) - Vf(2,3) = (213,158)

Df(2,3)3 = VF(2,3).(=1,1) =(213,158).(-1,1) = —55

MARIA M. SANCHEZ MARTIN

ose P
Universidad | 4 ' g
Rey Juan Carlos ov:




MATEMATICAS EMPRESARIALES BLOQUE II: CALCULO DIFERENCIAL E INTEGRAL CURSO 2024/2025

4. Estudia el comportamiento de la funcién f(x,y) = x?y3 + 2y en el punto (1,1) segtin la direccién del
vector v = (—1,0).

En primer lugar, calculamos el gradiente calculando sus derivadas parciales:

af

— = 2xy3
g
— =3x%y2 42
&y x“y“+

Vf(x,y) = (2xy3, 3x%y2 +2) > Vf(1,1) = (2,5)
Df(1,1)3 =Vf(1,1).(—1,0) =(2,5).(—1,0) = —2 < 0y por tanto la funcién es decreciente en el (1,1)
segun la direccion de ese vector.

5. Calcula el valor de la derivada direccional méxima de la funcién f(x,y) = In(x? + y?) en el punto
(2,0)

La derivada direccional es maxima en la direccion del vector gradiente en ese punto.

af _  2x |
dx  x2+y?’
af 2y
dy x2+7y2

Vf(2,0) = (%,222;&2) = (1,0) . El valor de la derivada direccional maxima seria

IVF@O) =12+ 02 = 1

6. Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y) = x> + y> + x + y + xy

En primer lugar, calculamos:

af )
a—2x+1+y,
df—2 +1+x;
dy y X
) ) 2x+1+y=0 _ —
Planteamos el sistema de ecuaciones {Zy t1ix=0"Y" —2x—1-2.(-2x—1)+1+x=0
1 -1
—>—4x—2+1+x=0—>—3x—1=0—>x=—§ y==3

Calculamos la matriz Hessiana:

A’ f(xy) _ . dAfy) _ .
rrrake 2; 2y 2;

df(x, df(x, . ,
arey) = arey) = 1. La Hessiana seria:
dxdy dydx

1 1 2 1
-2 )2 Hr-5-9=(1 5)

Estudiamos el signo de la matriz por el método de los determinantes:
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12150 i %|=3>0

. .. oy 1 1 ..
La matriz es definida positiva y por tanto, el punto (—5, —5) es un minimo.

CURSO 2024/2025

7. Calcula los extremos relativos de la funcion f(x,y) = xy(1 —x —y)
En primer lugar escribimos f (x,y) = xy — x?y — xy? para simplificar las derivadas.
Calculamos:
a _ . _ 2.
=Y T2y -y
d
o _ x —x% — 2xy;
dy
—2xy—y%2=0 1-2x—y)=0
Planteamos el sistema de ecuaciones {y chy y - {y( * =)
x—x“—2xy=0 x(1—-x—-2y)=0
1. De la primera ecuacion si y=0 sustituyo en la segundaynosquedax(1—x)=0->x=06x =1
Nos quedaria los puntos (0,0) y (1,0).
2. Delaprimeraecuacidnsiy # 0 - y = 1 — 2x Sustituyendo en la segunda ecuacién tendriamos que:
x—x?>=2x(1-2x)=0—> x—x?2—2x+4x2=0-3x>2-x=0->xBx—-1)=0->x
=06x= §
Six=0-y=1-2.0=1ytendriamos el punto (0,1)
Six ==—y==<ytendri | punto (+,=
ix =7 —y =3y tendriamos el punto 3,3)
Calculamos la matriz Hessiana:
a*f(xy) _ _ov- A’ f(xy) _ .
d2x - ’ dzy - ’
afy) _dfxy) _ 4 o . .
axdy = dydx 1 — 2x — 2y . La Hessiana seria:
_ -2y 1-2x-2y
f(x’y)_(l—Zx—Zy —2x )
Vemos que ocurre en cada uno de los puntos calculados:
H 0 1\ indefinida y por tanto en (0,0) hay un punto de silla.
roo= 1) yp (0,0) hay un p
H 0 -1\ indefinida y por tanto en (1,0) hay un punto de silla.
raom=(° yp (1,0) hay un p
H —2 -1\ indefinida y por tanto en (0,1) hay un punto de silla.
ron=(* 7 yp (0,1) hay unp
H 2 1
11\ ([ 3 3
f(§'§) -1 —_2>
3 3
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Estudiamos el signo de la matriz por el método de los determinantes:

-2 1
-2 3 3 _1
3 3

. - . 11 (.
La matriz es definida negativa y por tanto, el punto (5,5) es un maximo.

8. Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y,z) = —3x? — 5y* — 7z% + 5x + 18y + 54z — 10

Calculamos:

Y- _6x+ 5;
if

d

—=-10 18;
dy v+

d

—f = —14z + 54;
dz

( —6x+5=0—>x=2

Planteamos el sistema de ecuaciones 4 —-10y+18=0->y = g
L—14z+54=0—>z=2—77
El punto que nos sale es (2,%,?)
Calculamos la Hessiana:
dfxyz) o df(xyz) Lo dAfeyz)
— = 6; a4y = 10; — = 14
dfey,z) _dfoyn) _  dfoy2) _df @y dfey,z) _df(eyz)
dxdy dydx ’ dxdz dzdx " dydz dzdy
-6 0 0 59 27 -6 0 0
H=|0 -10 0 —>H(g,§,7)= 0 —-10 0
0 0o -14 0 0 -14
Estudiamos el signo:
6 0 -6 0 0
-61<0; |7, _10|=60>0; 0 —-10 0 |<0
0 0 -14

_ . 5 9 27 S (s .
Por tanto, es definida negativa y en el punto (5,5,7) la funcién tiene un maximo relativo.
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9. Calcula los extremos relativos de la funcién f(x,y) = x? + xy + y?> — 2x — 4y sujetoa:x—y =1
En primer lugar, construimos la funcién Langragiana:
f,y,0) =x>+xy+y?—2x—4y+a(x—y—1)

Calculamos las derivadas parciales:

ar _ _ .
?—2x+y 2+ a;
£:x+2y—4—a;
af
—=x—vy—-1;
da -y

2x+y—-24+a=0->a=-2x—y+2

—2x — 2= 2y — 4
PIanteamoseIsistema{x+2y—4—a=0—>a=x+2y—4 —>{ x=y+ X+ 2y

Xx—y—-1=0 x—y—1=0
_){—3x—3y=—6_){x+y=2_)x__ _1_ a—_—3
x—y=1 x—y=1 —2YT AT
Calculamos la Hessiana Orlada:
dfxya) _ . d?fxya) _ o d*fxye) _ 0
d2x - dzy - d2a -
dfy.@) _dfey@ _, dfxye) _dfya) _ dfye _dfeye _
dxdy dydx ' dxda dadx " dyda dady

2 1 1 2 1 1

H = (1 2 —1) - H(g,%,?) = (1 2 —1) hay que hacer m-n menores principales donde m
1 -1 0 1 -1 0

son las variables y n el numero de restricciones.

m-n=2-1=1
2 11 31 -3
1 2 -1|1<0- (—,—,—) es un minimo relativo condicionado.
1 -1 o0 2'27 2
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T.6 EJERCICIOS RESUELTOS INTEGRAL INDEFINIDA

1. Calcula las siguientes integrales inmediatas:

a) [(F-3x2+2)dxr=2-3% t2xtc

1

2 _
b) f(x—lz—x3+W)dx=f(x‘z—x3+x5)dx=x_—1+x£+

_ 4
+te="+T+2 VxS +c

X 4

R
ST

o) [3x2.edx=e* +c (Yaque[f.ef =ef +0)

2x-3 /
d) [ gagdx=In(x*~3x+6) +c (Yaque [T =Inf+0)

x 1, 2x 1
e) | dxzzfmdx=zln(x2—6)+c

x2-6

5,,2_ 2,1 _ 54,2 _ 9 4341y _2x° 2 2x
f) [(2x°+x x3+x)dx—f(2x tx?—2x )=t

-2 x6 x3 1
> +lnx+c—?+?+;+
Inx +c

1 1 2 3 2
g) [x x2+1dx=fx.(x2+1)5dx=%.f2x.(x2+1)5dx=%.(x ;1)2+c=—“(x;+1)3+c
2
x2 x? 3 x; 2
h) [Zdx=[%dx=[x2dx=%+C==Vx5+C
\/E xi E 5
2. Calcula la siguiente integral por el método de cambio de variable:
fx(5x2—3)7dx
5 dt
t=5x*—-3->dt =10xdx - dx = —
10x
f 5x% —3)7d —J t’ ac _ t7dt—1 t8+C—1 5x2—-3)8+C
X(xt=3)dx = et = 0% =10 T T a0 X )
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3. Calcula la siguiente integral por partes:
f(x2 —2).e"dx

En ALPES, llamamos u al polinomio.
u=(x?-2) - du=2xdx

dv =e*dx » v= | e¥dx = e*¥
f(xz —2).e¥dx =(x% —2).eX— f 2xe*dx

Vuelvo a integrar por partes:
u = 2x - du = 2dx

dv=e"dx—>v=fe"dx=eX
j(xz —2).eXdx =(x2—2).e* - j 2xe*dx

=(x2—2).e¥—[2x.e¥ — f 2e¥dx = (x> —2).e* —2x.eX+2.e¥+C

4. Calcula la siguiente integral por partes:

f xlnxdx =

En ALPES, la u sera el logaritmo.

1
u=lnx—>du=;dx

x2
dv=xdx—>v:fxdx:7
fzd—l S . SR 1fd—z LI
xlnxdx = Inx.— Z.X—nx.2 5 | xdx =nx.——5.=
- . . 2x-1
5. Calcula la siguiente integral racional fmdx
2x—-1 A B Alx—2)+B(x—1)

G-Dx-2) x-1 x=2  G-Dx-2)
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Ax—2)+B(x—-1)=2x—-1
Six=2->B=3
Six=1-A4=1

2x— 1 d—f ! d+f 3 dx=In(x—1)+3In(x—2)+C
x-Dx-2) " Jx— 1Ty i

I . . dx
6. Calcula la siguiente integral racional fm
1 A N B N C  Alx—-1D(x—-2)+B(x—2)+C(x—1)?
(x—1)2(x—-2) x—1 (x—-1)2 x—-2 (x —1)2(x — 2)

Ax—1D(x—-2)+B(x—-2)+C(x—1)?=1
Six=1->B=-1
Six=2-C=1
Six=0-24+2+1=1-4=-1

> - [—a L4 L ax=-1 L
.[(X—l)z(x—Z)_fx—l x+fm “fx_z x=-In(x-D+—+IGx-2)+C
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T.7 EJERCICIOS RESUELTOS INTEGRAL DEFINIDA

1. Calcula las siguientes integrales definidas:
3,2 x3 %% 3 33 2
a. [o,(x* —4x)dx =5 -451h= (?—2.3 )—(
-8
(57-8)=167.

(-2)3

2 _2.(-2)?)=(9-18) -

1 214,11 x2-1 go — pxX3-1j1 _ ,0 _ -1 _ 1
b. [yx.etdx=:[ 2xe " tdx=e o=e' —el=1--.

2. Calcula el area de la region limitada por f(x) = ;, el eje OX y las rectas x=1 y x=4.

Area= ffzdx = 3inx|f = 3In4 — 3In1 = 3In4 u?

e

3. Halla la superficie del recinto plano encerrado entre la curva de la funcién f(x) = xe* y el eje OX en
el intervalo [-2,0].

A 0 X —
Area=| [~ xe*dx| =
En primer lugar calculamos la integral indefinida:
jxexdx =x.e* — f e*dx =x.e* —e*

u=x-du=1ldx

dv=exdx—>v=fe"dx=ex
Area= | f_oz xe*dx| = |x.e* —e*|%,| = |(—e®) — (=2.e72 — e7%)| =0,50 u?

4. Calcula el drea comprendida entre las funciones f(x) = x> + x + 1 y g(x) = —x? — 2x

En primer lugar, calculamos los puntos de corte entre las dos funciones

xz+x+1=—x2—2x—>2x2+3x+1=0—>x=—1yx=_71

-1

p -1 -1 3 2 -1 1
Area=| [2 (f(x) — g(x))dx| = | [2 (2x* + 3x + Ddx |= |2’%+3’C7+x|_21 =L 2

24
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5. Calcula el drea comprendida entre las funciones f(x) = x? y g(x) = x> — 2x? + 2x

En primer lugar, calculamos los puntos de corte entre las dos funciones

x2=x3-2x2+2x->x3-3x2+2x=0->x(x*-3x+2)=0-ox=0;x=1yx =2

Area= | fol(g(x) — f(x))dx |+ flz(g(x) — f(x))dx| = | fol(x?’ —3x% + 2x)dx | +| flz(x3 —3x2 + 2x)dx |=

-2 22+ -2 422 - -1 ¢t n e 0o Gone )3

6. Calcula la siguiente integral Gamma:

[00]
f x°e *dx
0

Identificamos esta integral con la integral gamma
+o00

r(p =f xP~le *dx, p>0
0

En nuestro caso p-1=5y despejando p=6 para que quede la integral que nos piden.

+00

f x°e ¥dx = f x6 le™Xdx =TI'(6) = (6 —1)! =120
0 0

7
7. Calcula la siguiente integral Gamma: fooo x3e *dx

Identificamos esta integral con la integral gamma

+0o

r'(p) =f xP~le™¥dx, p>0
0

En nuestro caso p-1=§ y despejando p=? para que quede la integral que nos piden.
co Z +o00 2_1 10

f x3e‘xdx=f x3 e‘xdxzr(—> =

0 0 3

Tenemos la propiedad:
Sik €N, rp+k)=pp+1)..(p+k—-1) I'(p)

F(lo)—l"(1+3)—1 4 7F<1)— 8 F(1>
3/ " \3 33’3 \3/ 2777 \3

(r G) se calcula con las tablas correspondientes)
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