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i De doénde venimos?

@ Usamos estimacién puntual para obtener una estimacién del
pardmetro poblacional
o El ndmero medio de horas/dia que pasan los estudiantes en Instagram
es 3.7
@ Dicha estimacién es un tnico valor. jNuestra mejor apuesta! Pero un
nico valor
@ Los estimadores tienen distribucion muestral. Con cada muestra,
obtendremos una estimacién puntual distinta
o Luego, cuando damos una estimacién del pardmetro poblacional en
base a una muestra, vamos a fallar seguro...basta con coger otra
muestra y ver que la estimaciéon cambia/puede cambiar
@ ;Soluciéon? Acompafiar la estimacién de su variabilidad (error
estandar)
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Estimacion por intervalo

@ ;Soluciéon? Acompafiar la estimacién de su variabilidad (error
estandar)

o Con la estimacién puntual y su error estdndar —> construiremos
intervalos de confianza para el parametro poblacional de interés 6

0 =+ error estandar

o Estos intervalos tendran un nivel de confianza 1 — « asociado que

indicard con qué seguridad el intervalo contiene el verdadero valor del
pardmetro
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Estimacion por intervalo

@ La estimacién puntual proporciona una aproximacién razonable para
un parametro de la poblacién, pero no tiene en cuenta la variabilidad
debido al tamafio muestral, la variabilidad en la poblacién, el
conocimiento de otros parametros, etc.

o La estimacion por intervalo es una técnica en estadistica que, a
diferencia de la estimacién puntual que proporciona un dnico valor,
ofrece un rango de valores dentro del cual se espera que se encuentre
el pardmetro poblacional desconocido con un cierto nivel de confianza.
Este rango se denomina intervalo de confianza (1C)

@ La estimacién por intervalos es una herramienta esencial en la
inferencia estadistica, ya que no solo ofrece una estimacion del
pardmetro poblacional, sino que también proporciona un marco para
entender la precision y confiabilidad de esa estimaciéon. Esto la
convierte en una técnica poderosa para hacer inferencias mas robustas
y utiles basadas en datos muestrales
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Conceptos clave o3|

o Intervalo de Confianza (IC): Es un rango de valores calculado a
partir de los datos de la muestra, que se utiliza para estimar el
parametro poblacional 6 desconocido. Se expresa comlnmente como
(Limite Inferior, Limite Superior).

Dada una muestra aleatoria simple X = (X3, X»,..., X,,) de una
poblacién X con funcién de distribuciéon F' que depende de un
pardmetro desconocido #, diremos que un estimador por intervalos de
confianza del parametro 8 con un nivel de confianza de

(1 — ) =100 (1 — )% es un intervalo de la forma

(Ting(X), Tsup(X)) que satisface:

PO € (Ting(X), Tsup(X))) =1 — @

Nétese que el parametro 6 es un valor fijo, pero Tjp ¢(X) y Tsup(X)
son cantidades aleatorias que variaran con cada muestra
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Conceptos clave

o Nivel de Confianza: Es la probabilidad tedrica de que el intervalo de
confianza contenga el verdadero valor del pardmetro poblacional. Se
denota como 1 — a, donde « es el nivel de significancia.

Cuando tomamos una muestra, los valores ya son fijos, por lo que no
podemos seguir hablando en términos de probabilidad
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Conceptos clave: nivel de confianza

@ Un nivel de confianza comin es el 95%, lo que significa que estamos
un 95% seguros de que el intervalo contiene el pardmetro verdadero.
Si repetimos el experimento NN veces, en el 95% de las ocasiones el
verdadero valor del pardmetro estara incluido en el intervalo
proporcionado. Sin embargo es importante sefialar que, dado que el
experimento solo suele realizarse en una ocasién, no podemos estar
seguros de que el verdadero valor del parametro esta incluido en
nuestro intervalo. Estard incluido o no estard incluido, pero no
podemos saber en qué situacién nos encontramos. Estar seguro seria
tanto como decir que conocemos el verdadero valor del parametro.
En ese caso, obviamente, no necesitariamos estimacién ninguna.
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Conceptos clave

o Error Estandar (SE): Es una medida de la variabilidad de un
estimador o estadistico muestral en las distintas muestras

@ No debe confundirse con la desviacién tipica, que se refiere a la
variabilidad de las observaciones individuales.

o Se utiliza para calcular los limites del intervalo de confianza.

Curso académico 2024-2025
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Calculo del Intervalo de Confianza

o El célculo de un intervalo de confianza generalmente sigue la férmula:

Estimacién Puntual & (Valor Critico x Error Estandar)

@ Para alcanzar el intervalo de confianza, generalmente se busca una
cantidad (aleatoria) C'(X, #) relacionada con el pardmetro
desconocido 6 y con la muestra X, cuya distribucién sea conocida y
no dependa del valor del parametro

o Esta cantidad recibe el nombre de pivote o cantidad pivotal para 0
(jaqui entran en juego las distribuciones muestrales de los
estadisticos!)

o El valor critico dependera de la distribucién tedrica
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Calculo del Intervalo de Confianza os]

Dado que conocemos la distribucién del pivote (conocemos la distribucién
del estimador), podemos usar los cuartiles 1 — «/2 y /2 de dicha
distribucidn, y el error estandar del estimador por intervalos de confianza,
para plantear la siguiente ecuacién:

P( cuantil;_, /9 < C(X,0) < cuantil, ) =1—-«

Para obtener los extremos (inferior y superior) del estimador por intervalos
de confianza T}y, £ (X) y Tsup(X), se resuelve la doble desigualdad en . De
este modo el intervalo de confianza al 100(1 — «)% para 6 es

(Tinf (X), Tsup(X))

Inferencia Estadistica - Grado en Ciencia e InEstadistica paramétrica. Intervalos de confian Curso académico 2024-2025 10 /44



IC para la media con var conocida s

Sea una muestra aleatoria simple (X,..., X)) de tamafio n obtenida de
X, siguiendo una distribucién normal con pardmetros (1 desconocido) y
varianza conocida (02), N(u,c2). Queremos obtener un IC para la media
i con un nivel de confianza 1 — a.

Como ya hemos visto, el estadistico X tiene una distribucién normal:

(o)

Ademas, sabemos que:

_X—p
~o/vn

que es la cantidad pivotal para el IC para

Z

~ N (0,1)
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IC para la media con var conocida s

Ahora, si z1_q/2 ¥ 242 son los cuartiles 1 — a/2 y /2 de la distribucién
N(0,1), entonces tenemos:

X —p
P(Zl_a/2<m <Za/2> =1—-«

Noétese que, como la distribucion Normal es simétrica: z1_,/2 = —24/2
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IC para la media con var conocida s

Resolvemos la doble desigualdad para pu:

< za/2

_ A TH
2 T

g ag
a/Z\/—<X :u<za/2\/—
g = = g
_za/2%_X<_M<_X+za/2%
+X>p>X -

g
“Ra2 \/— Za/Q%
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IC para la media con var conocida s

De modo que el estimador por intervalos de confianza es:

(X—Za/g\/_ X+Za/2\;r_>

y por tanto, el intervalo de confianza para la media se calcula como:

IC1_a(p) = <X_Za/2\/— X+za/2\/_> = (Xizap%)

donde X es la media muestral, z,/; es el valor critico del estadistico z
para el nivel de confianza deseado y o/\/n es el error estandar
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i Qué puede afectar al IC?

Pensemos juntos...j qué factores pueden influir en la longitud intervalo de
confianza?
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i Qué puede afectar al IC?

@ Tamafio muestral
o Variabilidad

@ Nivel de confianza
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Aclaracidon cuantiles s

Z1-a/2 Za/2 £ Z1_a/2

« |

\4

Figure 1: Cola superior Figure 2. Cola inferior (en R: lower.tail
= TRUE)

En R, el pardmetro lower.tail (en funciones del tipo pnorm(),
gnorm()) nos permite elegir la cola:

o Para la cola superior, lower.tail = FALSE
o Para la cola inferior, lower.tail = TRUE
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IC para la media con var conocida

Se ha probado que la altura de las alumnas de primer curso de la URJC se
puede aproximar mediante una variable aleatoria con distribucién normal
con desviacién tipica ¢ = 10 cm pero la media u desconocida. En un
estudio con 50 alumnas se obtiene una media de 166 cm. Vamos a
construir un intervalo de confianza al 95% para p.
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IC para la media con var desconocida s

o Concepto previo: Distribucién t-Student
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Distribucién t-Student

La distribucién t-student ¢,, tiene un Gnico parametro n > 0 llamado
grados de libertad

@ Se parece a la distribucion Normal pero con colas “méas pesadas”
@ Segiln n — oo, la distribucién es una N(0,1)

o Data T ~t, paran > 1, E[T] =0y paran>2, V[T] = 25

Distribucion t-Student

04

Grados de libertad

= /! - =i
k<t b - dis5
B 02 }; -
5 ! — df_10
a .
- = 4130
/, df_300
/

IS
R
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Distribucién ¢-Student

e Sea X1,..., X, una muestra aleatoria simple (v.a.i.i.d.) de una
poblacién N(u,c?), entonces el estadistico T":

T — X—p _X—up
VS?/n—1 /8 /n

sigue la distribucién ¢t de Student con n — 1 grados de libertad.

~th_1

o La distribucién ¢t de Student se puede definir como

N(0,1)
VXa/n
siendo N (0, 1) la normal estandar, x2 es la distribucién chi-cuadrado

con n grados de libertad, siendo la normal y la chi-cuadrado
independientes
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Distribucion

En R las funciones de la t-Student son:

@ dt (): Funcién de densidad de probabilidad
@ gt (): Funcién cuantil de la distribucion
o pt(): Funcién de distribucién acumulada

o rt(): Generacién de nimeros pseudoaleatorios
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IC para la media con var desconocida s

Sea una muestra aleatoria simple (X7, ..., X,,) de tamafio n obtenida de
X, siguiendo una distribucién normal con pardmetros i y varianza o2
desconocidos . Queremos obtener un IC para la media  con un nivel de
confianza 1 — a.

La cantidad pivotal para p es:

donde S? es la es la cuasi-varianza muestral y t,, es la distribucién t de
Student con n grados de libertad
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IC para la media con var desconocida s

Sity_1;1—a/2 Y th—1,a/2 SON los cuantiles 1 — /2y a/2 respectivamente
de una distribucién t de Student con n — 1 grados de libertad:

P(tp—11—a2 <T <tp_102) =1-«

Como la distribucion {-Student es simétrica: &, _1.4/2 = ty—1;,1-a/2

X—p
P(~ty 1.0/2 < TN th-t5a/2) =1 -«

Inferencia Estadistica - Grado en Ciencia e InEstadistica paramétrica. Intervalos de confian Curso académico 2024-2025



IC para la media con var desconocida s

Se resuelve la doble desigualdad para p y se obtiene el estimador por
intervalos de confianza:

= S S S
(X - tn—l;a/QﬁaX + tn—l;a/2%)

Resultando el intervalo de confianza:

_ S - S
IC, o(p) = (X - tn—l;a/2%? X+ tn—l;a/2%>
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IC para la media con var desconocida s

Se ha medido la temperatura media de una muestra aleatoria de 10
soluciones salinas, obteniendo los siguiente resultados:

37.2,34.1,35.5,34.5,32.9, 37.3,32.0, 33.1, 42.0, 34.8

Se nos pide calcular el IC al 90% para la temperatura media, suponiendo
que la temperatura de la solucién salina se puede aproximar mediante una
variable aleatoria con distribucién normal
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IC para la media con n grande s

Sea X = (X1,...,X,) una muestra aleatoria simple (v.a.i.i.d) de tamafio
n de una variable aleatoria X. Supongamos que X sigue una distribucién
(conocida o no) con parametros iy o2. Ademés, supongamos que n > 30.
Entonces, por el Teorema Central del Limite se tiene que la cantidad
pivotal para i cumple la siguiente propiedad:

_X—up
~6/vn

Si z1_a/2 ¥ Za/2 son los cuantiles 1 — a/2 y a/2 de N (0, 1), tenemos:

7 ~ N(0,1)

P(zi—app < Z <zyp)=1-a

X—p
P(—Za/2<m<za/2> =1—-«
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IC para la media con n grande s

Obtenemos el estimador por intervalos de confianza resolviendo la doble
desigualdad para pu:

= 6 = 19
(X_Za/2%7X+Za/2%>

El intervalo de confianza es:

_ o _ o
IC_o(p) = (X— Za/zﬁﬂi‘f‘ Za/2%>
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IC para la media para la proporcién s

Sea una muestra aleatoria simple (X,...,X,,) de tamafio n obtenida de
X, siguiendo una distribucién de Bernoulli con pardametro p. Esto es:

pu=E[X]=p 0% = Var[X] = p(1 - p)

Ademas, supongamos que n > 30. Entonces, por el TCL se tiene que la
cantidad pivotal para p = X cumple la siguiente propiedad:

Z=—~—2"L_ ~N(01)
p(1—p)/n
EL intervalo de confianza con nivel de confianza 1 — « para estimar una
proporcién poblacional p es:

A p(1—p
ICi_a(p) = (D E 2op2 P =)
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IC para la media para la proporcion

o Si el tamafio muestral no es lo suficientemente grande y no se puede
aplicar el Teorema Central del Limite —> hay que comprobar la
normalidad de los datos

o Si los datos son normales, el intervalo de confianza anterior es
apropiado

o En caso contrario, tendrian que buscarse alternativas
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IC para la media para la proporcion

Supongamos que estamos realizando una encuesta para determinar la
proporcién de personas que apoyan una nueva politica ambiental en una
ciudad. Hemos encuestado a 1000 personas, y 560 de ellas han respondido
que apoyan la nueva politica.

Queremos calcular un intervalo de confianza del 95% para la proporcién de
apoyo en toda la poblacién.
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Interpretacion de los IC

@ Si calculamos un intervalo de confianza del 95% para la media
poblacional y, por ejemplo, obtenemos un intervalo de (5, 10), esto no
significa que hay un 95% de probabilidad de que la media poblacional
esté en ese intervalo en un caso particular, sino que, si repetimos este
procedimiento muchas veces, el 95% de los intervalos construidos
contendran la verdadera media poblacional.

o Podriamos decir que estamos un 95% seguros de que la media
poblacional se encuentra entre 5 y 10, pero jojo!, la media poblacional
(cuyo valor desconocemos) estard o no estara en ese intervalo.
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Interpretacion de los IC s

Outline of a Theory of Statistical Estimation Based on the Classical
Theory of Probability - J. Neyman

Fi

i Tt will be noticed that in the above description the probability statements refer
ito the problems of estimation with which the statistician will be concerned in the
future. In fact, I have repeatedly stated that the frequency of correct results will
itend to «.* Consider now the case when a sample, E’, is already drawn and the
italculations have given, say, 8 (E’) = 1 and 0 (E') = 2. Can we say that in this
iparticular case the probability of the true value of 0, falling between 1 and 2 is equal
;to o?

The answer is obviously in the negative. The parameter 6, is an unknown constant
iand no probability statement concerning its value may be made, that is except for

Notacién en este articulo: HENiENE NS
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Interpretacion de los IC

Simulacion para interpretar correctamente el concepto frecuentista
de intervalo de confianza

@ Generamos 100 muestras de tamafio n = 50 de una distribucién
X ~ N(u=10,0%2=1)

o Para cada muestra, se construye un IC para la media con a = 0.05.

o Representamos todos esos intervalos de confianza en un (nico grafico.
En verde se pintan los intervalos de confianza que incluyen el
verdadero valor del pardametro 10. En rojo los que no
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Interpretacion de los IC

Varios Intervalos de Confianza

'
9.6 10.0 104

o ;Cuantos intervalos de confianza, de entre los 100 contienen al
verdadero valor del parametro?
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Interpretacion de los IC

o ;Coémo crees que afecta a la longitud del intervalo de confianza los
siguientes aspectos?

o Tamafio muestral
o Nivel de confianza
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Tamano muestral

@ Un tamafio muestral adecuado es crucial en la inferencia estadistica

o Garantiza que los intervalos de confianza sean precisos y que las
conclusiones obtenidas sean representativas de la poblacién

o Las técnicas para determinar el tamafio muestral estan relacionadas
directamente con los intervalos de confianza y se basan en varios
factores:

o Nivel de confianza deseado
o La precisién (o margen de error) deseada
o La variabilidad esperada en la poblacién
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Tamano muestral: factores clave

O Nivel de confianza 1 — «: indica el grado de certeza con el que
intervalo de confianza contiene al pardmetro poblacional. Niveles de
confianza comunes son 90%, 95% y 99%. Un nivel de confianza mas
alto requiere una muestra mas grande para asegurar la misma
precision

@ Margen de Error (E): Es la maxima diferencia tolerable entre la
estimacién muestral y el valor real del pardmetro poblacional. Un
margen de error mas pequefio requiere una muestra mas grande para
asegurar una estimacion precisa

© Variabilidad poblacional o: La variabilidad en la poblacién, medida
por la desviacién estandar, afecta directamente al tamafio muestral.
Una mayor variabilidad requiere una muestra mas grande para obtener
una estimacion precisa
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Tamafio muestral para media poblacional (Normal)  gg

El tamafno muestral n necesario para estimar una media poblacional con
un margen de error E y un nivel de confianza 1 — « se puede calcular

usando la férmula:
o (20 z
E

® z,/7 es el valor critico del estadistico z correspondiente al nivel de
confianza deseado

donde:

@ o es la desviacién estandar de la poblacién (si es desconocida, se
puede usar la desviacidn estandar de la muestra 5)
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Tamafio muestral para media poblacional (Normal)  gg

iDe dénde sale esta féormula?

Efectivamente, teniamos que el intervalo de confianza para la media era:
_ o
T+ z2,90—F
< o/ ﬁ)
Y buscamos el n para que el margen de error sea menor que E, es decir:

o
Za/zﬁ < E
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Supongamos que deseamos estimar la media de una poblacién con un nivel
de confianza del 95%, un margen de error de 5 unidades y se estima que la
desviacion estandar de la poblacién es 15 unidades. ;Qué tamafio muestral
se necesita?
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Tamano muestral para proporcion poblacional

El tamafio muestral n necesario para estimar una proporcién poblacional p
con un margen de error E y un nivel de confianza 1 — « se puede calcular
usando la férmula:

. Zi/g'p'(l_p)
= 7

donde

@ p es la proporcién esperada (si no se conoce, se usa p = 0.5 para
maximizar el tamafio muestral)

@ 2,/2 es el valor critico del estadistico z correspondiente al nivel de
confianza deseado
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Supongamos que deseamos estimar la proporcion de personas que
aprueban una nueva ley con un nivel de confianza del 95%, un margen de
error del 3% (0.03) y se estima que la proporcién esperada es p = 0.5.

i Qué tamafo muestral se necesita?
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