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	Día 1	Clase de teoría

	

	Transparencia 1

Tema 1 - Teoría de la Información

¿Qué pensáis que es la teoría de la información? ¿qué significa “teoría”? ¿qué es la “información?

¿Cuál es el objetivo de la comunicación?

[image: ]

El principal objetivo es transmitir información/datos entre el transmisor y el receptor, establecer una comunicación. En simplificado, siempre es así. Lo que se verá en estos temas son las particularidades cuando el sistema es digital
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Contenidos del tema
Introducción
Modelos de Fuente de Información Modelos de Canal
Entropía e Información Mutua Capacidad de Canal

Estos son todos los conceptos que se verán en este tema. Empezamos con una breve introducción de qué es esto de “Teoría de la información” y para que o quien aplica. Luego, veremos varios conceptos básicos de este campo de estudio.
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Introducción
Teoría de la Información → Búsqueda de los límites fundamentales en comunicaciones. En compresión y en transmisión.
Fuentes:
· Analógicas: voz, música, imagen…
· Discretas: …

Claude E. Shannon (1916-2001)




	En pocas palabras, la teoría de la información se dedica a la “búsqueda de los límites fundamentales en comunicaciones”. Es decir, estudia en qué condiciones dos tareas fundamentales en comunicaciones — compresión y transmisión — son posibles.
Y esto ¿por qué? Es una buena idea conocer estos límites por al conocerlos podemos saber cuánto de mucho nos podemos acercar a ellos en un sistema real.
¿Quién desarrollo todo esto? El inicio de la teoría de la información lo marcan las primeras publicaciones de Claude Shannon. Shannon recibió el sobrenombre de “padre de la Teoría de la información”.
Shannon defendió su tesis en el MIT en 1937 (con 21 años !!), trabajó en los Bell Labs con Nyquist, Shockley y Brattain (los últimos dos inventaron los transistores) y muchos otros conocidos teóricos e inventores de la época. También coincidió trabajando con Von Neumann, Einstein o Gödel. Realizó la primera publicación en TI en 1948 (32 años!!). También desarrollo códigos criptográficos en la WWII (tipo Enigma)

En este tema vamos a ver los fundamentos de la Teoría de la Información y el límite para una transmisión libre de errores. En el próximo tema (Codificación de Fuente), veremos esos límites para la compresión.
Y veremos en el próximo tema cómo se convierte una fuente analógica en digital.
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Modelos de Fuente de Información (I)

Toda fuente de información produce una salida aleatoria.
· Caracterizada en términos estadísticos.

Fuente discreta:
· Alfabeto de 𝑳 posibles elementos ≡ {𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝑳}
· Probabilidad de ocurrencia:

𝒑𝒌 = 𝑷[𝒙𝒌]  𝟏 ≤ 𝒌 ≤ 𝑳

𝑳
1 𝒑𝒌 = 𝟏
𝒌%𝟏

Dos modelos para fuentes discretas:
· DMS = Discrete Memoryless Source
· Estadísticamente dependiente:
· Fuentes estacionarias.

Toda fuente de información es aleatoria. Por tanto, es necesario utilizar términos estadísticos para caracterizarla.
¿Qué pasaría si no fuera así, si fuera determinista? Básicamente que tendría mucho sentido necesitar transmitirla.

La fuente de información discreta es la más sencilla. La salida de esta fuente es una secuencia de letras dentro de un alfabeto finito. Vamos a utilizar como sinónimos prácticamente el término letra, elemento y símbolo de salida de la fuente.
Por ejemplo, en una fuente binaria el alfabeto {0, 1} y una posible secuencia de salida sería 1011100100011… Otro ejemplo sería la fuente que modela el lenguaje escrito, donde el alfabeto son las letras del abecedario y una
posible secuencia de salida sería una frase determinada.

Para modelar las fuentes de información necesitamos conocer la probabilidad de ocurrencia para cada elemento del alfabeto. Como todas las letras pueden aparecer, la suma de probabilidades suma 1.

Los dos principales modelos de fuentes discretas que consideraremos son DMS y estadísticamente dependientes.
En un modelo DMS, la probabilidad de un valor no depende de valores pasados o futuro. En otras palabras, la salida de la fuente es una secuencia generada por una variable aleatoria (v.a.) con salidas independientes e
idénticamente distribuidas (i.i.d.). Llamaremos a esa v.a. como {𝑿𝒊} y por tener la característica i.i.d. será una fuente sin memoria.




	Para las fuentes con memoria, lo que ocurre es que la salida actual depende de las salidas anteriores. ¿Algún ejemplo? El texto escrito, una imagen, son posibles ejemplos de fuentes de información con memoria. En este caso se modelan empleando modelos matemáticos basado en estacionariedad estadística donde las probabilidades conjuntas de una secuencia de símbolos no dependen del tiempo.
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Modelos de Fuente de Información (II)

Fuente analógica:
· La salida 𝒙(𝒕) es una realización de un proceso estocástico 𝑿(𝒕).
· 𝑿(𝒕) es estacionario; con autocorrelación 𝑹𝒙(𝝉) y densidad espectral de potencia 𝑺𝒙(𝒇).
· Cuando es limitado en banda → Teorema de muestreo
(
 𝒏 	 𝒏 
𝑿(𝒕) = 1 𝑿 :	> 𝒔𝒊𝒏𝒄 B𝟐𝑾 :𝒕 −	>D
𝟐𝑾	𝟐𝑾
𝒏%*(

Otro modelo de fuente, que ya se ha ido viendo de forma detallada en asignaturas previas, es el modelo empleado para las fuentes de información analógicas (continuas). En este caso se recurre a los procesos estocásticos para caracterizarlas. La salida de la fuente es una forma de onda x(t), que es la realización de un proceso estocástico
𝑿(𝒕).
Cuando 𝑿(𝒕) es estacionario, se puede caracterizar por función de autocorrelación y la densidad espectral de
potencia. Y si 𝑿(𝒕) está limitado en banda, se puede aplicar el teorema de muestreo. Entonces 𝑿 : 𝒏 > son las
𝟐𝑾
muestras tomadas a la frecuencia de Nyquist: 𝒇𝒔 = 𝟐𝑾 muestras/s. Y con este proceso convertimos la salida de una fuente analógica a una fuente equivalente discreta. Esta fuente se caracteriza por la PDF conjunta 𝒑(𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒎) donde 𝒙𝒏 son las muestras “continuas”.
Y en el próximo tema ya veremos como muestrear (convertir A/D) supone unas pérdidas de precisión (distorsión) por el proceso de cuantificar las muestras continuas, es decir no podremos reconstruir de forma exacta la señal original.
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Modelo de canal
Modelado útil para el diseño de códigos.

Descripción general:
· Alfabeto de entrada.
· Alfabeto de salida.
· Probabilidades condicionadas = relaciones entre secuencias de entrada y de salida.

Canal sin memoria (memoryless).

El alfabeto de la entrada lo llamaremos 𝓧 y el alfabeto de salida lo llamaremos 𝓨.

Como añadido, en los canales sin memoria, las probabilidades condicionadas de transición entre la secuencia de entrada 𝒙 = (𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏) y la salida 𝒚 = (𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝒏) se pueden reescribir como
𝒏
𝑷(𝒚|𝒙) = J 𝑷(𝒚𝒊|𝒙𝒊)
𝒊%𝟏

Es decir, que la salida en un instante de tiempo 𝒊 depende únicamente de la entrada de ese instante de tiempo.
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	BSC
Binary Symmetric Channel El canal más sencillo:
· Modulación binaria (𝟎, 𝟏).
· Decisor duro (hard decisor).
Modulador y demodulador se incluyen en el canal.

Caracterizado por:
𝑷(𝟎|𝟏) = 𝒑	𝑷(𝟎|𝟎) = 𝟏 − 𝒑
𝑷(𝟏|𝟎) = 𝒑	𝑷(𝟏|𝟏) = 𝟏 − 𝒑

El valor de 𝒑 es determinado por la constelación, la energía transmitida y la potencia de ruido.

Si consideramos que el canal tiene ruido aditivo y que el modulador y el demodular forman parte del canal, entonces nuestro modelo de canal compuesto quedaría según la siguiente figura
[image: ]

Cuando además el modulador es binario y el demodulador es con hard-decision, es decir cuando el canal compuesto tiene entrada discreta binaria y salida discreta binaria, entonces estamos con un modelo de canal BSC.
En este modelo de canal 𝓧= 𝓨 = {𝟎, 𝟏}.

Considerando que el ruido del canal y todo lo que le pasa a la señal son errores estadísticamente independientes, el BSC es caracterizado por las siguientes probabilidades de transición:
· 𝑷[𝒀 = 𝟎|𝑿 = 𝟏] = 𝑷[𝒀 = 𝟏|𝑿 = 𝟎] = 𝒑	(cuando hay error)
· 𝑷[𝒀 = 𝟎|𝑿 = 𝟎] = 𝑷[𝒀 = 𝟏|𝑿 = 𝟏] = 𝟏 − 𝒑  (cuando no hay error)

Como cada bit de salida depende solamente del bit de entrada correspondiente, el canal BSE es memoryless
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DMC
Discrete Memoryless Channel Generalización del BSC. Caracterizado por:
· 𝑷[𝒚|𝒙] para todos los valores de entrada y salida.

El modelo de canal BSC es un caso especial de un modelo de canal más general con entrada/salida discreta: el DMC. En un modelo de canal DMC se utiliza un esquema de modulación sin memoria con 𝑴 símbolos y donde la salida de la decodificación consta de 𝑸 símbolos.
Para modelar este canal empleamos un conjunto de probabilidades condicionales de transición 𝑷[𝒚|𝒙], 𝒙 ∈
𝓧, 𝒚 ∈ 𝓨 que se pueden colocar de forma matricial 𝑷 = P𝒑𝒊𝒋Q, 𝟏 ≤ 𝒙 ≤ |𝓧|, 𝟏 ≤ 𝒚 ≤ |𝓨|
La suma de las probabilidades de todas las flechas que salen de cada 𝒙𝒊 = 𝟏 y la suma de las probabilidades de todas las flechas que entran de cada 𝒚𝒋 = 𝟏.
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Discrete-Input, Continuous-Output Channel

Caracterizado por:
· 𝝆(𝒚|𝒙) para todos los valores de entrada y salida.

Aplicable en receptores “Soft Decision”. Ejemplo: Canal Gaussiano (AWGN)
( | )	𝟏	−(𝒚 − 𝒙)𝟐
𝝆 𝒚 𝒙 =	𝒆𝒙𝒑 W	X
√𝟐𝝅𝝈𝟐	𝟐𝝈𝟐

Donde 𝝈𝟐 es la potencia de ruido y 𝒙 los valores de la constelación.

El modelo de canal que vemos ahora considera que la salida del detector es continua, es decir, que se observa la salida antes del cuantificador. Por tanto, |𝓧| = 𝑴 y |𝓨| = ℝ

El ejemplo más relevante de este tipo de canal es el canal AWGN donde 𝒀 = 𝑿 + 𝑵 siendo 𝑵~𝑮(𝟎, 𝝈𝟐). En este caso, para una secuencia de entrada 𝑿𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏 la secuencia de salida es 𝒀𝒊 = 𝑿𝒊 + 𝑵𝒊, 𝒊 = 𝟏, 𝟐, 𝟑, … , 𝒏.

De nuevo, la condición que este canal sea sin memoria se puede expresar como:
𝒏
𝑷[𝒚𝟏, 𝒚𝟐, … , 𝒚𝒏|𝒙𝟏, 𝒙𝟐, … , 𝒙𝒏] = J 𝑷(𝒚𝒊|𝒙𝒊)
𝒊%𝟏
Otros modelos de canal que se pueden encontrar en la literatura son:
· Discrete-Time AWGN Channel – la entrada y salida del canal son ∈ ℝ y la transmisión se hacen en cada instante de tiempo 𝒊. Se suele asumir que 𝑬[𝑿𝟐] ≤ 𝑷 (limitado en potencia). Además, cuando 𝒏 es
grande, con probabilidad cercana a 1 tenemos que 𝟏 ∑𝒏  𝒙𝟐 = 𝟏 a|𝒙|a𝟐 ≤ 𝑷. La interpretación
𝒏  𝒊%𝟏  𝒊	𝒏
geométrica de esto es que las secuencias de entrada al canal se pueden representar en una esfera n- dimensional de radio √𝒏𝑷 centrada en el origen
· AWGN Waveform Channel
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Información
La información que proporciona la ocurrencia de un evento es mayor cuanto menos probable sea este evento. Es decir, la información es inversa a la probabilidad.
Cálculo matemático:
𝑰(𝒙𝒊) = −𝐥𝐨𝐠𝟐[𝑷(𝒙𝒊)]

Unidades:
· 𝐥𝐨𝐠𝟐	→ [bits]
· 𝐥𝐧	→ [nats]

Ya sabemos cómo modelar las fuentes de información. Y también tenemos de modelos de canal por donde transmitir la información. Pero ¿qué es la información? Y lo más importante, ¿cómo se puede medir? Vamos a desarrollar intuición de la medida de la información con ejemplos: ¿qué nos da más información?:
· Ejemplo 1 - Saber que “mañana sale el sol”, que “mañana llueve” o que “mañana hay un tornado”
· Ejemplo 2 – Saber que “ha llovido en Galicia” o que “ha llovido en el Sahara”




	Por tanto, podemos decir que la información está relacionada con la incertidumbre. Y además, necesitamos una medida objetiva de la información. El cálculo matemático de esta métrica para un evento concreto es 𝑰(𝒙𝒊) =
−𝒍𝒐𝒈𝟐 [𝑷(𝒙𝒊)]. Es una métrica propuesta por Claude Shannon.

Para comprobar que realmente la medida propuesta es mayor cuanta más incertidumbre hay para el evento (cuanta menos probabilidad de aparición tiene), se recomienda revisar las propiedades de los logaritmos. Además, es útil recordar que las propiedades solamente pueden tener valores entre 0 y 1.
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Información Mutua (I)

Representa la incertidumbre eliminada sobre 𝒙𝒊 al conocer 𝒚𝒊. O la información que aporta 𝒚𝒊 sobre el valor de 𝒙𝒊.
𝑷(𝒙𝒊|𝒚𝒊)	 𝑷(𝒙𝒊, 𝒚𝒊) 
𝑰(𝒙𝒊; 𝒚𝒊) = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k 𝑷(𝒙 ) l = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k	l  [𝐁𝐢𝐭𝐬]
𝒊	𝑷(𝒙𝒊)𝑷(𝒚𝒊)

Independientes → 𝑰(𝒙; 𝒚) = 𝟎
Iguales → 𝑰(𝒙, 𝒚) = 𝑰(𝒙) = 𝑰(𝒚)

Ahora supongamos que observamos un evento 𝒚𝒊, que convenientemente vamos a identificar con un símbolo a la salida de un canal. Y queríamos determinar la cantidad de información que aporte el hecho de conocer 𝒚𝒊 sobre el evento 𝒙𝒊, que vamos a identificar como el símbolo que vamos a transmitir por el canal. Esto se puede cuantificar a través de la Información mutua entre los eventos 𝒙𝒊 e 𝒚𝒊.

La relación entre una versión de la fórmula y la siguiente se realiza a través del teorema de Bayes 𝑷(𝒙|𝒚) =𝑷(𝒙,𝒚)
𝑷(𝒚)

𝑰(𝒙; 𝒚) cuando 𝒙 es independiente de 𝒚. Al ser las muestras independientes se cumple que 𝑷(𝒙, 𝒚) = 𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)
por tanto el cálculo de la información mutua se reduce a:
 𝑷(𝒙, 𝒚) 	𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)
𝑰(𝒙; 𝒚) = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k	l = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k	l = 𝒍𝒐𝒈𝟐[𝟏] = 𝟎  [𝐁𝐢𝐭𝐬]
𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)	𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)

𝑰(𝒙; 𝒚) cuando 𝒙 es igual a 𝒚. Al ser las muestras iguales se cumple que 𝑷(𝒙, 𝒚) = 𝑷(𝒙) por tanto el cálculo de la información mutua se reduce a:
 𝑷(𝒙, 𝒚) 	 𝑷(𝒙)		 𝟏 
𝑰(𝒙; 𝒚) = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k	l = 𝒍𝒐𝒈𝟐 k	l = 𝒍𝒐𝒈𝟐 q	r = 𝑰(𝒚) = 𝑰(𝒙)  [𝐁𝐢𝐭𝐬]
𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)	𝑷(𝒙)𝑷(𝒚)	𝑷(𝒚)
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Información Mutua (II)

Información mutua media (o información mutua entre las variables aleatorias 𝑿 e 𝒀 ):
𝒏  𝒎	𝒏  𝒎
𝑰(𝑿; 𝒀) = 1 1 𝑷(𝒙 , 𝒚 )𝑰(𝒙 ; 𝒚 ) = 1 1 𝑷(𝒙 , 𝒚 )𝒍𝒐𝒈 k 𝑷(𝒙𝒊, 𝒚𝒊) l  [𝐁𝐢𝐭𝐬]
𝒊	𝒊	𝒊	𝒊	𝒊	𝒊	𝟐 𝑷(𝒙𝒊)𝑷(𝒚𝒊)
𝒊%𝟏 𝒋%𝟏	𝒊%𝟏 𝒋%𝟏

Propiedades:
· 𝑰(𝑿; 𝒀) = 𝑰(𝒀; 𝑿)
· 𝑰(𝑿; 𝒀) ≥ 𝟎, con igualdad si y solo si 𝑿 e 𝒀 son independientes
· 𝑰(𝑿; 𝒀) ≤ 𝐦𝐢𝐧{|𝓧|, |𝓨|}



𝑛
𝐻(𝑋)

2
1


0 ≤ 𝐻(𝑋) ≤ log4(𝑛)
3
1.585

4
2

5
2.3214

…


8
3



	Nos interesa también poder cuantificar la información mutua entre dos v.a., dado que vamos a identificar la v.a.
𝑿 con lo que se transmite por el canal, y la v.a. 𝒀 con lo que el receptor recibe. Esta métrica es la información mutua media y se calcula mediante la media ponderada de la información mutua entre todas las parejas de dos eventos.



	Día 2	Clase de teoría
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Entropía (1)

Entropía o información media:
· Hace referencia a la cantidad media de información que contiene una v.a. o, en particular, una fuente transmisora.
· En [bits] o [nats] por símbolo o por salida de la fuente.
𝒏	𝒏
𝑿 = {𝒙𝒊} u ⇒ 𝑯(𝑿) = 1 𝑷(𝒙𝒊) · 𝑰(𝒙𝒊) = 1 𝑷(𝒙𝒊) · 𝒍𝒐𝒈𝟐(𝑷(𝒙𝒊)) [𝐁𝐢𝐭𝐬/𝐒𝐢𝐦𝐛. ]
𝒊 = 𝟏, … , 𝒏
𝒊%𝟏	𝒊%𝟏

Es importante recordar que la entropía depende de las probabilidades de la v.a., no de los valores que toma la v.a.. Cuanta más entropía tiene una variable aleatoria, más información estamos transmitiendo.
La entropía se relaciona con la información mutua media mediante: 𝑯(𝑿) = 𝑰(𝑿; 𝑿)

La entropía es máxima cuando los símbolos de la variable aleatoria de 𝒏 símbolos son equiprobables, es decir
𝑷(𝒙 ) = 𝟏
𝒊	𝒏
En este caso, la entropía sería 𝑯(𝑿) = ∑𝒏  𝟏 · 𝒍𝒐𝒈𝟐 :𝟏> = 𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒏) [bits]
𝒊%𝟏 𝒏	𝒏














El valor de la entropía de una fuente determinista sería 0. En una fuente determinista tendríamos que para un determinado 𝒙𝒊 el valor de 𝑷(𝒙𝒊) = 𝟏 y para el resto de los símbolos la probabilidad de aparición sería 0. La entropía nos indica que la fuente no tiene ambigüedad, no da información alguna.

Propiedades de la entropía:
· 𝟎 ≤ 𝐇(𝐗) ≤ 𝐥𝐨𝐠|𝓧|
· 𝑰(𝑿; 𝑿) = 𝑯(𝑿)
· 𝑰(𝑿; 𝒀) ≤ 𝒎𝒊𝒏{𝑯(𝑿), 𝑯(𝒀)}
· si 𝒀 = 𝒈(𝑿) entonces 𝑯(𝒀) ≤ 𝑯(𝑿)
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Entropía (2)
(
𝑯(𝑿) =Ü  𝝆𝑿(𝒙) · 𝒍𝒐𝒈𝟐á𝝆𝑿(𝒙)à𝒅𝒙
*(




(	(	 𝝆𝑿,𝒀(𝒙, 𝒚) 

𝑰(𝑿; 𝒀) =Ü  Ü  𝝆𝑿,𝒀(𝒙, 𝒚) · 𝒍𝒐𝒈𝟐 ä

( )	(

)ã 𝒅𝒙 𝒅𝒚

*( *(

𝝆𝑿 𝒙 𝝆𝒀 𝒚

La teoría de la información también tiene un apartado dedicado a la v.a. continuas.
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Entropía (3)
Ejemplo:
· Fuente binaria.
· 𝑷(𝟎) = 𝒑
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Probabilidad (p)
Al sustituir los valores conocidos para calcular la entropía de esta fuente obtenemos

𝑯(𝑿) = −𝒑 𝒍𝒐𝒈(𝒑) − (𝟏 − 𝒑)𝒍𝒐𝒈 (𝟏 − 𝒑) = 𝑯𝒃(𝒑)

Esta función recibe el nombre de función entropía binaria 𝑯𝒃(𝒑)
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Capacidad de Canal (I)

Recordar concepto de información mutua media:
𝒏  𝒎	𝒏  𝒎

𝑰(𝑿; 𝒀) = 1 1 𝑷(𝒙 , 𝒚 )𝑰(𝒙 ; 𝒚 ) = 1 1 𝑷(𝒙 , 𝒚 )𝒍𝒐𝒈

k 𝑷(𝒙𝒊, 𝒚𝒊) l

[𝐁𝐢𝐭𝐬]


𝒊%𝟏 𝒋%𝟏

𝒊	𝒊

𝒊	𝒊


𝒊%𝟏 𝒋%𝟏

𝒊	𝒊

𝟐 𝑷(𝒙𝒊)𝑷(𝒚𝒊)


Información mutua entre la entrada y la salida de un canal:
· Cantidad de información que es capaz de atravesar el canal.
· En función de:
· Probabilidades de transición del canal.
· Distribución de probabilidades a la entrada.
Capacidad de canal:
· Máxima tasa de comunicación fiable. [bits por transmisión]
· En canal DMC:
𝑪 =𝐦𝐚𝐱 𝑰(𝑿; 𝒀)
𝒑

Si 𝑿 representa la entrada en un canal e 𝒀 es la salida del mismo canal, 𝑰(𝑿; 𝒀) se puede ver como la cantidad de información que atraviesa el canal.
En un canal DMC, la capacidad se calcula como el máximo de información mutua entre entrada y salida. Las unidades empleadas son de [bits por transmisión] o [bits por uso del canal].
Entendemos por comunicación fiable a la comunicación con tasa de error arbitrariamente pequeña
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Capacidad de Canal (2)

Segundo Teorema de Shannon (1948):
· Teorema de codificación de canal (con ruido).
· A través de un canal de capacidad 𝑪, es posible realizar una transmisión fiable a una tasa 𝑹 si 𝑹 ≤ 𝑪 .
· Por eso a 𝑪 se la conoce como Límite de Shannon o Límite de Shannon de la capacidad del canal.

Para un canal AWGN:
𝑺
𝑪 = 𝑾𝒍𝒐𝒈 ä𝟏 + [image: ]ã [𝐛𝐢𝐭𝐬/𝐬𝐞𝐠]
𝟐	𝑵

· 𝑾 = ancho de banda del canal (Hz).
· 𝑺 = potencia media de la señal recibida.
· 𝑵 = potencia de ruido (= 𝑵𝟎𝑾).

La capacidad es un límite fundamental en comunicaciones, dado que nos indica la tasa máxima para realizar una comunicación fiable. Lo que es complicado es encontrar un codificador en la realidad que alcance una tasa binaria
𝑹 = 𝑪.
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Ejemplo
Capacidad de canal BSC:
𝑷(𝒙 = 𝟎) = 𝑷(𝒙 = 𝟏) = 𝟎. 𝟓	𝑪 = 𝟏 − 𝑯𝒃(𝒑)
𝑷(𝒚 = 𝟏|𝒙 = 𝟎) = 𝑷(𝒚 = 𝟎|𝒙 = 𝟏) = 𝒑
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Probabiidad de error (p)
Para calcular la capacidad de un canal BSC se ha de recordar que 𝒑 es la probabilidad de error por el canal.
Asimismo, es necesario determinar (asumir) valores para las probabilidades de aparición de los símbolos a la entrada de canal. Para obtener el máximo de la información mutua media, estos símbolos han de ser equiprobables. Al sustituir toda esta información en la fórmula para calcular la capacidad de un canal BSC se obtiene que
𝟐	𝟐
𝑪 = 1 1 𝑷(𝒙𝒊, 𝒚𝒊)𝑰(𝒙𝒊; 𝒚𝒊) = 𝟏 + (𝟏 − 𝒑) 𝐥𝐨𝐠𝟐(𝟏 − 𝒑) + 𝒑 𝐥𝐨𝐠𝟐(𝒑) = 𝟏 − 𝑯𝒃(𝒑)
𝒊%𝟏 𝒋%𝟏

En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 6.5-5 del libro “Digital Communications 5nd Edition J. Proakis” donde se representa la Capacidad frente a la 𝑬𝒃/𝑵𝟎 expresada en decibelios.
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Ejemplo

Capacidad de canal Discrete-Time Binary-Input AWGN
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 6.5-6 del libro “Digital Communications 5nd Edition J. Proakis” donde se representa la Capacidad frente a la 𝑬𝒃/𝑵𝟎 expresada en decibelios para este modelo de canal en concreto. Para este modelo de canal en particular no se disponen de fórmulas cerradas para calcular la capacidad y lo mostrado en esta figura es un caso particular.
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Ejemplo

Capacidad de canal AWGN de Banda Limitada:

En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 6.5-7 del libro “Digital Communications 5nd Edition J. Proakis” donde se representa la Capacidad frente a la 𝑬𝒃/𝑵𝟎 expresada en decibelios para este modelo de canal en concreto. Es necesario destacar de esta gráfica el límite inferior de -1.6dB por debajo del cual la capacidad es 0.

Límite de Shannon: 𝜺𝒃 > 𝒍𝒏 𝟐 ≈ 𝟎. 𝟔𝟗𝟑 ≈ −𝟏. 𝟔𝐝𝐁
𝑵𝟎

Para determinar el valor del límite de Shannon se parte de la fórmula de la capacidad en un canal AWGN:
𝐑 ≤ 𝐂 = 𝑾𝒍𝒐𝒈 ä𝟏 +  𝑷 
𝟐	𝑵𝟎	ã
𝑾
Sustituyendo 𝑬𝒃 = 𝑷 y despejando 𝑬𝒃 en función de 𝑹 se obtiene:
𝑹	𝑵𝟎	𝑾

𝑬	𝟐𝑹>𝑾 − 𝟏
  𝒃 =
𝑵𝟎	 𝑹
𝑾
Al calcular el límite de la expresión anterior cuando 𝑹 → 𝟎 se obtiene este valor de -1.6dB. El límite de Shannon
𝑾
es el valor de 𝑬𝒃/𝑵𝟎 mínimo para cualquier sistema de comunicaciones para poder alcanzar una transmisión con error
arbitrariamente pequeño. Ningún sistema puede realizar transmisión fiable por debajo de este límite y para alcanzar este límite necesitaríamos que la tasa tendiera a 0, o que el ancho de banda fuera infinito.


[image: ]Autores: Mihaela I. Chidean y Luis Bote Curiel
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Tema 2 - Codificación de Fuente
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Contenidos del tema

Introducción
Compresión de Fuente sin Pérdidas
· Códigos Huffman
· Códigos Lempel-Ziv Conversión Analógico/Digital
· PCM
· Error de Cuantificación Compresión de Fuente con Pérdidas
· Función de Tasa-Distorsión Codificación de Fuente Audiovisual
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Introducción (1)

[image: ]
La fuente de información genera una señal aleatoria. De manera que es necesario emplear estadística y probabilidades para poder modelarla. Definimos como mensaje la salida de la fuente.
Los símbolos (el mensaje) es codificado por el codificador de fuente, cuyo objetivo es representar los símbolos con la menor cantidad de bits posibles. Definimos como secuencia de bits de información a la salida del codificador de fuente.
Esta secuencia binaria se vuelve a codificar por el codificador de canal, en este caso el objetivo es introducir de manera controlada bits de redundancia a la secuencia de información que pueda utilizarse para minimizar los errores en el destino.
Por el canal real no se pueden transmitir bits como tal, por tanto, empleamos el modulador para MAPEAR la secuencia de información en una de forma de onda adecuada para ser transmitida por el canal.




	El canal es el medio físico por el que se transmite la señal. Puede ser de múltiples tipos (atmósfera, fibra óptica, cables de muchos tipos, agua, …). El canal introduce errores en la señal transmitida manera aleatoria, por una amplia variedad de razones (ruido térmico generado por los dispositivos, interferencias, ruido de encendido de automóviles,
…).
Una vez llegadas las señales al receptor, este se encarga de deshacer todos los procesos que ha ido haciendo el transmisor. Y el objetivo es recuperar el mensaje generado por la fuente en el receptor.
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Introducción (2)

Necesidades de codificación en una Tx digital:
· Tx rápida → Codificación de fuente.
· Tx confiable → Codificación de canal.
· Tx segura → Criptografía.

Objetivo de la codificación de fuente: Proporcionar una secuencia de bits que represente fielmente la información de fuente:
· Eliminando redundancias (no se envía información innecesaria).
· Asignando códigos que representen distorsiones mínimas si hay errores de Tx.
· Si la fuente es analógica, convirtiendo a secuencia de bits.

Lo que veremos en esta asignatura es la codificación de fuente y de canal. La codificación de fuente lo que nos proporciona es una transmisión más rápida, dado que cuanta más redundancia se elimina, menos bits de información habrá que realmente transmitir por el canal. Por este motivo, la codificación de fuente también se asocia a la compresión de datos. Y la codificación de canal nos proporciona una transmisión más confiable, en el sentido que se “protegen” los bits transmitidos para intentar reducir el número de errores.
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Introducción (3)

Por tanto, codificación de fuente:
· → Representar la fuente con la menor cantidad de bits.
· → De forma que se pueda recuperar la información de la fuente a partir de los datos comprimidos.

Clasificación:
· Sin pérdidas: (lossless compression)
· Minimizar el número de bits permitiendo una perfecta reconstrucción de la fuente.
· Con pérdidas: (lossy compression)
· Se comprimen los datos teniendo en cuenta un máximo tolerable de distorsión.

La codificación de fuente es el proceso de conversión de un mensaje en una secuencia de bits más eficientes y que tienen menos (idealmente ninguna) redundancia. Además, este proceso se ha de realizar de manera eficiente y adecuada dado que necesitamos poder recuperar los bits de información a partir de los datos comprimidos.
La codificación de fuente SIN pérdidas permite que los bits originales se recuperan de forma perfecta, y que la fuente de información de-comprimida sea idéntica a la original. La codificación de fuente CON pérdida donde los bits recuperados solamente se parecen (mucho) a los originales, con un máximo error / distorsión posible.
Vamos a estudiar primero varias técnicas de compresión de fuente SIN pérdidas



Símbolo
𝑷(𝒙𝒊)
Cod. Long. Fija
Cod. Long. Variable
𝑥?
0.5
00
0
𝑥4
0.25
01
10
𝑥@
0.125
10
110
𝑥A
0.125
11
111
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Compresión de Fuente sin Pérdidas (I)

Fuente discreta sin memoria (DMS):
· Cada realización es independiente del resto.

Códigos de longitud fija:
· 𝒏 símbolos distintos → 𝒍𝒐𝒈𝟐 𝒏
· Ineficiente cuando hay símbolos más probables que otros.
· Ineficiencia adicional cuando n no es potencia de 2.

Códigos de longitud variable:
· Tienen en cuenta la probabilidad a priori de los símbolos. ≡ Codif. de Entropía
· Ej. Morse
𝒏
𝑳ô = 1 𝒍𝒊 · 𝑷(𝒙𝒊) [𝐁𝐢𝐭𝐬/𝐒𝐢𝐦𝐛. ]
𝒊%𝟏

Aunque la codificación de fuente puede llegar a parecer, a primera vista, algo relativamente fácil, solamente lo es cuando la fuente es sin memoria. Que una fuente sea SIN memoria significa que los símbolos consecutivos de la fuente son independientes entre sí y que cada símbolo es codificado de forma separada. La DMS es (por mucho) el modelo de fuente de información más sencillo y básico. Sin embargo, muy pocas fuentes de información reales se pueden modelar suficientemente bien por una DMS.
En pocas palabras y de manera gráfica, el codificador de fuente transforma la secuencia de símbolos que sale de la fuente en una secuencia de bits de información.







Distinguimos entre códigos de longitud fija, donde se asigna el mismo número de bits a todos y cada uno de los símbolos que salen de la fuente. Puede ver en el ejemplo, la codificación indicada en la columna “Cod. Long. Fija”, donde al tener cuatro símbolos en la fuente se asignan dos bits por símbolo. Es decir, la longitud media de esta codificación es 𝑳ô = 𝟐𝐛𝐢𝐭𝐬/𝐬𝐢𝐦𝐛.
La codificación de longitud fija es ineficiente cuando los símbolos NO son equiprobables (como es este caso donde uno de los símbolos aparece la mitad de las veces) y cuando NO tenemos 2, 4, 8, 16, etc símbolos dado que utilizaríamos de manera ineficiente la codificación.

Al tener símbolos con diferentes probabilidades de aparición (como es este ejemplo), es altamente conveniente utilizar codificaciones que tienen en cuenta estos valores. Por ejemplo, asignar al símbolo más probable un código más corto de manera que en media se emplean menos bits/símbolo para la totalidad de la secuencia. Puede ver en el ejemplo, la codificación indicada en la columna “Cod. Long. Variable”, donde se observa que el símbolo más probable tiene asignado un código de un único bit. La longitud media (ponderada) de esta codificación es 𝑳ô = 𝟏. 𝟕𝟓𝐛𝐢𝐭𝐬/𝐬𝐢𝐦𝐛, bastante más eficiente que la codificación de longitud fija.

Ejemplo:
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Compresión de Fuente sin Pérdidas (2)
Límite fundamental:	𝑯(𝑿) ≤𝑳ô

· Eficiencia de codificación: 𝐄𝐟. 𝐜𝐨𝐝. = 𝟏𝟎𝟎 ·𝑯(𝑿) [%]𝑳C

Primer Teorema de Shannon:
· Teorema de codificación de fuente sin pérdidas.
· Siendo 𝑿 una fuente DMS con entropía 𝑯(𝑿), existe un código fuente sin pérdidas para esta fuente a cualquier tasa 𝑳ô ≥ 𝑯(𝑿)
· No existe ningún código sin pérdidas para esta fuente a una tasa inferior a 𝑯(𝑿).
No es posible reducir el valor de 𝑳ô todo lo que quisiéramos, dado que hay un límite fundamental que nos lo impide. Este límite es precisamente la entropía de la fuente 𝑯(𝑿). Esta relación entre 𝑯(𝑿) y 𝑳ô viene determinada por el primer teorema de Shannon.
Se puede determinar cuánto de cerca está una codificación en concreto de este valor óptimo 𝑯(𝑿) empleando la eficiencia de codificación.

Recopilación de conceptos:
· Sabemos que en un código de fuente sin pérdidas no se pueden asignar menos bits/símbolo de lo que marca la entropía. Sabemos que de alguna manera hay que incluir en la codificación la probabilidad de aparición de los símbolos.
· Lo que NO sabemos es como construir dicho código. El teorema de codificación de fuente sin pérdidas NO es constructivo.
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Compresión de Fuente sin Pérdidas (3)

Códigos de decodificación única:
· Se recupera la información sin ambigüedad.

Códigos instantáneos:
· Se pueden decodificar las palabras código según se van recibiendo.
· (Instantáneo; On-line.)
· Requisito: prefix-free. (Desigualdad de Kraft)
· Ninguna palabra código es prefijo de otra.
Ejemplo:
	Símbolo
	𝑷(𝒙𝒊)
	Código I
	Código II
	Código III

	𝑥?
	0.5
	1
	0
	0

	𝑥4
	0.25
	00
	10
	01

	𝑥@
	0.125
	01
	110
	011

	𝑥A
	0.125
	10
	111
	111



A continuación, vamos a indicar las condiciones necesarias y propiedades deseables de un algoritmo de codificación de fuente sin pérdidas:
· Claramente, es necesario utilizar de alguna forma las probabilidades de aparición de cada letra, para intentar codificar de manera eficiente. La idea sería utilizar menos bits para los símbolos más probables. Y emplear los códigos largos para los símbolos menos probables.
· Es necesario disponer de códigos de codificación única, es decir que se puede recuperar la información sin ambigüedad y que los códigos obtenidos identifiquen de forma unívoca cada símbolo transmitido. No se puede permitir que se puedan confundir dos palabras código entre sí.


	· En la asunción de DMS, es necesario evitar introducir cualquier tipo de retardo adicional. Por tanto, es fundamental no utilizar símbolos anteriores o posteriores al actual para codificar el actual (no introducir memoria). Por tanto, se requieren códigos instantáneos. Y para alcanzar este hecho se requiere que NINGUNA palabra código puede ser prefijo de otra palabra código.
· Código instantáneo ⇒ Código de decodificación única
· Código de decodificación única ⇏Código instantáneo
Para determinar si un el código tiene palabras que son prefijos de otras es conveniente representar forma gráfica en forma de árbol. En las siguientes dos figuras se observa la representación gráfica de los Códigos II y III de la tabla anterior. Se puede observar que el código III tiene palabras que son prefijo de otras, mientras que el código II no las tiene.

[image: ] [image: ]
Existe un método analítico que apoya el determinar si un código es instantáneo o no, y se basa en la Desigualdad de Kraft. La desigualdad de Desigualdad de Kraft es una condición necesaria y suficiente para la existencia de un código binario cuyas palabras de longitud 𝒍𝒊 satisfaga la condición de prefijo:
𝒏
1 𝟐𝒍𝒊 ≤ 𝟏
𝒊%𝟏
La desigualdad de Kraft se basa únicamente en las longitudes de las palabras. Los códigos II y III ambos cumplen
la desigualdad de Kraft, pero ya sabemos que el código III no cumple la condición prefix-free. Sin embargo, el código I NO cumple la desigualdad de Kraft y por tanto podemos asegurar que tampoco cumple la condición prefix-free.

	Transparencia 9

Compresión de Fuente sin Pérdidas (3)

Teorema de codificación de fuente para códigos prefijo

· Considere la fuente DMS 𝑿 con entropía finita 𝑯(𝑿) y con letras 𝒎𝒊, 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏. La probabilidad de ocurrencia de las letras es 𝒑𝒊, 𝟏 ≤ 𝒊 ≤ 𝒏.
· Es posible construir un código que satisface la condición de prefijo y que tiene una longitud promedio de palabra 𝑳ô que satisface la siguiente desigualdad: 𝑯(𝑿) ≤𝑳ô≤ 𝑯(𝑿) + 𝟏
Para los códigos que cumplen la condición prefix-free se dispone de una extensión del teorema de codificación de fuente que acota tanto superiormente como inferiormente el valor de 𝑳.
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Códigos Huffman

En 1951 David Huffman, en su tesis doctoral, propuso el método más eficiente de representar números, letras y otros símbolos utilizando un código binario
El algoritmo es óptimo ya que el número promedio de bits que se requiere para representar una fuente es un mínimo, sujetos a la condición de prefijo.


El código Huffman es un algoritmo de codificación de fuente SIN pérdidas en concreto. Este algoritmo fue propuesto por David Huffman en su tesis doctoral y es un algoritmo óptimo en el sentido que la tasa promedio
𝑳obtenida es la mínima posible para una fuente dada. Además, el código satisface la condición prefix-free.
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· Asigna códigos más cortos a los símbolos más probables.
· Prefix-free.

Ejemplo:

	Letra
	Probabilidad
	Código

	𝑥?
	0.35
	1

	𝑥4
	0.30
	01

	𝑥@
	0.20
	000

	𝑥A
	0.10
	0010

	𝑥E
	0.04
	00110

	𝑥F
	0.005
	001110

	𝑥G
	0.005
	001111





Es un algoritmo que procedimental, es decir que se puede descomponer en “pasos” o “etapas”:
· Paso 1: ordenar las prioridades de mayor a menor.
· Paso 2: sumar probabilidades de dos en dos, siempre considerando las dos menores no utilizadas aún.
· Paso 3: repetir paso 2 hasta obtener suma total de probabilidades 1
· Paso 4: asignar los bits 1 o 0 a las ramas que se obtienen siguiendo un criterio consistente. En este case se ha asignado el bit 1 a la rama con menor probabilidad. Y en caso de dos ramas iguales, se ha asignado el bit 1 a la rama inferior.
· Paso 5: Leer el código resultante empezando por el extremo derecho del árbol. Por ejemplo, el código correspondiente a la palabra 𝒙𝟕 sería 001111
· El resultado daría lo indicado en verde en la columna “Código” de la tabla anterior.

Dado que se ha de decidir un criterio para la asignación de los bits 0 y 1, es posible obtener diversos códigos. Si se ha seguido correctamente el procedimiento, todos tendrán la misma longitud media 𝑳ô y serán igual de válidos.
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Códigos Huffman — otro ejemplo

	Letra
	Probabilidad
	Código

	𝑥?
	0.36
	00

	𝑥4
	0.14
	010

	𝑥@
	0.13
	011

	𝑥A
	0.12
	100

	𝑥E
	0.10
	101

	𝑥F
	0.09
	110

	𝑥G
	0.04
	1110

	𝑥I
	0.02
	1111




𝑯(𝑿) = 𝟐. 𝟔𝟑 [𝐁𝐢𝐭𝐬/𝐬𝐢𝐦𝐛. ]
𝑳ô = 𝟐. 𝟕𝟎 [𝐁𝐢𝐭𝐬/𝐬𝐢𝐦𝐛. ]
𝐄𝐟𝐢𝐜𝐢𝐞𝐧𝐜𝐢𝐚 = 𝑯(𝑿) = 𝟎. 𝟗𝟕
𝑳ô
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Códigos Huffman — agrupación de letras

¿Podemos hacerla más eficiente?
¿Qué ocurre con el teorema de codificación si agrupamos las letras de la fuente de información en grupos de 𝑱?
𝑱𝑯(𝑿) ≤ 𝑳ô𝑱 ≤ 𝑱𝑯(𝑿) + 𝟏
𝑯(𝑿) ≤ 𝑳ô𝑱 ≤ 𝑯(𝑿) + 𝟏
	
𝑱	𝑱

Si hacemos 𝑱 suficientemente grande, la tasa por símbolo se puede acercar arbitrariamente a la entropía de la fuente.

La codificación Huffman tal y como la hemos visto hasta ahora se puede mejorar aún más su eficiencia. Se puede alcanzar realizando la codificación a la fuente extendida 𝑱 letras, es decir, codificando grupos consecutivos de 𝑱 letras. El inconveniente es que se introduce algo de retardo, dado que se utilizan letras consecutivas a las que tenemos que esperar.
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Códigos Huffman — agrupación de letras

Ejemplo

	Letra
	𝑃(𝑥K)
	𝐼(𝑥K)
	Código
	𝐻(𝑋) = 1.5129 [Bits/simb. ]
𝐿ô = 1.55 [Bits/simb. ] Eficiencia = 𝐻(𝑋) = 0.9761
𝐿ô

	𝑥?
	0.45
	1.1520
	1
	

	𝑥4
	0.35
	1.5146
	00
	

	𝑥@
	0.20
	2.3219
	01
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Códigos Huffman — agrupación de letras

Ejemplo:
Ahora codificamos agrupando por pares

	Letra
	𝑃(𝑥K)
	𝐼(𝑥K)
	Código

	x1x1
	0.2025
	2.3040
	10

	x1x2
	1.1575
	2.6666
	000

	x2 x1
	1.1575
	2.6666
	001

	x2 x2
	1.1225
	3.0291
	010

	x1x3
	0.09
	3.4739
	111

	x3 x1
	0.09
	3.4739
	0110

	x2 x3
	0.07
	3.8365
	0111

	x3 x2
	0.07
	3.8365
	1101

	x3 x3
	0.04
	4.6439
	1100
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Códigos Huffman — agrupación de letras

Ejemplo: COMPARACIÓN
Codificación simple

𝐻(𝑋) = 1.5129 [Bits/simb. ]
𝐿ô = 1.55 [Bits/simb. ]




Eficiencia = 𝐻(𝑋) = 0.9761
𝐿ô







Codificación por pares

2𝐻(𝑋) = 3.0258 [Bits/par − simb. ]
𝐿ô = 3.0675 [Bits/par − simb. ]
1 𝐿ô = 2.5338 [Bits/simb. ]
2
Eficiencia = 𝐻(𝑋) = 0.9864
𝐿ô

Al comparar la eficiencia obtenida, se observa que la codificación de la fuente extendida con 𝑱 = 𝟐 (en este ejemplo) es ligeramente más eficiente.

Transparencia 17
Códigos Huffman — decompresión

¿Y para descomprimir?
· Se puede transmitir la información del árbol
· Se puede tener conocimiento previo de las probabilidades de aparición de cada letra (no hace falta transmitir nada previamente)
Generalización de codificación de Huffman, codificación aritmética. Mejores prestaciones, pero Huffman es muy sencillo.
La descompresión de un código Huffman es también bastante sencilla. El receptor ha de conocer el código concreto empleado. Para ello se puede transmitir toda la información del árbol de codificación o, si se conocen las probabilidades de aparición de cada letra, se puede construir el árbol de codificación en el receptor (siguiendo los mismos convenios empleados en la construcción del árbol de codificación).
A lo largo de la historia se han propuestas mejoras y generalizaciones del código de Huffman. Aunque pueden llegar a mejorar algunas prestaciones, Huffman es muy sencillo.
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Códigos Lempel-Ziv (I)

Inconveniente de códigos Huffman:
· Necesidad de conocimiento de las probabilidades a priori de los símbolos de la fuente.
Características:
· Código de longitud-variable-a-fija.
· Se divide la secuencia binaria en frases y se crea un diccionario.
· La eficiencia aumenta con la longitud de la secuencia binaria. Ampliamente utilizado en sistemas de computación: MS-DOS y UNIX.

El gran inconveniente del código Huffman es la necesidad de conocer las probabilidades de aparición de cada letra de la fuente. Esta información NO siempre está disponible. Y aunque se puede estimar, NO es siempre posible averiguar de forma adecuada las probabilidades de los símbolos menos probables. Por tanto, en casos reales, Huffman no es lo más práctico de emplear.


Una posible alternativa es la codificación Lempel-Ziv, que no requiere conocer las estadísticas de la fuente. Por esta razón, a esta codificación se la conoce “Algoritmo de codificación fuente universal”.
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Códigos Lempel-Ziv (2)
Ejemplo:
· Secuencia binaria: 10101101001001110101000011001110101100011011
· División en frases: 1 0 10 11 01 00 100 111 010 1000 011 001 110 101 10001 1011

	Diccionario codificación Lempel-Ziv

	ID
	Dirección diccionario
	Frase
	Palabra código

	0
	0000
	(vacío)
	

	1
	0001
	1
	00001

	2
	0010
	0
	00000

	3
	0011
	10
	00010

	4
	0100
	11
	00011

	5
	0101
	01
	00101

	6
	0110
	00
	00100

	7
	0111
	100
	00110

	8
	1000
	111
	01001

	9
	1001
	010
	01010

	10
	1010
	1000
	01110

	11
	1011
	011
	01011

	12
	1100
	001
	01101

	13
	1101
	110
	01000

	14
	1110
	101
	00111

	15
	1111
	10001
	10101

	16
	
	1011
	11101



El algoritmo de Lempel-Ziv es procedimental, es decir que se puede dividir en etapas:
· Se decide la longitud de la palabra código, por tanto, se decide el número de filas del diccionario. En el ejemplo la palabra código tiene longitud 5, por tanto, el diccionario tiene 𝟐𝟓*𝟏 = 𝟐𝟒 = 𝟏𝟔 filas.
· Se prepara el diccionario vacío, indicando en cada fila la “dirección” en binario.
· Se divide la salida de la fuente (secuencia binaria) en frases. El objetivo es incluir frases cada vez más largas, pero está claro que al inicio esto no es posible. Por tanto, la primera frase será el primer bit encontrado. El 1 en este ejemplo. El resto de las frases incluidas en el diccionario han de ser diferentes a las existentes y si es posible más largas. Por ejemplo, la frase 10 se incluye dado que es una extensión de la frase ya existente 1.
· La palabra código de cada frase se decide en base a “que frase extiende” y a la dirección del diccionario que lleva asociada dicha frase que extiende. Por ejemplo: la palabra código de la frase 10 es una concatenación entre la dirección de la frase que extiende y el bit extra que añade. Es decir: concatenamos 0001 con 0 por que 0001 es la dirección del diccionario donde está alojada la frase que 10 extiende y 0 es el bit extra que se añade a la frase anterior para construir la actual.
· El resto de frases y de palabras código se deciden/asignan siguiendo las mismas reglas.


	La decodificación es directa y ni siquiera requiere que se transmita el diccionario. Las primeras palabras código que transmite el transmisor son precisamente las palabras código ordenadas. El receptor puede reconstruir sin mayores problemas el diccionario.
En este ejemplo se han codificado 44 bits con 16 palabras código de 5 bits cada una (dando lugar a 80 bits). Este algoritmo gana muchísimo en eficiencia al emplear palabras código (y diccionarios) más largas.
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Codificación de fuente sin pérdidas: Conclusiones

No se puede codificar sin pérdidas una fuente con un número menor de bits por letra que el marcado con la entropía

Códigos Huffman:
· Muy sencillos de construir. Instantáneos y únicos. Longitud variable
· Sirven para codificar FI con y sin memoria
· Mejor codificar en bloques
Códigos Lempel-Ziv:
· Muy sencillos de construir. Longitud fija.
· No necesitan “varias pasadas”
· Construcción del diccionario (tamaño), debe estar acordado entre codificador y decodificador



	Día 2	Clase de teoría
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Recordatorio fuentes de información continuas

Fuentes analógicas → conversión A/D
¿Entropía e Información mutua?
(	(	 𝝆𝑿,𝒀(𝒙, 𝒚) 
𝑰(𝑿; 𝒀) =Ü  Ü  𝝆𝑿,𝒀(𝒙, 𝒚) · 𝒍𝒐𝒈𝟐 ä	( )	( )ã 𝒅𝒙 𝒅𝒚
*(  *(	𝝆𝑿 𝒙 𝝆𝒀 𝒚

(
𝑯(𝑿) =Ü  𝝆𝑿(𝒙) · 𝒍𝒐𝒈𝟐á𝝆𝑿(𝒙)à𝒅𝒙
*(

(	(
𝑯(𝑿|𝒀) =Ü  Ü 𝝆𝑿,𝒀(𝒙, 𝒚) · 𝒍𝒐𝒈𝟐(𝒑(𝒙|𝒚))𝒅𝒙 𝒅𝒚
*( *(

𝑰(𝑿; 𝒀) = 𝑯(𝑿) − 𝑯(𝑿|𝒀) = 𝑯(𝒀) − 𝑯(𝒀|𝑿)
Cuando la fuente de información es continua, es tarea del codificador de fuente discretizarla. Para codificar una fuente de información continua de forma que sea sin pérdidas necesitamos infinitos bits. Y, por supuesto, no se dispone de infinitos bits para una comunicación real.
El proceso de conversión analógico digital de una fuente tiene dos etapas: muestreo y cuantificación. A continuación, veremos la cuantificación. El muestreo es conocido de asignaturas previas.
Lo más importante es no olvidar que la cuantificación es un proceso irreversible. La cuantificación introduce DISTORSIÓN y la codificación fuente será con pérdidas.
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Conversión A/D




	PCM = Pulse Code Modulation
· MIC = Modulación por Impulsos Codificados

[image: ]

𝑹𝑩 = 𝒇𝒔𝑩 [𝐛𝐩𝐬]  u ⟹ 𝑹  = 𝟐𝑾𝑩[𝐛𝐩𝐬]
𝒇𝒔 = 𝟐𝑾[𝐇𝐳]	𝑩
Variaciones:
· DPCM →	𝒙[𝒏] − 𝒙[𝒏 − 𝟏]
· ADPCM→	a·𝒙[𝒏 − 𝟏] − 𝒃 · 𝒙[𝒏 − 𝟐]
Cuando la fuente de información es continua, es tarea del codificador de fuente discretizarla. Este proceso consta de muestreo, cuantificación y codificación.
Muestreo – se ha de cumplir el teorema de muestreo, es decir que la frecuencia de muestreo mínima será el doble del ancho de banda de la fuente. A la salida tenemos una secuencia de muestras discretas en tiempo y continuas en amplitud, con una tasa de símbolo de 𝟐𝑾[muestras/segundo].
Cuantificación – las muestras continuas se discretizan, es decir, a la salida del cuantificador solamente se darán una serie de amplitudes concretas. El cuantificador tiene un número de niveles de salida que determina dichas amplitudes discretas. A la salida tenemos una secuencia de muestras discretas en tiempo y amplitud, con una tasa de símbolo de 𝟐𝑾[muestras/segundo].
Codificación – a cada una de las muestras discretas se le asigna una secuencia de B bits. Por tanto, a la salida tendremos una secuencia binaria, con una tasa binaria de 𝟐𝑾𝑩[bits/segundo].

Es habitual unir en un mismo paso el Cuantificador y el Codificador al asignar directamente una secuencia de B bits a cada uno de los niveles del cuantificador.
Este método es también conocido como PCM y es ampliamente utilizado en la codificación de las señales de voz. Las variaciones (DPCM y ADPCM) se estudiarán de manera práctica en las prácticas de la asignatura.
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Error de Cuantificación (I)

Definiciones:
· 𝑨 = escalón de cuantificación.
· 𝒙𝑺𝑪 = margen dinámico.
· 𝑩 = número de bits por símbolo (resolución).
· Tipos de cuantificador:
· Uniforme / No uniforme (Ley 𝝁; Ley A)
· Midrise / Midtread
Para cuantificación uniforme midrise:
𝑨 = 𝟐𝒙𝑺𝑪
𝟐𝑩

Error de cuantificación:	𝒆 = 𝒙 − 𝑸(𝒙)
· Ruido granular.
· Ruido de sobrecarga.
 𝝈𝟐
𝑺𝑵𝑹 = 𝟏𝟎 𝒍𝒐𝒈𝟏𝟎 W 𝒙X [𝐝𝐁]
𝝈𝟐
𝒆




	Un cuantificador uniforme es aquel que tiene los niveles (los umbrales de cuantificación) iguales entre ellos. En la gráfica siguiente se muestra una representación de un cuantificador uniforme de 8 niveles. Se observa que ambos ejes (vertical y horizontal) tienen divisiones cada 𝑨 voltios.
El cuantificador está definido entre [−𝒙𝑺𝑪, 𝒙𝑺𝑪] siendo 𝒙𝑺𝑪 el margen dinámico. Y en este caso, al tener 8 niveles representados, tendremos una resolución de 𝑩 = 𝟑 bits/nivel.

[image: ]

Este cuantificador tiene una estructura midrise, es decir, que no hay ningún de salida asignado a 0V. La alternativa sería midtread donde hay un nivel de salida asignado a 0V. Se puede observar en la siguiente gráfica su estructura.

[image: ]
Los cuantificadores también pueden ser no uniformes, es decir que los niveles no tienen igual valor de escalón. Normalmente se asignan siguiendo una función predefinida. Las dos funciones más conocidas (por ser empleadas en estándares de codificación de voz) tienen el nombre de “ley A” (Europa) y “ley 𝝁" (EE.UU.). En la siguiente gráfica se puede observar un ejemplo de codificador no uniforme.
[image: ]




	La teoría que veremos esta asignatura está particularizada para cuantificadores uniformes midrise.

Veamos mediante un ejemplo que implica la codificación. La señal analógica (línea negra continua de la figura siguiente) primero se muestrea y da lugar a las muestras continuas (puntos azules de la figura siguiente). Cada una de las muestras continuas se cuantifica asignando el nivel de cuantificación más cercano (cada nivel es una de las líneas rojas de la gráfica siguiente). Debajo de la gráfica se muestran ejemplos de valores concretos, en la fila marcada como “x” se indican las muestras continuas y en la fila marcada como “Q(x)” se indican las muestras cuantificadas. Y la fila marcada como “ejemplo de codificación” es un ejemplo posible de salida del cuantificador/codificador.

[image: ]

Claramente, la cuantificación tiene un error asociado, que es la diferencia entre la muestra continua y la muestra cuantificada 𝒆 = 𝒙 − 𝑸(𝒙).
Para caracterizar este error se puede calcular su potencia. Si 𝒙 es una v.a. el error también es una v.a.. Es conocido que la potencia de una v.a. se puede calcular como su varianza, siempre y cuando su esperanza sea nula. Por tanto:
σ	E  e	μ	∞ e ρ e de	∞  x	Q x	ρ x d x	A x	A	ρ x d x	2 A x	3A	ρ x d x
2 =	[( −	)2] = ∫	2 ( )	= ∫	( −	( ))2 ( )	= ∫  (  −	)2 ( )	+ ∫	( −	)2 ( )	+ …
e	e	2	2
−∞	−∞	0	A
En la fórmula anterior se han realizado varias sustituciones y cambios de variable:
· Se pasa de 𝑬[(𝒆 − 𝝁 )𝟐] a la ∫( 𝒆𝟐𝝆(𝒆)𝒅𝒆 asumiendo que la media del error de cuantificación es 0
𝒆	*(
· Se pasa de ∫( 𝒆𝟐𝝆(𝒆)𝒅𝒆 a ∫( (𝒙 − 𝑸(𝒙))𝟐𝝆(𝒙)𝒅𝒙 al realizar un cambio de variable 𝒆 = 𝒙 − 𝑸(𝒙).
*(	*(
· Se sigue sustituyendo conociendo la estructura uniforme midrise del cuantificador.
Por tanto, para calcular la potencia del ruido de cuantificación es necesario conocer su función densidad de probabilidad 𝝆(𝒆) o conocer la función densidad de probabilidad de la señal de entrada 𝝆(𝒙).
¿Qué ocurre cuando la amplitud de la señal de entrada es mayor que 𝒙𝑺𝑪? Se produce el fenómeno de clipping y esto nos da el ruido de sobrecarga o de saturación. En un cuantificador uniforme midrise con una 𝝆(𝒙) simétrica con respecto al eje vertical, tenemos:
xSC	∞
σ 2 =	∫	(x − Q (x))2 ρ (x)d x + ∫	(x − Q (x))2 ρ (x)d x × 2
e	[	]
0	xSC

Donde tenemos:
· Ruido granular  x | ≤ xSC
· Ruido de sobrecarga  x | > xSC




	Una vez calculada la potencia del ruido de cuantificación se puede calcular sin problemas la relación señal a ruido:
SNR	 σ 2
= 10 log10	x 
( σe2 )

En la siguiente figura se representa el valor del error de cuantificación 𝒆 en función de la amplitud de la señal de entrada 𝒙. Se puede observar que cuando 𝒙 ≤ 𝒙𝑺𝑪 la amplitud de e | ≤ A /2 y que fuera de este intervalo, la amplitud de 𝒆 es superior.

[image: ]
Por tanto:
· Ruido granular   e | ≤ A /2
· Ruido de sobrecarga  e | > A /2
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Error de Cuantificación (2)
Modelo de error uniforme:
· Cuantificación uniforme.
( )	𝟏	𝑨 𝑨	𝟐	𝑨𝟐
𝝆 𝒆 = 𝑨	𝒆 ∈ q− 𝟐 , 𝟐r	𝝈𝒆 = 𝟏𝟐
· Ruido granular (sin sobrecarga).
· Ruido uniforme.
 𝟑𝝈𝟐
𝑺𝑵𝑹 = 𝟔𝑩 + 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 W	𝒙X	[𝐝𝐁]
𝒙𝟐
𝑺𝑪

En ocasiones, en especial en casos reales donde hay muchos más niveles de cuantificación, es posible asumir modelos de error concretos que ayudan a simplificar las cuentas. El modelo que vamos a mirar es el “modelo de ruido uniforme”. Para poder emplearlo, es necesario que se cumplan las tres condiciones enumeradas.
En este modelo, el cálculo de la SNR se reduce a:
SNR	 σ 2	 σ 2	 12σ 222B	 3σ 2
= 10 log10	x 	= 10 log10	x		= 10 log10	x		= 6B + 10 log10	x 	[dB]
( σe2 )	( A2 /12 )	(	4x2	)	( x2  )
SC	SC


Análisis del ruido de cuantificación en el dominio de la frecuencia:
· Sobremuestreo 𝑲:
𝒇R = 𝑲 𝒇
𝒔	𝒔
 𝝈𝟐
𝑺𝑵𝑹𝒃𝒂𝒏𝒅𝒂 = 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 W 𝒙X + 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠𝟏𝟎 𝑲  [𝐝𝐁]
𝝈𝟐
𝒆




	La potencia del ruido de cuantificación también puede verse influenciada por el mismo proceso de muestreo (que es previo a la cuantificación). Al sobremuestrear, es decir, al utilizar una frecuencia de muestreo superior a la mínima, 𝒇R = 𝑲 𝒇 .
𝒔	𝒔
Al analizar el dominio de la frecuencia, podemos representar la densidad espectral de potencia del ruido (plana por ser ruido aleatorio) y de la señal (que no conocemos).









Podemos calcular el valor de C en la figura anterior a partir de la potencia de ruido:
∞	fs /2	fs
σ 2	∫	∫
e =	Ge( f )d f =	Cd f = 2	C
−∞	−fs /2	2	 C = σ 2 /f
e  s

Al cambiar la frecuencia de muestreo de 𝒇𝒔 a 𝒇𝒔′, la densidad espectral de potencia de la señal no cambia (por que la señal no cambia), pero la potencia del ruido se distribuye sobre un rango de frecuencias más amplio.









C	σ	f	 σ 2
′ =  2 / ′ =	e 
e	s
El valor de 𝑪′ en este caso sería	K fs . Al filtrar la banda de interés al final lo que obtenemos es una
mejor SNR.



	Día 3	Clase de teoría
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Compresión de Fuente con Pérdidas (1)

Distorsión:
· Medida de la diferencia entre el valor real de la muestra y el valor cuantificado.
· Por ejemplo: distorsión de error cuadrático.
𝒅(𝒙𝒌, »𝒙𝒌) = (𝒙𝒌 − »𝒙𝒌)𝟐
𝒏
𝒅á𝒙 , 𝒙» à = 𝟏 1(𝒙 − »𝒙 )𝟐
𝒏  𝒏	𝒏	𝒌	𝒌
𝒌%𝟏

𝒏
𝑫 = 𝑬P𝒅á𝒙 , »𝒙 àQ = 𝟏 1 𝑬[𝒅(𝒙 , »𝒙 )] = 𝑬P𝒅á𝑿, 𝑿 àQ
𝒏  𝒏	𝒏	𝒌  𝒌
𝒌%𝟏
Al cuantificar una fuente analógica, en especial al cuantificar las muestras, se introduce errores en la señal. Esto
es lo que se conoce como distorsión, que aparece cuando las muestras de la fuente de información se codifican con un número fijo de bits.




	Es necesario definir la distorsión y no hay una única medida de distorsión. En la transparencia se muestra la definición de distorsión a nivel de letra como error cuadrático. También se puede calcular a nivel de secuencia, en este caso como el error cuadrático medio.
El valor esperado de la distorsión se conoce como D. La última igualdad 𝑫 = 𝑬P𝒅á𝑿, 𝑿 àQ solamente se puede aplicar si las variables son estacionarias.

Función de Tasa-Distorsión:
· Rate distorsion function
𝑹(𝑫) =	𝐦𝐢𝐧	𝑰(𝑿; 𝑿 )
𝝆V𝒙»W𝒙X: 𝑬[𝒅\𝑿,𝑿]^_`𝑫

Se define la función tasa-distorsión para una fuente continua 𝑿 sin memoria con función densidad de probabilidad 𝝆(𝒙), cuantificada a 𝑿  y con distorsión por letra 𝒅(𝒙𝒌, »𝒙𝒌). la función tasa-distorsión indica la tasa mínima [bits por salida de la fuente] para representar 𝑿 con distorsión menor o igual a 𝑫.
La 𝑹(𝑫) disminuye cuando cuando 𝑫 aumenta (se requieren menos bits para soportar distorsión alta) y la 𝑹(𝑫)
aumenta cuando 𝑫 disminuye.
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Compresión de Fuente con Pérdidas (2)

Tercer Teorema de Shannon:
· Teorema de codificación de fuente con un criterio de fidelidad.
· Una fuente sin memoria 𝑿 puede codificarse con tasa 𝑹 y una distorsión que no excede 𝑫 si 𝑹 > 𝑹(𝑫).
· Para cualquier código con tasa 𝑹 < 𝑹(𝑫), la distorsión excede 𝑫.
La codificación de fuente con pérdidas también tiene un teorema que indica el límite inferior de la tasa binaria de codificación. Este límite es la función tasa distorsión.
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Fuente gaussiana con distorsión cuadrática

𝟏	𝝈𝟐	𝟐
𝑹𝒈(𝑫) = Ã𝟐 𝐥𝐨𝐠 𝑫	𝟎 ≤ 𝑫 ≤ 𝝈
𝟎	𝑫 > 𝝈𝟐
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 3.4-1 del libro “Digital Communications 4nd Edition J. Proakis” donde se representada la función 𝑹𝒈(𝑫).

Función distorsión — tasa:
( )	𝝈𝟐
𝑫𝒈 𝑹 = 𝟐𝟐𝑹
𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠 𝑫𝒈 = −𝟔𝑹 + 𝟏𝟎 𝐥𝐨𝐠 𝝈𝟐

El error cuadrático decae a la tasa de 6 dB/bit

El modelo de fuente gaussiana es interesante en este contexto. La función tasa distorsión calculada para una medida de distorsión de error cuadrático el resultado sería 𝑹𝒈(𝑫). La 𝝈𝟐es la varianza de la fuente. Además, es interesante ver que la función tasa distorsión no depende de la media de la fuente.
También es interesante observar que no se transmitirá ningún tipo de información cuando la 𝑫 ≥ 𝝈𝟐.

Al calcular la relación 𝑫(𝑹) se obtiene la función disorsión-tasa. Es interesante observar que para una fuente gaussiana la distorsión (calculada como error cuadrático) decae con una tasas de 6 dB/bit (esto está relacionado con la SNR de la cuantificación).
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Cotas de la Función de Tasa-Distorsión

La cota superior de la función de tasa-distorsión de una fuente de amplitud continua y gaussiana sin memoria, con media cero y varianza 𝝈𝟐 es
( )	𝟏	𝝈𝟐	𝟐
𝑹𝒈 𝑫 = 𝟐 𝐥𝐨𝐠 𝑫 ,	𝟎 ≤ 𝑫 ≤ 𝝈
La cota inferior de la función tasa-distorsión también se puede calcular
𝑹∗(𝑫) = 𝑯(𝑿) − 𝟏 𝐥𝐨𝐠 𝟐𝝅𝒆𝑫
𝟐	𝟐

Luego para una fuente a amplitud continua, sin memoria tenemos que
𝑹∗(𝑫) ≤ 𝑹(𝑫) ≤ 𝑹𝒈(𝑫)

En general, no es posible calcular la función tasa-distorsión para fuentes que no son gaussianas. Por tanto, es útil disponer de cotas para la función tasa distorsión. La cota superior es la 𝑹𝒈(𝑫) y la cota inferior es 𝑹∗(𝑫).
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Codificación de fuente con pérdidas: Conclusiones
Fuentes de información analógicas requieren infinitos bits para comprimirse sin error Cuando se utilizan un número de bits finitos se introduce distorsión
Se puede determinar el número de bits 𝑹 que se necesitan para codificar una fuente de amplitud continua sujeta a una distorsión máxima 𝑫
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Codificación de Fuente Audiovisual (1)

Digitalización de señal continua:
· Muestreo / Cuantificación / Codificación

 [image: ] [image: ]
En las superiores se ve un ejemplo del muestreo espacial en una imagen. De izquierda a derecha se emplea una frecuencia cada vez más baja y se observa una pérdida en la calidad de la imagen. Al igual que en las señales unidimensionales los saltos bruscos indican altas frecuencias, en las señales bi-dimensionales (como son las imágenes) los saltos bruscos (bordes) también indican altas frecuencias. Por tanto, al disminuir la frecuencia de muestreo, lo
primero que se deja de ver con claridad son los contornos




	64 niveles, 6 bits	8 niveles, 3 bits	4 niveles, 2 bits	2 niveles, 1 bit
[image: ] [image: ] [image: ]


En las imágenes superiores se ve un ejemplo de cambio en el número de niveles de cuantificación de una imagen en escala de grises. En este caso los niveles de cuantificación están relacionados con el número de grises (colores) que se muestran. En una aplicación real, el número de niveles de cuantificación depende de los requisitos de la aplicación del tipo de medio, de la calidad de percepción del usuario, …
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Codificación de Fuente Audiovisual (2)

Tipos de cuantificación:
1. Cuantificación escalar o instantánea:
· Las salidas y entradas del cuantificador son escalares.
· Cada muestra se cuantifica de modo independiente.
· Variantes: uniforme, no uniforme, adaptativa, diferencial, predictiva…
2. Cuantificación vectorial (VQ – Vector Quantization):
· Permite aprovechar las correlaciones entre componentes de la señal.
· Las salidas y entradas del cuantificador son vectores (elementos de un espacio N-dimensional).
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Cuantificación Vectorial

Elementos:
· Centroides.
· Codebook.









La cuantificación vectorial es la extensión de la cuantificación escalar donde cada bloque de 𝑵 muestras se trata como un vector, que se cuantifica a un punto de un espacio 𝑵-dimensional (al centroide). En la gráfica se muestra un ejemplo para una cuantificación vectorial para una señal de voz en 𝑹𝟐 empleando cuatro centroides. El conjunto de centroides se conoce como codebook. Se dispone de múltiples maneras para determinar la localización de los centroides, aunque una de las más comunes es la distancia euclídea. Y las líneas de la gráfica representan las fronteras de cuantificación del ejemplo.



[image: ]
También hay cuantificación uniforme y no uniforme:












En la cuantificación vectorial también hay posibilidad de cuantificación uniforme o no uniforme. En el ejemplo de las figuras superiores, el notebook más adecuado sería el empleado en la figura de la derecha.
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Redundancia y Compresión (1)

¿Qué es un CODEC?
· COder-DECoder o COmpressor-DECompressor.
· Puede tener capacidad de compresión.
· Su diseño enfatiza determinados aspectos de la señal que se codifica → depende del tipo de señal.
· Caracterizado por: tasa, complejidad, retardo y calidad.
Compresión:
· Reducción del volumen de datos.
· No existe método universal → depende del tipo de señal.
· Los algoritmos de compresión se diferencian en:
· Tipo de señal.
· Tasa de compresión.
· Calidad de la señal descomprimida.
· Velocidad o tiempo de procesado.
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Redundancia y Compresión (2)

Tres tipos básicos de redundancia:
· De codificación.
· Espacial/Temporal.
· Perceptual.

256 niveles, 8 bits	16 niveles, 4 bits	16 niveles, no uniforme










La redundancia es un concepto clave en la compresión. Todos los algoritmos de compresión se basan en la reducción / eliminación de redundancia. Los algoritmos de compresión caracterizan los tres tipos de redundancia y las


Nombre

Descripción
Bit rate Sampling (Kbps) rate (kHz)

Observaciones
G.711
Pulse code modulation (PCM)
64
8
2 versiones Ley u (US, Japan) y Ley A (Europa)
G.721
Adaptive differential pulse code modulation (ADPCM)

32

8
Obsoleta. Se ha transformado en la G.726.
G.722
7 kHz audio-coding within 64 kbit/s
48/56/
64

16
Divide los 16 Khz en dos bandas cada una usando ADPCM
G.723
Extensión de la norma G.721 a 24 y 40 kbps
24/40
8
Obsoleta por G.726.
G.726
40, 32, 24, 16 kbit/s adaptive differential pulse code modulation (ADPCM)
16/24/
32/40

8
ADPCM; reemplaza a G.721 y G.723.
G.727
5-, 4-, 3- and 2-bit/sample embedded ADPCM
var.

ADPCM. Relacionada con G.726.


	codifican para representar la señal con un flujo binario menor. Hasta ahora solo hemos mencionado la redundancia a nivel de codificación y la hemos empleado, por ejemplo, en la codificación Huffman.
La redundancia espacial y temporal se basa en la ordenación de las muestras. Por ejemplo, en general en una imagen los píxeles en posiciones consecutivas tienen alta correlación y se pueden predecir el valor de un pixel a partir del valor de sus vecinos. Por tanto, es útil que los algoritmos de compresión de datos emplean esta información para aumentar su eficiencia.
La redundancia perceptual parte de la base que el sistema de percepción humana actúa como un filtro paso bajo que no distingue ciertas variaciones que sí son captadas por métricas analíticas. Hay información en la señal original que menor importancia relativa y por tanto se puede eliminar porque no es esencial para el proceso interpretativo. En el ejemplo de las figuras incluidas, en la segunda figura se observan falsos contornos, mientras que en la tercera no es más difícil detectar los errores dado que se emplea una cuantificación con escala de grises mejorada.
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Codificación de Voz

En esta transparencia se utiliza como apoyo una gráfica que representa en el dominio del tiempo una señal de voz.

Tipos de codificadores:
· Codificadores de forma de onda.
· Codificadores paramétricos:
· Vocoder (“Voice Coder”).
· Codificadores híbridos.
La señal de voz es peculiar, dado que está limitada naturalmente en banda y la mayor parte se encuentra en los primeros 4kHz. La frecuencia de muestreo empleada es de 8 kHz = 8000 muestras por segundo. Las principales características son que tiene mucha redundancia, un amplio margen dinámico y no es estacionaria (es estacionaria por tramos/ventanas).
Para codificar la voz se pueden emplear codificadores de forma de onda que preservan la forma de onda de la señal, son sencillos de implementar, tienen bajo retardo, son muy generales dado que son aplicables a cualquier señal continua y obtienen una tasa binaria de entre 32 - 64 kbps. Son la alternativa a emplear cuando se requiere alta calidad dado que recuperan la señal sin pérdidas.
Los codificadores paramétricos preservan las características perceptibles relevantes de la señal de voz y generan un modelo simplificado de producción de voz. Son codificadores con pérdidas. Su objetivo es producir una señal para que suene con la voz original, independientemente de si la forma de onda se parece o no. Lo que se codifica son los parámetros a partir de los cuales se reproduce el espectro de potencia de la señal y por tanto suelen producir habla de sonido no natural.
Y los codificadores híbridos emplean características de ambos mencionados con anterioridad.
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Codificadores de Forma de Onda













La tabla incluye varios ejemplos de estándares de codificación para codificadores de forma de onda.
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Codificadores Paramétricos (I)

Nombre	Descripción	Bit rate Sampling Frame	Observaciones
(Kbps) rate (kHz) size (ms)
G.723.1 Codifica la señal	5.3/6.3	8	30	Codificación a baja usando LPC (LPAS)				tasa binaria
CELP con muy	Misma calidad que
G.728 bajo retardo	16	8	2.5	G.726 (32 Kbps) con (0.625ms)				la mitad del ancho de
banda
Bajo retardo (15 ms).
G.729 CS-ACELP	8	8	10	Versiones G.729A,
G.729B y G.729AB
GSM  RegularPulse	Usado por la
06.10 Excitation Long-	13	8	22.5	tecnología celular GSM Term Predictor
iLBC  LPC	13.33/	13.3	30	Diseñado para su uso
15.2	en Internet
Speex CELP	2.15 –	8/16/32	30/34	Completamente libre.
44.2	Flexible


La tabla incluye varios ejemplos ejemplos de estándares de codificación para codificadores parámetricos.
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Codificadores Paramétricos (2)

Métodos fundamentales:
· LPC: Lineal Prediction Coding
· CELP: Code Excited Linear Prediction
Se describe con algo de detalle LPC. LPC es una de las técnicas más utilizadas en codificación de voz. Su método se basa en extraer las características más importantes de la señal de voz a partir de la forma de onda en función del tiempo. En el receptor, un sintetizador reproduce el habla utilizando un modelo matemático el tracto vocal. Suelen alcanzar tasas binarias entre 2.4 y 4.8 kbps.
LPC asume que la señal de voz es generada mediante la excitación de un filtro que modela la envolvente del espectro de una señal de voz en segmentos cortos. El filtro simula el funcionamiento del tracto vocal (confiere a cada sonido su timbre característico). La excitación se basa en tipo de fuente acústica (sorda o sonora). Un sonido sonoro se modela mediante un tren de deltas de la misma frecuencia que la frecuencia de vibración de las cuerdas vocales (pitch o tono). Y un sonido sordo se modela como ruido blanco gaussiano.
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Calidad

En esta transparencia se utiliza como apoyo gráficas que muestran el valor de MOS para diferentes estándares.

La calidad para la codificación de voz no emplea métodos analíticos, no se basa en error simplemente calculado como la resta entre la señal real y la señal codificada. Esto se realiza principalmente por que el sistema perceptivo humano indica calidad suficiente incluso cuando el error es alto. Por tanto, se emplean métricas alternativas, como pueden ser la MOS (Mean Opinion Score). El MOS más alto se alcanza con PCM, estándar G.711. Se destaca también la calidad relativamente baja de los sistemas GSM.
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Codificadores de estándares

Codificadores de Banda Estrecha (300Hz-4KHz):
· G.711: codec “base”.
· G.723.1: originalmente, videoconferencias en PSTN; hoy, VoIP.




	· G.728: para aplicaciones en DCME.
· G.729: para aplicaciones de VoIP.
· AMR (Adaptive Multi Rate): en GSM
o 12.2 a 4.75Kbps; 20ms Codificadores de Banda Ancha (50Hz-7KHz):
· G.722.1: para audio y videoconferencias.
· 24 y 32Kbps; 40ms.
· G.722.2 (AMR-WB): en 3GPP.
· 6.6 a 23.85Kbps; 25.94ms.
· G.711.1 (WB G.711): para VoIP.
· 64, 80 y 96Kbps; 11.875ms.
· G.729.1 (WB G.729): para VoIP de alta calidad.
· 8 a 32Kbps; < 49ms.
· RtAudio (Real Time Audio): propietario de Microsoft.
· 8.8 y 18Kbps; 40ms.
El listado incluye una relación entre estándares y aplicaciones concretas donde se han empleado.
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Codificación de imagen (1)
Modelos de Color:
· RGB (red, green, blue)
· CMY (cian, magenta, yellow)
· YIQ (luminancia, fase y cuadratura)
· HSI (hue, saturation, intensity)
Digitalización de una imagen:
· Muestreo:
· Pixel.
· Resolución espacial.
· Cuantificación:
· Resolución de niveles de gris o de color.
Mayor necesidad de técnicas de compresión.
En la codificación de imágenes se necesita aún más utilizar técnicas de compresión, dado que suelen ocupar requerir más bits/bytes para su transmisión o almacenamiento.
En este caso, se suelen definir también modelos de color para que los algoritmos de codificación los empleen. En general, se codifica cada canal del modelo de color de forma independiente.
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Codificación de Imagen (2)

Métodos de compresión:
· Sin error: Proceso reversible. Factores de compresión no elevados. Ejemplo: TIF y GIF.
· Con error: Proceso no reversible. Factores de compresión elevados. Es posible que no exista pérdida de calidad subjetiva en la imagen descomprimida.
Modos de compresión:
· Secuencial / Progresivo.
Tipos de codificación:
· De píxel / Predictiva.




	· Codificación por transformada.
· Codificación piramidal.
En los algoritmos de codificación secuencial se tienen en cuenta toda la resolución de la imagen. Por otro lado, al utilizar los algoritmos de codificación progresiva, la calidad de la imagen mejora a medida que se realiza la decodificación (p.e. JPEG 2000) dando la opción de obtener diferentes calidades en función de, p.e., la velocidad de descarga.
Los algoritmos de codificación de píxel codifican cada pixel de forma independiente, siendo uno de los más utilizado PCM. Los algoritmos de codificación predictiva consiguen reducir tasa binaria eliminando redundancia entre pixeles consecutivos.

La codificación por transformada realiza una transformación (representación alternativa de la imagen) que permite simplificar el diseño del cuantificador y permite mejorar la tasa de compresión. Normalmente, lo que se codifican son los coeficientes obtenidos al realizar la transformación.

En los algoritmos de codificación piramidal, la transformación más empleada es la transformada discreta Wavelet que permite analizar la señal a diferentes escalas. Es una transformada que no requiere dividir la imagen en bloques y descompone la señal mediante el análisis de multiresolución que se realiza aplicando filtros paso bajo y filtros paso alto a las filas y columnas de una imagen.


[image: ]Autores: Mihaela I. Chidean y Luis Bote Curiel
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Tema 3 - Codificación de Canal
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Contenidos del tema

Introducción y Fundamentos Tipos de Codificación de Canal
· Mediante conformación de la forma de los símbolos
· Mediante introducción de redundancia Codificación por Bloques
· Lineal
· Cíclica Codificación Convolucional
· Decodificador de Viterbi Codificación Iterativa
· Turbo-Códigos
· LDPCs Interleavers y Puncturing
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Introducción (I)
[image: ]


La fuente de información genera una señal aleatoria. De manera que es necesario emplear estadística y probabilidades para poder modelarla. Definimos como mensaje la salida de la fuente.
Los símbolos (el mensaje) es codificado por el codificador de fuente, cuyo objetivo es representar los símbolos con la menor cantidad de bits posibles. Definimos como secuencia de bits de información a la salida del codificador de fuente.
Esta secuencia binaria se vuelve a codificar por el codificador de canal, en este caso el objetivo es introducir de manera controlada bits de redundancia a la secuencia de información que pueda utilizarse para minimizar los errores
en el destino.




	Por el canal real no se pueden transmitir bits como tal, por tanto, empleamos el modulador para MAPEAR la secuencia de información en una de forma de onda adecuada para ser transmitida por el canal.
El canal es el medio físico por el que se transmite la señal. Puede ser de múltiples tipos (atmósfera, fibra óptica, cables de muchos tipos, agua, …). El canal introduce errores en la señal transmitida manera aleatoria, por una amplia variedad de razones (ruido térmico generado por los dispositivos, interferencias, ruido de encendido de automóviles,
…).
Una vez llegadas las señales al receptor, este se encarga de deshacer todos los procesos que ha ido haciendo el transmisor. Y el objetivo es recuperar el mensaje generado por la fuente en el receptor.
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Introducción (2)

Capacidad de canal:
𝐶 = max 𝐼( 𝑋; 𝑌)
d

· Segundo Teorema de Shannon.

Modelos de canal:
· BSC:
[image: ]

· Gaussiano (AWGN):
( | )	1	−(𝑦 − 𝑥)4
𝜌 𝑦 𝑥 =	exp W	X
√2𝜋𝜎4	2𝜎4
Para poder abordar con éxito el contenido dedicado a la codificación de canal es necesario recordar el concepto de capacidad del canal y el Segundo teorema de Shannon (o teorema de codificación de canal). Recordemos que el Teorema de Shannon indica, en pocas palabras, que es posible realizar una transmisión de forma fiable si 𝑅 ≤ 𝐶.
Sin embargo, aunque el Teorema de Codificación de Canal nos garantiza la existencia de un codificador con tasa
𝑅 = 𝐶 con el que podemos realizar una transmisión fiable, en la práctica nos encontramos con distintos problemas. Las principales son el encontrar buenos esquemas de codificación, encontrar algoritmos de decodificación eficientes, implementar de forma eficiente todos los algoritmos implicados.

Otros conceptos de utilidad al estudiar la codificación de canal son los modelos de canal, por ejemplo BSC y MSC que deciden el símbolo recibido utilizando “hard decision” o el modelo de canal canal gaussiano, con “soft decision”
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Codificación de Canal (1)

Objetivo:
· Acondicionar la señal transmitida para minimizar la probabilidad de error.
· Detectar errores en la recepción.
· ARQ (Automatic Repeat Request).
· Corregir errores en la recepción.
· FEC (Forward Error Correction).

Compromiso entre:
· Ancho de banda (𝑊).




	· Potencia transmitida (𝑃, 𝑆, 𝐸e…).
· Velocidad de transmisión ().
· Complejidad del receptor.

El principal objetivo de la codificación de canal es el de acondicionar la señal para minimizar la probabilidad de error, y la manera más común de alcanzar este objetivo es introduciendo redundancia de forma controlada. Esta redundancia se puede explotar para controlar los errores introducidos por el canal. Es decir, el codificador de canal es la parte del sistema encargada de detectar y corregir los errores en recepción. Se definen dos formas básicas para controlar los errores utilizando la redundancia introducida:
· ARQ — Utilizan los bits de paridad para detectar error. NO intenta corregir, simplemente avisa al transmisor de que ha habido error. ARQ requiere comunicación duplex. Se definen 3 modalidades de ARQ:

Stop-and-wait – El transmisor no envía el siguiente paquete hasta no recibir el ACK correspondiente.
· FEC — utiliza los bits de paridad para detectar y corregir errores. No todos los errores se pueden corregir. En FEC es suficiente con comunicación simplex.
[image: ]

Continuous ACK with pullback — El receptor envía NACK cuando detecta que no llega un paquete. Entonces, el transmisor envía el paquete perdido y TODOS los paquetes que van después del perdido.
[image: ]

Continuous ACK with selective repeat — El receptor envía NACK cuando detecta que no llega paquete. Entonces, el transmisor envía únicamente el paquete que se ha perdido.

[image: ]
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Codificación de Canal (2)

Alternativas para la codificación de canal:
· Modificación de la forma de onda de los símbolos transmitidos.
· Introducción de redundancia.




	
Clasificación de canales:
· Limitados en ancho de banda:
· Mejores prestaciones a cambio de constelaciones más complejas y mayor energía media.
· Limitados en potencia:
· Mejores prestaciones a cambio de:
· mayor redundancia (aumentar el régimen binario).
· mejores formas de onda que intercambian ancho de banda por calidad.
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Conformación de la Forma de los Símbolos (1)
Canales limitados en potencia. Dados:
· Régimen binario para transmitir.
· Potencia de señal recibida.

Encontrar la forma de onda del símbolo que garantiza una mejor 𝑃fgghg. Intercambio entre ancho de banda y calidad.

La primera aproximación para alcanzar el objetivo de la codificación de canal se basa en la construcción de constelaciones optimizadas para poder ser empleadas por el bloque modulador. Es decir, se modifica la forma de onda de los símbolos transmitidos para que sean lo menos parecidos posible entre ellos y que la detección y demodulación se realice de manera más eficiente. Esto recibe el nombre de “Conformación de la forma de los símbolos).

	Transparencia 8

Conformación de la Forma de los Símbolos (2)

Para un conjunto de símbolos (𝑠K(𝑡), 𝑖 = 1, . . . , 𝑀) de igual energía (𝐸), definimos:
1	j  ( )	( )
𝑧Ki = 𝐸 Ü 𝑠K 𝑡 · 𝑠i 𝑡 𝑑𝑡
k
Constelación antipodal:
· Minimiza la 𝑃fgghg para una 𝐸 dada.
· Sólo posible para 𝑀 = 2.
𝑧Ki = −1,	∀ 𝑖 ≠ 𝑗

Al representar en el dominio del tiempo dos posibles señales de esta constelación tendríamos:
[image: ]	[image: ]
Siendo la principal característica que 𝑠?(𝑡) = −𝑠4(𝑡). Al representar en el plano complejo estas dos señales (en general) obtendremos algo parecido a la siguiente gráfica, donde ambas están separadas 180∘




	











Constelación ortogonal:
· Para 𝑀 ≥ 2.
𝑧Ki = 0,	∀ 𝑖 ≠ 𝑗

La constelación ortogonal para 𝑀 = 2 se puede ver como la concatenación de dos tiempos de símbolo de una constelación antípodal. Al representar en el dominio del tiempo dos posibles señales de esta constelación tendríamos:









Se observa que, además de tener diferente signo, la transmisión de algo ≠ 0 no coincide en la duración del tiempo de símbolo. Al representar en el plano complejo estas dos señales (en general) obtendremos algo parecido a la siguiente gráfica, donde ambas están separadas 90∘:












Si ampliamos y queremos analizar una constelación ortogonal 𝑀 = 4 tendríamos, por ejemplo, las siguientes gráficas en el dominio del tiempo:









Generación de constelaciones ortogonales y biortogonales.
· Probabilidades de error.




	La “problemática” de esto es al querer generalizar para cualquier valor de 𝑀. Realizarlo de manera gráfica se convierte en cada vez más complicado. Por ese motivo, se han desarrollado métodos (principalmente recursivos) para calcular de forma más directa la concatenación de señales antipodales para construir constelaciones ortogonales. A continuación, se describe un método general basado en matrices de Hadamard.

La semilla de la recursividad es la matriz H0 = [0].
sería similar si en vez de emplear la matriz [0] como semilla se empleara la matriz [1]
Para determinar las señales que formarían la constelación ortogonal 𝑀 = 2 con este método, construimos la
matriz de Hadamard a partir de H  H =  0  0  =	H0  H0 .
0	1	[0 1]	[H	H¯ ]
0	0
0  0  0  0
H1  H1	0  1  0  1
Para 𝑀 = 4 seguimos con la misma estructura: H2 =	=	.
[H1  H¯ 1]	0  0  1  1
0  1  1  0
Para H2, es decir 𝑀 = 4 se pueden identificar las filas de la matriz con las señales 𝑠R(𝑡), 𝑖 = 1, … , 4
K
representadas con anterioridad.
0  0  0  0  0  0  0  0
0  1  0  1  0  1  0  1
0  0  1  1  0  0  1  1
Y para 𝑀 = 8 tendríamos H3 =	0  1  1  0  0  1  1  0
0  0  0  0  1  1  1  1
0  1  0  1  1  0  1  0
0  0  1  1  1  1  0  0
0  1  1  0  1  0  0  1

Hk−1  Hk−1
Y en general tendríamos Hk = [H	H	]
k−1	¯ k−1


Las constelaciones biortogonales también cumplen que 𝑧Ki = 0 y además tienen tiempos de símbolo más cortos que las constelaciones ortogonales. Se construyen empleando las matrices Hk empleadas en la construcción de las
Hk−1
constelaciones ortogonales de la siguiente manera: Bk = [H¯	.
k−1]
0  0  0  0
0  1  0  1
0  0  1  1
Es decir, para 𝑀 = 8 tendríamos B3 =	0  1  1  0 . Si comparamos con H3 observamos que duran la mitad.
1  1  1  1
1  0  1  0
1  1  0  0
1  0  0  1
Por tanto, emplearán la mitad de ancho de banda que una constelación ortogonal.
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Conformación de la Forma de los Símbolos (3)

BER frente a 𝐸e/𝑁k (dB) para constelación ortogonal:
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 4.28 del libro “Digital Communications: Fundamentals and Applications 2nd Edition B. Sklar” donde se puede observar la curva BER en función de la 𝐸e/𝑁k para varios códigos




	Reed-Solomon con diferentes valores para 𝑡. El objetivo de mostrar la figura es poder comparar las prestaciones en función de la BER de constelaciones ortogonales con diferente 𝑀



	Día 2	Clase de teoría
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Codificación mediante Introducción de Redundancia

Concepto intuitivo:
· Introducir bits redundantes para:
· Detectar errores en el Rx.
· Corregir bits erróneos en el Rx.

Clasificación de los algoritmos de codificación de canal:
· Codificación por bloques:
· Lineal.
· Cíclica.
· Codificación convolucional.
· Codificación iterativa.

Estudio de la codificación sobre bits.
· No sobre símbolos. Es decir, 𝑀 = 2.

La segunda aproximación para alcanzar el objetivo de la codificación de canal es la introducción de redundancia controlada en la secuencia binaria generada. De manera que estos bits adicionales permiten detectar y corregir errores.
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Codificación por Bloques Lineal

El codificador toma un bloque de “𝑘” bits de información y genera un bloque de “𝑛” bits (codeword; palabra código; 𝑛 >
𝑘).
· Notación:
· Codificador “(𝑛, 𝑘)”.
· Tasa de codificación: 𝑘/𝑛.

A cada una de las 2m tuplas posibles del espacio vectorial 𝑉m se le asigna unívocamente un elemento de los 2n existentes en el espacio 𝑉n.

Condiciones necesarias para el codificador:
· Convertir el espacio 𝑉m en un subespacio de 𝑉n.
· Minimizar la redundancia añadida: 𝑛 − 𝑘.
· Maximizar la distancia entre elementos del subespacio de 𝑉n

La codificación de canal por bloques lineal mapea una secuencia de “𝑘” bits en otra secuencia de “𝑛” bits ÚNICA, denominada PALABRA CÓDIGO.

[image: ]





	Desde el punto de vista de espacios vectoriales, lo que ocurre es que se transforma el espacio 𝑉m en un subconjunto del espacio 𝑉n.
[image: ]

Por ejemplo, si tenemos 𝑘 = 1 y 𝑛 = 2 la representación anterior se reduce a:
[image: ]
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Repercusiones

Necesidad de aumentar la tasa binaria para mantener la cadencia de información neta entregada en el Rx.
· 𝑇′ = (𝑘/𝑛) · 𝑇
· Al disminuir 𝑇 disminuye la 𝐸e para una misma modulación.
· 𝑅R > 𝑅
· 𝑊 · 𝑇 = cte  𝑊R = (𝑛/𝑘) · 𝑊


Por tanto, con corrección de errores:
· Se necesita mayor ancho de banda.
· Pero se reduce la necesidad de potencia
→ Ganancia de Codificación

El codificar una secuencia binaria añadiendo bits adicionales para que luego estos sean empleados para detectar y corregir errores del canal no es gratis, tiene un coste asociado. Este coste se traduce principalmente en mayor necesidad de ancho de banda. ¿Por qué?
La duración en tiempo del bloque de entrada y el bloque de salida tiene que ser la misma, dado que no queremos introducir retardos adicionales en la comunicación.
[image: ]




	
Esto implica que un bit a la salida del codificador de canal dura 𝑘/𝑛 menos tiempo que un bit sin codificación. Por tanto, la 𝐸e también se reduce en un factor 𝑘/𝑛 con una misma modulación. Y por tanto, dado que queremos entregar al receptor la misma tasa de bits que la que generó la fuente (mantener la cadencia de información neta), es necesario aumentar la tasa binaria resultante en un factor 𝑛/𝑘.
Igualmente, conocemos que que el producto 𝑊𝑇 (𝑊 es el ancho de banda) es constante. Por tanto, al cambiar el tiempo de símbolo, también cambia 𝑊 a 𝑊’. Por tanto, codificar introduciendo redundancia aumenta el ancho de banda en un factor 𝑛/𝑘 (de 𝑊 a 𝑊’).
Sin embargo, se reduce la necesidad de potencia asignada a cada bit (𝐸e) y esta reducción nos da la “ganancia de codificación”. Es decir, para alcanzar la misma BER se necesita menos 𝐸e/𝑁k en un sistema que emplea codificación de canal (línea roja de la gráfica siguiente) comparado con un sistema donde no emplea codificación de canal (línea negra de la gráfica siguiente).
[image: ]
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Propiedades

Aplicación biyectiva entre bloques de entrada y palabras código.
· Inyectiva y sobreyectiva.

Código lineal:
· Cualquier combinación lineal de palabras código produce otra palabra código.

Estructura sistemática de palabra código:
[image: ]

Para ser útiles, los códigos bloque de canal deben tener una aplicación biyectiva entre el espacio de entrada y el sub-espacio de salida.
Nosotros nos vamos a centrar en los códigos bloque lineales que tienen además la particularidad de que cualquier combinación lineal de palabras códigos produce otra palabra código.

Y además, la mayoría de ejemplos que veremos se basan en códigos sistemáticos (sistemático puede verse como sinónimo de ordenado, colocado de alguna manera). En este caso, las palabras código de un código sistemático tienen una estructura peculiar, donde los primeros 𝑘 bits (de los 𝑛 que tiene la palabra código) son exactamente los 𝑘 bits de entrada. Y el resto 𝑟 = 𝑛 − 𝑘 son los bits de redundancia y se colocan al final del vector.
En un código (𝑛, 𝑘) tenemos 2m palabras código que tienen una longitud de 𝑛 bits.
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Ejemplo 1: Código de Comprobación de Paridad (I)



Bits a la entrada del codificador de canal (salida del codificador de fuente)
Bits a la salida del codificador de canal (se resalta en verde el bit de redundancia)
000
0000
001
0011
010
0101
011
0110
100
1001
101
1010
110
1100
111
1111


	
𝑟 = 1 → indica si el número de 1’s en los 𝑘 primeros bits es IMPAR o PAR Si 𝑘 = 3 → 2@ = 8 palabras














Repercusión:
𝑛	4
𝑘 = 3 1.33 ⇒ El BW ↑ 33%
El primer ejemplo que veremos es el código de comprobación de paridad. En este caso 𝑘 = 3 y 𝑛 = 4, es decir que, por cada 3 bits de la entrada del codificador de canal, este genera 4 bits a la salida. Este único bit de redundancia (𝑟 =
𝑛 − 𝑘 = 1) y este bit indica si los 𝑘 bits de la fuente tienen un número par o impar de ‘1’s. El valor del bit de redundancia también se puede obtener sumando los bits de la entrada al codificador (suma en base 2 sin acarreo).

Hemos visto antes que codificar tiene una repercusión sobre el ancho de banda de la señal a la salida del codificador. Por ejemplo, el BW utilizado a la salida de este codificador es un 33% mayor que el utilizado a la entrada del codificador.
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Ejemplo 1: Código de Comprobación de Paridad (2)

Detección de errores:
En base a los 𝑘 = 3 bits de información y al 𝑟 = 1 bit de redundancia

Ejemplo:
· Palabra transmitida: 0 1 0 1

· Palabra recibida: 1 1 0 1 → Número par de 1’s → detectado el error
· Palabra recibida: 1 1 1 1 → Número impar de 1’s → NO detectado el error

Empleando el código de codificación de (4,3) que acabamos de describir, vamos a ver de forma intuitiva la detección de errores.
El receptor, al recibir la palabra 1 1 0 1 detecta que ha habido un error porque esta palabra no es ninguna de las válidas generadas por el codificador. En este caso no tiene capacidad para corregir el bit erróneo porque no tiene como saber en cual de los 4 bits se ha producido el error.
Y al recibir la palabra 1 1 1 1 decide que no ha habido error en la comunicación dado que esta palabra es exactamente la codificación de 1 1 1. Sin embargo, al mirar lo que se ha transmitido realmente, podemos ver que en la realidad han cambiado dos bits en la comunicación. Pero el receptor no tiene capacidad para detectar tantos bits erróneos. El receptor NO SABE cuál ha sido la palabra transmitida.
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Ejemplo 1: Código de Comprobación de Paridad (3)




Circuito codificador








𝑥? = 𝑢?
𝑥4 = 𝑢4
𝑥@ = 𝑢@
𝑥A = 𝑢? + 𝑢4 + 𝑢@


Í CÓDIGOS LINEALES


Cuando un código se obtiene a partir de operaciones tipo suma, como este, se habla de CÓDIGOS LINEALES.
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Ejemplo 2: Códigos de Repetición (I)

	Bits a la entrada del codificador de canal (salida del codificador de fuente)
	Bits a la salida del codificador de canal (se resalta en verde los bits de redundancia)

	00
	000000

	01
	010101

	10
	101010

	11
	111111


Detección / Corrección de errores:
· Palabra transmitida: 01 01 01
· Palabra recibida: 11 01 01	(No es palabra código)
· Palabra corregida: 01 01 01	(Detección por mayoría)
Este es un código de repetición (6,2) que simplemente a la salida repite 3 veces los dos bits de la entrada. La diferencia con el ejemplo anterior es que aquí podríamos corregir decidiendo cada bit por mayoría.
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Ejemplo 2: Códigos de Repetición (y II)
Otro ejemplo:

	Bits a la entrada del codificador de canal (salida del codificador de fuente)
	Bits a la salida del codificador de canal (se resalta en verde los bits de redundancia)

	0
	000

	1
	111



Palabra recibida: 0 1 1
· ¿Qué palabra se puede haber enviado?
· 0 0 0 + 2 errores del canal
· 1 1 1 + 1 error del canal

Sin saber qué es lo que realmente se ha transmitido, el receptor puede pensar que ha habido 1 o 2 errores en el canal. Por tanto, se dificultaría sobremanera el proceso de corrección de errores. Por tanto, vamos a “confiar” en el canal


	y asumir que entre dos potenciales situaciones de error la que realmente ha ocurrido es la que menos bits erróneos tiene.

· Confiamos en el canal → Hipótesis de un solo error (en este ejemplo)

· Repercusión de esta codificación → BW ↑ 300%
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Matriz generadora (1)

Funcionamiento del codificador:
Bloque antes de codificar:
𝑢 = [𝑢?	𝑢4	…  𝑢m]
Bloque después de codificar:
𝑥 = [𝑥?	𝑥4	…  𝑥n]

Matriz generadora (G) de un código bloque lineal:

[image: ]
La codificación por tanto se reduce a realizar la operación 𝑥 = 𝑢 𝐺. Es importante recordar Retomando los códigos vistos como ejemplos en las transparencias anteriores, tendríamos:
Ejemplo 1: Código de repetición (3,1)
G = [1  1  1]
u = [u1]
uG = [u1  u1  u1] = x
Ejemplo 2: Código de comprobación de paridad (4,3)
1  0  0  1
G =	0  1  0  1
[0  0  1  1]
Con esta matriz generadora nos aseguramos que se realizan las operaciones necesarias para codificar los 4 bits de salida de este código de la manera esperada, es decir:
𝑥? = 𝑢?
𝑥4 = 𝑢4
𝑥@ = 𝑢@
𝑥A = 𝑢? + 𝑢4 + 𝑢@
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Matriz generadora (2)




	Códigos sistemáticos:
· Sistemáticos: 𝑥 = [𝑢?	𝑢4	…  𝑢m	𝑝?	…  𝑝n*m]
· los 𝑘 primeros bits de la palabra código son los bits de información.
· los 𝑛 − 𝑘 finales son los de redundancia (de “paridad”).

𝑥 =




La matriz G se puede dividir en dos partes: 𝐺 = q𝐼m | 𝑃r
	 

1	0	…	0	p1,1  p1,2  …  p1,(n−k)
G = [Ik | P] =	0	1	…	0	p2,1  p2,2  …  p2,(n−k)
…  …  …  …	…	…	…	…
0	0	…	1	pk,1  pk,2  …  pk,(n−k)

En los códigos sistemáticos, la estructura de la matriz generadora se simplifica bastante, dado que la primera parte es la matriz identidad. De esta manera se asegura que los primeros 𝑘 bits de la palabra codificada son exactamente los bits de la entrada.
La matriz 𝑃 tiene una dimensión de 𝑘 filas y (𝑛 − 𝑘) columnas.
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Detección de Errores (1)

[image: ]
Si 𝑟 ≠ 𝑥 ⟹ ERROR ¡Pero en Rx no conozco 𝑥! Si 𝑟 ∈ Código ⟹ ERROR ✓
Si 𝑟 ∉ Código ⟹ NO ERROR. Pero puede que el error haya transformado una palabra código en otra palabra código

	Transparencia 22

Detección de Errores (2) — Matriz de Comprobación H

¿Cómo saber si 𝑟 pertenece al código?
· Comparando con todas las palabras código. → Ineficaz cuando 𝑘 es grande.
· Utilizando la matriz de comprobación o matriz de chequeo de paridad :𝐻>.


La gran pregunta es cómo se puede saber si un vector 𝑟 de 𝑛 posiciones forma parte del código o no. Una opción es realizar una comparativa uno a uno entre dicho vector y todas las palabras código correctas. Este método es ineficiente cuando 𝑘 es grande, es decir cuando tenemos muchas palabras código.


Matriz de comprobación :𝐻> del código bloque lineal: Se obtiene a partir de 𝐺.	𝐻 = B𝑃j| 𝐼n*mD




	
	G·HT  0   
k  n k
	

	Otro método se basa en el uso de la matriz de comprobación de paridad, también conocida como matriz de chequeo de paridad. La principal propiedad de esta matriz es que cumple que 𝐺 · 𝐻j = 0. A partir de esta relación
 
obtenemos que
p1,1	p2,1	…	pk,1	1	0	…	0
H = [P⊤ ∣ In−k] =	p1,2	p2,2	…	pk,2	0	1	…	0
…	…	…	…	…  …  …  …
p1,(n−k)  p2,(n−k)  …  pk,(n−k)	0	0	…	1

Dadas estas estructuras de las matrices 𝐺 y 𝐻 se puede comprobar fácilmente la propiedad que las relaciona:
	

Gk ×n = [Ik ×k Pk ×(n−k)]
Pk ×(n−k)
H(n−k)×n = [P⊤  k)×k I(n−k)×(n−k)]	H⊤ (n−k) =
(n−	n×	[I(n−k)×(n−k)]

Pk ×(n−k)
GH⊤ = [Ik ×k Pk ×(n−k)] ×	= 0k ×(n−k)
[I(n−k)×(n−k)]
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Detección de Errores (3)

Todas las palabras código multiplicadas por 𝐻j dan el vector 0

Dado que la codificación de canal en códigos bloque lineales es: x = uG
Si multiplicamos el vector resultante por 𝐻j obteneos xH⊤ = uG ⋅ H⊤ = u0 = 0


En el extremo del Rx se recibe un bloque de 𝑛 bits:	𝑟 = 𝑥 + 𝑒
donde 𝑒 es la componente de ruido (error; vector de error).

Esta misma multiplicación por 𝐻j la podemos realizarla en el receptor. Y el resultado se llama “síndrome” y nos dará información sobre si la palabra recibida es correcta o no.
Se define “Síndrome” como:
𝑠 = 𝑟 · 𝐻j = á𝑥 + 𝑒à · 𝐻j = 𝑒 · 𝐻j
		
· Si no hay error en la Tx	→	𝑠 = 0
· Si se detecta error en la Tx	→	𝑠 ≠ 0

· ¿Puede ocurrir que 𝑠 = 0 y, sin embargo, existan errores?
· Sí → Error no detectado.
1  0  0  1
Ejemplo: Consideremos el código de comprobación de paridad con G =	0  1  0  1
[0  0  1  1]
Y se codifica u = [1  0  1].
Por tanto, lo que se transmite por el canal es x = uG = [1  0  1  0]
Asumamos que somos el receptor y recibimos las siguientes palabras:




	(a) y = [1  0  1  0] + [0  0  1  0] = [1  0  0  0]
Lo único que puede hacer el receptor es calcular el síndrome: s = yH⊤ = [1]. Como es ≠ 0 entonces
determina que ha habido un error en la transmisión. Y, nosotros como entes que conocemos también lo que se ha transmitido, vemos que el canal ha cambiado un único bit entre lo que se ha transmitido y recibido.
(b) y = [1  0  1  0] + [1  1  0  0] = [0  1  1  0]
En este caso, el síndrome sería s = yH⊤ = [0]. Con este síndrome el receptor determina que NO ha habido error en la comunicación. Sin embargo, nosotros, como entes que conocemos todo lo que ha ocurrido en el sistema, observamos que en realidad lo que ha pasado es que en el canal se han cambiado dos bits de los transmitidos debido a errores. Este código de canal NO tiene capacidad de detectar cuando han ocurrido dos errores en un bloque.
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Problema Corrección de Errores (1)

[image: ]
Objetivo: Habiendo recibido 𝑟 = 𝑥 + 𝑒 y conocido el síndrome 𝑠 = 𝑒 · 𝐻j determinar 𝑒. Sabemos que si 𝑠 ≠ 0 ha habido en error
· 2n vectores de error
· 2n*m vectores sindrome
→ No tenemos vectores síndrome para todos los posibles errores.

En el receptor, tenemos que utilizar la información de la que disponemos para averiguar que símbolo se ha transmitido. Y lo único que conocemos es la palabra recibida 𝑟 , así como las matrices 𝐺 y 𝐻 del código de canal.
	
Por tanto, lo único que puede hacer el receptor es calcular el síndrome. Y a través de este síndrome lo ideal sería determinar el vector de error 𝑒. Sin embargo, no es un problema sencillo, dado que hay 2o posibles vectores de error y 2n*m vectores síndrome. Por tanto, NO tenemos suficientes síndromes para todos los posibles errores y de los 2n posibles vectores 𝑒, unos tienen más posibilidad de aparecer que otros. Y lo que se introducirá en la “tabla de síndromes” serán los los 2n*m vectores de error más probables asociados a los síndromes correspondientes.
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Problema Corrección de Errores (2)
En un código de paridad (4,3)
1  0  0  1
G =	0  1  0  1
[0  0  1  1]

Como la matriz tiene la forma: 𝐺 = q𝐼m | 𝑃r significa que es un código sistemático. Y la matriz 𝐻 = B𝑃j| 𝐼n*mD = [1 1 1 1]
	 		 
en este caso.
La palabra recibida 𝑟 = [𝑟? 𝑟4 𝑟@ 𝑟A] = 𝑥 + 𝑒

Y el síndrome sería 𝑠 = 𝑒 · 𝐻j = 𝑟? + 𝑟4 + 𝑟@ + 𝑟A




	Hay 2g = 2? = 2 posibles síndromes. Entonces si 𝑠 = Ô0 → no se detecta error
1 → se detecta error.
Ejemplo: Consideremos que los bits de información son 𝑢 = [1 0 1]. Por tanto, la palabra código es: 𝑥 = 𝑢 · 𝐺 = [1 0 1 0]


Si el receptor recibe: 𝑟? = [1 0 1 0] + [0 0 1 0] = [1 0 0 0] el síndrome sería 𝑠? = [1] y se detectaría error.
Si el receptor recibe: 𝑟4 = [1 0 1 0] + [1 1 0 0] = [0 1 1 0] el síndrome sería 𝑠4 = [0] y NO se detectaría error.
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Propiedades Algebraicas de los Códigos Bloque Lineales

Propiedad 1: Toda palabra código es suma de filas de 𝐺


[image: ]
Propiedad 2: La suma de 2 palabras código es otra palabra código
𝑥 + 𝑥R = 𝑢 · 𝐺 + 𝑢′ · 𝐺 = á𝑢 + 𝑢Rà · 𝐺 = 𝑥R′
		
Propiedad 3: El vector 0 es siempre una palabra código
𝑠 = 𝑟 · 𝐻j = 0 · 𝐻j = 0
	

Todas las sumas realizadas en estas operaciones son en base 2.
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Distancia de Hamming (1)
Peso de Hamming de un vector binario (𝑊(𝑥)):
· Número de componentes no nulas (número de 1s en el vector).

Distancia de Hamming entre dos vectores binarios (𝑑(𝑥, 𝑦)):

· Número de componentes en las que difieren (posiciones con distinto valor).
𝑑 :𝑥, 𝑦> = W :𝑥 + 𝑦>
	
Distancia de Hamming mínima (𝑑pín) entre pares cualesquiera de bloques a la salida de un codificador lineal:
· Se puede calcular como el menor de los pesos de Hamming de los bloques a la salida del codificador exceptuando el bloque nulo.
Ejemplo cálculo distancia de Hamming:
x = [0  0  1  1  0  0  1]
y = [1  0  0  0  0  0  1]	d (x , y) = 3
La distancia de Hamming entre dos vectores es igual al peso de Hamming de la suma de los dos vectores. Siguiendo con los dos vectores del ejemplo anterior:
x + y = [1  0  1  1  0  0  0]	W (x + y) = 3
Las distancias (en general) tienen una propiedad muy interesante, la de traslación, que nos indica que
d (x , y) = d (x + w, y + w).
Esta propiedad nos interesa en un caso particular, cuando 𝑦 = 𝑤, y obtendríamos la siguiente relación
d (x , y) = d (x + y, y + y) = d (x + y,0)




	
En códigos bloque lineales esto es particularmente interesante porque la suma de dos palabras código es otra palabra código correcta. Por tanto, calcular la distancia de Hamming entre dos vectores que son palabras código de un código bloque lineal se reduce a calcular el peso de Hamming de otra palabra código del mismo código.
Esto mismo nos ayuda a calcular de una forma más sencilla la distancia mínima 𝑑pín de un código bloque lineal.
Porque se reduce a calcular el peso de Hamming de todas las palabras código, exceptuando el 0.
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Distancia de Hamming (2)
Propiedades de los códigos lineales por bloques:

Número máximo de errores detectables:
𝑒 = 𝑑pín − 1

Número máximo de errores que pueden corregirse:
𝑡 = Ú𝑑pín − 1
2	Û
Probabilidad de bit erróneo después del decodificador:
n
𝐵𝐸𝑅 ≈ 1 1 𝑗 · 𝑛> 𝑝i · (1 − 𝑝)n*i
𝑛	:𝑗
i%rs?

El conocer 𝑑pín de un código bloque lineal nos permite conocer cuántos errores puede detectar y corregir dicho código.

Por ejemplo, en un código de comprobación de paridad (4,3) como hemos visto con anterioridad la 𝑑pín = 2 por tanto, es capaz de detectar 𝑒 = 1 errores y de corregir 𝑡 = 0. Justo como hemos ya intuido a partir de los ejemplos realizados.



	Día 3	Clase de teoría
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Algoritmos de Corrección de Errores (I)

Algoritmo de “Fuerza Bruta”:
· Se almacenan todas las palabras código.
· Cuando se recibe una palabra, se calculan las distancias a todas las palabras código y se elige la menor.


Mediante tabla de decodificación:
· Se construye una tabla de decodificación que asocia a cada síndrome un vector de error (aquel de peso mínimo).
· Cuando se recibe una palabra, se calcula su síndrome y, para corregir el error, se suma a la palabra recibida el error de la tabla asociado a dicho síndrome.

La decodificación de los códigos de canal prácticos se basa en la tabla de síndromes, una tabla donde asocia un vector de error a cada síndrome posible. Como el síndrome tiene 𝑛 − 𝑘 componentes, hay 2n*m síndromes posibles.
1  0  1  1  1  0  0
Ejemplo: Vamos a construir la tabla de síndromes para un código con matriz H =	1  1  1  0  0  1  0
[0  1  1  1  0  0  1]



síndrome
Vector de error
000
0000000
001
0000001
010
0000010
011
0100000
100
0000100
101
0001000
110
1000000
111
0010000


	
El síndrome tiene 3 posiciones, por tanto, la tabla tendrá 8 filas.
















Para rellenar la tabla (la columna de la derecha) vamos a ir dando valores a 𝑒 de manera que solamente se incluyen en la tabla los vectores de error con menor peso de Hamming posible. El primero sería 𝑒 = [0 0 0 0 0 0 0], el único vector con peso de Hamming 0. Este vector indica que no hay error en la comunicación y si calculamos su síndrome nos dará de resultado 𝑠 = [0 0 0].
A continuación, vamos dando valores a 𝑒, en concreto todos los posibles vectores con peso de Hamming 1. Es decir: e = [0  0  0  0  0  0  1]  s = eH⊤ = [0  0  1]
e = [0  0  0  0  0  1  0]  s = eH⊤ = [0  1  0]
e = [0  0  1  0  0  0  0]  s = eH⊤ = [1  1  1]
Y con esto terminamos de rellenar la tabla de decodificación. Se indica en verde en la tabla anterior los vectores de error asociados a cada uno de los síndromes posibles.
En general, el cálculo de 𝑠 se reduce a sumar filas de 𝐻j. Es decir, si H = [h1  h2  ⋯  hn]y s = eH⊤y
e = [e1  e2  ⋯ en] entonces s = e1h1 + e2h2 + ⋯ + enhn.
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Algoritmos de Corrección de Errores (y II)
Consecuencias:
· Propiedad 1: Si 𝐻 tiene una columna nula, no se puede corregir un error en la posición → las columnas de 𝐻
	
deben ser ≠ 0.
· Propiedad 2: No puede haber 2 columnas iguales en 𝐻 (porque no sabríamos la posición del error).

· Propiedad 3: Un código bloque tiene 𝑑pín > 𝛿 si cada conjunto de (𝛿 − 1) columnas de 𝐻 es linealmente independiente.
· Linealmente independientes → sumadas dan ≠ 0.
Este método de decodificación es consecuencia de las propiedades lineal de los códigos y del aparato matemático-algebraico que soporta esta codificación. Por tanto, la matriz 𝐻 tiene que cumplir una serie de

propiedades.
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Códigos de Hamming

Códigos bloque lineales capaces de corregir un único error.



síndrome
Vector de error
000
0000000
001
0000001
010
0000010
011
1000000
100
0000100
101
0100000
110
0010000
111
0001000


	· 𝑑pín = 3

Se denotan como códigos (𝑛, 𝑘), pero en estos códigos se cumple 𝑛 = 2g – 1, con 𝑟 = 𝑛 – 𝑘 ≥ 3. Ejemplos:
𝑟 = 3 → (7,4)
𝑟 = 4 → (15,11)
𝑟 = 5 → (31,26)
Vamos a ver un código bloque lineal en concreto, en realidad una familia de códigos bloque lineales. Son los códigos de Hamming y tienen la particularidad de que todos tienen 𝑑pín = 3 con independencia del valor de 𝑛 y 𝑘 empleado. Por tanto, tienen la capacidad de corregir un único error y pueden detectar hasta 2 errores.
Hay muchos códigos Hamming posible, dependiendo del valor de 𝑟.

Ejemplo: matrices 𝐺 y 𝐻 y tabla de decodificación.
	

Lo más directo en un código Hamming es definir primero la matriz 𝐻 por la estructura que tiene y las propiedades que ha de cumplir. Además, vamos a asumir que es sistemático. En un código (7,4) tendríamos:
x  x  x  x  1  0  0	0  1  1  1  1  0  0
H3×7 = [P⊤  I3] =	x  x  x  x  0  1  0	=	1  0  1  1  0  1  0
3×4	[x  x  x  x	]	[	]
0  0  1	1  1  0  1  0  0  1
Lo primero sería colocar la matriz identidad. Y para colocar las otras 4 columnas disponibles es necesario recordar las propiedades vistas en la transparencia anterior (no puede haber columnas que sean nulas y no se pueden repetir columnas). Por tanto, en un código Hamming, la matriz 𝐻 incluye como columnas todos los números entre 1 y

2n*m expresados en binario.

Una vez conocida la matriz 𝐻 se puede obtener la matriz 𝐺 sin mayores dificultades con Gk ×n = [Ik ×k Pk ×(n−k)]
1  0  0  0  0  1  1
G4×7 = [I4P4×3] =	0  1  0  0  1  0  1
0  0  1  0  1  1  0
0  0  0  1  1  1  1

Si calculamos la tabla de síndromes obtendríamos:
















Siguiendo con el ejemplo, vamos a ver que ocurre en la recepción y como realmente el decodificador detecta y corrige los errores empleando la tabla de síndromes.
Ejemplo: corrección de errores cuando hay 1 bit erróneo




	El transmisor quiere transmitir los siguientes bits de información u = [0  0  1  0]. La palabra codificada es
x = uG = [0  0  1  0  1  1  0]. Y el receptor recibirá r = [0  0  1  0  1  1  1] = x + e
Lo primero que hará el receptor es calcular el síndrome como:
0  1  1
1  0  1
1  1  0
s = rH⊤ = [0  0  1  0  1  1  1]  1  1  1	= [0  0  1]
1  0  0
0  1  0
0  0  1
Y dado que es diferente a [0 0 0] significa que ha habido un error por el canal. ¿Qué error? No hay manera de conocerlo exactamente. Pero lo que hará el receptor es asumir que el error fue el vector asociado al síndrome [0 0 1]. Es decir, para el receptor, el error que ha ocurrido en el canal es: e = [0 0 0 0 0 0 1].
En este punto tenemos r = [0 0 1 0 1 1 1] porque es lo que hemos recibido desde el canal y hemos determinado que e = [0 0 0 0 0 0 1]. Con esta información podemos corregir la palabra recibida como:
x̂ = r + e = [0  0  1  0  1  1  0].
Y en este ejemplo podemos ver (como entes que tenemos conocimiento de la totalidad del sistema) que el receptor ha corregido correctamente la palabra recibida.
Ejemplo: corrección de errores cuando hay 2 bits erróneos

Repitamos el escenario anterior sabiendo que se ha transmitido la palabra x = uG = [0 0 1 0 1 1 0] y que se ha recibido la palabra r = [1 1 1 0 1 1 0] = x + e. Es decir, el canal ha introducido un error que ha cambiado dos bits de la palabra recibida.

Al calcular el síndrome obtenemos s = x̂H⊤ = [1  1  0]
El vector de error asociado es e = [0  0  1  0  0  0  0]
Y la palabra corregida sería x̂ = [1 1 0 0 1 1 0] que el receptor da por correcta y decodifica los bits de información como [1 1 0 0] que no coinciden con los que realmente se han transmitido.

Los códigos Hamming pueden detectar vectores de error con peso de Hamming 2 y puede corregir vectores de error con peso de Hamming 1.

	Transparencia 32
Codificación por Bloques Cíclica (1)

Subconjunto de los codificadores bloque:
· Modelados fácilmente mediante polinomios.
· Implementados fácilmente con registros de desplazamiento.

Notación polinómica:
· Bits de datos:	𝑢(𝐷) = 𝑢k + 𝑢?𝐷 + 𝑢4𝐷4 + … + 𝑢m*?𝐷m*?
· Polinomio generador:	𝑔(𝐷) = 𝑔k + 𝑔?𝐷 + 𝑔4𝐷4 + … + 𝑔g𝐷g
donde 𝑟 = 𝑛 − 𝑘
· Salida del codificador:	𝑥(𝐷) = 𝑥k + 𝑥?𝐷 + 𝑥4𝐷4 + … + 𝑥n*?𝐷n*?
Se calcula como:	𝑥(𝐷) = 𝑢(𝐷) · 𝑔(𝐷)

Cualquier desplazamiento cíclico de una palabra código es otra palabra código.
La representación matricial es demasiado “pesada” para la construcción de códigos con valores de 𝑛 o 𝑘
elevados. Por tanto, es conveniente tener herramientas alternativas para una representación computacionalmente




	eficiente. Y este es el caso de los códigos bloques cíclicos. Son un subconjunto de los códigos bloque lineales, pueden ser modelados fácilmente mediante polinomios y pueden ser implementados con registros de desplazamiento.
El grado del polinomio que representa el bloque de 𝑘 bits de la entrada es ≤ 𝑘 − 1; el grado del polinomio que representan el bloque de 𝑛 bits de la salida es ≤ 𝑛 − 1; el grado del polinomio generador es 𝑛 − 𝑘.
La particularidad que tienen estos códigos es que cualquier desplazamiento cíclico de una palabra código es también una palabra código. Es decir, si 𝑥 = [𝑥n*? 𝑥n*4 … 𝑥4 𝑥? 𝑥k] ∈ Código entonces cualquier desplazamiento circular hacia derecha (⟲) 𝑥’ = [𝑥n*4 … 𝑥4 𝑥? 𝑥k 𝑥n*? ] pertenece al Código y también cualquier desplazamiento cíclico hacia izquierda (⟳) 𝑥’’ = [𝑥k 𝑥n*? 𝑥n*4 … 𝑥4 𝑥?] también pertenece al Código.
El desplazamiento cíclico de 𝑝 posiciones se consigue multiplicando 𝑥(𝐷) por 𝐷t y a continuación reduciendo el resultado a módulo 𝐷n*?. Esta operación es equivalente a calcular el resto de una operación de división.
Ejemplo: 𝑥(𝐷) = 𝑥k + 𝑥?𝐷 + 𝑥4𝐷4  𝑛 = 3

Desplazamos 𝑝 = 1 posición: 𝐷𝑥(𝐷) = 𝑥k𝐷 + 𝑥?𝐷4 + 𝑥4𝐷@
Reducimos el resultado, es decir dividimos lo que hemos obtenido por 𝐷@ y nos quedamos con el resto
Es una división de polinomios empleando Ruffini, y teniendo en cuenta que en el fondo sumamos y restamos números binarios sin acarreo.
El resultado es: 𝑥′(𝐷) = 𝑥4 + 𝑥k𝐷 + 𝑥?𝐷4 que es precisamente 𝑥(𝐷)
desplazado una posición.
Desplazamos 𝑝 = 2 posiciones: 𝐷4𝑥(𝐷) = 𝑥k𝐷4 + 𝑥?𝐷@ + 𝑥4𝐷A
Reducimos lo obtenido y nos quedamos con el resto.
El resultado sería 𝑥RR(𝐷) = 𝑥? + 𝑥4𝐷 + 𝑥k𝐷4que es precisamente 𝑥(𝐷)
desplazado dos posiciones.
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Codificación por Bloques Cíclica (2)

Decodificación:
El síndrome es el resto de lo recibido (𝑦(𝐷) = 𝑥(𝐷) + 𝑒(𝐷)) entre el polinomio generador.
𝑠(𝐷) = 𝑅u(v)[𝑦(𝐷)] = 𝑅u(v)[𝑥(𝐷) + 𝑒(𝐷)] = 𝑅u(v)[𝑒(𝐷)]

La decodificación es equivalente en procedimiento a lo que se realiza en los códigos bloque lineales (definidos por las matrices generadora y de control de paridad). Es decir, es necesario calcular el síndrome. En este caso, el síndrome es el resto de realizar la división entre la palabra recibida 𝑦(𝐷) y el polinomio generador 𝑔(𝐷).
Y de manera equivalente, tenemos la forma para construir la tabla de síndromes (donde se almacena un vector de error 𝑒(𝐷) para cada síndrome posible 𝑠(𝐷).
Códigos cíclicos sistemáticos:
𝑥(𝐷) = 𝐷n*m𝑢(𝐷) + 𝑡(𝐷)

𝑡(𝐷) = 𝑅u(v)[𝐷n*m𝑢(𝐷)]

Los códigos cíclicos también pueden ser sistemáticos. En este caso, hay que prestar especial cuidado en la codificación dado que hay que asegurar esta estructura sistemática.
Considerando que el bloque de información está colocado al principio de la palabra codificada, lo primero que hay que realizar es desplazar el bloque 𝑢(𝐷) un total de 𝑛 − 𝑘 posiciones hacia la izquierda (colocar los bits del bloque de la entrada en los bits más significativos del bloque de la salida). Esto se realiza multiplicando el polinomio 𝑢(𝐷) por
𝐷n*m. Igualmente, hay que calcular los bits de paridad, que los vamos a identificar mediante el polinomio 𝑡(𝐷).
Para determinar la expresión de 𝑡(𝐷) partimos de la información que 𝑅u(v)[𝑥(𝐷)] = 0 cuando 𝑥(𝐷) es una palabra correcta. Por tanto:
𝑅u(v)[𝑥(𝐷)] = 𝑅u(v)[𝐷n*m 𝑢(𝐷) + 𝑡(𝐷)] = 0




	Por linealidad, el quedarnos con el resto de la división de una suma es equivalente a quedarnos con los restos de las divisiones de los sumandos. Por tanto:
𝑅u(v)[𝐷n*m 𝑢(𝐷)] + 𝑅u(v)[𝑡(𝐷)] = 0
Vamos a mirar el segundo término, en concreto los grados de los polinomios involucrados. Por un lado, 𝑡(𝐷)
tiene grado ≤ 𝑛 − 𝑘 y 𝑔(𝐷) tiene grado = 𝑛 − 𝑘. Por tanto:
𝑅u(v)[𝑡(𝐷)] = 𝑡(𝐷)
Y despejando
𝑡(𝐷) = 𝑅u(v)[𝐷n*m𝑢(𝐷)]

Ejemplo de codificación para un código cíclico sistemático (7,4) con 𝑔(𝐷) = 𝐷@ + 𝐷4 + 1. Calcular la palabra código correspondiente al mensaje 𝑢 = [1 0 1 1].
El polinomio correspondiente al vector 𝑢 es 𝑢(𝐷) = 𝐷@ + 𝐷 + 1
Al ser un código sistemático se ha de codificar empleando 𝑥(𝐷) = 𝐷n*m𝑢(𝐷) + 𝑡(𝐷). Entonces: 𝐷@ · 𝑢(𝐷) = 𝐷@ · (𝐷@ + 𝐷 + 1) = 𝐷F + 𝐷A + 𝐷@
Igualmente: 𝑡(𝐷) = 𝑅u(v) [𝐷@ 𝑢(𝐷)] = 𝑅u(v) [DF + DA + D@] = 𝐷4

Por tanto, 𝑥(𝐷) = 𝐷F + 𝐷A + 𝐷@ + 𝐷4
Y la palabra código sería 𝑥 = [1 0 1 1 1 0 0]
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Codificación por Bloques Cíclica (3)

Transmisor:
(Tx y Rx se implementan con registros de desplazamiento.)
· Primeros k bits: Sw1 cerrado; Sw2 selecciona 𝑢.
· Restantes n-k bits: Sw1 abierto; Sw2 selecciona salida del circuito 𝑟.

[image: ]
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Codificación por Bloques Cíclica (4)

Receptor:
· Primeros 𝑛 bits: Sw1 cerrado; Sw2 abierto.
· Siguientes 𝑛 − 𝑘 bits: Sw1 abierto; Sw2 cerrado.
· Si 𝑠 = 0 → no hay errores.




	[image: ]
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Códigos CRC
Cyclic Redundancy Check Codes Ejemplos:
· CRC-12 Code	→𝑔(𝐷) = 1 + 𝐷 + 𝐷4 + 𝐷@ + 𝐷?? + 𝐷?4
· CRC-16 Code	→𝑔(𝐷) = 1 + 𝐷4 + 𝐷?E + 𝐷?F
· CRC-CCITT Code	→𝑔(𝐷) = 1 + 𝐷E + 𝐷?4 + 𝐷?F

CRC (𝑛, 𝑘) es capaz de detectar los siguientes patrones de error:
· Error burst de longitud 𝑛 – 𝑘 o menos.
· Una fracción de error burst de longitud igual a 𝑛 – 𝑘 + 1.
· Una fracción de error burst de longitud mayor a 𝑛 – 𝑘 + 1.
· Toda combinación de 𝑑pín – 1 errores.
· Si el polinomio tiene un número par de coeficientes no nulos, todo patrón de errores con un número impar de errores.

Múltiples códigos bloque cíclicos se emplean en diversos estándares de comunicaciones. En esta transparencia se incluyeno solamente unos pocos de ellos. Dependiendo del polinomio generador empleado, obtendremos unas prestaciones diferentes.
Por ejemplo, el código CRC-CCITT se emplea los estándares X25 o Bluetooth.
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Códigos Golay

Código (23,12)
Capaz de corregir cualquier combinación de 3 o menos errores en un bloque de 23 bits. No es generalizable para otras combinaciones de 𝑛 y 𝑘.
Polinomio generador:
𝑔(𝐷) = 1 + 𝐷4 + 𝐷A + 𝐷E + 𝐷F + 𝐷?k + 𝐷??
ó
𝑔(𝐷) = 1 + 𝐷 + 𝐷E + 𝐷F + 𝐷G + 𝐷w + 𝐷??
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 6.21 del libro “Digital Communications: Fundamentals and Applications 2nd Edition B. Sklar” donde se puede observar la curva BER en función de la probabilidad de error de




	símbolo en el canal para varios códigos incluyendo Hamming, BCH y Golay extendido. El objetivo de mostrar la figura es poder comparar los diferentes códigos en función de BER.

Los códigos Golay son una familia relativamente pequeña de códigos bloque cíclicos. Solamente permiten el tamaño (23,12), aunque se suele utilizar también la versión extendida (24,12) que es capaz de aumentar la 𝑑pín en una unidad.
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Códigos BCH

Bose-Chaudhuri-Hocquenqhem Codes
· Códigos lineales.

Parámetros:
· 𝑛 = 2p – 1
· 𝑘 ≥ 𝑛 – 𝑚𝑡
· 𝑑pín ≥ 2𝑡 + 1

Capaces de corregir 𝑡 errores en cada palabra código.
Los códigos de Hamming pueden considerarse un caso particular (para 𝑡 = 1).
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 6.22 del libro “Digital Communications: Fundamentals and Applications 2nd Edition B. Sklar” donde se puede observar la curva BER en función de la 𝐸e/𝑁k para varios códigos incluyendo Hamming, BCH y Golay extendido. El objetivo de mostrar la figura es poder comparar los diferentes códigos en función de BER.

Los códigos BCH son una generalización de los códigos Hamming que permiten corrección de múltiples errores.
Son una familia de códigos cíclicos que permiten seleccionar el tamaño de los bloques, la tasa de codificación, el tamaño del alfabeto y la capacidad de generación del código.
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Códigos Reed-Solomon

Códigos cíclicos no binarios.
· Se trata a símbolos en lugar de a bits.
(𝑛, 𝑘) = (2𝑚 – 1,	2𝑚 – 1 – 2𝑡)
Donde 𝑡 es el número de errores en símbolos que puede corregir el código. Alcanzan la máxima distancia mínima:
𝑑pín = 𝑛 – 𝑘 + 1
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 8.2 del libro “Digital Communications: Fundamentals and Applications 2nd Edition B. Sklar” donde se puede observar la curva BER en función de la 𝐸e/𝑁k para varios códigos
Reed-Solomon con diferentes valores para 𝑡. El objetivo de mostrar la figura es poder comparar los diferentes códigos en función de BER.

Los códigos Reed-Solomon son códigos cíclicos no binarios, es decir, trabajan a nivel de símbolo. Son una familia de códigos que para una (𝑛, 𝑘) dada alcanzan la máxima 𝑑pín posible. En este caso, al trabajar a nivel de símbolo, la
𝑑pín se calcula de manera análoga a la distancia de Hamming entre dos vectores binarios: el número de símbolos en los que difieren.
Son una sub-clase de códigos BCH, aunque los códigos Reed-Solomon fueron propuestos antes. Son empleados en los CD.
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Codificación Convolucional (1)

Codificadores por bloques:
· Aumentan la tasa de bits en 𝑛/𝑘.
· Un bloque de 𝑘 bits a la entrada del codificador definen unívocamente los 𝑛 bits a la salida

Codificadores convolucionales:
· Aumentan la tasa de bits en 𝑛/𝑘.
· Un bloque de 𝑛 bits a la salida no solo depende del bloque de 𝑘 bits a la entrada, sino de los 𝐾 bloques (de 𝑘
bits) anteriores.
· 𝐾 se define como “Constraint length”.

Los códigos convolucionales proporcionan a la salida 𝑛 bits por cada 𝑘 bits de la entrada. La diferencia con los codificadores por bloque (que hemos repasado en transparencias anteriores) es que los 𝑛 bits no depende únicamente de los 𝑘 bits de la entrada. Sino que dependen de más de 𝑘 bits de la entrada, en concreto depende de los 𝐾 − 1 bits anteriores. Otra forma de verlo es que el codificador convolucional introduce memoria en la secuencia codificada.
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Codificación Convolucional (2)

Estructura genérica de un codificador convolucional:

[image: ]

(La teoría a continuación está particularizada para 𝑘 = 1.)
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Representaciones (1)
Representación con conexiones:
· Ejemplo: (𝑘 = 1, 𝑛 = 2, 𝐾 = 3)

[image: ]




	
· El codificador queda definido por los vectores de conexiones:
𝑔1 = [1 1 1]
𝑔2 = [1 0 1]

Una de las representaciones de un codificador convolucional es la “representación con conexiones”. El codificador consta de un registro de desplazamiento. En la primera posición (la de la izquierda) se introduce el bit actual a codificar y en las otras dos posiciones se encuentran los dos bits anteriores. La salida, en este caso, consta de dos bits. El primero de ellos es la suma de los tres bits del registro y el segundo de ellos es la suma del primer y el último bit del registro.
Una forma más sencilla de representar este codificador es empleando vectores de conexiones. Habrán tantos vectores como bits a la salida tenga el codificador y se indica mediante un ‘1’ en el vector si dicha posición del registro de desplazamiento participa en la suma.
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Representaciones (2)

Respuesta impulsiva del codificador:
· Salida del codificador cuando la entrada es 1 0 0 … 0.
· Por ser un sistema lineal, la salida del codificador se puede calcular a partir de la entrada y la respuesta impulsiva.
· Ejemplo: (𝑘 = 1, 𝑛 = 2, 𝐾 = 3) Entrada: 1 0 0	Salida: 11 10 11
Entrada: 1 0 1	Salida:
1	11 10 11
0	00 00 00
1	11 10 11
11 10 00 10 11
(suma mod 2)


Al igual que para cualquier otro sistema lineal e invariante en el tiempo, es conveniente conocer la respuesta al impulso del codificador de canal. En este caso, el impulso sería una entrada de un bit a ‘1’ seguido por todos los ‘0’ que necesitemos.
Una vez calculada la respuesta al impulso, podemos calcular la salida para cualquier entrada posible, dado que cualquier combinación de bits puede descomponerse impulsos desplazados en el tiempo. Por tanto, la salida sería la respuesta al impulso desplazadas acorde.
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Representaciones (3)

Diagrama de estados:
· Número de estados: 2x*?
· Un estado viene definido por el valor de las 𝐾 − 1 celdas de la izquierda del registro de desplazamiento.




	[image: ]  [image: ]

En este caso, el codificador tiene 2 estados, dado que los dos bits de memoria pueden ser cada uno bien ‘0’, bien ‘1’, dando lugar a cuatro combinaciones posibles. En función del estado actual y del bit a la entrada se puede construir el diagrama de estados.
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Representaciones (4)

Diagrama de árbol:
 [image: ]

El diagrama de árbol sigue emplea menos “adornos” en general, dado que omite el bit de entrada. Cada línea hacia arriba se corresponde con el bit de entrada ‘0’ y cada línea hacia abajo se corresponde con el bit de entrada ‘1’.
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Representaciones (5)

Diagrama de Trellis:




	[image: ]  [image: ]

El diagrama de Trellis da una información sobre el tiempo, aunque en el fondo muestra la misma información en cuanto a las transiciones entre los estados. El diagrama de Trellis se empleará en la decodificación empleando el algoritmo de Viterbi.
En el “inicio de los tiempos” se comienza en el estado ‘00’ y se incluyen en cada etapa las flechas que son posibles de aparecen en la codificación.
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Decodificación: Máxima Verosimilitud (1)
Máxima verosimilitud:
· Encontrar la secuencia de bits, m, tal que a la entrada del codificador producen una salida, U(m), que maximiza la probabilidad condicional de la secuencia, Z, supuesta transmitida la secuencia.
(	(	n	(  n
𝑚 = max 𝑃á𝑍|𝑈(p)à = max J 𝑃á𝑍K|𝑈(p)à = max J J 𝑃á𝑍Ki|𝑈(p)à = max 1 1 logP𝑃á𝑍Ki|𝑈(p)àQ
y(%)	y(%)	K	y(%)	Ki	y(%)	Ki
K%?	K%? i%?	K%? i%?

Supuestos símbolos equiprobables, el algoritmo de Máxima Verosimilitud garantiza la 𝑃fgghg mínima.

	Transparencia 48

Decodificación: Máxima Verosimilitud (2)

En un canal simétrico binario:
𝑃á𝑍|𝑈(p)à = 𝑝z%í((1 − 𝑝){*z%í(


donde 𝑑pín es la distancia de Hamming entre 𝑍 y 𝑈(p).

En un canal Gaussiano:
(	n	(p) 4
1	 −á𝑍Ki − 𝑈Ki à
𝑃á𝑍|𝑈(p)à = J J 	 exp !	"
√2𝜋𝜎4	2𝜎4
K%? i%?
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Decodificación: Algoritmo de Viterbi
Aproximación al estimador de máxima verosimilitud donde, para cada nodo (estado e instante de tiempo), sólo se considera el camino de mínima distancia → camino superviviente.



1/11 (0)

	
[image: ]

Vamos a ver el algoritmo de Viterbi con el ejemplo que se ve en la figura. En esta figura se muestra el resultado final, se verán los pasos en las sucesivas transparencias. La premisa es que en cada etapa se han de mantener únicamente 1 camino posible para cada uno de los estados, aquel camino que tiene menor error acumulado. Y una vez descartada una flecha para su uso, no se vuelve a poder utilizar.
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Algoritmo de Viterbi (1)


tiempo


a = 00	0/00 (2)



b = 01



c = 10



d = 11

11	01	01	10	01




Para decodificar, el receptor simula todos los estados por los que puede haber pasado el codificador en el proceso de codificación. El estado de inicio es siempre el estado ‘00’. En este estado se puede haber codificado un bit ‘0’ o un bit ‘1’. El receptor estudia ambos casos y compara lo que “tenía que haber recibido si no hubiera ningún error por el canal” con lo que realmente ha recibido, los bits ‘11’ en esta etapa. Y apunta la distancia de Hamming entre lo ideal sin error con lo real que ha recibido.
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Algoritmo de Viterbi (2)






[image: ]tiempo



a = 001/11 (1)
1/11 (0)




b = 01



c = 10



d = 11

0/00 (2)

0/00 (1)



11	01	01	10	011/01 (0)
0/10 (2)



En las primeras etapas lo único que se puede realizar es estudiar todos los casos/caminos posibles. En la segunda etapa, el codificador puede haber estado en el estado ‘00’ o el estado ‘10’. Y para cada uno, puede haber codificado un ‘0’ o un ‘1’. El decodificador vuelve a comparar cada una de los posibles 𝑛 bits codificados con lo que ha recibido y apunta la distancia de Hamming.
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Algoritmo de Viterbi (3)

tiempo



a = 001/11 (0)




b = 01



c = 10



d = 11

0/00 (2)

0/00 (1)

0/00 (1)













1/10 (2)1/00 (1)
1/01 (0)
1/01 (0)
1/11 (1)
1/11 (1)
0/01 (0)
0/10 (2)
0/10 (2)
0/11 (1)




11	01	01	10	01


Y sigue igual en la tercera etapa.
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Algoritmo de Viterbi (4)







a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)





0/00 (1)	3



01/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)




31/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





1/10 (2)	2



11	011/01 (0)

1

01	10	01


Sin embargo, en este punto, Viterbi indica que hay que descartar uno de los dos caminos posibles para llegar a cada uno de los estados. Por tanto, se descarta la última etapa de aquel camino que tiene mayor distancia de Hamming acumulada. Y se apunta para cada estado este resultado para facilitar los pasos posteriores de la decodificación.
En esta imagen se marga en gris las flechas descartadas por indicación directa de Viterbi al tomar la decisión entre los dos posibles caminos que llega a cada estado. Y se marca en verde oliva las flechas que se descartan por propagación (también conocido como poda).
Gracias a esta “poda”, en este punto se puede decidir el primer bit de la decodificación, dado que en la representación de la etapa 1 solamente se queda un camino vivo. Este camino es aquel que viene causado por la codificación del bit ‘1’
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Algoritmo de Viterbi (5)






a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)






0/00 (1)1/00 (1)
1/11 (1)














1/10 (2)1/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





3  0/00 (1)



01/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)
0/11 (1)




30/01 (2)
0/10 (0)





2	1/10 (0)1/01 (2)




11	011/01 (0)

1

01	10	01

[image: ]
Seguimos con la siguiente etapa, primero indicando todos los casos y caminos posibles.
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Algoritmo de Viterbi (6)







a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


[image: ]0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)






0/00 (1)1/00 (1)
1/11 (1)














1/10 (2)1/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





3  0/00 (1)	1



0	31/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)
0/11 (1)




3	10/01 (2)
0/10 (0)




2	1/10 (0)	21/01 (2)




11	011/01 (0)

1

01	10	01

Y volvemos a descartar un camino para cada uno de los estados y propagamos aquellos descartes que sea necesario.
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Algoritmo de Viterbi (7)






a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)






0/00 (1)1/00 (1)
1/11 (1)














1/10 (2)1/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





3  0/00 (1)



01/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)
0/11 (1)




30/01 (2)
0/10 (0)





2	1/10 (0)1/01 (2)





1 0/00 (1)



31/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)




10/01 (0)
0/10 (2)





2  1/10 (2)1/01 (0)




11	01	01	10	011/01 (0)


1

Seguimos con la siguiente etapa, primero indicando todos los casos y caminos posibles.
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Algoritmo de Viterbi (8)







a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)






0/00 (1)1/00 (1)
1/11 (1)














1/10 (2)1/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





3  0/00 (1)



01/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)
0/11 (1)




30/01 (2)
0/10 (0)





2	1/10 (0)1/01 (2)





1 0/00 (1)	2



3	21/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)




1	20/01 (0)
0/10 (2)





2  1/10 (2)	11/01 (0)




11	01	01	10	011/01 (0)


1

Y volvemos a descartar un camino para cada uno de los estados y propagamos aquellos descartes que sea necesario.
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Algoritmo de Viterbi (9)






a = 00



b = 01



c = 10



d = 11





0/00 (2)1/11 (0)


tiempo


0/00 (1)1/11 (1)
0/10 (2)






0/00 (1)1/00 (1)
1/11 (1)














1/10 (2)1/01 (0)
0/01 (0)
0/10 (2)





3  0/00 (1)



01/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)
0/11 (1)




30/01 (2)
0/10 (0)





2	1/10 (0)1/01 (2)





1 0/00 (1)	2



3	21/00 (1)
1/11 (1)
0/11 (1)




1	20/01 (0)
0/10 (2)





2  1/10 (2)	11/01 (0)




11	01	01	10	011/01 (0)


1	1	0	1	1

En este punto, al no disponer de más información relativa a la secuencia recibida, es necesario tomar una decisión final sobre la secuencia decodificada. Y será la de menor distancia de Hamming con la secuencia recibida: aquel camino que acaba en el estado ‘11’. Y la secuencia decodificada será 1 1 0 1 1.
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Ganancia de Codificación Convolucional
Máxima ganancia de codificación:






𝐺 < 10 · log






𝑛 · 𝑑	>

[image: ]?k  𝑘	pín:

𝑑pín = distancia mínima Ganancia de decodificador de Viterbi y Soft-decision:


𝐵𝐸𝑅
𝐸e/𝑁k
sin CC
𝑘 = 1
𝑛	3
𝑘 = 1
𝑛	2
𝑘 = 2
𝑛	3
𝑘 = 3
𝑛	4


𝐾 = 7
𝐾 = 8
𝐾 = 5
𝐾 = 6
𝐾 = 7
𝐾 = 5
𝐾 = 8
𝐾 = 6
𝐾 = 9
10*@
6.8
4.2
4.4
3.3
3.5
3.8
2.9
3.1
2.6
2.6
10*E
9.6
5.7
5.9
4.3
4.6
5.1
4.2
4.6
3.6
4.2
10*G
11.3
6.2
6.5
4.9
5.3
5.8
4.7
5.2
3.9
4.8
Límite superior
7.0
7.3
5.4
6.0
7.0
5.2
6.7
4.8
5.7

Para codificar
BLOQUE LINEAL
BLOQUE CÍCLICO
CONVOLUCIONAL
Definidos por
G y H
g (D)
Diagrama de estados
¿Cómo codificamos?

x = uG
x (D) = u (D)g (D)
Sistemático: otro procedimiento

Utilizando el diagrama
¿cómo se detectan errores?
s = yH⊤
s (D) = Rg(D)[ y (D)]


VITERBI
¿Cómo se corrigen errores?
Tabla de síndromes que relaciona síndrome con error



	
Es posible determinar la máxima ganancia de codificación de un código convolucional conociendo el valor de 𝑛 y
𝑘, así como el valor de la 𝑑pín del código. En este caso, 𝑑pín se obtiene a partir de la función de transferencia del código 𝑇(𝐷), siendo la menor potencia de la variable 𝐷 en esta función. En la tabla siguiente se muestran varios valores de ganancia para diferentes codificadores convolucionales, teniendo en cuenta codificación Viterbi implementado con soft-decision (ligeramente diferente al método que hemos visto con anterioridad que empleaba hard-decision)

							






(Tabla de elaboración propia, empleando datos del libro “Digital communications, J. Proakis, 4th Edition”, que a su vez indica que la autoría de estos datos es de Jacobs (1979) ©IEEE)

Un breve repaso de los contenidos y códigos de canal vistos hasta el momento:



	Día 5	Clase de teoría
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Interleavers (1)

Hasta ahora hemos supuesto canales sin memoria.
· Solo canales AWGN.
En canales (reales) móviles e inalámbricos, la señal recibida se ve afectada por ruido y por desvanecimientos (fading):
· Desvanecimientos a gran escala.
· Desvanecimientos a pequeña escala.
· Debidos al multitrayecto (multipath fading).
En canales reales, los errores tienden a no aparecer aislados, si no en forma de ráfagas (bursts).

En esta transparencia se utiliza como apoyo figuras basadas en las Figuras 2.1, 2.2 y 2.3 del libro “Wireless Communications 2nd Edition A. Molisch”. Estas figuras sirven de apoyo para explicar el desvanecimiento a pequeña y gran escala en un entorno inalámbrico.
Toda la teoría que se ha visto hasta el momento ha tenido una asunción muy relevante: el canal era un canal sin memoria, donde además los errores son independientes (no son a ráfagas). En los escenarios más cercanos a la




realidad, esta asunción no se mantiene. El ejemplo más clásico son todos los canales inalámbricos, donde el multipath fading es uno de los efectos más perjudiciales para la recepción de las señales.
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Interleavers (2)
Códigos de canal que hemos visto:
· Diseñados para combatir errores aislados (probabilidades de error uniforme e independientes entre bits).

Soluciones:
· Codificadores para canales con memoria.
· Dificultad para obtener un modelo preciso del canal.
· Además, el canal suele variar en el tiempo.
· Interleavers.
· Tan solo necesitamos el span del canal.
· Determinado por la duración de las ráfagas de error.
Bloques de interleaver de tamaño 𝑀𝑥𝑁.
· La matriz de interleaver es de 𝑀 filas por 𝑁 columnas.
· En el interleaver, “rellenamos” por columnas y “vaciamos” por filas.
· En el de-interleaver es al contrario.
El principal objetivo de un interleaver es separar los bits consecutivos de la secuencia codificada, de manera que atraviesen el canal separados. De esta manera, lo que realmente se consigue es separar los errores. Por ejemplo, pensando en interleaver que utiliza una matriz con 𝑁 = 6 columnas y 𝑀 = 4 filas. La matriz sería:

	1
	5
	9
	13
	17
	21

	2
	6
	10
	14
	18
	22

	3
	7
	11
	15
	19
	23

	4
	8
	12
	16
	20
	24


La salida del codificador del canal es:
… 𝑏? 𝑏4 𝑏@ 𝑏A 𝑏E 𝑏F 𝑏G 𝑏I 𝑏w 𝑏?k 𝑏??𝑏?4 𝑏?@ 𝑏?A 𝑏?E 𝑏?F 𝑏?G 𝑏?I 𝑏?w 𝑏4k 𝑏4? 𝑏44 𝑏4@ 𝑏4A …
En el interleaver rellenamos por columnas y vaciamos por filas. Por tanto, la salida del interleaver es
… 𝑏? 𝑏E 𝑏w 𝑏?@ 𝑏?G 𝑏4? 𝑏4 𝑏F 𝑏?k 𝑏?A 𝑏?I 𝑏44 𝑏@ 𝑏G 𝑏?? 𝑏?E 𝑏?w 𝑏4@ 𝑏A 𝑏I 𝑏?4 𝑏?F 𝑏4k 𝑏4A …
Y esto es lo que se transmite por el canal.
Al aumentar el número de filas 𝑀 lo que se consigue es separar más los bits. Y al aumentar el número de columnas 𝑁 lo que se consigue es tener capacidad para “romper” ráfagas de error más largas.
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Interleavers (3)

Propiedades:
1.- Cualquier ráfaga de menos de 𝑋 < 𝑁 errores seguidos, después del deinterleaver, se convierte en 𝑋 errores aislados.
· Separados al menos 𝑀 posiciones.


	2.- Cualquier ráfaga de 𝑏𝑁 errores (con 𝑏 > 1) se convierte en ráfagas de no más de ⌈𝑏⌉ errores.
· Ráfagas separadas al menos en 𝑀 − ⌊𝑏⌋ posiciones.
3.- Errores aislados que se repiten de forma periódica cada 𝑁 posiciones se convierten en una ráfaga de errores. 4.- Retardo introducido: 2𝑀𝑁 tiempos de bit (o símbolo).
· De forma precisa: (2𝑀𝑁 – 2𝑀 + 2)
5.- Requisito de memoria: 𝑀𝑁 bits (o símbolos).
· Tanto en emisión como en recepción.
· En realidad, se utilizan 2𝑀𝑁 en cada extremo.

Se pueden ver estas propiedades empleando los siguientes ejemplos:
Propiedad 1:
Salida del Interleaver:
… 𝑏? 𝑏E 𝑏w 𝑏?@ 𝑏?G 𝑏4? 𝑏4 𝑏F 𝑏?k 𝑏?A 𝑏?I 𝑏44 𝑏@ 𝑏G 𝑏?? 𝑏?E 𝑏?w 𝑏4@ 𝑏A 𝑏I 𝑏?4 𝑏?F 𝑏4k 𝑏4A …
En rojo marcamos los bits con error en este ejemplo.
En el receptor, el primer bloque que se encuentra la secuencia es el de-interleaver, que vuelve a ordenar correctamente la secuencia. Por tanto, la salida del de-interleaver que es la entrada al decodificador de canal es:
… 𝑏? 𝑏4 𝑏@ 𝑏A 𝑏E 𝑏F 𝑏G 𝑏I 𝑏w 𝑏?k 𝑏??𝑏?4 𝑏?@ 𝑏?A 𝑏?E 𝑏?F 𝑏?G 𝑏?I 𝑏?w 𝑏4k 𝑏4? 𝑏44 𝑏4@ 𝑏4A …
Y con este ejemplo vemos como una ráfaga de 5 errores se ha convertido en 5 errores aislados al menos
𝑀 = 4 posiciones.
Propiedad 2:
Salida del Interleaver:
… 𝑏? 𝑏E 𝑏w 𝑏?@ 𝑏?G 𝑏4? 𝑏4 𝑏F 𝑏?k 𝑏?A 𝑏?I 𝑏44 𝑏@ 𝑏G 𝑏?? 𝑏?E 𝑏?w 𝑏4@ 𝑏A 𝑏I 𝑏?4 𝑏?F 𝑏4k 𝑏4A …
En rojo marcamos los bits con error en este ejemplo.
En el receptor, el primer bloque que se encuentra la secuencia es el de-interleaver, que vuelve a ordenar correctamente la secuencia. Por tanto, la salida del de-interleaver que es la entrada al decodificador de canal es:
… 𝑏? 𝑏4 𝑏@ 𝑏A 𝑏E 𝑏F 𝑏G 𝑏I 𝑏w 𝑏?k 𝑏??𝑏?4 𝑏?@ 𝑏?A 𝑏?E 𝑏?F 𝑏?G 𝑏?I 𝑏?w 𝑏4k 𝑏4? 𝑏44 𝑏4@ 𝑏4A …
Y con este ejemplo vemos como una ráfaga de 7 errores (siendo 7 mayor que el número de columnas del
interleaver) se ha convertido en ráfagas de no más de 2 errores (en este caso).

Propiedad 3:
Salida del Interleaver:
… 𝑏? 𝑏E 𝑏w 𝑏?@ 𝑏?G 𝑏4? 𝑏4 𝑏F 𝑏?k 𝑏?A 𝑏?I 𝑏44 𝑏@ 𝑏G 𝑏?? 𝑏?E 𝑏?w 𝑏4@ 𝑏A 𝑏I 𝑏?4 𝑏?F 𝑏4k 𝑏4A …
En rojo marcamos los bits con error en este ejemplo.
En el receptor, el primer bloque que se encuentra la secuencia es el de-interleaver, que vuelve a ordenar correctamente la secuencia. Por tanto, la salida del de-interleaver que es la entrada al decodificador de canal es:
… 𝑏? 𝑏4 𝑏@ 𝑏A 𝑏E 𝑏F 𝑏G 𝑏I 𝑏w 𝑏?k 𝑏??𝑏?4 𝑏?@ 𝑏?A 𝑏?E 𝑏?F 𝑏?G 𝑏?I 𝑏?w 𝑏4k 𝑏4? 𝑏44 𝑏4@ 𝑏4A …
Y con este ejemplo vemos como una serie de 4 errores aislados separados 6 posiciones se han convertido
en una ráfaga de 4 errores consecutivos.
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Puncturing

Técnica para aumentar la tasa de codificación.

En un puncturing de un código (𝑛, 𝑘), los 𝑘 bits de información permanecen inalterados mientras algunos (𝑗) de los 𝑛
bits codificados son borrados (punctured).
El resultado es un código lineal por bloques:
· De tamaños (𝑛 – 𝑗, 𝑘).
· Por tanto, de mayor tasa.
· Posiblemente de menor distancia mínima.
· Nunca superior.
También hay puncturing por bloques y convolucional.
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Turbo-Códigos (1)

Códigos concatenados:
· Descubiertos por Forney en 1966.
· Combinación en serie de dos o más códigos bloque sencillos (códigos componentes).
· Características:
· Capacidad de corrección de códigos mucho más largos.
· Complejidad de decodificación de fácil a moderada.
· Aplicación en sistemas limitados en potencia.
· Ejemplo:
· Código Reed-Solomon seguido de código convolucional.

Un Turbo-Código es una evolución de código concatenado.

Los códigos concatenados se están utilizado en sistemas de comunicación con sondas de espacio profundo.
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Turbo-Códigos (2)

También llamados PCCCs con interleaving.
· PCCC = Parallel Concatenated Convolutional Code.

Turbo-Código:
· Estructura concatenada de codificación.
· Algoritmo iterativo para la decodificación.
Descubiertos en 1993 — Berrou et al. Dos o más codificaciones concatenadas.
· Sobre distintas versiones “interlivered” de la secuencia de información.

Decodificación:
· Intercambio iterativo de decisiones blandas entre los decodificadores.


En general, los códigos convolucionales son sistemáticos.
En codificadores convencionales que hemos visto hasta ahora en la asignatura se decodifica empleando decisión dura. En turbo códigos se intercambian decisiones blandas entre los decodificacores de forma iterativa.
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Turbo-Códigos (3)

Codificación:

En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 8.2-30 del libro “Digital Communications 4nd Edition J. Proakis” donde se puede la estructura de un codificador para un turbo-código. Se observa la estructura sistemática y el uso de interleaver para construir las diferentes versiones de los bits de paridad.

Decodificación:
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 8.2-31 del libro “Digital Communications 4nd Edition J. Proakis” donde se puede la estructura de un de-codificador para un turbo-código. Se observan los diferentes elementos “soft-in




	soft-out” en la decodificación y el uso de múltiples interleaver e interleavers, así como la estructura recursiva del diagrama.
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Turbo-Códigos (4)
Prestaciones:
· Las primeras iteraciones mejoran los resultados de forma significativa.
· Región waterfall o turbo cliff.
· Región de error floor.
En esta transparencia se utiliza como apoyo la figura 8.28 del libro “Digital Communications: Fundamentals and Applications 2nd Edition B. Sklar” donde se puede observar la curva BER en función de la 𝐸e/𝑁k la decodificación de turbo-códigos empleando múltiples iteraciones. El objetivo de mostrar la figura es poder comparar las prestaciones de la decodificación en función del número de iteraciones empleadas y saber identificar las regiones de turbo-cliff y error- floor.
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LDPC (1)

Low Density Parity Check Codes.
· Son códigos bloque lineales.
· Palabras código muy largas y matriz de paridad dispersa.

Descubiertos por Gallager en 1962.
· Redescubiertos por Mackay en en 1999.

Matrices (G y H) poco densas (con pocos 1’s)
→ algoritmos de decodificación simples y prácticos que trabajan a buenas tasas.
· Decodificación por algoritmo de Suma-Producto:
· Iterativo, decisiones blandas…
Resultados sólo superados por Turbo-Códigos pero con menor coste computacional.

Los códigos LPCD son códigos bloque lineales, es decir, tienen las mismas propiedades y procedimientos que se han visto en el apartado de códigos bloque lineales. La peculiaridad es que generan palabras código muy largas, 𝑛 estando en orden de la centena. Además, la matriz 𝐻 es poco densa (dispersa, sparse), es decir que tiene pocos 1’s.

Aun así, por supuesto, las columnas son linealmente independientes. Este tipo de matrices aumenta la 𝑑pín entre las palabras código y por tanto mejora las prestaciones de detección y corrección de errores. Es posible que un código LDPC llegue a mejorar las prestaciones de un Turbo-código.

	Transparencia 69

LDPC (2)
La decodificación de los LDPCs se basa en la teoría de grafos:
· Grafo = colección de nodos (vértices) y enlaces.
· Grafo bipartido (bipartite graph) = los nodos se pueden dividir en dos subconjuntos.
· Los enlaces van entre nodos de distintos subconjuntos.
· Grafo de Tanner (Tanner graph, 1981) = representación de ecuaciones como grafo bipartido.
· Grafo de factores (factor graph) = grafo de Tanner con relaciones (funciones) factorizables.




	La base del algoritmo suma-producto para decodificar un código LDPC es el grafo de Tanner. Este grafo se construye a partir de la matriz 𝐻. Vamos a ver dos ejemplos de cómo se obtiene este grafo de Tanner.

Ejemplo 1: Código de repetición (3,1)
𝐺 = [1  1  1]  𝐻 = B1  1  0D
1  0  1
A partir de 𝐻 se definen las ecuaciones de control de paridad. Habrá tantas ecuaciones como filas tiene 𝐻 y las variables de dichas ecuaciones serán las columnas de
𝐻. Entonces:
Ecuación 1 – 𝑐? + 𝑐4 = 0
Ecuación 2 – 𝑐? + 𝑐@ = 0

Cada ecuación determinará un nodo función o nodo vértice del grafo, cada variable determinará un nodo variable del grafo. Y los enlaces vienen determinados por que variable participa en que ecuación. En este caso, quedaría como la figura de la derecha:

Ejemplo 2: Código de Hamming (7,4)
1  1  1  0  1  0  0
Partiendo de la matrix 𝐻 = )0  1  1  1  0  1  0*
1  1  0  1  0  0  1
Se determinan las ecuaciones de control de paridad Ecuación 1 – 𝑐? + 𝑐4 + 𝑐@ + 𝑐E = 0
Ecuación 2 – 𝑐4 + 𝑐@ + 𝑐A + 𝑐F = 0
Ecuación 3 – 𝑐? + 𝑐4 + 𝑐A + 𝑐G = 0

Y el resultado será la figura de la derecha:


[image: ]Autores: Mihaela I. Chidean y Luis Bote Curiel
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Tema 4 - Técnicas Avanzadas de Comunicaciones

En el ámbito de las telecomunicaciones, los canales no ideales presentan un problema debido a la introducción de efectos como ruido y distorsiones que afectan la calidad de la señal. Para mitigar estos efectos, se emplean técnicas avanzadas como la ecualización, OFDM y CDMA. La ecualización se utiliza para contrarrestar la interferencia intersimbólica (ISI) mediante filtros que ajustan la respuesta del canal. OFDM, por su parte, divide el ancho de banda en múltiples subportadoras ortogonales, lo que permite combatir el desvanecimiento selectivo en frecuencia y es ampliamente utilizado en tecnologías como Wi-Fi y LTE. CDMA permite que múltiples usuarios compartan el mismo ancho de banda simultáneamente mediante el uso de códigos únicos, proporcionando robustez frente a la interferencia y el ruido, y es una técnica clave en sistemas como 3G o 4G.
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Contenidos del tema

Introducción

Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo Efectos del Canal

Ecualización Necesidad Técnicas
Ecualizadores Transversales (ZF y MMSE) y Realimentados Ecualización Preprogramada y Adaptativa

OFDM
Sistemas Multiportadora Fundamentos de OFDM

CDMA
Espectro Ensanchado Sistemas SS Multiusuario
Códigos: Pseudoaleatorios y Ortogonales

Estos son todos los conceptos que se van a ver en este tema. Empezamos con una breve introducción a las comunicaciones con canal no ideal y luego se ven varías técnicas de comunicaciones avanzadas para lidiar con este problema de un canal no ideal.
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Introducción (1)




	
En esta transparencia se muestra la figura 1.2 del libro “Digital Communications. Fundamentals and Applications. B. Sklar and F. Harris”, donde se muestra un diagrama de bloques de un sistema digital de comunicación típico.

En la figura se muestra un diagrama de bloques de un sistema digital de comunicación típico. Antes de repasar cada bloque, vamos a recordar algunos conceptos muy básicos:
· Comunicación: Proceso de transferencia de información desde una fuente hacia un destino.
· Tele-: Prefijo que viene del griego “a distancia”.
· Telecomunicación: Se refiere a la emisión, transmisión y recepción de información a distancia a través de un medio. En nuestro caso, la información está contenida en señales eléctricas y electromagnéticas.
· Sistemas de comunicaciones: Son el conjunto de sistemas (hardware y software) que hacen posible la comunicación a distancia.

Hoy en día, la mayoría de los sistemas de comunicaciones son digitales, esto es, la información que queremos transmitir son señales digitales.
¿Por qué el uso de sistemas digitales? Porque la señal digital es más robusta a distorsiones e interferencias. Entre otras cosas:
· Son sistemas más fiables: Hay posibilidad de implementar técnicas de detección y corrección de errores.
· Además, los circuitos electrónicos que componen estos sistemas son más baratos (electrónica de consumo).

En la figura, se muestra los bloques y el flujo de la señal en un sistema de comunicaciones digital típico. Los bloques esenciales son:
· Format: Transforma la información en un flujo de bits.
· Pulse modulate: Cada símbolo (conjunto de bits) se transforma a una señal de voltaje binaria (banda base).
· Bandpass modulation: Se usa para transmitir la señal banda base en radiofrecuencia (uso de portadora y modulación).
· Demodulate and sample y Detect: Recuperan la forma de onda que se genera en pulse modulate.
· Synchronization: Es necesaria para recuperar la señal correctamente.

Los bloques no esenciales son:
· Source coding: Transformación de una señal analógica a una digital (no puede convivir con Format).
· Encrypt: Proporciona privacidad en la comunicación.
· Channel encode: Codificación para corrección de errores.
· Multiplexing and Multiple access: Combina señales con diferentes características o de diferentes fuentes para compartir recursos.
· Frequency spreading: Técnica usada para acceso al medio de forma múltiple. Veremos CDMA.
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Introducción (2)

Recordamos el equivalente paso bajo:

[image: ]
Equivalente paso bajo en:




	· Modulaciones analógicas: AM, PM, FM, DBL y BLU.
· Modulaciones digitales: M-ASK, M-PSK y M-QAM.

En la práctica, en comunicaciones, nos encontramos con señales paso banda: señales que se transmites a través de un canal de comunicación por un sistema de comunicaciones.
El equivalente paso bajo es un modelo que representa matemáticamente la señal modulada (paso banda) mediante componentes paso bajo, que son sus componentes en fase y cuadratura. Es decir, relaciona señales paso bajo (que son la que tienen la información a transmitir) que se modulan en señales paso banda.
Cualquier señal modulada (señal en paso banda), se puede expresar según la fórmula mostrada en esta transparencia mediante su componente en fase (xi) y su componente en cuadratura (xq).
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Efecto del canal

Buscamos modelar los efectos del canal sobre una señal transmitida suponiendo un canal fijo. Atenuación (disminución de la amplitud):
· Pérdidas de propagación.
[image: ]
Retardo de propagación:
[image: ]
Ruido de fondo:
· Debido a múltiples causas.
· Variable aleatoria gaussiana.
[image: ]
Dispersión temporal:
· La señal recibida tiene mayor duración temporal que la enviada.
[image: ]

Cuando se transmite una señal, el canal o medio de propagación puede provocar diferentes efectos sobre la señal:
· Atenuación: Hay una disminución de la amplitud.
· Retardo de propagación.
· Ruido de fondo (es una variable gaussiana).
· Dispersión temporal: La señal recibida tiene mayor longitud temporal que la señal enviada. El canal puede modelarse como un sistema lineal e invariante con una respuesta al impulso h(t).
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Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (1)

Ya tenemos un modelo para el canal fijo:
[image: ]

Necesitamos simplificar el modelo para poder analizarlo:
· El retardo se resuelve sincronizando el sistema → podemos eliminarlo.
· Nos interesan los valores relativos (SNR) y no los absolutos → Las pérdidas de propagación se pueden eliminar modificando la amplitud del ruido.

Buscamos simplificarlo todavía más:
· Trabajando en Banda Base → Equivalente Paso Bajo.
· Trabajando en tiempo discreto → Muestreo Ts.

Llegamos así al modelo:




	[image: ]

[image: ]

Necesitamos simplificar el modelo para poder analizarlo:
· El retardo desaparece sincronizando el sistema. La información sobre sincronismo puede estar implícita en el flujo de datos que recibimos.
· La pérdida de propagación puede eliminarse, ya que nos interesa los valores relativos (SNR) y no los absolutos.
Por tanto, nos queda el modelo último mostrado en la diapositiva. Además, vamos a simplificar más el modelo:
· Trabajamos en banda base -> equivalente paso bajo.
· Trabajamos en tiempo discreto -> muestreo Ts.
Con esto, llegamos al modelo discreto equivalente paso bajo.
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Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (2)

De paso banda a banda base (o paso bajo):
· Señales reales -> paso banda -> equivalente paso bajo.
· El canal es también limitado en banda.
[image: ]

Cualquier señal real paso banda se puede representar como una señal compleja paso bajo -> modelo equivalente paso bajo.
Se utiliza este modelo porque es más sencillo aplicar los algoritmos de procesado de señal a señales paso bajo -> se requieren, por ejemplo, menores tasas de muestreo. Además, el canal está también limitado en banda.
La señal equivalente compleja en banda base a transmitir:
· Parte real (componente en fase): modulada por un coseno.
· Parte imaginaria (componente en cuadratura): modulada por un seno.

[image: ]
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Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (3)

Ya tenemos un modelo equivalente paso bajo:
[image: ]




	
Donde hb(t) es el equivalente paso bajo de h(t). Estas señales están limitadas en banda:
· Satisfacen el criterio de Nyquist -> Las señales están unívocamente representadas por sus muestras.
[image: ]

Tenemos un modelo equivalente paso bajo en donde hb(t) es el equivalente paso bajo de h(t).
Trabajamos, por tanto, con xb(t), que es una señal en banda base. Esa señal está limitada en frecuencia, y, por lo tanto, estará unívocamente representada por las muestras de tomada a una tasa de muestreo igual o superior a la frecuencia de Nyquist (2 veces el ancho de banda de la señal).
La señal limitada en banda y muestreada a una tasa de muestreo igual o superior a la frecuencia de Nyquist se puede reconstruir mediante la fórmula de interpolación mostrada en la diapositiva.
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Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (4)

[image: ]

El modelo equivalente paso bajo visto anteriormente, se le introducen una serie de elementos para poder trabajar con señales discretas, convirtiendo el modelo en un modelo discreto equivalente paso bajo.
Por un lado, se introduce un interpolador para convertir la señal de entrada discreta en una señal continua.
Por otro lado, se introduce un filtro paso bajo y un muestreador para transformar la señal de salida continua en discreta.

	Transparencia 10

Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (5)

Queda por incluir en el modelo el ruido aditivo:
· Señales complejas → ruido complejo (paso bajo) gaussiano y muestreado.
[image: ]

· Si el muestreo de la respuesta al impulso del canal diera lugar a varias muestras:
[image: ]

· Pero, típicamente, el muestreo se realiza con un filtro adaptado, por lo que queda:
[image: ]





	Donde h es fijo; x[n] y w[n] son aleatorias.
-	Y, siendo h fijo y conocido, podemos normalizar para llegar al modelo de canal AWGN:
[image: ]

Al modelo discreto equivalente paso bajo anterior queda por incluirle el ruido aditivo.
Puesto que las señales de entrada/salida son complejas, el ruido también deber ser complejo -> ruido aditivo complejo gaussiano en banda base -> ruido gaussiano y muestreado.
El modelo de canal AWGN (Additive White Gaussian Noise) al que hemos llegado es un canal cuyo único efecto es la adición de ruido gaussiano a la señal transmitida.
El estudio de este ruido es beneficioso ya que es la fuente de corrupción principal.
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Modelo Discreto Equivalente Paso Bajo (6)

Todo lo anterior era para un canal fijo… ¿Qué ocurre si es móvil? -> Sistema lineal variante en el tiempo.

[image: ]

[image: ]

Todo lo anterior es para un canal fijo.
Para uno móvil, el sistema se convierte en un sistema lineal variante en el tiempo -> la respuesta al impulso es múltiple: hl[n] representa la respuesta al impulso de cada una de estas trayectorias. La suma en la ecuación indica que la señal recibida es la superposición de todas las señales que han viajado por estas diferentes trayectorias.



	Día 2	Clase de teoría
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Necesidad de Ecualización (1)

ISI (InterSymbol Interference):
· Distorsión.
· Efectos negativos en la recepción (diagrama de ojo).

[image: ]

Primer Criterio de Nyquist:
· En el dominio del tiempo:

· En el dominio de la frecuencia:
[image: ]
Muchos canales de comunicación (teléfono, radio…) se pueden caracterizar como filtros lineales e invariantes en el tiempo (LTI) limitados en banda con respuesta al impulso hc(t). Estos canales que funcionan como sistemas LTI están




	caracterizados por la respuesta al impulso y funcionan como un filtro, es decir, tienen un comportamiento selectivo en frecuencia.
Para tener una transmisión ideal por el canal: sin distorsión en un ancho de banda, necesitamos que el módulo de la respuesta en frecuencia del canal sea constante y su fase una función lineal.
Si el módulo de la respuesta en frecuencia no es constante, habrá distorsión en amplitud.
Si la fase no es una función lineal, habrá distinto retardo de las componentes espectrales y se producirá distorsión en fase.
Una posible solución es la ecualización, que es el procesado de señal de filtrado diseñadas para eliminar y reducir el ISI.
Todos los efectos de los filtrados se pueden agrupar en una única función de transferencia h(t).
Para que no haya ISI en la transmisión de información se tiene que cumplir el primer criterio de Nyquist.
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Necesidad de Ecualización (2)

Filtros de transmisión y de recepción:
· Raíz cuadrada de coseno alzado.
· Filtros realizables que permiten evitar la ISI con un canal ideal.

Canal modelado como filtro lineal limitado en banda:
[image: ]

Si queremos cumplir el Primer Criterio de Nyquist:
· Filtro igualador (ecualizador) para compensar los efectos del canal.
[image: ]

Los filtros de transmisión y recepción generalmente se escogen de forma que estén adaptados, es decir, cuya función de transferencia tenga, por ejemplo, forma de coseno alzado.
El canal es modelado como un filtro LTI limitado en banda.
Para cumplir el primer criterio de Nyquist, el filtro igualador (ecualizador) debe compensar los efectos del canal.
Si no hubiera ruido, se podría calcular sin problema el filtro ecualizador conociendo la respuesta al impulso del canal. Sin embargo, al haber ruido, tenemos que hacer una estimación mediante técnicas de ecualización.
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Técnicas de Ecualización

Estimación de Máxima Verosimilitud (MLSE):
· Detección óptima, pero de complejidad exponencial.
· Se realizan medidas del canal.
· Se modifica el receptor para realizar buenas estimaciones a partir de la señal rx distorsionada.

Ecualización con filtros:
· Se utilizan filtros para compensar la distorsión (reparando en lo posible los efectos de la ISI).

Ecualizadores transversales vs. de decisión realimentada (decisión feedback eq.)
· Dispositivos lineales (feedforward).
· Dispositivos no lineales (feedforward y feedback; realimentación).

Pre-programados (preset) vs. Adaptativos.




	Symbol spaced vs. Fractionally spaced.
· Una muestra por símbolo.
· Varias muestras por símbolo.

Estimación de máxima verosimilitud (MLSE):
· Se realizan medidas del canal.
· A partir de ellas se ajusta el receptor al entorno del transmisor.
· El objetivo es habilitar al receptor para que realice buenas estimaciones a partir de la señal rx distorsionada.
En realidad, no se mejora la señal, sino que se modifica el rx para que pueda tratar con las muestras distorsionadas.
· Buena detección, pero tiene complejidad exponencial: la complejidad depende del número de símbolos.

Ecualización con filtros:
· Utiliza filtros para compensar los pulsos distorsionados.
· Reparan en lo posible los efectos de la ISI.
· Dispositivos lineales: solo contienen elementos de prealimentación (feedforward).
· Dispositivos no lineales: contienen elementos de prealimentación y realimentación (feedforward y feedback).

De acuerdo con su resolución:
· Symbol spaced: una muestra por símbolo.
· Fractionally spaced: múltiples muestras por símbolo.
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Ecualizadores Transversales (1)

Suponemos un canal con ISI.
· Es decir, que introduce distorsión.

El filtro ecualizador debe cancelar esa distorsión:
· Con infinitas etapas (taps):
· Ideal → correspondencia exacta con el inverso de la función de transferencia del canal.
· No realizable.

· Con finitas etapas:
· Realizable.
· Aproximación al ideal.

Suponemos un canal con ISI, es decir, introduce distorsión. Dicho de otro modo, no cumple con el primer criterio de Nyquist.
El filtro transversal es un filtro lineal que consta en una línea de retrasos (o etapas o taps) cada T segundos (T es la duración de cada símbolo).
Con infinitas etapas, se podría calcular el inverso de la función de transferencia del canal -> no es realizable. Con finitas etapas es realizable, pero es una aproximación.
Los coeficientes o pesos del filtro ecualizador deben ser elegidos para contrarrestar los efectos de la interferencia entre símbolos.
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Ecualizadores Transversales (2)

Estructura:

[image: ]




	
En esta transparencia se muestra la figura 3.26 del libro “Digital Communications. Fundamentals and Applications. B. Sklar and F. Harris”, donde se muestra el esquema de un filtro transversal.

Los coeficientes o pesos del filtro ecualizador deben ser elegidos para contrarrestar los efectos de la interferencia entre símbolos.
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Ecualizadores Transversales (3)

Ecuaciones en notación matricial:
· Resolución determinista → ZF.
· Resolución estadística → MMSE.

[image: ] [image: ] [image: ]

[image: ]
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ZF

Zero Forcing (ZF):
· Minimiza la distorsión (ISI) de pico.
· La salida del ecualizador es forzada a 0 para N≠0.
-	Inconveniente: no tiene en cuenta la presencia de ruido.
· El número de taps requerido es función de la cantidad de distorsión que introduce el canal.
· El vector z se reduce a dimensión (2N+1) y, por tanto, la matriz X se convierte en cuadrada de dimensiones (2N+1)x(2N+1).

[image: ]

Esta solución minimiza la distorsión ISI de pico.
No tiene en cuenta la presencia de ruido de fondo.
Él número de etapas, es decir, la longitud del filtro, va a ir en función de la distorsión que introduce el canal.
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MMSE

Minimum Mean Square Error (MMSE):
· Minimiza el MSE (ISI + ruido), es decir, tiene en cuenta el ruido más robusto.
· Se calculan los pesos (coeficientes) a partir de:
· Vector de correlación cruzada.
· Matriz de autocorrelación.

[image: ]





	Se obtiene un ecualizador más robusto si los pesos se escogen de forma que se minimice el error cuadrático medio (MSE), teniendo en cuenta, además de la ISI, el ruido.
Por tanto, la solución MMSE es una solución más robusta en presencia de ruido.
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Ecualizadores Realimentados

En esta transparencia se muestra la figura 3.27 del libro “Digital Communications. Fundamentals and Applications. B. Sklar and F. Harris”, donde se muestra el esquema de un ecualizador realimentado.

Los ecualizadores no lineales utilizan decisiones previas para eliminar ISI en los pulsos que demodula en el instante actual.
La ISI que se quiere eliminar está provocada por las colas de los pulsos anteriores -> se elimina (resta) la distorsión en el pulso actual que fue causado por pulsos previos.
La no linealidad viene dada porque el detector realimenta al filtro. Los pesos se van ajustando.
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Ecualización Preprogramada vs. Adaptativa

Preprogramada (preset):
· Los pesos se ajustan al comienzo de la transmisión y se mantienen fijos durante esta.
· Ajuste inicial:
· De acuerdo con el conocimiento del canal en media.
· A partir de una secuencia de entrenamiento.
· No da buenos resultados en canales que varíen significativamente en el tiempo.
Adaptativa:
· Capaz de adaptarse a los cambios temporales del canal.
· Ajuste de pesos periódico o continuo:
· Periódico: secuencia de entrenamiento periódica.
· Continuo: a partir de datos estimados en cada instante a la salida del ecualizador.
· Puede tener problemas de convergencia.
· Algoritmo LMS (Least Mean Squares).



	Día 3	Clase de teoría
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Sistemas Multiportadora (1)

El canal introduce dispersión temporal (multicamino) → ISI + selectividad en frecuencia.
· Parámetros del sistema:
· Tiempo de símbolo y BW de la señal.
[image: ]

· Parámetros del canal:
· Delay spread y BW de coherencia.
[image: ]

[image: ]




	¿Cómo reducimos ISI?
· Ecualización.
· Sistemas multiportadora.

En esta transparencia se muestra la figura 2.3 de la tesis de máster titulada “Singular Value Decomposition Based Pipeline Architecture for MIMO Communication Systems. Y. Wang”, donde se muestra la representación en frecuencia de un sistema multiportadora.

La principal motivación para tx los datos en múltiples portadoras es reducir la ISI.
La ISI resulta de la respuesta en frecuencia no ideal del canal -> se mitiga compensando la distorsión con filtro ecualizador.
Sin embargo, aún compensando con un ecualizador, la propagación multicamino causa ISI -> selectividad en frecuencias.
Parámetros de la señal:
· Ts -> tiempo de símbolo.
· B = 1/Ts -> Ancho de banda de la señal

Parámetros del canal:
· Delay spread
· BW de coherencia (ancho de banda sobre el que el canal es constante)

Si B << Bch -> Flat fading (no ISI)
Si B B >> Bch -> Selectividad en frecuencia (ISI)
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Sistemas Multiportadora (2)

Idea básica:
· El canal selectivo en frecuencia se divide en subcanales con desvanecimiento plano.
· En cada subcanal se transmite un flujo de información distinto.
· Si la tasa de transmisión se mantiene, un flujo de datos serie de alta velocidad se transforma en múltiples flujos paralelos de baja velocidad.
· Los subcanales son ortogonales.
· En tiempo: La duración del símbolo es mayor. → Todos los rayos “caen” dentro del mismo símbolo. → No ISI.
[image: ]
· En frecuencia: El BW es menor. → Canal aproximadamente constante en ese BW. → No selectividad en frecuencia.
[image: ]

La idea es dividir el BW disponible del canal (canal selectivo en frecuencias) en un número de subcanales de forma que cada subcanal tenga un comportamiento aproximadamente plano.
En cada subcanal se tx un flujo de información distinto.
Si la tasa de tx se mantiene -> un flujo de datos serie a alta velocidad se transforma en múltiples flujos de baja velocidad:
· En tiempo: la duración del símbolo es mayor -> todos los “rayos” caen dentro del mismo símbolo -> no ISI.
· En frecuencia: el BW es menor -> canal aprox. Constante en ese BW -> no hay selectividad en frecuencia -> no ISI.
Los canales son ortogonales: no interfieren.
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Sistemas Multiportadora (3)




	
Emisor:


[image: ]

Un Sistema multiportadora puede construirse a partir de bloques analógicos. En este caso, a cada subbanda se le asocia una subportadora.
Además, normalmente esas subportadoras son ortogonales en el intervalo de símbolo.
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Sistemas Multiportadora (4)

Receptor:

[image: ]
En la implementación analógica, hay una serie de desventajas:
· Los filtros paso banda abruptos son complejos de construir.
· Requiere de N osciladores completamente sincronizados.

Exista una alternativa digital mucho mejor -> OFDM
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OFDM (1)
Orthogonal Frequency Division Multiplexing (OFDM): IDFT/DFT + PC + Tx serie. IDFT/DFT:
· Implementar un banco con N moduladores y demoduladores independientes es muy complejo y costoso.
· Construcción equivalente (y más eficiente) utilizando la IDFT en el Tx y DFT en el Rx.
-	Uso de sencillos algoritmos IFFT/FFT → facilidad de implementación → popularidad de OFDM en sistemas actuales.
· Una vez se divide la información (símbolos complejos; modulados) en bloques de tamaño N, la IFFT distribuye estos símbolos modulados en las correspondientes subportadoras.

El Tx añade un prefijo cíclico (PC) a cada bloque de datos para:




	· Eliminar la ISI entre bloques.
· Convertir la convolución lineal con el canal en una convolución circular.

Es una combinación de modulación y multiplexado.
· Modulación: mapeo de la información en los cambios de fase, frecuencia o amplitud (o combinaciones) de la portadora.
· Multiplexado: método para compartir BW.

OFDM presenta un “truco” para evitar el uso de moduladores y demoduladores costosos. Esto reduce la complejidad y por tanto abarata el coste del sistema.
Dicho “truco” consiste en la realización de la IDFT y la DFT en transmisión y recepción. La IDFT distribuye los símbolos en las correspondientes subportadoras.
OFDM introduce en el tx un prefijo cíclico (PC) a cada bloque de datos para:
· Eliminar la ISI.
· Convertir la convolución lineal con el canal en una convolución circular.
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OFDM (2)

Implementación digital: IDFT/DFT.
· Secuencia discreta frecuencial X[i]:
· Flujo de símbolos complejos correspondientes a la salida de un modulador (M-QAM, M-PSK…), después de haber pasado por conversor serie a paralelo.
· Secuencia discreta temporal x[n]:
· Muestras de la señal multiportadora que serán efectivamente transmitidas (en serie).

[image: ]

[image: ]

OFDM toma unos datos iniciales X[i] y los transforma en unos datos nuevos x[n] (secuencia discreta frecuencial a secuencia discreta temporal).

La secuencia discreta frecuencial X[i] es un flujo de símbolos complejos correspondientes a la salida de un modulador después de haber pasado por un conversor serie/paralelo.
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OFDM (3)

Multicamino e ISI

Un intervalo de guarda eliminaría la ISI:
-	En tiempo:




	
[image: ]

· En muestras:
[image: ]

Solución → Prefijo Cíclico:
· PC = Bloque de símbolos que se añade al principio de cada bloque.
· Ventajas:
· Convierte la convolución lineal con el canal en una convolución circular.
· Elimina la ISI “entre bloques”.
· Inconvenientes:
· Reducción de tasa de Tx.
· Consumo de potencia.

Se puede evitar el efecto de la ISI insertando un intervalo de guarda de µ muestras entre la transmisión de los sucesivos bloques de N muestras.

La solución es por tanto un prefijo cíclico: un conjunto de símbolos que se añaden al principio de cada bloque.
· Elimina la ISI “entre bloques” -> entre símbolos OFDM.
· Convierte la convolución lineal en una convolución circular.

Sin embargo:
· Se reduce la tasa de transmisión -> por la longitud de PC.
· Aumenta el consumo de potencia.

	Transparencia 29

OFDM (4)

PC:
· Definición: bloque de muestras (redundantes) de tamaño μ que se añade por cada bloque de N muestras de la señal.
[image: ]

· Ventaja: El rx “ve” una convolución circular.
[image: ]

· Ventaja: Eliminación de la ISI.
-	El rx tiene acceso a un bloque de tamaño N libre de ISI.
-
· Desventaja: Reducción efectiva de tasa de transmisión.
[image: ]

La señal recibida tiene longitud µ+N (por bloque), pero las primeras µ muestras son redundantes y se descartan.
Por tanto, el receptor se queda con un bloque de tamaño N libre de ISI. Sin embargo, la tasa de transmisión se reduce.
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OFDM (5)

Arquitectura del sistema:




	[image: ]

[image: ]

-	Transforma el canal selectivo en frecuencia en un conjunto de N canales paralelos.
-	Subcanales solapados, pero que no se interfieren (ortogonales) y de compactación perfecta.

Mediante el uso de la IDFT (IFFT) y del PC, no se necesitan bancos de osciladores.
En la implementación analógica, cada X[i] se transmite en una portadora i-ésima distinta (paralelas).
Sin embargo, en OFDM tomamos X[i] y lo transformamos en x[n], que se transmiten en serie (con solo una portadora).
Los subcanales se solapan, pero no interfieren por ser ortogonales.
Una de las mayores ventajas de OFDM consiste en la posibilidad de construirlo utilizando bloques de procesado discreto de señal.
Además, transforma el canal selectivo en frecuencia en un subconjunto de N canales paralelos no selectivos.
Y, además, con el uso del prefijo cíclico conseguimos que cada canal implemente una convolución circular y que no exista interferencia entre bloques.
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OFDM (6)

Temas pendientes:
· Estimación de canal.
· Codificación a lo largo de subportadoras → diversidad frecuencial.
· Adaptación de potencia y tasa por subportadora → waterfilling.
· OFDMA.

Problemas de OFDM:
· Incremento del Peak to Average Ratio (PAR):
· En cada instante, la señal OFDM consiste en la suma de cada una de las subportadoras lll pueden aparecer altos valores de pico.
· Impacto en eficiencia de amplificadores y en el consumo de las baterías.
· Soluciones: clipping de portadoras y reordenación.

· Existencia de Inter Carrier Interference (ICI):
· Errores de sincronización en tiempo o frecuencia (Doppler) -> pérdida de ortogonalidad.
· Soluciones: mejorar estimación y sincronización (aprovechando estructura del símbolo OFDM) y reducir número de subportadoras (aumentando así su separación).
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OFDM (7)

Sistemas multiportadora basados en OFDM en las redes de comunicaciones actuales:
-	Broadcasting:




	· DAV (Digital Audio Broadcasting).
· DVB (Digital Video Broadcasting).

· WLAN (Wireless Local Area Networks):
· WiFi: IEEE 802.11a, g, n, ac.
· HiperLan/2.

· WMAN (Wireless Metropolitan Area Networks):
· WiMAX: IEEE 802.16.

· OFDM propuesto para LTE y LTE-A (4G).
· SC-OFDM

· Sistemas cableados:
· ADSL (Asymmetric Digital Subscriber Line).
· PLC (Power Line Communications).

Los sistemas multiportadora como OFDM se están usando masivamente en las redes de comunicaciones actuales.
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	Transparencia 33

CDMA (1)
El CDMA = Code Division Multiple Access. Previos:
· En canal de comunicaciones con ancho de banda B, se trata de transmitir la máxima información posible.
· Acercándonos a su capacidad.
· Intentando transmitir cada bit en el menor ancho de banda posible.

· En sistemas multiusuario (N usuarios), se divide el canal:
· En tiempo (TDMA) → 1/N instantes para cada usuario.
· En frecuencia (FDMA) → ancho de banda B/N para cada usuario.

· También hemos buscado la manera de protegernos frente a los efectos del canal:
· Codificación de canal.
· Ecualización.
· OFDM.
· Otra forma será buscar diversidad.
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CDMA (2)

Spread Spectrum (SS) → el BW ocupado por la señal es mucho mayor que el necesario.
· ¿Por qué? Origen militar -> señal indetectable.
Ventajas:
· Robustez frente a interferencias.
· Reducción de efecto de la ISI.
· Aprovechamiento de diversidad del multitrayecto.

CDMA:




	· Se ocupa más BW, pero se puede compartir con otros usuarios.
· Un código de usuario diferente para cada usuario -> el Rx puede separar las diferentes señales.

Volvemos a las técnicas de acceso al medio:
· Lo ideal es que todos los usuarios pudiesen aprovechar todo el ancho de banda a la vez durante toda la transmisión.

Esto se puede conseguir usando la técnica de espectro ensanchado:
· La idea del espectro ensanchado es la de ensanchar la señal original para que ocupe un nuevo ancho de banda, manteniendo la potencia.
-	Como es una técnica de origen militar, la señal tendrá menos potencia que el ruido -> ¡Camuflaje!

En CDMA se utiliza más ancho de banda, pero se comparte con otros usuarios.

El ensanchado de la señal se realiza mediante un código de ensanchado diferente para cada usuario, de forma que el receptor pueda separar las señales de cada usuario.

El código de ensanchado es independiente de los datos a transmitir.
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Espectro Ensanchado (1)

Elementos:
· Transmisor: el ensanchado se realiza utilizando un código de ensanchado independiente de los datos a tx
· Receptor: la compresión se realiza correlando la señal recibida con el código de ensanchado

Ganancia de ensanchado (G; Spreading Factor (SF)):
· Relación entre SIR con y sin ensanchado.
· Relación entre BW de la información y del código.
· Relación entre tiempo de bit y de chip (o número de chips/bit del código de ensanchado).

[image: ]	[image: ]
Técnicas de EE más importantes:
· Secuencia Directa (DS)
· Salto en Frecuencia (FH)

El transmisor ensancha la señal utilizando un código de ensanchado independiente de los datos y el receptor realiza la correlación de la señal recibida con una copia del código de ensanchado para recuperar la señal origina.

Cuando hay varios usuarios utilizando varios códigos, la correlación de una señal ensanchada con el código que la genera es máximo y, sin embargo, es cuasi nula con cualquier otro código.
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Espectro Ensanchado (2)

Secuencia Directa (DSSS):
· La información se multiplica directamente por el código de ensanchado.
· El Rx correla la señal recibida usando el mismo código.

Prestaciones DSSS:
· Frente a interferencias:
· Dada una señal interferente de banda estrecha.
· En el Rx:




	· El proceso de compresión ensancha la señal interferente.
· Un FPB a la entrada del detector elimina gran parte de la señal interferente.

· Frente a ISI:
· Suponiendo un canal de varios rayos.
· En el Rx:
· El código sólo está sincronizado con la primera (que es la que se comprime).
· El producto del código por una copia de si mismo desplazada no comprime la señal.

El Espectro Ensanchado mediante Secuencia Directa (DSSS) es una técnica en la que la información se multiplica directamente por un código de ensanchado.

En el receptor, la señal recibida se correlaciona utilizando el mismo código. Esta técnica ofrece varias prestaciones, especialmente frente a interferencias y el Inter Symbol Interference (ISI).

En el caso de interferencias, si se presenta una señal interferente de banda estrecha, el proceso de compresión en el receptor ensancha esta señal interferente, y un filtro pasa banda (FPB) a la entrada del detector elimina gran parte de dicha señal.

Frente al ISI, en un canal con múltiples trayectorias, el código está sincronizado únicamente con la primera trayectoria, que es la que se comprime.

El producto del código por una copia de sí mismo desplazada no logra comprimir la señal, lo que ayuda a mitigar los efectos del ISI.
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Espectro Ensanchado (3)

Salto en Frecuencia (FHSS):
· La señal se modula con una portadora que va cambiando de frecuencia según una secuencia conocida (código).
· El BW es mucho mayor que el inicial. (Bc >> B)
· El tiempo de chip es aquí el tiempo entre saltos de frecuencia.
· El Rx conoce el código y las frecuencias y puede sincronizarse con la señal.

Tipos de FHSS:
· FH Lento (SFH): la frecuencia cambia cada k bits.
· FH Rápido (FFH): en cada bit hay k saltos en frecuencia.

En este caso, el código de ensanchado indica los saltos en frecuencia.
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Sistemas SS Multiusuario (1)

Acceso múltiple con SS:
· Se asigna a cada usuario (o conexión) un código diferente (CDMA).
· El Rx correlaciona la señal recibida con el código del usuario cuyo mensaje quiere recibir.

Características de los códigos → compromiso entre:
· Buenas características de autocorrelación para mitigar ISI.
· Buenas características de correlación cruzada para disminuir la interferencia entre usuarios.




	[image: ]

Los códigos:
· O tienen buenas características de autocorrelación para mitigar la ISI (CDMA).
· O tienen buenas características de correlación cruzada para disminuir la correlación multiusuario (acceso al medio).
· ​
Es necesario un compromiso entre ambas propiedades.
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Sistemas SS Multiusuario (2)

Situaciones:
· Canal de Bajada (DL):
· Todos los códigos pueden estar sincronizados.
· Desde Tx a un Rx, todos atraviesan el mismo canal -> se mantiene sincronización.
· Canal de Subida (UL):
· Varios Tx, no necesariamente sincronizados.
· Los diferentes códigos llegan al Rx por diferentes canales.

Tipos de códigos:
· Ortogonales:
· Malas propiedades de autocorrelación pero eliminan interferencia si están sincronizados -> Útiles en DL.
· No ortogonales:
· Buenas propiedades de autocorrelación -> Útiles en UL.

Existen 2 tipos de códigos:
· Ortogonales
· Buenas propiedades de autocorrelación
· Buenas propiedades de correlación cruzada: elimina interferencia entre usuarios
· Exige sincronización para mantener la ortogonalidad
· Ayuda a minimizar ISI (Interferencia Intersimbólica)
· No ortogonales
· Buenas propiedades de autocorrelación
· Mala correlación cruzada: no elimina interferencias
· Ayuda a minimizar ISI

Dependiendo del escenario, podemos usar un tipo de código u otro:
· Canal de bajada (DL): Los códigos están sincronizados. Además, todos los códigos atraviesan el mismo canal
→ Uso de códigos ortogonales.
· Canal de subida (UL): Los códigos llegan al receptor por distintos canales, cada uno con su propio multitrayecto → Uso de códigos no ortogonales.
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Códigos Pseudoaleatorios (1)

Ideal para eliminar ISI = código de ensanchado cuya autocorrelación fuese δ(t).
-	Por ejemplo, ruido AWGN… pero no podemos utilizarlo como código de ensanchado porque no se podría replicar en el Rx.




	Códigos pseudoaleatorios (PN):
· Se generan de forma determinista (por tanto, son replicables).
-	Mediante registro de desplazamiento con lógica de realimentación.
· Propiedades estadísticas parecidas a las del ruido AWGN → parece una señal aleatoria.
· La señal de salida modula en amplitud (+1,-1) a la señal de datos.

Lo ideal para reducir la ISI sería un código de ensanchado cuya autocorrelación fuese máxima en 0 y mínima en el resto de desplazamientos.
· Lo que la autocorrelación fuera un δ(τ).
· Por ejemplo, ruido AWGN no lo podemos usar como código de ensanchado porque no se podría replicar en el receptor.

La solución pasa por usar códigos pseudoaleatorios:
· Son señales determinísticas y por tanto replicables.
· Tienen propiedades estadísticas parecidas a las del ruido AWGN, y parece una señal aleatoria.
· La señal de salida modulada en amplitud a la señal de datos. Se generan usando registros de desplazamiento.
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Códigos Pseudoaleatorios (2)

Secuencias de Máxima Longitud (MLS):
· También llamadas secuencias m.
· Son el tipo más importante de secuencias pseudoaleatorias.
· Son un tipo de código cíclico:
· Se generan mediante un polinomio generador o un registro de desplazamiento.
· Periódicas
· De periodo máximo (N = 2n – 1).
· La secuencia se repite cada NTc segundos.

· Códigos PN cortos -> N = Ts/Tc

· La autocorrelación se repite cada Ts.
· La ISI causada por retardos múltiplos de Ts es alta.

· Códigos PN largos → N >> Ts/Tc
· La autocorrelación se repite cada muchos símbolos.
· Sólo hay ISI para retardos muy altos (que ya vienen atenuados).
· Inconveniente: no se correlaciona sobre toda la longitud -> ya no tenemos -1/N.

· No son buenos para sistemas multiusuario:
· Existen pocos códigos MLS para una longitud N dada.
· Malas propiedades de correlación cruzada -> Se usan otros tipos: Gold, Kasami, Walsh…
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Códigos Pseudoaleatorios (3)

Códigos Gold:
· Suma de dos MLS que son “códigos buenos” (que cumplen unas propiedades determinadas).
· Son secuencias PN.
· Se pueden generar muchos → para un gran número de usuarios.
· Secuencias cuya autocorrelación puede tomar los mismos valores que la correlación cruzada.
-	Valores aleatorios; pero se conoce su pdf.




	-	Correlando sobre todo el periodo del código, estos valores son:

[image: ]

La función de autocorrelación son valores aleatorios los cuales se conoce su pdf.
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Códigos Pseudoaleatorios (4)

Códigos Kasami:
· Parecidos a los Gold. También generados a partir de MLS pero con mejores propiedades de correlación cruzada.

· Tipos:
· Conjunto grande: 2n/2 secuencias de longitud 2n-1.

· Conjunto pequeño:
· Si n es múltiplo de 4 → 23n/2 secuencias.
· Si mod4(n) = 2 → 23n/2 + 2n/2 secuencias.

· Recordar compromiso entre:
· Autocorrelación.
· Correlación cruzada.
· Nº de códigos disponibles.


[image: ]Autores: Mihaela I. Chidean y Luis Bote Curiel
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Tema 5 - Ingeniería de Sistemas de Comunicaciones Digitales

La Ingeniería de Sistemas de Comunicaciones Digitales es un campo fundamental en el desarrollo y operación de las redes de comunicación modernas, abarcando una amplia gama de técnicas y tecnologías que permiten la transmisión eficiente y confiable de información.

Un aspecto crucial de este campo es la sincronización, que asegura que los sistemas de comunicación mantengan una coherencia temporal y de frecuencia, permitiendo la correcta interpretación de los datos transmitidos. Esto incluye la sincronización en frecuencia y fase, así como la sincronización de símbolo, que son esenciales para minimizar errores y optimizar el rendimiento del sistema.

Además, el tema aborda el multiplexado y el acceso múltiple, que son técnicas utilizadas para gestionar el uso compartido de los recursos de comunicación. Las técnicas de duplexado, como la separación de enlace ascendente (UL) y enlace descendente (DL), junto con los métodos de acceso múltiple en canales AWGN, como FDMA, TDMA, CDMA, y SDMA, permiten que múltiples usuarios compartan el mismo medio de transmisión de manera eficiente. Asimismo, se exploran métodos de acceso no supervisado, como Aloha y CSMA, que son fundamentales para la gestión de redes donde el control centralizado es limitado o inexistente.
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Contenidos del tema

Sincronización:
· Sincronización en frecuencia y fase.
· Sincronización de símbolo.

Multiplexado y Acceso Múltiple:
· Técnicas de duplexado (separación UL y DL).
· Acceso Múltiple en Canales AWGN:
· Acceso supervisado: FDMA, TDMA, CDMA, SDMA.
· Acceso no supervisado: Aloha, CSMA.

Estos son todos los conceptos que se van a ver en este tema. Empezamos con la importancia y los tipos de sincronización en las comunicaciones y luego se ven varías técnicas multiplexado y el acceso múltiple, que son fundamentales para gestionar el uso compartido de los recursos de comunicación.
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Sincronización

Todos los sistemas de comunicación requieren algún nivel de sincronización en las señales recibidas en el Rx
-	Cada nivel implica un coste para obtener unos beneficios (en prestaciones y versatilidad)




	
Tipos:
· Sincronización en frecuencia y fase (de portadora):
· El Rx es capaz de generar señales de referencia con fase idéntica a la que le llega del transmisor
· Para ello debe estar sincronizado con la portadora recibida
· Phase lock → el oscilador local del receptor está sincronizado en frecuencia y fase con la señal recibida

· Sincronización de símbolo:
· Symbol lock → el Rx genera un tren de pulsos sincronizados con los símbolos de la señal recibida

· Sincronización de trama (frame)
· Sincronización de red (network)

Sincronización en frecuencia y fase (de portadora)
· Este tipo de sincronización es crucial para sistemas que utilizan modulación en portadora, como AM, FM, o modulación en fase. La sincronización en frecuencia y fase asegura que el receptor pueda demodular correctamente la señal recibida.
· Permite una demodulación precisa, reduciendo errores en la interpretación de la señal.
· Técnicas -> Phase-Locked Loop (PLL): Un circuito que ajusta la frecuencia de un oscilador local para que coincida con la frecuencia de la señal recibida. Esto asegura que la fase del oscilador esté alineada con la fase de la señal de entrada.
· Implementar un PLL puede ser complejo y requiere componentes adicionales, pero es esencial para mantener la integridad de la señal.

Sincronización de símbolo
· Se refiere a la capacidad del receptor para identificar correctamente el inicio y fin de cada símbolo en una señal digital. Esto es fundamental en sistemas de comunicación digital donde los datos se transmiten en forma de símbolos discretos.
· Mejora la precisión en la decodificación de datos, reduciendo la tasa de error de bit (BER).

Sincronización de trama (frame)
· Implica la identificación de los límites de las tramas de datos en una secuencia de bits. Es esencial en protocolos de comunicación que transmiten datos en bloques o tramas.
· Asegura que los datos se interpreten correctamente en su estructura de trama, lo cual es crucial para la integridad de los datos.

Sincronización de red (network)
· Se refiere a la coordinación temporal entre múltiples dispositivos en una red para asegurar que las transmisiones se realicen de manera ordenada y sin colisiones.
· Mejora la eficiencia de la red y reduce la probabilidad de colisiones y retransmisiones.
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Sincronización en Frecuencia y Fase (1)

PLL (Phase Locked Loop):
· Controla la fase de una réplica local de la señal portadora recibida.
· Componentes:
· Detector de fase:
· Mide la diferencia de fase (error de fase) entre la señal recibida y la réplica.

· Filtro de lazo:
· Filtro paso bajo para eliminar el error de fase que provenga del ruido en recepción.

· VCO:
· Oscilador sinusoidal cuya frecuencia se controla por el nivel de voltaje a la entrada.




	-	Dependencia lineal. Directamente proporcional.
-	Se alimenta con la versión filtrada del error de fase.

· En Rx digitales modernos el esquema (y las expresiones matemáticas) es mucho más complejo.
· Por ejemplo: detector de fase mediante filtro de correladores.
· Pero los principios básicos son similares a los que veremos.

El uso de un PLL es fundamental para mantener la sincronización en frecuencia y fase en sistemas de comunicación.

PLL (Phase Locked Loop)
· Controla la fase de una réplica local de la señal portadora recibida, asegurando que el receptor esté sincronizado con la señal del transmisor.

· Componentes:
· Detector de Fase:
· Mide la diferencia de fase (error de fase) entre la señal recibida y la réplica generada localmente.
· Genera una señal de error que indica cuánto debe ajustarse la fase del oscilador local para alinearse con la señal recibida.

· Filtro de Lazo:
· Es un filtro paso bajo que procesa la señal de error de fase.
· Elimina el ruido de alta frecuencia que podría afectar la precisión de la sincronización, asegurando que solo las variaciones significativas de fase afecten al oscilador.

· VCO (Voltage-Controlled Oscillator):
· Es un oscilador sinusoidal cuya frecuencia se controla mediante el nivel de voltaje de entrada.
· Ajusta su frecuencia de salida en respuesta a la señal de error filtrada, manteniendo la sincronización en fase con la señal recibida.
· La frecuencia de salida es directamente proporcional al voltaje de entrada, lo que permite un ajuste preciso.
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Sincronización en Frecuencia y Fase (2)

Degradación de prestaciones del sistema ante error de sincronización en fase:
· Si el PLL no es capaz de corregir los errores de fase (seguir las variaciones de fase) → empeora la probabilidad de error de símbolo.
· Errores de fase pequeños a SNR moderadas → poca degradación.
· Gran error de fase → ni a altas SNR se corrige la importante degradación.

· Hay disponibles las curvas de degradación para los sistemas coherentes más comunes.
· Ejemplo: BPSK
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Sincronización de Símbolo
Necesaria en todos los receptores digitales para alcanzar una demodulación óptima. Tipos:
· Sincronizadores NDA (non-data-aided):
-	Sin información sobre la secuencia de datos recibida.

· Sincronizadores DA (data-aided):




	-	Se conoce de cierta información sobre la secuencia de datos recibida que ayuda a la sincronización.

· Dentro de los NDA:
· De lazo abierto (open-loop; OLS):
- Son filtros sincronizadores.
- Recuperan una réplica del reloj a partir de filtros y operaciones no lineales sobre la señal recibida.

· De lazo cerrado (closed-loop; CLS):
- Comparan la señal de entrada con una señal de reloj generada localmente para sincronizar el reloj local con las transiciones de la señal recibida.
- Más precisos, pero más complejos.



	Día 2	Clase de teoría

	

	Transparencia 7

Multiplexado y Acceso Múltiple

Un recurso de comunicaciones (RC) representa el tiempo y BW disponible
· Uso eficiente → gestionar el uso de los recursos entre los usuarios:
· Para no desperdiciar slots de tiempo o bandas de frecuencia.
· Para un uso equitativo por parte de los usuarios.

Múltiples usuarios (sistema multi-usuario) → compartir el RC.
· Distintas configuraciones:
· Uno a uno; todos a uno; todos a todos; sub-grupo a uno; sub-grupo a sub-grupo; sub-grupo a todos.

Técnicas:
· Multiplexado → recursos asignados a priori.
· Fijos o varían muy lentamente.
· Acceso múltiple → el esquema de acceso cambia dinámicamente.
· Un controlador del sistema debe conocer las necesidades de RC de cada usuario.

Un recurso de comunicaciones, que representa el tiempo y ancho de banda disponible, es un recurso limitado -> hay que hacer un uso eficiente entre los usuarios que lo usan.

En un sistema multiusuario hay que compartir el recurso de comunicaciones, y para ello hay diferentes configuraciones y técnicas:
· Técnicas supervisadas -> multiplexado -> los recursos se asignan a priori.
· Técnicas no supervisadas -> acceso múltiple -> el esquema de acceso cambia dinámicamente -> un controlador del sistema conoce las necesidades de cada usuario.
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Duplexado

Separación de:
· Enlace ascendente (UL):
· Canal de acceso múltiple (MAC; Multiple Access Channel).
-
· Enlace descendente (DL):
· Canal de difusión (BC; Broadcast Channel).

Técnicas:
· TDD (Time Division Duplex).




	-	Menor complejidad pero transmisión discontinua.

-	FDD (Frequency Division Duplex).
-	Transmisión continua pero mayor complejidad. Ambas configuraciones tienen la misma región de capacidad.
El duplexado se utiliza para mantener una comunicación bidireccional.
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Acceso Múltiple para canales AWGN

Técnicas supervisadas:
· Existen reglas bien definidas para la transmisión que pre-asignan recursos.
· Técnica determinista.
· Adecuada para flujos de información regulares.
· Se puede garantizar QoS (Calidad de Servicio): tasa, retardo…

Técnicas no supervisadas (o bajo demanda):
· Los propios usuarios toman la decisión sobre cuando transmitir.
· Técnica probabilística.
· Adecuada para flujos de información muy irregulares.

Se refiere a cómo acceder al medio en canales con ruido blanco gaussiano aditivo.
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Acceso Supervisado

Útiles cuando existe infraestructura y los usuarios transmiten regularmente. Requieren un mayor mantenimiento pero pueden garantizar prestaciones (QoS). Existen normas claras que indican cuándo los usuarios pueden transmitir.
Las comunicaciones entre distintos usuarios pueden separarse en:
· Frecuencia: FDMA.
· Tiempo: TDMA.
· Código: CDMA.
· Espacio: SDMA (sólo en sistemas MIMO).
· Incluso en polarización: PDMA.
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FDMA

Se divide el BW en sub-bandas.
· Cada usuario Tx en una sub-banda → acceso ortogonal.

Características:
· Sincronización temporal sencilla.
· Sincronización frecuencial compleja.
· Muy sensible a la selectividad en frecuencia.
· Problemas por no linealidades → productos de intermodulación.




	Técnica típica en:
· Sistemas analógicos.
· Sistemas de banda ancha (donde las sub-bandas son de anchura razonable).
· Combinación con otros métodos de acceso.

Variaciones:
· OFDMA:
· A cada usuario OFDM se le asigna un grupo de portadoras distinto.

· SC-FDMA:

· Similar a OFDM pero precodificando los símbolos mediante una DFT.
· Consigue ventajas y mejoras de prestaciones.

	Transparencia 12

TDMA

Se divide el eje temporal en distintos intervalos periódicos.
· Cada usuario Tx en una intervalo distinto → acceso ortogonal.

Características:
· Sincronización temporal compleja (y con Tx discontinua).
· Sincronización frecuencial sencilla (y sin necesidad de intervalos de guarda).
· Utiliza todo el BW → puede combatir selectividad en frecuencia.
· Los periodos de inactividad favorecen que el usuario sondee el canal y se configure adecuadamente.

Técnica típica combinada con FDMA:
· Cada canal en frecuencia se subdivide en tiempo para generar más canales.
· Ejemplo: GSM.
- EB típica: 3 frecuencias distintas (FDMA), cada una compartida por 8 usuarios en TDMA → Cada EB puede servir a 24 usuarios.
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CDMA

Los usuarios Tx simultáneamente en el mismo tiempo y frecuencia utilizando distintos códigos de ensanchado. Características:
· Según tipos de códigos:
· Ortogonales:
· Límite de usuarios acotado (limitado por número de códigos); Muy sensibles a sincronización; Sin interferencia entre usuarios (salvo si hay multitrayecto).

· No ortogonales:
· Número de usuarios variable (limitado por SIR); Menos sensibles a sincronización; Interferencia entre usuarios (correlación cruzada; incluso sin multitrayecto).

· Capacidad limitada por interferencia.
· UL es el enlace limitante (por falta de sincronismo).
[image: ]

Para CDMA, la capacidad de transmisión está limitada por la interferencia. En la fórmula del SIR (signal to interference ratio), Rc se refiere a la tasa de chips (señal ensanchada), Rb a la tas de bits (señal de información) y M al número de usuario.
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SDMA

Sistemas MIMO (Multiple-Input Multiple-Output).
· Al menos MISO.

El uso de varias antenas hace posible la TX a través de varios canales espaciales:
· Cada usuario Tx en un canal espacial distinto (idealmente sin interferencia).

Características:
· La complejidad crece con el número de usuarios.
· La ganancia del esquema está limitada por el número de antenas.
· Para un gran número de usuarios, estos se dividen en grupos:
· Dentro del grupo se utiliza SDMA.
· Entre grupos, un esquema ortogonal.

Los sistemas MIMO (Multiple Input Multiple Output) utilizan múltiples antenas tanto en el transmisor como en el receptor para mejorar el rendimiento de la comunicación. Permiten la transmisión simultánea de múltiples flujos de datos a través de diferentes caminos espaciales, lo que permite una mayor eficiencia espectral y una mejor resistencia a las interferencias y al desvanecimiento de la seña.
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Acceso No Supervisado

Técnicas bajo demanda:
· Sin preasignación de recursos los propios usuarios deciden cuando transmitir.
· Pueden existir colisiones de paquetes.

Útiles cuando los flujos de información de los usuarios son irregulares (tráfico a ráfagas).
· Análisis probabilístico.
· Difícil garantizar QoS.

Ampliamente utilizadas, especialmente en área local.
· Redes cableadas: ej. ethernet.
· Redes inalámbricas: ej. WiFi.

Técnicas destacadas:
· Aloha / Aloha ranurado.
· Carrier Sense Multiple Access (CSMA).

	Transparencia 16

Aloha (1)

Historia:
· Desarrollado en 1971.
· Universidad de Hawaii.
· Acceso a un satélite desde varios ordenadores.

Modos:
· Transmission mode: los usuarios transmiten en cualquier momento.
· Listening mode: después de transmitir, el usuario queda a la espera de recibir un ACK del receptor.
-	Si se detectan errores en la recepción (por colisión de paquetes), se recibirá un NACK.




	· Retransmission mode: si se recibe un NACK, se retransmite el paquete después de un tiempo aleatorio.
· Timeout mode: si no se recibe ACK ni NACK en un tiempo especificado, se retransmite el paquete.

Ventana de colisión = 2Tp

Prestaciones facilmente modelables con teoría de colas.


Tp es el tiempo de paquete, que hace referencia al tiempo que tarda en transmitirse un paquete.

El tiempo de vulnerabilidad o ventana de colisión es 2Tp, ya que nadie puede transmitir desde t-Tp hasta t+Tp, siendo t el instante en el que se inicia la transmisión.
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Aloha (2)

Hipótesis de trabajo:
· Tiempos de Tx aleatorios e independientes entre usuarios.
· Tasa de Tx = λt (en paquetes/segundo) →Modelado como distribución de Poisson:
[image: ]

Cálculo de throughput (tasa efectiva):


· λ es el número de paquete que llegan satisfactoriamente (throughput).
· λt es el número de paquetes totales enviados.
· λr es el número de paquetes perdidos.
· S es el throughput normalizado.
· G es el tráfico total normalizado.
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S-Aloha

Códigos Slotted-Aloha (Aloha Ranurado):
· Mínima sincronización.
-	Pilotos de sincronización enviados a todos los usuarios.
· Se divide el tiempo en slots.
· Los usuarios sólo pueden transmitir al comienzo del slot
· Se reduce a la mitad la ventana de colisión.
· Mejoran las prestaciones.
[image: ]


La ventana de colisión se reduce a la mitad que en Aloha, es decir, a Tp.
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CSMA

CSMA/CD = Carrier Sense Multiple Access with Collision Detection.
· Los usuarios comprueban el canal antes de transmitir.
· Modalidades:
· Nonpersistent CSMA.
· P-Persistent CSMA.

[image: ] [image: ]


La variable a es directamente proporcional al tiempo que tarda un usuario en detectar una transmisión e inversamente proporcional al tiempo del paquete.
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