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TEMA 1

Sistemas de ecuaciones, matrices y determinantes

1. Sistemas de ecuaciones lineales
Llamamos ecuacion lineal con n incégnitas x; a la expresion
a1x1 + agxoy + - - - apx, = b.

Asi, llamaremos sistema de m ecuaciones lineales y n incognitas a la expresién

ai1ry + Q122 + -+ A1p2 = bl
a91x1 + Q92Xy + - +  AopnX, = bQ

)
Am1T1 + ApoTas + -+ QpnTn = by

donde a;; € R son los coeficientes, b; € R los términos independientes y x; € R las incognitas.
Si todos los términos independientes son cero, se dird que el sistema de ecuaciones es ho-
mogéneo. Llamaremos solucién de un sistema de ecuaciones lineales a s1,...,5, € R
si, al reemplazarlo por las incognitas xq, ..., x, respectivamente, se verifican las igualdades.
Veremos en la siguiente seccién de matrices como resolver un sistema de ecuaciones lineales.
Por ejemplo, se puede comprobar que los sistemas de dos ecuaciones y tres incognitas

{x+y—2z-—() {3x+y—3z 0

r—y+z = 0 or+y—4z = 0

tienen como solucion x = A\, y = 3\ y 2z = 2\, con A € R. En estos casos, cuando dos
sistemas distintos tengan el mismo conjunto de soluciones diremos que son dos sistemas de
ecuaciones equivalentes.

Resolver un sistema de ecuaciones lineales es una tarea mecanica y sencilla. La simpleza
reside en que sabemos resolver ecuaciones lineales de una tnica incégnita, como por ejemplo
3r + 7 = 2, donde basta con “despejar” la incognita x, obteniendo que x = —g. Entonces, si
tenemos un sistema con la siguiente estructura:

2r+y—2 = 1
y+z = 3
22 =1

sera igual de simple que resolver tres ecuaciones lineales con una tnica incégnita. De nuevo,
“despejando” en la ultima ecuacion sabemos que z = %, asi, el sistema lo podemos reescribir
como:

2x+y—% 1
y+§ = 3
= 3
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que, repitiendo el proceso ahora en la pentltima ecuacion tenemos que y = g Finalmente, el
sistema puede reescribirse como:

5 1
25(34‘5—5 = %
Vg
= 3
donde ya podemos deducir que z = —%. Es decir,
1
€x — — =
_ 3
7T %
2= 3

es la solucién al sistema de ecuaciones. Cuando un sistema tenga la estructura anterior,
diremos que es un sistema de ecuaciones escalonado, y se ha resuelto por el método de
remonte o método de sustitucién regresiva.

Puede ocurrir que el nimero de ecuaciones en un sistema de ecuaciones escalonado sea
menor que el nimero de incognitas, en ese caso hablaremos de incognitas independientes
y dependientes. Por ejemplo, en el sistema

r—y+z =1
y+2z = 2

consideraremos x e y como incégnitas independientes y z como incognita dependiente. Para
evitar confusiones, identificaremos las incognitas dependientes por parametros, z = \ €
R. Asi, podemos reescribir el sistema como:

r—y+A =1
y+2\ = 2

que, resolviendo como el caso anterior, tenemos que

xr = 3—3X\
y = 2—2\ , con e R.
z = A

Con estos ejemplos queda claro cémo resolver un sistema de ecuaciones escalonado. De modo
que para resolver un sistema de ecuaciones cualquiera bastara con encontrar un sistema de
ecuaciones escalonado equivalente. Esto se trabajara con el método de Gauss en la siguiente
seccion de matrices.

Los sistemas de ecuaciones lineales se pueden clasificar segtin el niimero de soluciones que
tienen. Se dird compatible si tiene solucién, y mas concretamente, compatible determi-
nado si la solucién es unica, y compatible indeterminado si existen infinitas soluciones
(dependientes de un/os parametro/s). Si el sistema no tiene solucién se dice incompatible.

Por otro lado, hay veces que resulta més conveniente trabajar con la expresion de sistema
de ecuaciones que con la solucién del mismo. Esto puede ocurrir cuando queremos hallar, por
ejemplo, la interseccién de dos planos, o més generalmente, entre dos subespacios vectoriales.

EJEMPLO 1. Vamos a construir un sistema de ecuaciones lineales tal que

T=22+pu, y=A—2u, z=A+u,
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con \, i € R, sea soluciéon. Una forma podria ser la siguiente: Despejamos el parametro p de
la primera identidad y la sustituimos en la segunda y tercera.

Yy=A—2(x—2\) = -22+5\, z=A+zx-2XA=x—-\
Despejando finalmente el parametro A de la identidad con z y sustituyendo en la primera.

y = —2x + 5(xr — z) = 3z — 5z o, equivalentemente, 3x — y — 5z = 0.

2. Matrices

Una matriz puede entenderse como una tabla de m filas y n columnas compuesta por
escalares (nimeros) que usualmente denotaremos con letra mayuscula A, a la entrada de la
fila ¢ y columna j con letra minudscula a;;. Diremos que la matriz A es de tamano m x n y la
representaremos como

a;x Q2 - Qip

Q21 Q22 - Q2p
A = (ay;) =

Am1 Am2 - Amn

En funcién del tamano, y sus coeficientes, las matrices pueden catalogarse como:

1. A es cuadrada si m = n.

2. A es triangular superior si es cuadrada y a;; = 0 para todo j < 1.
3. A es triangular inferior si es cuadrada y a;; = 0 para todo 7 < j.
4. A es diagonal si es cuadrada y a;; = 0 para todo 7 # j.

Hablaremos de submatriz de otra matriz a cualquier matriz generada a partir de restringir
1 2 3
los indices de filas y columnas. Por ejemplo, para la matriz A = [ 4 5 6 | las matrices

789
P2\ s 6 PSS\ oy s
2ol s o) |20 (s9) (79
78 79

son submatrices de A, pero
1 3 2 4 5
4 6 5)’ 1 2

no son submatrices de A, pues se ha permutado alguna fila y/o columna.
Llamaremos matriz identidad de tamano n, [, a la matriz cuadrada de tamano n xn
diagonal con 1 en su diagonal, es decir,
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y matriz nula de tamano m x n, O,,«,, a la matriz de tamano m x n donde todos sus
coeficientes son cero. Si m = n, la denotaremos tinicamente por O,,. Por ejemplo,

00 0 00 0 0O
Ol><2 = (O O) ) 02><3 = ) O3><2 = 0 0 ) 03 = 000
000 0 0 0 00

Se pueden definir las siguientes operaciones matriciales:

1. Producto por un escalar. Sea a € Ky A = (a;;) una matriz de tamano m x n. Se
define la matriz A como la matriz de tamano m x n con entradas aa;;.

2. Suma de dos matrices. Sean A = (a;;) y B = (b;j) dos matrices del mismo tamaifio
m X n. Se define la matriz suma C' = A + B como la matriz de tamano m x n con
entradas c¢;; 1= a;; + b;;.

3. Producto de dos matrices. Sea A = (a;;) una matriz de tamaio m x ny B = (b;;)
una matriz de tamano n x p. Se define la matriz producto C' = AB como la matriz
de tamano m x p con entradas c¢;; := Z;”Zl a;;brj. Observacién importante: El
producto de matrices no es conmutativo. Hay veces que ni siquiera esta bien definido.

0 —1 3 2 -1 T 10
EJEMPLOQ.SeanA=(1 0),B:<7>,C=<1 1)>X:<y)612:(0 1)'

Entonces

» A+ B no estd definida, y A + C' = ; _12

(0 =1\ (3\ _ [(0-34+(=1)-7\ (0 -1\ (-7
AB_(1 0)(7)‘( 1:340-7 )‘3(1>+7(0)_<3)'
(2 —1 T\ 2 -1\  (2z—y
ex= (7 ) ()=« () ()= (527)
El producto matricial no es conmutativo

-1 -1 -1 -2
po- () ean (72

Al, = I, A = A. Por otro lado, I,B = B, pero Bl no esta definida.

Otra manera 1til de construir o denotar matrices es por bloques. Para ello utilizaremos

barras horizontales y verticales para separar los distintos bloques. Por ejemplo, si A = (;) i)

y B = (S) entonces

11Oy 110 0
BT A =1 8|1 2
913 4

es una matriz cuadrada de tamano 3 x 3. Otros ejemplos recurrentes pueden ser,

aim=(328). Cam=(3 I 0). (4)-[ 4k

O =W =
— Ol = N
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matrices de tamano 2 x 3, 2 x 4 y 4 x 2, respectivamente.
Sera importante entender el producto matricial en términos de la notaciéon por bloques.

EJeEMPLO 3. Consideremos una matriz de tamano m x n A = ( C; ‘ Cs ‘ e ‘ C, ) y otra
matriz cualquiera P de tamano m x m. Entonces
PA=(PC,|PCy|-- | PC, ).
Este es hecho importante que se utilizarda de manera habitual. También, si en lugar de preo-
F
cuparnos por las columnas, nos preocupamos por las filas, es decir, A = : y sea () una

F,

matriz cuadrada cualquiera de tamano n x n, entonces

£Q
AQ = :
FnQ
_. Sea A = (a;j) una matriz de tamano m x n. Definimos la matriz tras-

puesta de A, denotada por A" = (aj;), como aquella de tamafio n x m tal que aj; := aj;.

La trasposicion es lo que comtinmente nos referimos a intercambiar las filas por las co-

lumnas. Por ejemplo,
1 4
A:G ; 2) A= (25
3 6

PROPIEDADES. Sean A y B dos matrices de tamano m X n:
1. (A = A,
2. (A+ B) = A"+ B,

4 (

5

A)f = a A,
.(AB)t:<éi).

Q@
AB)! = B'A!,

DEFINICION . - . YT

_. Sea A una matriz cuadrada de tamano n x n. Diremos que A es simétrica

si A® = A. Por otra parte, diremos que A es antisimétrica si A® = —A.

EJEMPLO 4. Sea A una matriz de tamano m x n. Entonces las matrices AA! y A'A son
simétricas. Esto es facil de comprobar con las propiedades 1 y 4 enunciadas previamente:

(AAt)t:(At)tAt:AAt
teniendo asi que AA! es simétrica.
También, cualquier matriz cuadrada B de tamano n, puede ser expresada como una suma
de matriz simétrica y antisimétrica:

B+B' B-B
B=217 4 :
2 2

donde B + B! es simétrica y B — B! es antisimétrica.
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DEFINICION . -
_. Sea A una matriz cuadrada de tamaifio n x n. Se define la traza de A a

la suma de los elementos de su diagonal, es decir, tr(A) = 3" | a;.

Al igual que el determinante, la traza de una matriz es un nimero que se le asocia y
tendrd su interés mas adelante.

2 1 -4
EJEMPLO 5. La trazadelamatriz A= 2 4 3 |estr(4d)=2+4—-7=—1.
-1 -2 -7

DEFINICIGN . - . . .
_. Sea A una matriz cuadrada de tamano n x n. Diremos que A es invertible

si existe otra matriz B cuadrada de tamano n x n tal que AB = I,, = BA. A la matriz B la
denotaremos por A~! y la llamaremos matriz inversa de A.

PROPIEDADES. Si A y B son cuadradas e invertibles, se tiene que

1 (A7)l = 4,
2. (AB)™' = B4,
3. (AN = (A1)

2.1. Meétodo de Gauss. Para describir el método de Gauss por filas, o la eliminacién
gaussiana por filas, debemos introducir primero las transformaciones elementales por filas
que pueden aplicarse a una matriz. Hay tres tipos:

I. Permutar dos filas. Denotada por F; < Fj.
I1. Multiplicar una fila por un escalar distinto de cero. Denotada por F¥ = aFj;, con
a # 0.
I1I. Sumar a una fila otra multiplicada por un escalar. Denotada por F = F; + oF}.

Por ejemplo,

12 8 v g (102 8 Npvopen (1 0 =T Ny ap (10 =7
349 — 02 -15)"— {0 -=2-15)"=""\o1 B

El método de Gauss consiste en aplicar transformaciones elementales por filas a una matriz
hasta obtener, lo que llamaremos, una forma escalonada. El algoritmo aplicado a una matriz
A consiste en:

1. Escoger un elemento distinto de cero de la primera columna ignorando las columnas
con pivotes y, mediante permutaciones de filas sobre la matriz A, colocarlo en la
primera fila ignorando las filas con pivotes anteriores. A este elemento lo llamaremos
pivote.

2. Mediante transformaciones elementales por filas del tipo III sobre la matriz A, hacer
ceros debajo del pivote.

3. Si tras ignorar las filas y columnas con pivotes, hay elementos distintos de cero, vol-
vemos al paso 1., en caso contrario, hemos terminado.

La matriz final que se obtiene de realizar el método de Gauss a una matriz A la llamaremos
matriz escalonada de A. Observar que esta matriz escalonada no es tnica.
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. . i . 1 2 .
Por ejemplo, para la matriz del ejemplo anterior ( 3 4 g ), tres matrices escalonadas

asociadas son

1] 2 8 1] o -7 (1] o -7
0 [2] -15) © (o [2] -15) 7 0 [1] © )

Donde hemos recuadrado los pivotes para hacerlos mas evidentes. Aunque una matriz tenga
muchas formas escalonadas asociadas, el niimero de pivotes es tinico. Ese niimero de pivotes
juega un papel fundamental en la asignatura, y es lo que llamaremos rango de A, que
denotaremos por rg(A). Una hecho importante del cual se hard un uso implicito serd rg(A) =

rg(A).

0 -4 3
EJempLO 6. Hallemos el rango de la matriz A = [ 3 —1 0 | aplicando el método de
1 1 -1

Gauss por filas.

Etapa 1.1. Seleccionamos un pivote, que debe ser un elemento distinto de 0 de la primera columna
y realizamos permutaciones filas para colocarlo en la primera fila:

0 -4 3 1] 1 -1
3 -1 0 |A=m|3 -1 0

1] 1 -1 0 —4 3

Etapa 1.2. Realizamos transformaciones elementales de tipo III para hacer ceros debajo del pi-

vote:
| 1 -1
3 —1 0 |[F=FR3n|0 —4 3
0 —4 3 0 —4 3
Etapa 1.3. Ignorando la primera fila y columna, sigue habiendo elementos distintos de cero, por
lo tanto volvemos al paso 1.
Etapa 2.1. Seleccionamos un pivote, que debe ser un elemento distinto de 0 ignorando la columna

con pivote:
1 -1

0 [-4] 3

0 -4 3

Etapa 2.2 Realizamos transformaciones elementales de tipo III para hacer ceros debajo del pi-

vote:
1 -1 1 -1
0 |-4] 3 |B=B-Fr|0 [4] 3
0 —4 3 0O 0 O
Etapa 2.3 Ignorando las primeras y segundas filas y columnas sélo tenemos un cero y por tanto
hemos terminado.
|
Entonces | 0 3 | es una matriz escalonada de A teniendo asi que rg(A) = 2.
0O 0 0



12 1. SISTEMAS DE ECUACIONES, MATRICES Y DETERMINANTES

Las transformaciones elementales por filas pueden describirse en términos de productos
matriciales por la izquierda. Y se pueden ver como transformaciones elementales aplicadas a
la matriz identidad. Por ejemplo, para describir las transformaciones elementales por filas en
una matriz con tres filas:

1. Permutar la primera y segunda fila:

010 1 2 3 4 5 6
1 00 4 5 6|=11 2 3
0 01 7 8 9 7 8 9
2. Multiplicar la primera fila por un escalar distinto de cero:
a 0 0 1 2 3 a 20 3«
010 4 5 6|l=1[14 5 6
0 01 7 8 9 7 8 9
3. Sumar a la tercera fila la primera multiplicada por —7:
1 00 1 2 3 1 2 3
0 1 0 4 5 6|=14 5 6
-7 0 1 7 8 9 0 -6 —12

A estas matrices se les llaman matrices elementales. Todas las matrices elementales son
vertibles.

EJEMPLO 7. Recuperando las tres transformaciones elementales por filas realizadas durante

0 —4 3
el método de Gauss en el ejemplo anterior sobre la matriz A= |3 —1 0 |, tenemos que
1 1 -1
1 0 0 1 0 0\ /0 0 1\ /0 —4 3 1 1 -1
0 1 OoJt-310J101O0}J{3 -1 0 ]=(0 —4 3
0 -1 1 0 01 100/ \1 1 -1 0 0 0

Es importante tener en cuenta el orden, ya que el producto matricial no es conmutativo.

_. Sean A y B dos matrices de tamano m x n. Diremos que A y B son

equivalentes por filas (resp. por columnas) si existe una matriz invertible P de tamano
m x m (resp. de tamano n x n) tal que PA = B (resp. AP = B).

2.2. Meétodo de Gauss-Jordan. Una vez obtenida una matriz escalonada tras apli-
car el método de Gauss, podemos utilizar los pivotes de manera regresiva para, mediante
transformaciones elementales por filas, obtener ceros por encima del pivote correspondiente.

Por ejemplo:
0 —4 3 1 -1 0o -1
3 -1 0 Jem={ o 3 |F=hraf (o 3
1 1 -1 0 0 O 0 0 0

Ademas, si hacemos que los pivotes sean igual a 1, mediante transformaciones elementales de
tipo 2, obtendremos la que llamaremos matriz escalonada reducida. En el caso anterior, la
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0 —4 3 0o -1
matriz escalonada reducidade | 3 —1 0 Jes | 0 —% . Una observacién importante
1 1 -1 0O 0 0
es que la matriz escalonada reducida es unica, cosa que no es cierto para una matriz escalonada
cualquiera, como ya se vié anteriormente.

2.3. Calculo de la inversa de una matriz. Del hecho que las transformaciones linea-
les por filas se identifican con el producto matricial de matrices elementales por la izquierda,
se puede hallar la inversa de una matriz. Por ejemplo:

2 FN=F-3F; 2 FN=F+F, 0 0
3 4 — 0 — 0 — \0

que visto en términos de matrices elementales, el calculo anterior se identifica con:
L1/ 1 0)(1 2y _ 0
0 1)\-3 1)\3 4] o ’
11 1 0\ -2 1\ (-2 1
0 1)\-3 1) -3 1) \3 —3

es aquella matriz que al multiplicarla por A = <Z13 i) se obtiene la matriz identidad, en

es decir,

) es la inversa de A, y escribiremos

_ -2 1
2 2

Sin embargo, la manera habitual de presentar el calculo de la inversa de una matriz es
aprovechando las transformaciones elementales. Para ello, ya que el producto matricial por
bloques se comporta tal y como se describié en el Ejemplo 3, se trabaja sobre la matriz
definida por bloque ( A ‘ I, ) En este caso:

1 2/10 1] 2|1 o0 1] o |-2 1 1] o]-2 1
o) = (0 alh )~ (W als )~ (W el )

A modo resumen, si se quiere hallar la inversa de una matriz invertible A, entonces se halla
la matriz escalonada reducida de la matriz por bloques ( A ‘ I, ) obteniendo que la matriz
escalonada reducida serd de la forma ( 1, ‘ AL ) Por la unicidad de la matriz escalonada
reducida, si ésta no coincide con la identidad, entonces la matriz no serd invertible.

Maés generalmente, éste razonamiento se puede utilizar para una matriz A cualquiera

y deducir que, partiendo de la matriz por bloques ( A ‘ I, ) <resp. (?)) y mediante

transformaciones elementales por filas (resp. por columnas) se llega a la matriz ( B ‘ P )

<resp. (S)) entonces se verifica que PA = B (resp. AQ = B).

—2
otras palabras, ( 3 1
2 2
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2.4. Matrices asociadas a sistemas de ecuaciones. Del sistema de ecuaciones de
m ecuaciones y n incognitas

a1 + a2y + - +  a1pT1 = bl
a1y + Q99xs + -+ QopX, = bg

. . )
Am1T1 + ApmaTs + -+ QppTn = bp

podemos construir las siguientes matrices:

11 A2 - Qi X by

Q21 Q22 -+  Q2p X2 by
A= . . . . ) X = . > B = . )

Am1 Am2 - Amn Tp bm

que llamaremos matriz de coeficientes, matriz de incégnitas y matriz de términos
independientes del sistema de ecuaciones, respectivamente. Ocurre que, siguiendo la defi-
nicion del producto matricial, el sistema se puede expresar matricialmente como

AX = B.

Ademas, llamaremos matriz ampliada del sistema a la matriz por bloques ( A ‘ B )

Si la matriz A es invertible, entonces de AX = B se puede despejar y obtener que
X = A7'B es la tinica solucién del sistema. Dicho de otra manera, si la matriz A es invertible,
el sistema de ecuaciones es compatible determinado.

Se ha visto en la primera seccién que resolver un sistema de ecuaciones escalonado es sen-
cillo utilizando el método de remonte. Por tanto, para resolver cualquier sistema de ecuaciones
bastara con realizar el método de Gauss a la matriz ampliada del sistema, obteniendo asi una
matriz escalonada equivalente, que correspondera con un sistema de ecuaciones escalonado
equivalente al sistema inicial.

EJsempLO 8. Consideramos el sistema de 2 ecuaciones y 2 incégnitas
r +2y = 8
3r +4y = 9

tiene asociada las matrices

A (82 x=(0) (). carmy- (L3S

aplicando la eliminacién gaussiana a la matriz ampliada:
8
—15

2|8 FN=F,—3F 2
3 49 - 0

oo
N———

que corresponde con el sistema de ecuaciones

r +2y = 8
-2y = —15
teniendo como solucién, tras aplicar el método de remonte, y = % y ¢ = —7. Podriamos

haber hallado la matriz escalonada reducida y obtener la solucién de manera inmediata.
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EJeMPLO 9. Consideramos el sistema de ecuaciones homogéneo de 3 ecuaciones y 3 incégni-
tas

-4y +3z = 0
3r  —y = 0
r +y -z =0
tiene asociada las matrices
0 -4 3 x 0 0 -4 310
A=(3 -1 0|, X=[y|, B=|0], (A4|B)=|3 -1 00 |,
1 1 -1 z 0 1 1 —-110

y podemos hallar la matriz escalonada reducida de la matriz ampliada:

0 -4 3]0 1] o -1lo
3 -1 0|0 |— 0 _%0,
1 1 —1]0 0 0 010

que corresponde con el sistema de ecuaciones homogéneo de 2 ecuaciones y 3 incdgnitas
T —%z =0
y —32 =0
Asignaremos como incognitas independientes aquellas donde se ha pivotado, y dependientes
las demés. En nuestro caso, x e y son las incognitas independientes y z la incognita depen-

diente, y por tanto la consideraremos un parametro z = X € R. Asi, resolviendo por el método
de remonte

Tr =

Y
ya =

1
4
4

, con \ € R.

> > >

En los sistemas de ecuaciones homogéneos, la matriz ampliada no aporta ninguna infor-
macién relevante, ya que en el adjetivo homogéneo ya da a conocer que su ultima columna es
nula y, ademas, en los calculos que se realizan mediante transformaciones elementales por filas,
esta columna permanecera siempre nula. Por ello, para trabajar en la resolucion de sistemas
de ecuaciones homogéneos, tinicamente utilizaremos su matriz de coeficientes asociada.

Esta relacién entre matrices y soluciones de sistemas de ecuaciones se puede formalizar
en el siguiente teorema, donde el rango juega un papel crucial.

TEOREMA 1.1 (de Rouché-Frobenius). Sea AX = B la expresion matricial de un sistema
de ecuaciones de m ecuaciones y n incognitas.

1. Sirg(A) = rg(A|B) entonces el sistema es compatible. Ademds,
a) sirg(A) = n entonces es determinado v,
b) sirg(A) < n entonces es indeterminado y tiene n—rg(A) incdgnitas dependientes,
que llamaremos grados de libertad.
2. Sirg(A) # rg(A|B) entonces el sistema es incompatible.
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3. Determinantes

Vamos a introducir una notacién tnicamente para la definiciéon de determinante. Sea A
una matriz cuadrada de tamano n. Podemos considerar una nueva matriz cuadrada de tamano
n — 1 resultante de eliminar la fila 7 y columna j de la matriz A, que denotaremos por A;;.
Por ejemplo,

1 2 3
A=14 5 6 R Alg = 40 y A21 = 23 y A31 = 29
7% 9 7 8 8 9 5 6

DEFINICION . - .
_. Sea A una matriz cuadrada de tamano n. Se define, de manera recursiva,

el determinante de A como
det(A) = |A| = a11011 + 921091 + -+ An1Qnt

donde «;; := (—1)"" det(A;;) es llamado el cofactor 7,7 de A. Y con caso base det(\) = A
donde X € R.

En la definicién se ha expresado el determinante desarrollando la primera columna. Se
puede calcular desarrollando cualquier fila o columna.

EJemMpLO 10. Hallemos el determinante de una matriz triangular superior A =

O O e
S o o
o % *

Aplicando la definicion

b

det(A) = 110011 + Q21021 + Q31031 = adet (0

;) = abdet(c) = abe,

es decir, el determinante de una matriz triangular es el producto de la diagonal.

El ejemplo nos indica una técnica de calculo de determinante, triangularizar la matriz.
Para ello nos apoyaremos en el método de Gauss y en las siguientes propiedades.

PROPIEDADES. Sean A y C' dos matrices cuadradas de tamano n. Sean Er, Eir y Erpp
matrices elementales de tipo I, I y I1I respectivamente.

1. det(E[) = —1, det(E[[) =ay det(E[[[) = 1,

2. det(A) = det(A?),

3. det(AC) = det(A) det(C),

4. A es invertible si y solo si det(A) # 0,

5. El rango de una matriz coincide con el tamano de la mayor submatriz cuadrada con

determinante no nulo.
6. Regla de Cramer. Sea AX = B un sistema de ecuaciones y A = (A1|---|Ay). Entonces

B det<A1|...‘B’...|An>
€Xr; = .
det(A)

EsevpLo 11. Utilizando el valor del determinante para las matrices elementales y la pro-
piedad del determinante del producto, podemos hallar facilmente el determinante de una
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matriz aplicando el método de Gauss:

0 51 45 4 5 4 5
4 5ol g 5 1 Fgfv=£+3F1 0 1 F:,;N=5£—14F2 0 1
—3 2 7 —3 2 7 0 14 22 0 0

Que, traducido a matrices elementales seria:

1 0 O 1 00 10 0\/0 10 0 5 1 1 4 5
0O 1 O0])Jfo 1 010 1 0 1 00 1 4 5]=105 1]/,
0 —-14 1/\0 0 5/\3 0 1/\0 O 1 -3 27 0 0 96

y utilizando las propiedades del producto de determinantes:

1 4 5
det [0 5 1
0 0 96

0 5 1
det(l 4 5): L5 g
3 9 7 ((1 0 0><1 0 O) (1 0 0) (O 1 0)) 1-5-1-(=1)
det 0o 1 0 010 010 1 00
0 —14 1 0 0 5 3 01 0 01
Es importante remarcar que en el ultimo paso del método de Gauss se han realizado dos
transformaciones elementales al mismo tiempo, una de tipo Il y otra de tipo III, pero combi-
nadas. Esto puede ocurrir siempre que las matrices elementales conmuten entre si, si no, no
es posible.
Para evitar tener que hacer el razonamiento anterior cada vez que se quiera calcular
un determinante, es mas comodo expresarlo como una cadena de igualdades de la siguiente
manera;
‘? iéﬂ_‘é g | memen | §03 | monoun 1|00 Y| g
-3 2 7 -3 27 0 14 22 50096

No obstante, esta técnica no siempre resultara util.

EsevpLo 12. Un ejercicio recurrente serd el de hallar las raices del polinomio resultante
de determinantes como el siguiente:

1-X 2 -1 1—-X A=
1 13 1 cN=0y—C1 % FN=F+F







TEMA 2

Espacios vectoriales

1. Definiciones basicas

_. Sea V' un conjunto cualquiera y K el cuerpo real o complejo. Diremos que

la terna (V) +, ‘x) es un K-espacio vectorial si, para cualesquiera @, v,w e V' y A\, u € K, se
verifica:

(

£y
+
=
_l_

S

1. La suma es asociativa. @ + (U + W) =
La suma es conmutativa. 4 + v = ¥ +

La suma tiene neutro. 0 + @ = .

La suma tiene opuesto. Para todo @ € V existe o€ V tal que @ + ¥ = 0.

El producto es asociativo. A g (u g @) = (A 'k ) 'k U.

El producto tiene neutro. 1 - @ = .

El producto es distributivo respecto la suma vectorial.

El producto es distributivo respecto la suma escalar.

£y

PN T WD

A los elementos de V' se les llamaran vectores. De aqui en adelante, al producto por un escalar
de K, -k, lo denotaremos por - o, simplemente, por yuxtaposicion.

EJemMpLO 13. Los siguientes ejemplos conformaran los espacios vectoriales mas recurrentes
durante la asignatura, que no los tnicos:

1. El plano real R?. El conjunto de puntos de dos coordenadas:

Rzzz{li] x,yeR},

con las operaciones definidas como

T n T+ T AT
+ = ) A = ,
M L/z] [fvz + yJ ' M [Ay]
con A € R, forma un R-espacio vectorial.
2. Sea n > 1 un numero natural. R”, el conjunto de puntos de n coordenadas:

X1

R" := : T1,To,...,T, ER 3,

Tn

19
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con las operaciones definidas como

1 Y1 T1+ T Axy
Ta Y2 To + Yo Ta Ao

+ . = . 9 y >\ . = . )
Tn Yn Tn + Yn T ATy,

con A € R, forman un R-espacio vectorial.

3. Sea n > 1 un ndmero natural. El conjunto de polinomios de grado menor o igual que

n

n
P, := {Zaixi =ag+ar+ - +a,x" |a;eRi = 0,...,n},
i=0
con operaciones definidas como
n n n n n
Z a;xt + Z bt = Z(ai +b)x', oy AY gt = Z()\ai)xi,
i=0 i=0 i=0 i=0 i=0

con A € R, forman un R-espacio vectorial.

4. Sean m,n > 1 dos nimeros naturales. El conjunto de matrices de tamano m x n

aix a2 -0 Qi

Q21 Q22 - Q2p . .
Mipxn(R) := { A = (a;;) = | . A : la;;eR, coni=1,...myj=1,.,n

Am1 Am2  *° Qmp

con operaciones definidas como
(aij) + (bij) = (ay; + b))y Aaij) := (Aagj),

con A € R, forman un R-espacio vectorial.

DEFINICION . . iy
_. Sea V' un K-espacio vectorial. A la expresion

My + Xty + -+ - + AUy,

la llamaremos combinacién lineal de los vectores i, s, ..., U, € V con escalares A, ..., \, €
K.
EJEMPLO 14.
1. En R?, una combinacién lineal de los vectores [é] y [—46} puede ser
1 4 —18
s+ o |- [a]
L . —18 . 1 4
También se dird que el vector l 36 } es combinacion lineal de lB] y l_ 6]' Puede

entenderse que hemos generado el vector

—18
36

a partir de los iniciales. Por supuesto,

si cambiamos los escalares de la combinacién lineal, podemos generar nuevos vectores.

9
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2. Sin embargo, considerar nuevos escalares no necesariamente significa generar nuevos
vectores. Por ejemplo,

1 5 —4 2 1 5 —4
I+ -2+ 1| =|0]=4|1]+6|-2]+8]| 1
3 1 -2 2 3 1 -2
2
Es decir, hemos dado dos alternativas para generar el vector | 0 | a partir de los otros
2

tres. Esto, en general, es algo indeseable, pues no sabremos cudl de las alternativas se
ha considerado para generar el nuevo vector.
3. Reciprocamente, podemos estudiar si un vector es combinacién lineal de otros dados.

2 1 3 1
Por ejemplo, jes | 1| combinacion lineal de los vectores | 1|, [1| y | O |? Por
1 3 0 —2

la definicién de combinacién lineal, esta pregunta es equivalente a estudiar si existen
x1, T2, 3 € R tales que se verifica

1 3 1 2
oy |1 4o |1 +23| 0| =1},
3 0 —2 1

que, tal y como se present6 en el Ejemplo 2, la expresion de la izquierda se puede
reescribir como un producto matricial

13 1 Ty 2
11 0 o | = |1
3 0 =2 T3 1

que a su vez denota un sistema de ecuaciones. Asi, la respuesta sera afirmativa si
el sistema anterior es incompatible, y negativa si es incompatible. Para estudiar la
compatibilidad del sistema, basta con aplicar el Teorema de Rouché-Frobenius, y
para ello necesitamos hallar los rangos de la matriz de coeficientes y ampliada del
sistema.

(1] 3 12 1] 3 1] 2 1] 3 1|2
11 01 |=f o0 [2] -1|-1 |- 0 [2] —1]-1

3.0 21 0 -9 —5|-5 0 0 [-1] -1

Como el rango de la matriz de coeficientes y ampliada coinciden, el sistema es compa-
2
tible y por tanto el vector | 1 | es combinacién lineal los otros tres. Ademas, podemos
1
hallar cual es la combinacién lineal resolviendo el sistema. La solucion al sistema es
r3 =129 =0y 2y =1, que verifica:
1 3 1 2
1- 11 +0-]11+1-[ 0 [|=[1
3 0 -2 1
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DEFINICIOGN . . . . L, -
_. Sea V un K-espacio vectorial. Diremos que un conjunto de vectores {1, ..., @, } <

V es linealmente independiente si la ecuacion vectorial
XUy + - F T, =0

tiene solucién unica xr; = ... = x, = 0. En caso contrario, diremos que el conjunto de vectores
es linealmente dependiente.

EJEMPLO 15.
1 0 -1
1. Estudiemos la dependencia lineal del conjunto T, 11, 2 . Por definicion,
0 1 1
debemos estudiar las soluciones de la ecuacion vectorial
1 0 -1 0
x| 1|+ |1 + T3 2 =10
0 1 1 0
Se puede reescribir matricialmente como
1 0 —1 I 0
1 1 2 ) = 0
01 1 I3 0

Es decir, estudiar la dependencia lineal de esos tres vectores es equivalente a estudiar
las soluciones del sistema de ecuaciones lineales homogéneo con matriz de coeficientes

1 0 —1
1 1 2 | Paradiscutir el sistema hallemos su rango utilizando el método de Gauss
01 1

(podriamos hacerlo perfectamente con determinantes)

1] 0o -1 (1] 0o -1 1] o -1

11 2]|={o0o [1] 3|=>10 [1] 3],

0 1 1 0 1 1 0 0 [-2]

teniendo que, por el teorema de Rouché-Frobenius, es un sistema compatible deter-
minado y por tanto la tnica solucién que tiene el sistema, y la ecuacién vectorial, es
la nula. Asi, el conjunto es linealmente independiente.

2. Podemos estudiar la dependencia en otros conjuntos de otros espacios vectoriales. Por
ejemplo del conjunto {1 +x, z + 2%, —1 + 2z + z%}. De nuevo, por definicién debemos
estudiar las soluciones de la ecuacion vectorial

yi(1+ ) + yo(x + 2%) + ya(—1 + 22 + 2%) = 0.

Donde hemos denotado a las incégnitas por y; para evitar confusiones con la indeter-
minada x de los polinomios. De la ecuacién, podemos plantear el siguiente sistema de
ecuaciones lineales homogéneo, donde igualamos término a término

n —-ys = 0
yi ty2 +2y3 = 0
y2  t+ys = 0
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1 0 -1
que matricialmente podemos escribirlo como el sistema homogéneo |1 1 2 |, coin-
01 1
cidiendo con el sistema del ejemplo anterior y concluyendo que también es un conjunto
linealmente independiente.

Como se ha visto en este ejemplo, de manera general, vamos a identificar la ecuacién
vectorial xuy + -+ + xpU, = 0 con un sistema de ecuaciones homogéneo, conformado por
los “vectores en columnas”. Entonces, estudiar si un conjunto de vectores es linealmente
independiente se reducira a estudiar si un sistema homogéneo es determinado, y en caso de
ser indeterminado, el conjunto sera dependiente.

Otra definicion equivalente de conjunto linealmente dependiente es la siguiente.

TEOREMA 2.1. Sea V' un K-espacio vectorial. El conjunto de vectores {iy,...,u,} < V
es linealmente dependiente si, y solo si, al menos uno de los vectores pueda expresarse como
combinacion lineal de los demds.

DEMOSTRACION. Supongamos que {1, ..., U,} es un conjunto linealmente dependiente,
es decir, la ecuacion vectorial

LUy + XTols + « - Tplly, = 0
tiene alguna soluciéon no nula. Sin pérdida de generalidad, supongamos que x; # 0. Asi, como
x1 # 0, podemos despejar entonces t; en términos de los demas:

N XTo Tn

Uy = ——1y — -+ — —1p,

T I
o lo que es lo mismo, u; se puede expresar como combinacion lineal de los demas.
Reciprocamente, supongamos que al menos uno de ellos se puede expresar como com-

binacion lineal de los demés. De nuevo, sin pérdida de generalidad, supongamos que u; =
Aoty + -+ + AUy, # 6, con Mg, ..., A\, € R, no todos nulos. Entonces, pasando todo al lado
izquierdo tenemos que

ﬁl_/\Q'JQ_"'_/\nﬁn:O7
es decir, la ecuacion vectorial xiu; + oty + - - x,U, = 0 admite una solucién distinta a la
nula y, por tanto, es un conjunto linealmente dependiente. Il

Esta otra definicién de dependencia lineal pone de manifiesto uno de los defectos de estos
conjuntos. Suponiendo que nuestra unica herramienta para generar nuevos vectores seran las
combinaciones lineales, un conjunto dependiente nos indica que hay informacion redudante
dentro de nuestro conjunto. Esto atenta contra la optimalidad del nimero de vectores para
generar un nuevo espacio vectorial.

Un conjunto dependiente no sélo ofrece informacién redudante, sino que también provoca
problemas de no unicidad a la hora de generar nuevos vectores.

EJEMPLO 16.

1. El conjunto {B] , l_ll} , lﬂ} es claramente linealmente dependiente. Esto se debe
a que el sistema de ecuaciones homogéneo que debemos estudiar tiene tres incégni-

tas (igual al nimero de vectores), pero tan sélo dos ecuaciones (igual al nimero de
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componentes del vector), haciendo imposible que el rango de la matriz de coeficientes
coincida con el nimero de incégnitas, pues el rango serd como maximo dos. De todas
maneras, vamos a realizar un estudio exhaustivo,

Para estudiar la dependencia del conjunto, necesitamos estudiar la solucién de la

ecuacion vectorial
1 N -1 n 21 |0
T1 2 ) 1 xs3 1 - ol
. . . . , -1 2 :
que tiene asociado el sistema de ecuaciones homogéneo 9 1 1) Resolviendo este

sistema mediante Gauss

1] -1 2\ _ (1] -1 2
2 1 1 0 [3] -3)°

tenemos que la solucién es x3 = A, 2o = Ay 1 = —\, con A € R, que podemos
reescribir vectorialmente como

T -1
Ty | = A 1
T3 1

En particular, para A = 1, podemos observar que efectivamente al menos uno de los
vectores se puede expresar como combinacién lineal del resto:

1 -1 2 0 1 -1 2
SE A B RN R I R )
4
Por otro lado, vamos a comprobar que podemos expresar un nuevo vector 3

como combinacién lineal de los vectores de {[ﬂ , [_11] , ﬁ] } Para ello, debemos

resolver la ecuacién vectorial

o) e - 3]

que es equivalente a resolver el sistema de ecuaciones con matriz ampliada asociada

1 -1 24
2 1 1|3 )

(23 1E) - (Vg )

2 1 1|3 0 [3] -

que tiene como solucion x3 = A, x9 = —= + Ay x = g —
vectorialmente como

Que podemos reescribir

T -1 %
o =M1 [+]-2
T3 1 0
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Asi, por ejemplo, para A = 0y A = 1 se tiene que

sle s [l Bl =Bl 51T

Es decir, podemos generar el mismo vector de infinitas maneras.
2. Sin embargo, esto no ocurre con los conjuntos linealmente independientes. Por ejem-

plo, podemos considerar el conjunto { l;] , [_11] } que es linealmente independiente.

Esto se puede argumentar aprovechando el ejemplo previo, donde se ha eliminado
el vector donde no se ha pivotado, consiguiendo asi que en el estudio que se realice
posteriormente, el sistema de ecuaciones homogéneo sea determinado, y por tanto, se
tenga la independencia lineal.

Visto que el conjunto es independiente, resolvamos ahora la ecuacién vectorial

alo) e[Vl

o equivalentemente, el sistema de ecuaciones completo

] —1fa_ (1] —1| 4
2 13 0 [38]|--5)"

7
3

s3]

. . 4
Estos coeficientes % y —g que nos han permitido generar el vector [3] es lo que

que tiene como unica solucion zy = —g y 1 = %, es decir,

llamaremos coordenadas.

Una observacién muy importante pasa por ver que la solucion del sistema homogéneo y
del sistema completo comparten el término con el parametro. Esto nos deja intuir que la
solucion de un sistema de ecuaciones completo se construye con una soluciéon particular del
sistema sumada a la solucién del sistema homogéneo asociado.

DEFINICION . . . - .
_. Diremos que un conjunto de vectores S = {uj,...,%,} es un sistema

generador de V si para todo v € V existen \q, ..., \, € K tales que
U= AUy + Aoty + -+ + A\,
y denotaremos como V' = Gen(95).

Decir que un conjunto es un sistema generador de un espacio vectorial es equivalente a
decir que la ecuacion vectorial

U = 1l + Tty + -+ + Ty,
tiene solucion para todo v e V.

EJEMPLO 17.
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1. Veamos que el conjunto S = {[1} , [ 2 ] , [Q]} es un sistema generador de R2.

2 -1 4

. I ¥ . .
Necesitamos demostrar que para todo v = y € R? la ecuacién vectorial

ol e[ A e o] <[]

tiene solucidon. Esta ecuacién es equivalente al sistema de ecuaciones con matriz

. 1 2 2 .
ampliada ( 9 _1 4 z ) Observar que en este sistema las letras x e y denotan
pardametros, no incognitas. Asi, como la matriz ampliada tiene rango 2, por ejem-
1 2 . . . .
plo porque 9 _1 ‘ = —5 # 0, el sistema es compatible y por tanto tiene solucién
demostrando que R? = Gen(S).
1 0 1
. Por otro lado, veamos que el conjunto S = —1],11],10 no genera R3. Para
0 1 1
ello, estudiemos las soluciones de la ecuacién vectorial
1 0 1 x
T -1+ ) 1|+ T3 0f = yl,
0 1 1 z

equivalente a un sistema, al cual le aplicamos el método de Gauss a su matriz ampliada
para estudiar el rango.

(1] 0 1= 1] o 1] = 1] o 1 x
-1 1 0jy |=( 0 [1] 1|a+y |=| 0 [1] 1| z+y

0 1 1]z 0O 1 1| =z 0 0 O|lz—z—y
Asi, la ecuacion sélo tiene solucién si —x — y + z = 0, por lo tanto, por ejemplo, el
1
vector [0 [ no puede ser generado a partir de S, demostrando asi que S no genera
0

R3.

Sin embargo, S si que sigue generando nuevos vectores, en particular todos los
que verifiquen la ecuaciéon homogénea —x — y + z = 0. Ya veremos mas adelante
que todos los vectores que verifican la ecuacion anterior formaran un plano. De esta
manera, podemos decir que S genera un plano. Observar también que S es un conjunto
linealmente dependiente y un sistema generador del plano con ecuacion —z—y+2 = 0.

. Sea V un K-espacio vectorial. Supongamos que S = {1, Uy, W3} es un sistema gene-

rador de V. Demostremos que los vectores
Uy = ﬁl+ﬁ2—ﬁ3, Uy 1= 1714—217:24—317:3, Ug := 2ty + Uy + Uz

forman también un sistema generador de V. Debemos estudiar si para todo w € V' la
ecuacion vectorial

U + $2172 + 2303 = W
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tiene solucion. La ecuacion anterior es equivalente a
21 (U + Uy — Us) + xo(Uy + 2Uy + 3us) + x3(2Uy + Us + Uz) = W
sacando factor comun los vectores
(X1 + @y + 2w3)Uy + (21 + 2@y + 3)Us + (—21 + 322 + 23)U3z = W.

Como S es un sistema generador, la iltima ecuacion vectorial tiene solucion, es decir,
existiran A1, Ao, A\3 € K tales que

AUy + Aotiy + A3tz = W,

es decir,
T+ To+ 223 = N\
T1+2x9+213 = Ao
—I1 + 3.232 +x3 = )\3

Ahora bien, necesitamos ver si existe solucion a este ultimo sistema, pues esto asegu-
raria que hemos encontrado solucién a nuestra ecuacién vectorial inicial. Estudiamos
el sistema mediante el rango de la matriz ampliada:

1 2N I 2 A1 12 A1
1 210 |=1 o0 “1lx=X |—| 0 ~1 As— A
—1 3 1|\ 0 4 3 |M+X\ 0 0 A3 + 5 — 4

donde obtenemos que el sistema de ecuaciones es compatible, y por tanto, los vectores
U1, Uy y U3 también generan a V.

DEFINICIOGN . . . . e 7
_. Sea V un K-espacio vectorial. Diremos que un conjunto B = {by, ..., b,} es

una base de V si B es linealmente independiente y un sistema generador de V. El niimero
de vectores de una base es unico, y llamaremos dimension de V a dicho numero, que
denotaremos por dim(V).

EJsemMpLO 18.
1 0 0
1. Base canénica de R? es B, = Of,|1[,]0][ ¢, asi dim(R?) = 3.
0 0 1
2. Base estandar/canénica de P, es B. = {1,x,2%, ...,2"} teniendo que dim(P,) =

n+ 1.
s 10 0 0 01 0 0
3. Base canénica de Ms,»(R) es B, = {(0 0) , (1 O) , (O O) , (0 1)} y en-
tonces dim(My(R)) = 4.
Estas bases seran importantes pues las coordenadas seran inmediatas, como veremos en el

siguiente ejemplo.

4. Vimos en el ejemplo anterior que S = { [;] , [_21] , [Z] } era un sistema generador de

R2, pero no es una base, ya que es un conjunto linealmente dependiente. Veamos cémo
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y denotaremos por [i]g :=
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extraer un subconjunto que siga siendo generador pero linealmente independiente.
Para ello estudiemos la dependencia que existe:

o) el w3

con sistema homogéneo asociado

1] 2 2\ _ (1] 2 2
2 -1 4 0 [-5] 0

que tiene como soluciéon x3 = A\, x9 = 0 y 1 = —2\, con A € R. Teniendo que existe
una dependencia (que era obvia) entre el primer y tercer vector.

Importante: Ser un sistema generador de un espacio vectorial significa que todo
vector se puede expresar como combinacion lineal del sistema, por eso, si existe de-
pendencia en el conjunto, hablando de los vectores generadores, podremos eliminar
todos aquellos que puedan ser generado a partir de los restantes.

En nuestro caso, el segundo vector no puede ser generado a partir de los restantes,
por lo que no puede ser eliminado. El primero y el tercero son proporcionales, asi que
cualquiera puede generar al otro. Como regla general para considerar un subconjun-
to linealmente independiente eliminaremos aquellos en los que no se haya pivotado.
Por tanto, B = {[;] , [_21]} es un conjunto independiente y sigue siendo sistema
generador de R?, es decir, es base.

. Siguiendo el ejemplo anterior. Sea V' un K-espacio vectorial. Supongamos que B =

{1y, Uy, 13} es una base de V. Entonces C = {t}, ¥, U3} donde
171 = ﬁl—FﬁQ—ﬁg, ”172 = 61+2'L?2+3ﬁg, 173 = 27?6’1—1'?124—63

es también una base de V. Ya se ha justificado que es un sistema generador. De la
misma manera, se puede comprobar que es un conjunto linealmente independiente y
por tanto es base.

- - P r T -
_. Sea V un K-espacio vectorial y B = {by, by, ..., b, } una base. Para cualquier

1 € V, definimos las coordenadas de u respecto B como los escalares Ay, ..., A, que verifican

U = )\161 + )\252 + -+ )\ngna
At
A2

.| € R". Ademas, si S < V entonces escribiremos
An
[S]g :={[5]s | §€ S} =« R™.

Las coordenadas permiten identificar cualquier vector, de cualquier espacio vectorial, con
un elemento de R". Esto nos permitira trabajar matricialmente se manera consistente y sin
depender de la propia estructura del espacio vectorial.

EJeEmMPLO 19.
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1. En Py, el célculo de las coordenadas en base candnica es inmediato, basta con listar,

5
en orden creciente de grado, los coeficientes del polinomio: [5 — 3z]|sz, = | =3 |. Y,
0
5
. -3
por ejemplo, en P3, [5 — 3z]|g, = 0
0
2. En M(R)s, las coordendas en base canénica es equivalente a leer los coeficientes de la
3
tri | (3 2 |7
matriz por columna: | (-~ . =5
2 1 1
3. En R3, si queremos hallar las coordenadas del vector | 1 | en base B = 01,111,
—1 0 0
necesitamos resolver la ecuacion vectorial
1 1 1 2
1 0 + T 1] + XT3 1] = 1
0 0 1 -1
o lo que es equivalente, resolver el sistema de ecuaciones
1 1 1] 2 1 1 0] 3 1 0 01
01 1)1 - 0 1 0| 2 - 01 0| 2
0 0 1]-1 0 0 1]-1 0 0 1]-1
2 1
teniendo como solucién x; = 1,25 = 2,23 = —1, es decir, | 1 =| 2
-1 -1
B
4. De manera idéntica, si queremos hallar las coordenadas de (13 _42) en base B =

L0 01 01 00 t | 1 i6n vectorial
0 0 5 1 O 5 *1 O ; 0 1 €enemmos que resolver la ecuaclon v
10 01y, 0 1), , (0 0y_(1 4
Tilog o) 7% 1 o) T®{21 o) 7%\ o 1) = \6 —2

que plantea el siguiente sistema de ecuaciones

1] o o o] 1 1] o o o] 1 1] o 0o o] 1
0 [1] ~10/6 || o] -1o]6 |_[O0f[]o of5s
0 1 1 04 0 0 2 0|2 0 0 [1] 0]-1
0 0 0 1|-2 0 0 0 1]|-2 0 0 0 [1]]-2
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teniendo como solucién xz; = 1,25 = 5,23 = —1,24 = —2, y consecuentemente
1

[

5. Reciprocamente, si queremos hallar un vector @ € R? tal que sus coordenadas en

1 0 3 4
B = 2 [,11],[1 son | 2 | entonces, por dejar clara la relacién entre
-1 1 0 -1
vector y coordenadas,
4 1 0 3
[U]s=| 2 — u=4|2 | +2[1|+( 1
—1 -1 1 0
4
6. De igual manera, en P3, el polinomio p(x) con coordenadas 21 en la base de
3
4
polinomios B = {1 + z — 32% 4z + 223, 2% — 23,1 + 2%}, es decir, [p(z)]s = _21 , es
3

p(z) =4(1+ 2z —32%) + 24z + 223) + (—=1)(2* — 23) + 3(1 + 2?)
=7+ 122 — 1022 + 52°

El siguiente teorema nos dice que la operacion de tomar coordenadas de un vector es un
operador lineal. Esta propiedad nos permitird identificar combinaciones lineales de vectores
con combinaciones lineales de coordenadas y, tal y como hemos visto, toda la teoria hasta
ahora estd basada en combinaciones lineales de vectores. A partir de esta seccién, podremos
traducirlo a combinaciones lineales de coordenadas (o vectores de R™) pudiendo construir
siempre las matrices donde hemos discutido los resultados.

TEOREMA 2.2. Sea V' un K-espacio vectorial y B una base. Entonces, para todo u,v eV
yrekK,
[ﬁ—l— ?7]3 = [’J]B + [?7]3, Y [)\’J]B = )\[?I]B

1 Y1
) L L2 ﬁ Y2 Ly
DEMOSTRACION. Supongamos que [u]g = | . | v [V]s = | . |. Esto, por definicién,
Tn Yn

significa que
@ =a1by + Toby + -+ Tpbn, ¥ T =y1by + yabo + - + Ynbn.
Entonces la suma
T+7T = (2101 + Taby + - + Tuby) + (y1b1 + yabs + - - - + Ynby)
= (1 + y1)by + (@2 + y2)ba + -+ (T + Yn)bn,

!
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T+ x h
o T2 + Y2 T2 Y2 . S
es decir, |4 + 7]p = : =1 .|+ || =lds+[Vls
Se deja como ejercicio demostrar que [Ai]z = A[u]s. O

Las coordenadas nos permiten establecer la conexién, que en el siguiente tema formali-
zaremos, entre cualquier espacio vectorial de dimensiéon n y R™. De esta forma, a partir de
ahora, podremos trabajar sobre cualquier espacio vectorial inicamente desde la perspectiva
de R™.

Mas concretamente, dado un espacio vectorial V' de dimensiéon n con base B, una combi-
nacioén lineal

MUy + Aoty + -+ + Al = U

se puede expresar, gracias al Teorema 2.2, en términos de coordenadas como

[/\17,_[1 + )\2712 4+ -4 )\mﬁm]lﬁ = [17]5 e )\1[1_[1]3 + )\2[172]3 + -+ )\m[ﬁm]B = [17]3

ay; U1
. a2; (% , .
que, si [ulg=| . | y[U]s=| . | entonces podriamos escribirlo como
An; Up,
ai a12 Q1m U1
a1 22 Q2m V2
)\1 X + )\2 . —+ e+ )\m . =
an1 an2 Anm Un

que a su vez se reescribir matricialmente como

a1x Q2 - Aim Al U1
Q21 Q22 -+ QA2m A2 (%
An1 Ap2 - Anm )\m Unp,

Esta identificacién de una combinacién lineal con la expresién matricial anterior resultara
muy util y se utilizard de manera reiterada durante muchas argumentaciones. También pone
de manifiesto que el calculo de coordenadas es equivalente a resolver un sistema de ecuaciones
lineales.

DEFINICION . . . ) .
_. Sea V' un K-espacio vectorial de dimensién n y sea B una base. Conside-

remos S = {uy, ..., Uy} < V. Llamaremos matriz asociada a S respecto de B a la matriz

construida por columnas M(S)g = ( [@]s | [ta]s | - | [dmls ), . -

Merece la pena reincidir en que la matriz asociada a un conjunto de vectores respecto de
una base de un espacio V tiene tantas filas como dimension de V' y tiene tantas columnas
como vectores tenga el conjunto.

EJemMpLO 20. Hallemos la matriz asociada de distintos conjuntos respecto de una base.
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1 0
1. En R?, la matriz asociada al conjunto S = 2 1,13 en base candnica es
-1 2
1 0
M(S)s.=| 2 -3
-1 2
. En P3, la matriz asociada al conjunto S = {z — 22,1 +z + 23,3 — 4z + 22,22 + 23} en
0 1 3 0
- 1 1 —4 2
base candnica es M (S)p, = 10 1 ol
0 1 0 1

. En R?, consideremos la base B = {l—ll , lﬂ } y el subconjunto S = {lﬂ ; [;)] ) l_?)z} }

Para hallar la matriz asociada a S en B debemos calcular las coordenadas de los vec-

tores de S en B:
s~ (L3, [BL 1%, )

Para calcular las coordenadas tendremos que resolver los siguientes sistemas de ecua-
ciones.

o e R R R R CR F
P P B B R Rl R G | 1 R

que tienen la misma matriz de coeficientes, tan sélo cambiando los términos inde-
pendientes. Entonces, observar, que la resolucion del sistema solo dependera de las
transformaciones filas necesarias para hallar la inversa de la matriz de coeficientes:

1 1]2 1 3 112 13) (10 —1
1 1]13 =2)7\o0 2|3 41 0 1

1
3
52
teniendo que

INJEE NSy
N~

y, por tanto,

o= ([}
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Importante observar como, mediante el método de Gauss-Jordan, ha sido posible
resolver de manera simultanea mas de un sistema de ecuaciones que comparten matriz
de coeficientes.

4. En R?, consideremos la base B = {[_11] , [ﬂ } Entonces

= (L4, )= 6)

TEOREMA 2.3. Sea V' un K-espacio vectorial con B = {51,...,gn} base de V. Sea S =
{Uy, ..., U} <V y M(S)g su matriz asociada respecto de B. Entonces

1. S es linealmente independiente si, y solo si, rg(M(S)g) = m = n? columnas.

2. S es un sistema generador de V si, y solo si, rg(M(S)g) = n = n? filas.

3. S es base de V' si, y solo si, rg(M(S)s) = m = n, o dicho de otra forma, la matriz es
cuadrada de rango mdzrimo.

DEMOSTRACION.

1.[=] Supongamos que S es linealmente independiente. Esto implica que la ecuacién
vectorial
Tyl + -+ Tyl = 0
tiene la soluciéon nula como la tnica. Consideremos coordenadas en B en la expre-
siéon anterior:

—. —.

(2111 + - + zpin)s = [0ls <= xi|th]s+ - + xn|tn]s = [0]5
donde hemos utilizado la linealidad del operador coordenadas. A su vez, la ultima
expresion
0 1 1
= [0]g = m1[ti]g + - + T[]z = ([Gils | -~ |[dmls ) | © | = M(S)s
0 Tm Tm
Como la solucién es tunica, esto significa que este sistema de ecuaciones ho-
mogéneos es compatible determinado, es decir, rg(M(S)g) = n® columnas = m.
Reciprocamente, supongamos que rg(M(S)g) = m. Queremos estudiar las solu-
ciones de la ecuacién vectorial
L1y + - + Tl = 0.

De nuevo, esta ecuacién se puede identificar con el sistema de ecuaciones ho-

mogéneo
Al 0
M(S)s =
T 0
Como rg(M(S)g) = m = numero de incégnitas, por el teorema de Rouché-

Frobenius, el sistema es determinado y tiene solucién tunica, asi, la ecuacion vec-
torial también tiene solucién tnica, teniendo que el conjunto S es linealmente
independiente.

2. Siguiendo un razonamiento similar al anterior.
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3. Es inmediato de los puntos anteriores.

OJ

Otras lecturas que se pueden hacer al teorema son: Para que un conjunto de vectores sea
linealmente independiente el niimero de vectores que contiene debe ser como madximo igual
a la dimension, por otro lado, para que sea sistema generador este nimero debe ser como
minimo igual a la dimension. De modo que un conjunto sera base si se encuentra el equilibrio
entre independencia y generador.

EJeMPLO 21. Gracias al teorema anterior, si conocemos una base del espacio vectorial,
estudiar las caracteristicas de un conjunto se traduce en estudiar el rango de una matriz.

1. En Py, estudiemos el conjunto S = {1 — 22, 2x +32% 1+ + 2%, 1 —2z}. Consideramos

1 01 1
la matriz asociada a S en B., M(S)sg, = [ 0 2 1 —1]. Como la matriz no es
-1 31 0

cuadrada ya sabemos que S no puede ser una base. En particular, no puede ser base
porque S no puede ser linealmente independiente, ya que rg(M(S)s,) < 3 # 4. Por

1 01
otro lado, como | 0 2 1| =2-—(-2+3) =1 # 0, entonces rg(M(S)g,) = 3 =
-1 3 1

dim(Py), teniendo que S es un sistema generador de Py, pero no una base.
2. Sea V un K-espacio vectorial y B = {b;, by} una base. Demostremos que C = {—2b; +
3by, by + 4bs} es una base de V. Bastard con estudiar el rango de la matriz

MO = (12 + Bls | B+ 40 ) = (5 1):

Que tiene rango dos ya que, por ejemplo,

L ‘ = —11 # 0. Demostrando asi que

-2
3 4

C también es base de V.

2. Matriz de cambio de base

Para un mismo espacio vectorial pueden considerarse mas de una base. Por tanto, podemos
preguntarnos que relacién existird entre las coordenadas de un mismo vector en distintas
bases. ~ .

Sea V' un K-espacio vectorial y sean B = {by,...,b,} y C = {1, ..., ¢,} dos bases de V. Si
u €V, entonces

X1

— — — . s x2
U = x1by + by + ... + x,by, es decir, [U]p=| . |,

Tn
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Y1
— — — — . — y2
U = y1C1 + Y2Ca + ... + YnCp, es decir, [t]c = | .
Yn
Reescribiendo la primera ecuacién vectorial en coordenadas respecto de C' tenemos:

[ﬁ]c = l‘l[bl]c + mg[bg]c + ...+ xn[gn]c = ( [EI]C ‘ [52]C ‘ ‘ [gn]c ) -1'2 = M(B)c[ﬁ]g

T

Asi, a la matriz asociada a B en C, la llamaremos matriz de cambio de base B a C y la
denotaremos por P 5. La expresion anterior se puede entonces escribir como

PCHB [ﬁ]g = [ﬁ]c

Ademas, por el Teorema 2.3 la matriz de cambio de base es invertible y verifica que

-1
(Pee) = Psc.
Por 1ltimo, si tenemos una tercera base D, entonces se verifica que

Pp.p = Pp_cFPes.

EJEMPLO 22.
1 1 1
1. En R?, hallemos Pg. 5, v Ps,p5 donde B = 0|,]1],|1[ }.Lamatriz de cambio
0 0 1

de base a la base canonica siempre es inmediata de calcular.

1 1 1 1 11
Pp.5=M(B)s. = 0 1 1 =10 11
0 5, 0 5, 1 5, 001
Para calcular Pg. 5, tendremos en cuenta que
~1

1 11 1 -1 0

Pgep, = (Ps.p) =10 1 1] =0 1 -1

0 01 0 0 1

2. En Py, hallemos P g para B = {1, 14+x, 1+z+2%} yC = {1+2z, —x+32%, 1—22%}.
Para hallar la matriz tenemos que calcular varias coordenadas, més concretamente

PC(_BZM(B)CZ ( [1]C‘[1+$]C‘[1+SL‘+1‘2]C )
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Ya vimos en el Ejemplo 20.3 que podemos hallar todas estas coordenadas de manera
simultanea aplicando Gauss-Jordan a la siguiente matriz

1 0 1)1 11 1 0o 1|1 1 1 1 0o 1|1 1 1
2 -1 001 1] -0 -1 —2/-2 -1 -1 |-{(0 -1 -2]-2 -1 -1
0 3 —2{0 0 1 0 3 -2/0 0 1 0 0 -8|-6 -3 -2
1 0 1]1 1 1 1oo0f 5 2 3
-0 -1 -2/-2-1-1]->{010-% -1 -1
3 3 1 3 3 1
teniendo que
15 3
4. 8 4
Pop= -1 1 1
C—B 325412
4 8 4

Desde otro punto de vista, podemos descomponer la matriz de cambio de base
como Feep = FPep.Pp.p, y sabiendo que
-1

1 11 1 0 1
PBa—B = 01 1 s y Pc<_gc = (PCHBC)_l = 2 -1 0 s
0 01 0o 3 =2

bastaria con calcular la inversa de la segunda matriz y multiplicarla por la primera
(por la izquierda).

Observar que justo esto es lo que se ha realizado en el proceso de Gauss-Jordan.
Visto como producto de matrices, el método de Gauss-Jordan anterior equivale a lo
siguiente:

(Pg.c)™ ( P | Po.cB ) = ( (Psocc) 'Pp.—c | (Ps.—c) ' Ps.cB )
= (L | Pee. P ) = (I3 | Pecp )

TEOREMA 2.4. Sea V' un K-espacio vectorial y sean B y C dos bases. Demostrar que para
todo S < V' las matrices M(S)g y M(S)c son equivalentes por filas.

DEMOSTRACION. Sea S = {uy, ..., U,} €V y sea Pe.g la matriz de cambio de base de
B a C que verifica Pe. g[U]g = [U]c para todo ¥ € V. Entonces
PeegM(S)g = Peep ([tils |- | [tm]s )
= ( Pecpltn]s |-+ | Peeslimls ) = ( [@le |-+ | [dmle ) = M(S)e.
]

3. Subespacios vectoriales
_. Sea V' un K-espacio vectorial. Diremos que un subconjunto £ < V es un
subespacio vectorial de V si para todo €, f € F'y A\, u € K entonces A\é + puf € E.

Un subespacio vectorial es de nuevo un espacio vectorial que se ve “sumergido” en otro
mas “grande”.

EJEMPLO 23.
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1. En R?, el subconjunto £ = { [i] | x € R} si es un subespacio vectorial. Para demos-

trarlo es suficiente con entender que los elementos del conjunto son aquellos que su
primera y segunda componente coincide. Entonces, para dos elementos cualesquiera

y A peR,
x yl | Ar+ py
A[w]w{y]_[kxwy]ﬂ

2. Sin embargo, el subconjunto S = { B] , l—fx] | x e R} no es un subespacio vectorial.

HERIRTEE

3. Sea A € M(K),,xn y consideremos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo AX =
0. Entonces E = {X € K" | AX = 0} es un subespacio vectorial de K". Si tomamos
X,Y € E dos soluciones cualesquiera del sistema y A, u € K, entonces debemos de-
mostrar que la combinacion lineal AX + pY € E| es decir, vuelve a ser una solucion
del sistema de ecuaciones. En efecto:

AOX + 1Y) = AQNX) + A(uY) = A(AX) + u(AY) = X0 + 0 = 0.
4. En M(K),, el subconjunto E = {A € M(K),, | tr(A) = 0} es un subespacio vectorial.

Por ejemplo,

Nuestro primer objetivo es como describir los subespacios vectoriales, para luego saber
como manipularlos y combinarlos entre ellos.

1. Sistemas generadores de un subespacio. Podemos referirnos a cualquier espacio
vectorial mediante un sistema generador. En particular, en muchas ocasiones defini-
remos el subespacio directamente dando su sistema generador.

Sea V un K-espacio vectorial y sea S = {1, Us, ..., Uy, } < V. Definimos el subes-
pacio vectorial E generado por S como el espacio vectorial E = Gen(S). Es decir,
para todo € € E existen Aq, A\s..., \,,, € K tales que

MUy + Agtly + - - 4 Aty = €.

Por definicién, S es un sistema generador de E, pero no necesariamente linealmente
independiente. Pero ya hemos visto cémo extraer un subconjunto que siga mantenien-
do el cardcter generador y que sea linealmente independiente (véase Ejemplo 18.4),
pudiendo considerar una base de F, que denotaremos por Bg.

EJEMPLO 24.
a) En R3, hallemos un sistema generador del subespacio vectorial

X
E=S|y|leR®|z+4y—2:=0p,
z

que por el Ejemplo 23.3 ya sabemos que es un subespacio vectorial. En particular,
el conjunto de E estd formado por las soluciones de la ecuacion lineal homogénea
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x + 4y — 2z = 0. Resolviendo el sistema obtenemos, para A\, u € R,

r = —4\X +2u x —4 2
y = A , o vectorialmente, [y | =A| 1 [+ |0
z = 7 z 0 1
Pudiendo asi reescribir el conjunto £ como
—4 (2]
E={)| 1| +p|0|eR|\ueR
0 1]
Donde claramente podemos afirmar que cualquier vector de E es combinacién
—4 2
lineal de los vectores S = 1|, 0] p,esdecir, E = Gen(S).
0 1

En P3, vamos a comprobar si los subespacios generados por Sg = {1 —x + 23, 1 +
r+220% 1+ 22 -3}y Sp={2+222 + 23 2 — 2z + 2% 2+ 2% + 23} son iguales.
Podemos comprobar si los vectores de Sg se pueden generar a partir de Sg y
viceversa. Empecemos por generar Sg:

MI—z+2%) + (1l +a4+22%) + \(1+2%—23) = 24227423
MI—z+23) + Xl +z+22%) + (1 +2? —23) = 2—z+2?
MI—z+2%) + Xl +24+22%) + (1 +2%—2%) = z+2%+23

que es equivalente a estudiar, de manera simultanea, los tres sistemas de ecuaciones
mediante la matriz

112 2 0 1 1 1]2 2 0 11 112 2 0
010 —1 1 0 2 1,12 1 1 02 1/2 1 1
112 1 1] 71o 2 112 1 1|7 loo -3/0o -3 3
“1[1 0 1 0 -1 —-2/-1 -2 1 00 0[0 0 0O

Obteniendo que los tres sistemas son compatibles y pudiendo afirmar asi que
Gen(Sr) < Gen(Sg). Sin embargo, no hemos demostrado atn si son o no iguales,
solo que el subespacio generado por S esta contenido en el de Sg.

Reciprocamente, estudiemos ahora si los vectores de Sg se pueden generar a partir
de SFZ

M24+222+ )+ 2 -z +2?)+ Nz +a?+2%) = 1—a+2a?
M24+222+ %)+ 2 -+ 2?)+ Nz +22+2%) = 1+a+ 227,
M2+222+23) + 2 —x+2Y) + @ +22+23) = 1+22 28
teniendo asi que estudiar la matriz

o)1 1 1 2 2 01 1 1 2 2 01 1 1
l-r1 0} _(0-11/-1 1 0 (_ [O0-11}]-1 1 0
170 2 1 0 -1 1|-1 1 0 0o 0 00 0 O
1171 0 —1 0 -2 21 -1 -3 0 0 03 -3 -3

Obteniendo que ningin sistema de ecuaciones es compatible y, por tanto que
Gen(Sg) ¢ Gen(Sr). Concluimos que Gen(Sg) # Gen(Sr), pero Gen(Sr) es un
subespacio de Gen(SEg).
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Podriamos haberlo estudiado de otra manera. Sabiendo que Sg es un conjunto
linealmente independiente, forma una base de Gen(Sg), que denotaremos por Bg.
De esta forma podriamos estudiar si S es también base del mismo subespacio
mediante el rango de la matriz M (Sr)p,. Para hallar esta matriz retomaremos
los célculos previos y terminaremos de realizar Gauss-Jordan:

11 11]2 2 0 1 1021 1 1001 1 O

02 112 1 1 01 0j1 0 1 01 0|1 0 1

00 -3/0 33| [oo1jo1 -1 |7]lo0oo01{01 -1

00 010 0 O 00 0[O0 0 O 00 0l0 0 O
11 0

Obteniendo M (Sp)p, = (1 0 1 |, que tiene claramente rango 2. Asi, por
01 -1

el Teorema 2.3, S no es ni linealmente independiente ni sistema generador de

Gen(Sg).

. Ecuaciones paramétricas en B. Consideremos una base Bde V'y B = {uy, Uz, ..., Un }
una base del subespacio E. Ya sabemos que todo € € E se puede expresar como

€= MUy + Nty + -+ + A\,

que tomando coordenadas en B, obtenemos que

At
— — — — — — >\2
= [€]p = M[u1]s + Aolti2]g + - 4 A [tim]B = ( [u1]5 ‘ 2] ‘ ‘ [tim ] ) N
Am
es decir, a la expresion
x1 A1
Z2 Ao
= M(BE)B
Tn A

es a la que llamaremos ecuaciones parametricas de E en B, ya que segiin vayamos
cambiando los pardmetros \; obtendremos distintas coordenadas en B de vectores de
E. Se puede observar que el nimero de parametros depende del tamano del sistema
generador y, sin embargo, el vector de E se expresa en coordenadas en B, es decir,
hay tantas componentes como dimension tenga V', no E.

Importante, para hablar de ecuaciones paramétricas debemos trabajar con una
base de E y otra base de V. No es suficiente un sistema generador.

Por otro lado, las ecuaciones paramétricas, por la estructura que tienen, pueden
interpretarse como la solucion de un sistema de ecuaciones lineales homogéneo.

EJeMPLO 25. En R?, hallemos las ecuaciones paramétricas del subespacio

T
E = yleR |z +4y—22=0
2
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1 1 1
en B.yen B = o, 1], (1 . Ya vimos en el ejemplo anterior que Bg =
0 0 1
—4 2
11,10 es una base de E, entonces basta con calcular M (Bg)g,, que es
0 1
inmediata:
E3 —4 2 r = —4\N +2u
A
yl=11 0 [ ] — y = A
| 2| o 1/ z = 7
o
con [€]p, = | y | son las ecuaciones paramétricas de E en B..
z
Por otro lado, para hallar las ecuaciones paramétricas de E en B debemos calcular

primero M (Bg)s

11 1]-4 2 1104 1 1 0 0]-5 2
o11;1 0f-—-101O0}]1 -1 }|—-101SP0]1 —-191,
0010 1 0010 1 0010 1
teniendo que:
x’ -5 2 ¥ = =5\ +2u
/ )\ /
yili=11 -1 [ ] — y = A
2! o 1) Z = ]
.,L,/
con [€]p = | ¥' | son las ecuaciones paramétricas de E en B.
Z/

Observar que las ecuaciones paramétricas en B, coinciden con la solucion de x +
4y — 2z = 0, pero las ecuaciones paramétricas en B no son solucion. Esto se debe a
que estan expresadas en bases distintas.

. Ecuaciones implicitas en B. Como las ecuaciones paramétricas de un subespacio

E en B pueden interpretarse como la soluciéon de un sistema de ecuaciones lineales
homogéneo, podemos hallar uno que tenga como solucién las ecuaciones paramétricas
de E en B. A este sistema lo llamaremos ecuaciones implicitas/cartesianas de £
en B.

Propiedades de las ecuaciones implicitas: Partamos de las ecuaciones paramétricas
de F en B

T )\1
) )\2
= M(Bg)s
T A

Cualquier sistema de ecuaciones homogéneo, AX = 0, que las tenga como solucion
debe verificar que la matriz A debe tener dim(V) = n columnas. Por otro lado,
la solucién cuenta con m pardametros (o grados de libertad), es decir, siguiendo el
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Teorema 1.1, n —rg(A) = m. Como m coincide con la dimensién de E' y n con la de
V', podemos reescribir la expresion anterior como

dim(V) —rg(A) = dim(E).

En general, reservamos el nombre de ecuaciones implicitas al minimo ntimero de ecua-
ciones necesarias para describir el sistema de ecuaciones. Matricialmente esto equivale
a que rg(A) = numero de ecuaciones implicitas.

EJEMPLO 26. a) Para hallar las ecuaciones implicitas de un subespacio eliminare-
mos los parametros de las ecuaciones paramétricas.
En R?, supongamos que las ecuaciones paramétricas del subespacio F en B =

1 1 1
Of, 1], 11 son
0 0 1
x -5 2 ¥ = —=b\ +2u
/ A /
yl=11 -1 l ] = y = A,
2! o 1 /)LH Z = ]
l,l
con [€]p = | ¥’ |. Si pensamos las ecuaciones como un sistema de ecuaciones con
Z,

incognitas A, p, sabemos que resultaria en un sistema compatible. Imponiendo esta
condicién sobre el sistema:

-5 2 |2 -1 Y -1 Y
1] 1|y |=| 0 =3|«+5y || o [1] o

0 1| 0 2 0 0 |2'+5y +37

obtenemos la condicién x’ + 5y’ + 32’ = 0 para que el sistema sea compatible. Asi,
diremos que 2’ + 5y’ + 32" = 0 es la ecuacién implicita de E en B.
Observar que las ecuaciones paramétricas en BB son solucién de la ecuacion.
Y, siguiendo el ejemplo anterior, ya sabemos que la ecuacién implicita en B, es
x + 4y — 2z = 0, que no coincide con la anterior, pero siguen siendo sendas
ecuaciones implicitas del mismo subespacio, solo que en distintas bases.

b) Supongamos ahora que tenemos el siguiente subespacio de R*

en B,

p— ¥ =y 42 20 = 0
I T +t' = 0

donde B = . Si queremos hallar una base de F, resol-

)

o OO
SO ==
Or;'r—\)—t
I—‘I;.H)—\

vamos el sistema

i -1 12y /Mf -1 1 2
1 1 01 0 [2] -1 -1
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teniendo como solucion

x/ = _>\ _3/,L x/ _1 _3
y/ = )\ +/,[/ . y/ _ 1 1
S 9) , 0 vectorialmente, | = by 5 + 1 0
t/ - 2M t/ 0 2
Pero observamos que hemos calculado las coordenadas de un vector en B, asi que
13 2] o
: 1 1 3 3
hemos obtenido que [Br|z = 5 || o y, por tanto, B = Nk
0 2 0 9

TEOREMA 2.5. Sea V' un K-espacio vectorial y B una base de V. Son equivalentes
1. Ec 'V es un subespacio vectorial,
2. existe A € M(K),xaim(v) de rango r tal que [E]p = {X € RI=(V) | AX = 0}.

DEMOSTRACION.
a) = b) | Esta implicacién es la definicién de las ecuaciones implicitas de E en B.

b) = a) | Reciprocamente, supongamos que existe una matriz A € M (K)Mdim(v) de ran-

go r tal que las coordenadas del subconjunto E se pueden escribir como [E|zg = {X €
RImY) | AX = 0}. Como es un sistema homogéneo serd compatible, y tendrd dim(V)—r = m
grados de libertad. Si resolvemos el sistema AX = 0, tendremos que cualquier solucién X se
puede expresar como

X=X+ 0Xo+ -+ N X,

En particular, X, X5, ..., X, son también soluciones de AX = 0. Como X, Xq, ..., X,, son a
su vez las coordenadas de vectores de E en B, existiran v, uy, ..., Uy, € F tales que [U]z = X,
[th]s = X4, .., [Um]s = Xm- Es decir, podemos reescribir la expresién anterior vectorialmente

U= MUy + Xty + -+ - + AUy,

Obteniendo que todo vector v € E se puede expresar como combinacion lineal de 7, ..., i, o,
en otras palabras, £ = Gen({uy, ..., i, }) siendo asi que E es un subespacio vectorial generado
por {wy, ..., U} O

El teorema entonces nos permite justificar que un subconjunto es un subespacio vectorial si
podemos describir las coordenadas de sus vectores como solucién de un sistema de ecuaciones
lineales homogéneo. Simplificando asi el estudio a una mera observacion.

TEOREMA 2.6. Sea V un K-espacio vectorial y E un subespacio vectorial. Consideremos B
y C dos bases de V' y supongamos que Ag, Ac € M, xaimv)(K) son las matrices de coeficientes
de las ecuaciones implicitas de E en B y C respectivamente. Demuestra que Ag y Ac son
matrices equivalentes por columnas.

DEMOSTRACION. Por definicién, las ecuaciones implicitas en B de un subespacio E son
el sistema de ecuaciones homogéneo que tiene a las ecuaciones paramétricas en B M (Bg)s
como solucién, donde Bg es una base de F. Esto, matricialmente se puede expresar como

AsM(Bg)s = 0.



3. SUBESPACIOS VECTORIALES 43

Por otro lado, sabemos que las matrices M (Bg)g v M (Bg)c son equivalentes por filas. En
particular,
P eM(Bg)e = M(Bg)s.

Entonces, sustituyendo
0 =AgM(Bg)s = (AsPs—c)M(Bg)c

obteniendo que AgPg. ¢ son ecuaciones implicitas de E en C, es decir, Ac = AgPgc. Tenien-
do asi que ecuaciones implicitas de E en distintas bases son equivalentes por columnas. [

EJEMPLO 27. A toda matriz A = (A;|Ay|---|A,,) de tamano n x m se le pueden asociar
dos importantes subespacios vectoriales:

1. El subespacio columna de A, aquel generado por las columnas de A, es decir
Col(A4) = Gen({Ay, ..., A, }) < R™.

Por definicion, las columnas ya forman un sistema generador. Para comprobar si las
columnas forman una base de este subespacio bastaria con comprobar si son lineal-
mente independientes, y en caso de que no lo fuesen, considerar un subconjunto de
columnas que si lo sean.

2. El subespacio nulo de A, aquel que coincide con las soluciones del sistema de
ecuaciones homogéneo AX = 0, es decir,

Nul(A) = {X e R™ | AX =0} c R™
Para hallar una base, bastaria con resolver el sistema de ecuaciones homogéneo.

Estos dos ejemplos son, en otras palabras, un resumen de cémo describir un subespacio
vectorial con una matriz. O mediante una matriz que indique sus ecuaciones paramétricas
coincidiendo con la matriz del subespacio columna, o que indique sus ecuaciones implicitas
coincidiendo con la matriz del subespacio nulo.

(Egercicto). En M(R),, consideremos el subespacio vectorial B = {A | tr(A) = 0}.
Hallar dos matrices Ng y Cg tales que Col(Cg) = Nul(Ng) = [E]s,.

_. Sea V un K-espacio vectorial y sean E' y F' dos subespacios vectoriales.

Se definen los subespacios:
1. Intersecciéon de EF y F

EnF:={ieV |ueFEyiueF}.
2. Sumade FyF
E+F:={¢+feV |écE, feF)}

En el caso de que En F' = {6}, denotaremos al subespacio suma por E@® F' y diremos que la
suma es directa. Ademas, diremos que F' es el complementario de E y lo denotaremos
por E¢ = F.

La idea de suma directa es una manera de “trocear” un espacio vectorial de manera
“limpia”, con la intencién de que cada trozo tenga un interés independiente. Esto se puede
ver claramente por ejemplo si queremos realizar una rotacion en el espacio, el eje y el plano
de rotacién jugaran papeles distintos.
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1 0 0
4 . . 0 1 2
EJeEMPLO 28. En R*, consideremos los subespacios E con base Bg = NN R
-1 1 1
y
_ ) -y +t = 0
F_{:c +z —t = 0 en Be.

1. Para hallar una base de la interseccion £ n F', primero hallemos sus ecuaciones implici-
tas, y es suficiente con juntar las ecuaciones implicitas de ambos subespacios en la
misma base. Ya que tenemos las ecuaciones de F' en B., hallemos las de £ también

en B,.:
0 0|z 0 0| = 0 0 T
01 2|y | | 0 2y | 0 2 y
1 1 -1z 0 1 —-1|z—= 0 0 2—xr—y
-1 1 1 |t 0 1 1 |xz+t 0 0 —-1llz+t—y
0 0 x
| 0 2 Y
0 O Z2—x—Y
0 0 0 |—-drx+2y+2—3t
teniendo que la ecuacion implicita de E en B,
E={4r—2y—2+3t=0 enB.
Entonces las ecuaciones implicitas de £ n F en B.,.
dr -2y —z +3t = 0
EnF= r -y +t = 0 en B,
x +z -t =0
que resolviendo el sistema
4 -2 -1 3 1] =1 0 1 1] -1 0 1
1] -1 0 1]-]0 2 -1 -1|-[0o [1] 1 -2],
0 0 3

1 0 1 -1 0 [1] 1 -2

teniendo como solucién, expresada vectorialmente,

= A

+ e R
— =

y por tanto [Be~r|s, = Be~r =

— == O
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2. Hallemos una base de E + F'. Sélo necesitamos saber que F + F' esta generado por la
union de bases de ambos subespacios. Como ya tenemos una base de E, hallemos una
base de F'. Tan solo tenemos que resolver las ecuaciones implicitas de F

Forh)-Gagt )

1 0 1 -1 0 1 -2
-1 1
teniendo que [Brlg, = Br = _11 : g . De este modo, un sistema generador
0 1
1 0 0 —1 1
de F+ F es Sgyip = (1) , 1 , _21 , 711 , (2) . Basta con obtener un
-1 1 1 0 1

subconjunto linealmente independiente, que siguiendo el razonamiento del Ejemplo
18.4,

1] o o -1 1 1] o 0o -1 1 1] o 0o -1 1
01 2 —-12| (o[ 2 -1 2| 0[] 2 -1 2
1 1 -1 1 0 0 1 -1 2 -1 0 0 -3 3 -3
11 1 0 1 0o 1 1 -1 2 0 0 [-1] 0 o

|
—_
SN =

S o oF]

o OHO

OH[\D (e}
o

1 0 0 -1

. 0 1 2 -1
Obteniendo que Bp,rp = B EIEE es una base de F + F.

-1 1 1 0

Teniendo entonces que E + F = R*,

3. Por 1ltimo, hallemos el subespacio complementario de F', F°. La idea es muy sencilla:
partiendo de una base del subespacio F' debemos anadir vectores hasta conseguir una
base de V = R*. Hay muchas formas de afadir estos vectores. Veamos dos:

a) Anadiendo vectores que no verifiquen sus ecuaciones implicitas. Por ejemplo,

o OO

no satisfacen claramente las ecuaciones implicitas de F' en B.. Ademas

o
e )
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([ -1 1] [1 0
-1 2 0 1 4
5 1 tol Lol o forma claramente una base de R*, asi que Bpe =
| 0 1 0 0
( =1 0 3
4 8 , (1) » es una base del subespacio F°, que es complementario a F'.
0 0 )

\ L
b) Anadiendo vectores tras estudiar la independencia de una base de F'. La tinica par-
ticularidad que tiene este método es que trabajaremos sobre la matriz traspuesta

(M(Br)s.)":

F1] -1 10y (] -1 10
1 2 01 0 [1] 1 1)

Y anadiremos vectores de la base canodnica tales que no coincidan con los pivotes.

0 0
En este caso Bpe = (1) , 8 es una base de otro subespacio F°, que es
0 1

complementario a F'.
4.

TEOREMA 2.7. Sea V un K-espacio vectorial y B una base de V. Consideremos E y F
dos subespacios vectoriales y Ng, Np, Cg, Cp matrices tales que [E|s = Nul(Ng) = Col(Cg)
y [Flg = Nul(Np) = Col(CF). Entonces

1. [En F|g = Nul (NE) Y,
Ng
2. [E+F]B = OOl( Cg ‘ Cr )
DEMOSTRACION. Queda como ejercicio. |
EJEMPLO 29.

TEOREMA 2.8. Sea V un K-espacio vectorial con E y F dos subespacios vectoriales.
Entonces

dim(F + F) = dim(E) + dim(F) — dim(E n F).

DEMOSTRACION. Por comodidad, escribamos dim(E) = d., dim(F) = d; y dim(EnF) =

d;. Consideremos Bg~r = {;1, cee Zdi} una base de ' n F. Ahora, consideremos dos bases
de los respectivos subespacios complementarios a £y F, {€4,11, -- -, €4.} ¥ {far+15 -+ fa; }-
Entonces debemos demostrar que
B={i1, ...,y Caty s Caoy Jaiets s Ji )
es una base de E + F.
= 3 es un sistema generador de E' + F porque Bg = {Zl, ey Zdi, €441, -+ - €q,} €8 base

deEprz{;l,...,fdi,ﬂi+1,...,fdf}esbasedeF,szBEqu.
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= Para ver que son linealmente independientes estudiemos la ecuacién vectorial

—

(z101 + -+ 2g,ia;) + (g, 41€0,41 + -+ + Ta,€a,) + (Tagor1 far + -+ g, fa,) = 0.
Si llamamos 4 = Tq, 1 fa,41 + - + Ta, fa, € I, tenemos que
U = —((Elil + -+ l‘diidi) - (xdi+1€di+1 + -+ xdeéde) e F,
es decir, 4 € E n F, asi que podremos expresarlo iinicamente como combinacién lineal
de la base Bg~r:
U= Aty + - Ag,lq,-
Sustituyendo esta expresion en la ecuacion anterior tenemos:
/\1’i1 + - Adiidi = —({L‘lil + -+ xdiidi) — (:Edi+1edi+1 + -+ ZL‘deede),
o lo que es lo mismo,
((1’1 + >\1)i1 + -+ (l‘di + >‘d1>2d1> + ('sz‘+1€di+1 + -+ l’de€de) =0

Como es una ecuacién expresada en términos de la base Bg, que es linealmente in-
dependiente, tenemos que en particular z4,41 = --- = x4, = 0. Pudiendo reescribir
nuestra primera ecuacién vectorial como:

(561;1 + -+ Zl]dl,;di) + (Q?dﬁ+1ﬁi+1 + -+ xdfﬁf) = 6,

que es una ecuacién expresada en términos de la base Bp, y de nuevo, como es li-
nealmente independiente, tenemos que z1 = -+ = x4
Concluyendo que B es linealmente independiente, y por tanto base de £ + F.

; = xde-‘rl = s . = xdf = 0‘

Por ultimo, sélo falta contar cudntos vectores tiene la base B, y tiene exdctamente d.+ds—d; =

dim(F) + dim(F) — dim(E n F). O

TEOREMA 2.9. Sea V' un K-espacio vectorial y B una base. Bg,Br < V son base del
mismo subespacio vectorial si, y solo si, M(Bg)g y M(Br)s son equivalentes por columnas.

DEMOSTRACION.

Supongamos que Bg = {€1, ..., €} v Br = {f1, ..., fm} son base del mismo subes-
pacio vectorial. Entonces, en particular, cada vector de Bg se puede expresar como
combinacion lineal de los vectores de B, obteniendo asi las siguientes m expresiones

vectoriales:
[ P11 ]
[51]31? = :
. . | Pm1 |
& = pufit+--+pmfm P12
52 = p12f1 + -+ mefm [gQ]BF =
—
| Pma2 |
gm = plmf1++pmmfm :
Pim
[gm]BF = :
_pmm
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Por otro lado, tomando coordenadas en B en cada expresion, tenemos que

P11
[@]s = pulfils+- +pulfuls = MBr)s| :
| Pm1 |
[ P12 ]
[&als = pelfils+ o +pmelfnls = MBp)s|
| Pm2
Pim
[gm]B = le[ﬁ]B +-- pmm[fm]B = M(BF)B :
Pmm
Entonces, columna a columna:
P11 Pim
MBg)sg=([éls]| - |[émls )= MBp)s| : o | M(Bp)s | = M(Br)sP,
Pmi Pmm
donde
P11 Pim
P = S RS E = ([&lse |- | [Enlsr ) = M(Be)s, = Popesp-
Pmi1 Pmm
Siendo entonces P invertible ya que coincide con la matriz de cambio de base de Bg
a Bp.

Reciprocamente, supongamos que existe una matriz invertible P tal que M (Bg)g =
M (Br)gP. Entonces, observando las columnas de las matrices tenemos que

[ P11 |
[e]s = M(Sp)s| : = pn[fl]B + 4 P [fm]B
| Pm1
[ D12 | ) B
[2ls = M(Sp)s| = pielfils + - 4 PmalfulB
| Pm2 |
Pim . .
[gm]B = M(SF)B = phn[fl]B"" +pmm[fm]8

Pmm
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Demostrando que [Gen(Bg)|s < [Gen(Br)]z. Como P es invertible, si trabajamos
con la expresién matricial M(Bg)gP~' = M(Br)s, obtendremos que [Gen(Br)|s <
[Gen(Bg)]|s, vy por tanto [Gen(Bg)|s = [Gen(Br)]s.

0J






TEMA 3

Transformaciones lineales

En Matematicas, es basico relacionar distintos conjuntos de nuimeros, de vectores, de
soluciones de una ecuacién diferencial, etc. Y para ello utilizamos el concepto de funcion. En
particular, para dos conjuntos X e Y, queremos asociar un elemento x € X con un tnico
elemento y € Y. Esta relacién la denotaremos como f: X — Yy f(x) = y. Al conjunto X se
le llama dominio de f y a Y codominio de f. Para cada z € X llamaremos imagen de
x por fa f(r)€e Y,y denotamos al conjunto de todas las imdgenes por f como

m(f):={f(z) | ze X} <Y,

que llamaremos imagen de f. En general Im(f) no tiene por qué coincidir con Y.

1. Definiciones basicas

DEFINICION . . .
_. Sean V' y W dos K-espacios vectoriales. Diremos que T: V' — W es una

transformacién lineal si verifica para todo @, 7€V y A e K
1. T(d+7) =Tu) + T (V) y,
2. T(\I) = NT'(u).
Si S = {u, Ua, ..., Uy} <V entonces definimos T'(S) := {T(@1), T(uz), ..., T(U,)} = W.

EsevpLo 30. Sean T:V — W y S: V — W dos transformaciones lineales. Podemos
definir las siguientes nuevas transformaciones:

1. T+ S:V — W definida como (T + S)(u) := T'(@) + S(@). Que resulta ser de nuevo
una transformacion lineal. Por la definicién de 7'+ S y sabiendo que 7" y S son
transformaciones lineales:

a)
(T+S)(u+7) =T(W+79)+S(u+v) =T+ TW)+ S(uw)+ S(V)
+

b)
(T + S)(Ai@) =T(\0)+ S\d) = \T(@) + \S(@) = N(T'(a) + S(u))
= \T + S)(u)
2. AT : V — W definida como (AT')(u) := Au también es una transformacién lineal.

Con esto hemos demostrado que el conjunto
Hom(V, W) :={T:V — W | T es lineal}

es un K—espacio vectorial que se denomina el espacio vectorial de homomorfismos entre

VyW.
51
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DEFINICIOGN oo .
_. Sea T': V — W una transformacion lineal. Diremos que

1. T es inyectiva si @, 7 € V tales que T'(@) = T'(¥) entonces @ = U

2. T es sobreyectiva si para todo @ € W existe @ € V tal que T'() = .
3. T es biyectiva si es inyectiva y sobreyectiva.

El siguiente teorema nos indica que para comprobar la inyectividad de una transformacion
lineal basta con estudiarlo inicamente para el vector nulo.

TEOREMA 3.1. Sea T': V. — W una transformacion lineal. Entonces T' es inyectiva si, y
solo si, W eV tal que T(@) = 0 entonces @ = 0.

DEMOSTRACION. Supongamos primero que T es inyectiva. Como T es lineal verifica
T(0) = T(0-0) = 0-T(0) = 0. Ahora, si @ € V tal que T(@) = 0 = T(0), por la inyec-
tividad de 7', @ = 0.

Remprocamente supongamos que nuestra transformacién lineal T" verifica que si @ € V'

tal que T'(d) = 0 entonces @ = 0. Para demostrar que es inyectiva, consideremos u,v € V
tales que T'(4) = T'(¢). Como T es lineal

T@) =T < T@-T@ =0 <— T(@@—7) =0,
y por tanto @ — ¥ = 0, es decir, @ = ¥, demostrando que T es inyectiva. O

Hemos estudiado en el tema anterior la importancia de las combinaciones lineales de un
conjunto finito de vectores, al igual que las propiedades de independencia y sistema generador.
Maés concretamente, si V' es un K—espacio vectorial y B = {51, bo, ..., l;n} una base de V/,
entonces todo @ € V' lo podemos expresar como la siguiente combinacion lineal

@ = Mby + Moy + -+ M\,b, € V.

Ahora, si consideramos la transformacién lineal T: V' — W, como tenemos dos espacios vec-
toriales relacionados mediante 7', queremos saber cuando estas propiedades de independencia
y sistema generador se conservan, es decir, aplicando la transformacion T a , y utilizando
la linealidad:

T(@) = MT(b1) + AT (bs) + - + AT (by) € W,

queremos saber cuéndo T'(B) = {T'(by), T'(bs), .. ., T(gn)} es también independiente y sistema
generador de W. El siguiente teorema resuelve este problema.

TEOREMA 3.2. Sea T:V — W una transformacion lineal.

1. T es inyectiva si, y solo si, para todo S <V linealmente independiente entonces T'(S)
es linealmente independiente.

2. T es sobreyectiva si, y solo si, para todo S < V' sistema generador de V' entonces T(.5)
es sistema generador de W.

3. T es biyectiva si, y solo si, para toda base B de V' entonces T(B) es base de W.

DEMOSTRACION.



2. MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION LINEAL 53

1.[=] Supongamos que 7" es inyectiva. Queremos ver que si S = {uy, Ua, ..., Un} €S
linealmente independiente, entonces T'(S) = {T'(u1), T(uz), ..., T(uy)} es lineal-
mente independiente. Para estudiar la independencia, debemos estudiar las solu-
ciones de la ecuacién vectorial

Aplicando la linealidad de T', la ecuacién vectorial anterior la podemos reescribir
como

T(x1iy + Toily + - - - + 2pily) = 0.
Ahora, como T es inyectiva, por el Teorema 3.1, el argumento de T coincide con
0, es decir,

Tyl + Talls + -+ + Tpiiy = 0,

y como S es linealmente independiente, tenemos que 1 = 29 = -+ = x,, = 0,
demostrando asi que 7'(.S) es linealmente independiente.

Supongamos que 1 verifica la propiedad: Si S < V es linealmente independiente,
entonces 7'(S) es linealmente independiente. Queremos demostrar que 7" es inyec-
tiva. Por el Teorema 3.1, es suficiente con demostrar que 1" verifica la propledad
Si T(u) = 0 entonces @ = 0, que es equivalente a: si @ # 0 entonces T(1) # 0.
Entonces, si tomamos @ # 0, el conjunto {u} es linealmente independiente, y por
la propledad de T', sabemos que {T'(#)} es linealmente independiente, que implica
necesariamente T'(u) # 0. Demostrando que T es inyectiva.

O

2. Matriz asociada a una transformacién lineal

Sean V' y W dos K-espacios vectoriales con bases By = {by,ba,...,b,} y Bw respectiva-
mente. Queremos estudiar una transformacion lineal T: V' — W y para ello vamos a estudiar
el transformado de un vector cualquiera « € V. Primero, las coordenadas de @ en By son

I
[U]g, = 35:2 , es decir, U = xlgl + xQEQ + - xnl;n Asi, aplicando la transformacién a i
-
T(@) = T(x1by + waby + -+ xpby) = 21 T(b1) + 29T (bs) + - - + 2, T (D),
y tomando coordenadas en By :
T
[T@)]g = 21T G s + 2l TG + - + 2l TGy = MTB sy | |-
Tn

que denotanto a la matriz M(T'(By))s,, = M(T)p,, s, verifica que
[T(@)]w = M(T)By py U], -

Es decir, la matriz M(7T')g,, 5, estd actuando como la transformacién lineal 7.
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Utilizando la matriz asociada a una transformacién lineal podemos reescribir el Teorema
3.2 teniendo en cuenta el Teorema 2.3:

TEOREMA 3.3. Sea T:V — W una transformacion lineal con By y By bases de V .y W
respectivamente.

1. T es inyectiva si, y solo si, rg(M(T)pyn,) = dimV = n? columnas,

2. T es sobreyectiva si, y solo si, rg(M(T)gy —p,) = dim W = n? filas,

3. T es biyectiva si, y solo si, 1g(M(T)pyn,) = dimV = dimW = n? columnas =
n? filas.

TEOREMA 3.4. Sea T:V — W una transformacion lineal y sean By ,Cy bases de V y
Bw,Cw bases de W. Entonces

M(T)BW‘_BV = PBW‘_CWM(T)CW‘_CV PCV<—BV'
En particular, si V=W con B =By = By yC = Cy = Cw, entonces
M(T)gen = PaeeM(T)cecPecn )
= PBHCM(IT)CHC (Ppec)”
= (FPees) M(T)ccFees-

DEMOSTRACION. O

_. Sean A y B dos matrices cuadradas del mismo tamano. Decimos que A y

B son matrices semejantes si existe P invertible tal que A = PBP~ .

Segun el Teorema 3.4, distintas matrices asociadas a una misma transformacién lineal
T:V — V en mismas bases son matrices semejantes.

TEOREMA 3.5. SeanT:V —- W y S: V. — W dos transformaciones lineales y By y By
bases de V' y W respectivamente. Entonces

M(T + S)BW‘_BV = M(T)BW‘_BV + M<S)BW‘_BV7 M()‘ : T)BW‘_BV =X\ M(T)BW‘_BV'

TEOREMA 3.6. Sea Hom(V, W) el espacio vectorial de homomorfismos entre V. y W con
By y By bases de V. y W respectivamente. Entonces

M)y sy : Hom(V,W) — Maimw)xdimv) (K)
es una transformacion lineal biyectiva.

Adicionalmente, el siguiente Teorema justifica la definicién del producto matricial. El
producto entre dos matrices se define para que se verifique que la matriz asociada a la com-
posicién coincida con el producto de las matrices asociadas. Primero recordamos que dadas
dos transformaciones lineales T: U — V y S: V — W, se define la composicion de T con S
como la nueva transformacion S oT: U — W tal que (S oT)(@) := S(T'(@)), que resulta ser
también lineal.

TEOREMA 3.7. Sean T: U —V y S: V. — W dos transformaciones lineales y By, By y
By bases de U,V y W respectivamente. Entonces

M(S © T)BW‘_BU = M(S)BW‘_BV ’ M(T)BV‘—BU'
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DEMOSTRACION. Sea By = {51, by, ..., gn} la base de U. Entonces, para todo ¢ €
{1, ..., n},
M(S o T)pysylbils, = [(SoT)(bi)lsw = [S(T(b:))]sw
= Moo TGy
= M(S)BW‘_BVM(T)BV‘_BU [bi]BU'
Concluyendo que todas las columnas de M(S o T)g,en, ¥ M(S)sy s, - M(T)p,—p, son
iguales y, consecuentemente, las matrices también lo son. [

3. Subespacios asociados a una transformacion lineal

DEFINICION A . .
_. Sea T': V — W una transformacién lineal. Se pueden definir los siguientes

conjuntos:
1. El niicleo de T, Nuc(T) := {# eV | T(@) = 0} c V.
2. La imagen de T, Im(7") = {w e W | existe @ € V tal que T'(4) = W} < W.
. Sea T: V — W una transformacion lineal. Demostrar que los conjuntos
Nuc(T') e Im(7T') son subespacios vectoriales de V' y W respectivamente.
TEOREMA 3.8. Sea T: V — W una transformacion lineal.
1. T es inyectiva si, y solo si, dim(Nuc(T")) = 0.
2. T es sobreyectiva si, y solo si, dim(Im(7)) = dim(W).

TEOREMA 3.9. Sea T: V — W wuna transformacion lineal con By y By bases de V- y W
respectivamente. Entonces
[Nuc(T)]s, = Nul(M(T)gy8,), [Im(T)]s, = Col(M(T)s,s,)-
En particular, dim(Im(7")) = rg(M(T) sy 5, ) y dim(Nuc(7)) = dim(V) —rg(M(T) s, 5, )-
TEOREMA 3.10. Sea T: V — W wuna transformacion lineal. Entonces
dim(V) = dim(Nuc(7")) + dim(Im(7")).

4. Diagonalizacion por semejanza

En este tema vamos a trabajaremos con transformaciones lineales con un tnico espacio
vectorial, T: V — V. Estas transformaciones lineales también reciben el nombre de endo-
morfismos. o -

Ya hemos estudiado que, dada una base D = {dy, ds, ..., d,} de V', podemos considerar la
matriz asociada en D de T', y que hemos denotado por M(T)p.p. El pregunta que queremos
resolver en este tema es:

. Qué debe verificar la base D para que M (T)p_p sea diagonal?

Sabiendo que M (T)p_p = M(T(D))p = ( [T(dy)]p ‘ [T(da)]p ‘ ‘ [T(d,,)]p ), sila matriz
fuese diagonal significaria que las columnas serian de la forma
A1 0 0
- 0 - A2 - 0
[Td)lo=| .|, [Td)o=|.], , [T =1 . |,

0 0 A
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que vectorialmente es equivalente a

T(dy) = Mdi, T(ds) = Xads, ..., T(dy) = Audy.
Entonces debemos hallar una base D = {d:, JQ, cee d;} cuyos vectores verifiquen la propiedad
anterior T'(d;) = \;d; para todo i € {1, ..., n}.

EJeEMPLO 31. Sea T: R? — R? definida como T [ﬂ = [g_] Hallar vectores @ € R? que

verifiquen la propiedad T'(#) = A@ no es una tarea que deba subestimarse. Por ejemplo,
ya que no tenemos ninguna condicién sobre A, jexiste @ = B] tal que T [ﬂ =2 B]?,
que, aplicando la definicion de T, es equivalente a, ;existe v = ayc tal que z =2 z ?

Proporcionando el siguiente sistema de ecuaciones
—2r +y = 0
r 2y = 0

que tiene como tnica solucién x = y = 0, es decir, el inico vector @ que verifica T'(@) = 2
es u = 0y, como queremos que u forme parte de una base, queremos soluciones no nulas. Asi
que para A = 2 no es posible. ;jExistird algin valor de A para el que podamos encontrar un

vector no nulo?, es decir, jexiste A para el cual existe @ = [ﬂ # 0 tal que T lﬂ = A [ﬂ?

Al igual que antes, esto es equivalente a, jexiste A para el cual existe u = :yc # 0 tal que

[i] = A [;] ? Del cual obtenemos el siguiente sistema de ecuaciones lineales homogéneo:

x4y = 0
r =y = 07

que no tendra solucién tnica si el rango de la matriz de coeficientes es menor que dos. En
particular, si su determinante es igual a 0:

-2 1Y) B
det(1 _)\>—/\—1—0,

teniendo que el sistema sera indeterminado solo si A = 1 o A = —1. Entonces, para A = 1
tenemos una posible solucion B], y para A = —1 otra solucién [_11] Es decir,

rh] -l e [V
Y, por tanto, la base D — {m , [_11]} verifica que

M(T)p. = (3 _01) .
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Asi, disenaremos una estrategia general para hallar primero esos escalares \; € K y, des-
pués, hallaremos los vectores de la base tan sélo resolviendo un sistema de ecuaciones lineales.
Para ello, denotemos por A = M (7). la matriz asociada a T' en una base cualquiera B de
V' y por X = [iu]g.

Primero, hallemos los escalares A € K aptos para resolver el problema 7T'(#) = A, con
u # 0:

T(@)=Xi <= T@@ - i=0 = T(@)— Ady)(@) = (T —Ndy)(@) =0,
es decir, @ € Nuc(T — Md) # {0}. Que matricialmente podemos reescribir como:

AX =)2X = AX-XMX =0 <<= AX-)ANX=0 <<= (A-X)X=0,

en este caso, X € Nul(A — \I) # {0}. Que tendra solucién no nula si la matriz de coeficientes
A— I no tiene rango maximo, es decir, para aquellos valores A € K tales que det(A—M\I) = 0.

Después, una vez hallado los valores de A aptos, basta con hallar una soluciéon no nula de
los respectivos sistemas de ecuaciones homogéneos con matriz de coeficientes A — AI.

EJercicIio|. Repetir la argumentacion si la matriz asociada a 71" estd expresada en bases
distintas, es decir, A = M(T)cp5.

DEFINICION o
_. Sea T': V — V una transformacion lineal y sea B una base de V.

1. A e K es un autovalor de T si existe 0 # @ € V tal que T(@) = A, y se dird que A
es un autovalor asociado a .

2. 0 # @€V es un autovector de T si existe A € K tal que T(u) = A\, y se dird que @
es un autovector asociado a \.

3. Para cada autovalor A de T definimos el subespacio propio asociado a A como
V)\ . NuC(T - )\Idv)

4. Se define el polinomio caracteristico de 7' como p(\) := det(M(T)pp — AI).

PROPIEDADES.

1. X es autovalor si, y solo si, es raiz del polinomio caracteristico, es decir, p(\) = 0.
2. Vi # {0} si, y solo si, A es autovalor.
3. U es autovector asociado a A si, y solo si, 0 # 1 € V).

TEOREMA 3.11. Sea T: V — V wuna transformacion lineal y sean \ y pu dos autovalores
distintos. Entonces Vy n'V,, = {0}.

DEMOSTRACION. Si @ € V) n'V,, entonces por un lado @ € V) teniendo que T'(@) = A,
y por el otro lado, @ € V,, teniendo ademds que T'(«) = pil. Asi, juntando ambas igualdades
tenemos que
Mi=pi «— WN—pi=0 <— a=0
ya que A — u # 0, pues A # p. Demostrando que si un vector esta en V) n V), debe ser el
vector nulo. 0

Este teorema nos permite asegurar entonces que a distintos autovalores, los autovectores
asociados seran linealmente independientes.

Obteniendo asi la estrategia para tratar de hallar una base D tal que M(T)p_p sea
diagonal.
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T 3r +3y —9z
EJEMPLO 32. SeaT: R?® — R3 la transformacién definidacomo T |y | = | —x +Ty +=z
z —5r +dHy —z

Hallemos, si es posible, una base de autovectores de T'.

Primero, debemos hallar el polinomio caracteristico. Para ello necesitaremos trabajar sobre
una matriz asociada, en particular, en las bases candnicas

3
A=MT)p,cp, = | -1
) 5
Entonces, su polinomio caracteristico es:
3 3 -9 100 3 -9
p(A) = det(A — AI3) = det -1 7 1 |=A{0 1 0]]=det —1 7T—A 1
-5 5 -1 0 01 ) —1—-A
N_ 3—X 3 —6— A\
GO et | -1 T
-5 )
N 88— =2 0 B
S0 et -1 7-A 0 | =(-6- )\)dt<8 1A 7_2A)
) ) —6— A

— (=6 = A)((8 = A)(T—A) = 2) = (=6 — \)(A? — 15X + 54)
— (=6 =\ (6= N0 —N)

Como los autovalores de T' son las raices del polinomio caracteristico, tenemos que \; = —6,
Ay = 6y A3 = 9 son los tres autovalores. Ahora, para cada uno de ellos, calculemos su
subespacio propio para asi poder determinar tres autovectores asociados a cada uno de ellos:

Como V_g = Nuc(T — (—6)Idgs), sabemos por el Teorema 3.9, que [V_g]5, = Nul(A+

6/3). Entonces basta con resolver el sistema de ecuaciones con matriz asociada A +613:

3 3 -9 6 0 0 9 3 -9
A+6l;=-1 7 1 |]+]10 6 0)=1]-1 13 1
-5 5 -1 0 0 6 -5 5 5

9 3 -9 (1] -1 -1 (1] -1 -1

-1 13 1 |— 1o [12] o |— (0 [1] 0 [
5] 5 5 0 12 0 0 0 0

teniendo que B[er]gc = 0
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Repitiendo la argumentacion anterior:

3 3 -9 6 0 0 -3 3 -9
A—6L;=|-1 7 1 |—-{0 6 0)]=(—-11 1
-5 5 -1 0 0 6 -5 5 =7
-3 3 -9 11 11
1]— 1o o[2|—(0 o ,
-5 5 =7 0 0 —12 0 0 O
1
teniendo que Bjy;),. = 1
0
3 3 -9 9 0 -6 3 -9
A-93=|-1 7 1 |—|0 9 =|-1 -2 1
-5 5 -1 00 -5 5 -10

-6 3 -9 (1] -1 2
-2 1 |— 1o [-3] 3
3

~1
5 —10 0 -3

-1
teniendo que Bjy),. = 1
1
Aunque se pueda comprobar, al ser todos los autovalores distintos, por el Teorema 3.11, estos
1 1 -1
subespacios son linealmente independientes, y por tanto D = O, (1], 1 forman
1 0 1
una base de autovectores de R?, es decir,
1 1 -1
T(D)=<-6[0[,6]1],9] 1 ,
1 0
y por tanto
—6 0 0
D=MT)p.p=[ 0 6 0
0 09

Adicionalmente, si quisiéramos relacionar la matriz A = M(T)g.5, con D = M(T)p_p,
basta con utilizar las matrices de cambio de bases:

A= Pg.pD(Ps,p) ",

donde
1 1 -1
P=Pg.p=101 1
1 0 1
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DEFINICIOGN ST .
_. Sea T: V — V una transformacién lineal. Diremos que una transfor-

macion T es diagonalizable por semejanza si existe una base de autovectores de T" en
V.

A pesar de que hemos introducido el problema de diagonalizacién por semejanza a través
de las transformaciones lineales, lo mas habitual es trabajar directamente matricialmente. Por
ello, todas las definiciones anteriores se pueden reescribir matricialmente y, por no repetir en
exceso, s6lo escribiremos la siguiente definicién:

W. Sea A € M,(K). Diremos que una matriz A es diagonalizable por

semejanza si es semejante a una matriz diagonal D, es decir, si existe P invertible tal que
A=PDP 1

Ademas, es importante observar que la matriz diagonal D esta formada por los autovalores
de A y la matriz P por sus autovectores asociados, en el mismo orden.

EJsemMpLo 33. Estudiemos ahora si es posible diagonalizar por semejanza la matriz A =
12 4 =2

1 12 -1, es decir, hallemos D diagonal y P invertible tales que A = PDP~!.
-1 -2 11

Primero, hallemos su polinomio caracteristico:

12—\ 4 -2
p(A) = det(A — A\3) = det 1 12—-x -1
1 2 11—
. 12-A 4 10—
GEB qet| 1 12-x 0
1 —2 10—\
. 13-\ 6 0 B
S0 et 1 124 0 :(10—)\)det(131 A 126_A>
1 -2 10—\

= (10 = A)((13 = X)(12 = A) — 6) = (10 — A\)(\? — 25\ + 150)

— (10 — A)2(15 — \).

Teniendo como autovalores A\; = 10 (doble) y Ay = 15 (simple). Ahora sélo contamos con dos
subespacios propios, pero necesitamos tres autovectores linealmente independientes. Parece
razonable que del autovalor A\; = 10 doble sea posible obtener dos autovectores linealmente
independientes.

Siguiendo el razonamiento del ejemplo anterior
12 4 =2 10 0 0 2 4 =2

A-10=(1 12 -1|—-(0 10 O|)=(1 2 -1
-1 -2 11 0 0 10 -1 -2 1
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2 4 =2 1] 2 -1
1] 2 -1]->10 0 o0 [,

61

-1 -2 1 0 0 O
—2 1
teniendo que By, = 11, 0] }, consiguiendo asi dos autovectores linealmente
0 1
independientes.
Vis
12 4 =2 15 0 0 -3 4 =2
A-15l;3=|(1 12 —-1|—-{0 15 0 |=11 -3 -1
-1 -2 11 0 0 15 -1 -2 —4

-1 -2 —4 0 -5 =5 0O 0 0
—2
teniendo que By,; = { | —1
1
-2 1 -2
Construyendo asi la base de autovectores D = 11,10f(,]—-1 , que nos
0 1 1

proporciona las matrices

10 0 0 —2 1 -2
D=0 10 0] v P=|1 0 -1,
0 0 15 0 1 1

que verifican A = PDP~!,

En este tultimo ejemplo, nos hemos encontrado con la situaciéon de que uno de los auto-
valores haya aparecido de manera repetida, y como esto podria haber ocasionado problemas
para hallar la cantidad necesaria de autovectores. Como si ocurrira en el siguiente ejemplo:
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8 -2 1
EJeEMPLO 34. Estudiemos si A = [ 0 6 3| es diagonalizable por semejanza. Como
-1 1 7

va ser habitual, hallemos el polinomio caracteristico:

88—\ -2 1
p(A) = det(A — Al3) =det 0 6-X 3

11 T—»
S S—A 6-\ 1
LR e 0 6-A 3
10 T-
v 8—A 0 -2 L
SRR e[ 00 6-A 3 | = (6—A)det <81A 772A>
10 T

— (6= M\)((8 = A)(T—=X) —2) = (6— A\)(A\2 — 15\ + 54)

— (6= N)2(9— \).

Teniendo ahora dos autovalores, A\; = 6 (doble) y Ay = 9 (simple). Estudiemos si del autovalor
multiple, es posible hallar dos autovectores linealmente independientes:

8 2 1 6 0 0 2 =21
A—61I3 = 0 3 0 6 0 O 0 3
— 7 0 0 6 1 1
2 -2 1 11 11
0 0 3|— 10 o0 — 0
11 0 0 3 0
1
teniendo entonces que dim(Vs) = 1 y una base By, = 1| 3, de forma que no
0

existen dos autovectores asociados a A\; = 6 que sean linealmente independientes.
Demostrando asi que A no es diagonalizable por semejanza.

Resulta que no todas las transformaciones lineales (o matrices) son diagonalizables por
semejanza. De hecho, hemos podido observar en este ultimo ejemplo que hay veces que el
nimero de autovectores es insuficiente cuando un autovalor se ha repetido, o lo que es lo mis-
mo, ha sido una raiz multiple del polinomio caracteristico. Por ello, a estos valores le daremos
un nombre especifico, pues resultaran cruciales para estudiar cuando una transformacién
lineal (o matriz) es diagonalizable por semejanza.

_. Sea T: V — W una transformacion lineal con A autovalor de 7.
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1. Se define la multiplicidad algebraica de A como su multiplicidad algebraica como
raiz del polinomio caracteristico. Se denotard por m.a.(\)

2. Se define la multiplicidad geométrica de A como la dimension de su subespacio
propio asociado V. Se denotard por m.g.(\) := dim(V)).

En el siguiente teorema se demuestra que el nimero de autovectores linealmente indepen-
dientes asociados a un mismo autovalor esta limitado por la multiplicidad algebraica, es decir,
el nimero de veces que el autovalor ha aparecido como raiz del polinomio caracteristico. Indi-
cando que, si un subespacio propio no ha generado los suficientes autovectores, otro distinto
no podra suplir las carencias. Y, por otra parte, el nimero de autovalores estara limitado por
la dimension del espacio, o en términos matriciales, por el tamano de la matriz.

TEOREMA 3.12. Sea T': V. — V una transformacion lineal con A\, ..., A\, autovalores.
Entonces 1 < m.g.()\;) < m.a.(\;) y >,;_, m.a.(\;) < dim(V).

DEMOSTRACION. Llamemos d = m.g.(\;) = dim(V},) por comodidad. Como ); es auto-

valor, sabemos que Vj, # {0} y por tanto 1 < d. Consideremos ahora By,, = {by, ..., by} una
base de V), y, consideremos C(VM)C = {C4+1, - .-, Cn} una base del subespacio complementario
(Vi\,)¢. Podemos entonces construir B = {51, e by Gty G, } una base de V. Ahora, la
matriz asociada a T en B sera de la forma:
M(T)ses = ([TE)]s |- | [TG)]s | [Tz |- | [T(@E)]s )
A 0O -+ 0
0 A - 0
=1 0 0 - A | [T(Cai)]s |- | [T(ch)]s
0O 0 --- 0
0O 0 --- 0

Entonces su polinomio caracteristico p(\) = det(M(T)pp — A,,) = (A; — A\)%q()\). Por tanto
m.g.(A\;) < m.a.()\;), y se tiene la igualdad si \; no es raiz del polinomio g(\).

Repitiendo este proceso para cada i € {1, ..., r}, podremos expresar p(\) = (A —
A (O — A)me(g()) y como deg(p(\)) = dim(V), tenemos que Y. m.a.(\;) <
dim(V) O

El nimero de raices que tiene un polinomio es un tema de estudio a parte. Aqui, sélo
recordaremos que las raices de un polinomio pueden ser reales, o complejas. En general, si
admitimos raices complejas, todo polinomio de grado n tendra n raices complejas. Pero esto
no es cierto si s6lo queremos raices reales. Por ejemplo, el polinomio p(z) = 1 + z? no tiene
raices reales.

De aqui en adelante, s6lo nos interesara resolver el problema de la diagonalizaciéon por
semejanza para matrices reales.

. Sea A € M, (R). Diremos que A es diagonalizable por semejanza real

si existe D € M,(R) diagonal y P € M,_,(R) invertible tal que A = PDP~!. Cuando no
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se especifique lo contrario, diagonalizar por semejanza se entendera como diagonalizar por
semejanza real.

EJevpLo 35. Hallemos los autovalores de A = <O _01)

1
-2 -1 2 . .
p(A) = det L =AN+1=(—=i—N(E—N),
que tiene autovalores Ay = —i y Ay = i. Como no son autovalores reales, la matriz A no es

diagonalizable por semejanza real, ya que la matriz D = (BZ (Z)) € M;(C). No obstante,

podriamos seguir calculando los subespacios propios:

V.
()@ )

donde se ha utilizado que i? = —1. Teniendo que By, = { [_Z] }

1
(=i -1 —i
e )= ()

Teniendo que By, = { [ﬂ }

Construyendo asi las matrices
—i 0 —i %

que verifican A = PDP~!. Podemos decir que A es diagonalizable por semejanza compleja,
pero no es diagonalizable por semejanza real.

TEOREMA 3.13. Sea T': V — V una transformacion lineal con A1, Aa, ..., \. autovalores
de T'. Entonces T es diagonalizable por semejanza si, y solo st,
1.7 ma.()) = dim(V),
2. m.a.(\;) = m.g.(\;) para todoie {1, ..., r}.
En particular, si todos los autovalores son distintos, es decir, m.a.(\;) = 1 para todo i €
{1, ..., 1}, entonces T es diagonalizable por semejanza.

DEMOSTRACION.

Supongamos que 1" es diagonalizable. Entonces existe B base de autovectores y, por
el Teorema 3.11, V =V, , @ V,,®--- @V, , con lo que, también por el Teorema 2.8 y
Teorema 3.12, dim(V) = >_, dim(V}y,) = >/ m.g.(\) < X7 ma.(\;) < dim(V),
es decir, D)7, m.a.();) = dim(V). Por el mismo motivo, m.g.()\;) = m.a.()\;) para todo
ie{l, ..., n}.

Reciprocamente, si
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0 1 1
EJEMPLO 36. Estudiemos, en funciéon de a € R, cuando A = | —a a —1 a | es diagonali-
1 1 0

zable por semejanza. Aplicando el Teorema 3.13, estudiaremos las multiplicidades algebraicas

y geométricas de los autovalores.

- 1 1
p()\) =det| —a a—1—X a
1 1 —A
- 1 1-—A
N_Cs+Cy
ﬁdet —a a—1-—\ 0
1 1 1—A
N —-1-A 0 0
DB Get| —a a—1-X2 0 |=(-1-N1-A)a-1-))
1 1 1—A

Entonces tenemos tres casos, segiin la multiplicidad algebraica de los autovalores, que son si
a—1#—-1,1,a—1=—-1ya—1=1, que son equivalentes a a # 0,2, a =0y a = 2.

Como tenemos tres autovalores distintos con multiplicidad algebraica 1. Por el Teore-
ma 3.13, A es diagonalizable por semejanza.

Entonces \; = —1 con m.a.(—1) = 2, \» = 1 y m.a.(1) = 1. Tan solo debemos
estudiar m.g.(—1), ya que 1 <m.g.(1) <m.a.(1) = 1, es decir, m.g.(1) = m.a.(1) = 1.

En general, solo es suficiente estudiar los autovalores multiples.

Vo,
0 1 1 100 11 11
A (D=0 -1 0]+{o10]={0 00|10 0 0]
1 1 0 0 01 1 11 0 00
teniendo que dim(V_;) =3 —rg(A+ I3) =3 —-1=2=m.g.(—1) = m.a.(—1). Y por

tanto A es diagonalizable por semejanza.
Entonces A\; = —1 con m.a.(—1) = 1, Ay = 1 y m.a.(1) = 2. Solo es necesario estudiar
m.g.(1):

0 11 100 11 1
A-L=|-212]|-(010]|]=]-22 2] 4
1 10 0 01 1 11 0
teniendo que dim(V;) =3 —rg(A—1I3) =3—-2=1= 1) #* 2 , ¥ por
tanto A no es diagonalizable por semejanza.
TEOREMA 3.14. Sea A € M,,»,(K) con autovalores A1, ..., ..

1. det(A) = [T A0,
2. tr(A) =3 ma.(\)\.
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DEMOSTRACION.

1. Sea p(A\) = det(A — AI) el polinomio caracteristico de A. Como los autovalores de A
son las raices del polinomio caracteristico, entonces lo podemos expresar como

det(A — AI) = p(A) = (A — A== (g — Ay () — yyma),

Por tanto, evaluando en A = 0:
det(A) = det(A — 0) = p(0) = AP0 ymaQo) _ T ),
i=1

2. Sélo lo demostraremos para el caso en que A sea diagonalizable por semejanza, aunque
sea cierto en general. Supongamos que A = PDP~! con D matriz diagonal con los
autovalores en la diagonal y P la matriz con los autovectores en sus columnas. Entonces

tr(A) = tr(P(DP™)) = tr((DP~")P) = tr(D) = 2 m.a.(\)\;.

5. Algunas aplicaciones de la diagonalizacién por semejanza

Una primera, y buena pregunta, puede ser: ;Qué ventajas tiene la diagonalizacién por
semejanza respecto a la diagonalizacion por equivalencia por filas y columnas?

Ya hemos estudiado que si realizamos el algoritmo de Gauss-Jordan por filas a una ma-
triz A obtendremos una matriz equivalente por filas F'A que sera triangular superior. A su
vez, si aplicamos Gauss-Jordan por columnas a esta tltima matriz, obtendremos otra matriz
equivalente por columnas F'AC' que serd diagonal. Sin embargo, afirmar que la matriz A
es diagonalizable por semejanza implica que P7'AP es diagonal, que para coincidir con la
diagonalizacién por equivalencias significarfa que F' = C'~!, una propiedad que casi nunca se
obtendria de manera “sencilla”’. Entonces,

;cémo podemos aprovechar la expresiéon A = PDP~1?

5.1. La exponencial de una matriz.

TEOREMA 3.15. Sea A € M, (K) con autovector i € K" asociado al autovalor A € K.

1. Para todo k € N U {—1}, @ es un autovector de A asociado al autovalor \¥,

2. X es autovalor de A, aunque generalmente i@ no serd autovector de A?.

3. 51 A es diagonalizable por semejanza, es decir, existe una matriz D diagonal y P
wnvertible tales que

A= PDP™' entonces A¥=PDFP~!

DEMOSTRACION.

1. Sea k € N. Vamos a demostrar por induccién que A*% = A\*@. Claramente, para k = 0
es cierto, ya que A% = I,,, que tiene a \° = 1 como autovalor, y i es un autovector,
pues en particular, @ € Nul(A° — 1. I,,) = Nul(O,,) = K". Supongamos que es cierto
para k — 1, es decir, supongamos que la hipdtesis de induccién es:

Hipétesis de Induccion (H.I) A"l = A1
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y veamos que también lo es para k:

AFG = A(AE) 2L A1) = AT A7 29T kg kg,
O
-7 3 3
EJEMPLO 37. Sea A= | =9 5 3|, hallemos la expresién general para A*. Utilizando el
-9 3 5

Teorema 3.15(3), diagonalicemos por semejanza la matriz A. Primero, hallemos su polinomio
caracteristico:
-7—-X 3 3
p(A) = det(A — A\I3) = det -9 5-X 3
-9 3 5—=A
FN—Fy Py 2—X 0 =24 O =Gyt 0y 2—X 0 0
—— det| -9 5H5-AX 3 ——det| -9 5-X —6
-9 3 D—A -9 3 —4-A

— (2= )) det (5 5 YO A) — (2= A)((5 = A)(—4—\) +18)
(2= N2 —A—2) = (2= \2(=1— ).

Teniendo que Ay = 2 con m.a.(2) = 2y Ay = —1 con m.a.(—1) = 1. Hallemos ahora sus
subespacios propios:

-7 3 3 100 9] 3 3 3] -1 -1
A-2I3=1-9 5 3|-2(0 1 0)=(-9 3 3]—=10 0 O
-9 3 5 0 01 -9 3 3 0O 0 0
1 1
teniendo que By, = 31,10 es una base de autovectores asociados a A; = 2.
0 3
Vo
~7 3 3\ (100 6] 3 3 2] -1 -1 2] -1 -1
A—(-1)I3=|-9 5 3|+(0 1 0|=|-9 6 3|—>{0 [3] =3|—={0 [1] -1
-9 3 5 0 0 1 -9 3 6 0 -3 3 0 O 0
1
teniendo que By, = 1 es una base de autovectores asociados a Ay = —1
1

Entonces, las matrices

I

(@)
O N O

o O

B

!

I
O W =
w O =
— = =
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verifican A = PDP~!. Entonces, por el Teorema 3.15(3), las matrices

2k 0 0 111
DF=10 2¢ 0 y P=1[3 01
0 0 (—1)* 0 3 1

verifican A¥ = PDFP—1,

_. Sea A una matriz cuadrada. Definimos la exponencial de A como la

siguiente serie matricial

o AP Az A3
et = =I+A+—+—+.
kok' 2 6

TEOREMA 3.16. Sean A, B, P € M, (R). Entonces
B

1. Si AB = BA entonces eAtB = eAe

2. Si P es invertible entonces ePAP™ PeAP_l,

3. 81 X\ es autovalor de A con autovector asociado u entonces e
el mismo autovector asociado 1,

4. det(e?) = et*(),

A es autovalor de e con

20 0
EJsempLO 38. Hallemos la matriz exponencial de D = [0 2 0 |. Al ser D diagonal,
0 0 —1
2k 0 0
DE=10 2F 0 |. Por definicién
0 0 (=1)*
20 0 A 0 2
O Dk R k=0 &I o ok € 02 0
ZZ?:ZOH 0= 0 Baewm 0 [={0 ¢ 0
k=0 =0\ 0 0 (—kl!) 0 0 ZZO:O (_kl!) 0 0 e
Entonces, hallar la matriz exponencial de una matriz diagonal es inmediata.
-7 3 3
EJemMPLO 39. Consideremos la matriz del ejemplo anterior A = | =9 5 3 |. Hallemos
-9 3 5

su matriz exponencial e?. Como ya hemos visto en el Ejemplo 37, podemos descomponer
A= PDP!

2 0 0 1 11
D=10 2 0 y P=13 0 1],
00 -1 0 31
y utilizando el Teorema 3.16(2),
1 1 1\ /e? 0 0 11 1\" 37l —2e?2 —e 1462 —el4e?
=PePP =3 0 1|0 € 0 30 1| =|(3e1—-3e2 —e 1422 —el4¢?
0 3 1 0 0 et 0 3 1 Je7l —3e? —e 1462 —et 422

Y



5. ALGUNAS APLICACIONES DE LA DIAGONALIZACION POR SEMEJANZA 69

ya que, tal y como hemos visto en el Ejemplo 38, la matriz exponencial de una matriz diagonal

e2 0 0
es inmediata de calcular e? = | 0 e*> 0
0 0 et






TEMA 4

Espacios vectoriales euclideos reales

En los temas anteriores, hemos estudiado con detalle la nocién de espacio vectorial. Tam-
bién como transformar sus vectores, o como relacionarlos entre ellos mediante las transfor-
maciones lineales. Finalmente, en este tema, anadiremos un nuevo concepto, el de producto
escalar, que nos permitird estudiar una nueva caracteristica de los vectores, en concreto la
longitud de un vector y el angulo que forman entre ellos. Asi, podemos entender que el pro-
ducto escalar es una herramienta de medicion, y podriamos referinos a ella como la métrica
del espacio vectorial.

1. Definiciones basicas

DEFINICIGN - -1 Di i
_. Sea V' un R-espacio vectorial. Diremos que la funcién
(oo VxVo - R
(@,0) — (u,0)
es un producto escalar de V si cumple las siguientes propiedades, para todo u,v,we V' y
AeR:
1. Es bilineal:
Primera componente: (@ + o, ¥) = (&, U) + (W, V), 'y {(A\u, U) = X, v),
Segunda componente: (i, U + W) = {u, U) + (U, W)y, 'y (U, \0)= X, U).
2. Es simétrica: (@, v7) = (¥, 0).
3. Es definida positiva: (&, @) = 0y (&, u) = 0 si, y solo si, @ = 0.
Diremos que (V, (-, -)) es un R-espacio vectorial euclideo.
Aunque se puede dar una definicion para espacios vectoriales complejos, hay varios detalles

que se deberian cubrir con cuidado. Por falta de tiempo, tan solo estudiaremos espacios
vectoriales euclideos reales.

EJeMPLO 40.

1. El producto escalar usual en R? se define como

T hn
, = + XoYo.
(al 5] = o+ aan

Que dota a R? de estructura de espacio vectorial euclideo real. Una observacién muy
importante es que

[xlanﬁ}=%%+xwf:<Bj’Bj>'

71
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Por ejemplo, <[;], [i]> =1-3+2-4=11.

2. En general, el producto escalar usual en R" se define como

x hn
T2 Y2
N =Ty + Tay2 + -+ Tpln.
T Yn
x hn
o Ly . - Z2 S
Siguiendo la observacion anterior, si 4 = y U= , entonces
Tn Yn
Y1
JER St = Y2
i, vy = U Uz[xl Ty - xn] | =T+ Xy o+ TnYn.
Yn

3. Sin embargo, podemos definir nuevos productos escalares en R" satisfaciendo reglas
distintas. Por ejemplo, para n = 2,

[ 2
< 1] ) [y1]> = 2x1Y1 — T1Y2 — T2Y1 + TaYo.
| L2 Y2

es también otro producto escalar (hay que comprobar que verifica las tres propiedades).

Porejemplo,<l; , i =2-1-3-1-4-2-34+42-4=6—-4—-6+8=4.No

coincidiendo con el valor obtenido con el producto escalar usual.
4. En M,,«,(R), se puede definir el siguiente producto escalar:

(A, B) = tr(A'B).

5. En P, para a,b € R, se puede definir

{p(x), q(x)) = J p(z)q(z)dz.

1.1. Matriz de Gram. Sea (V, {(-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y sea B =
{b1, b, ..., b,} una base de V. Consideremos #, ¢ € V' con coordenadas en B

n n
ﬁ:$1b1+"'+xnbn22xibi, v:ylbl+'--+ynbn22yjbj.
i=1 j=1

Entonces, si queremos hallar (i, ¥, utilizando la bilinealidad:

(@, 0) = (O wbi, X by Sy il X5y uby)
Lin. 22 comp. n n = n =
Xyl by = 2wy by

Lin. 12 comp.
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Por otro lado,

iy Biibyy o b\ [
<b2 7b1> <b2 762> T <b2 7bn> Y2
[xl T2 x”] : : .. : :
(B b1y by by - by byy) Ln

22:1@ : §j>yj
B 25-1<b2, b)Y,
T !

S Cba by

= D1 Ti 2y Cbiy by = 200 wiyhi by = (U, V).
Entonces, si llamamos G = (g;; = (b; ,gj>) entonces se verifica:
(@, v) = [ G [V]5.
A la matriz Gp la llamaremos matriz de Gram de (-,-) en B. Como consecuencia de la
definicién del producto escalar, por ser simétrico, la matriz de Gram es una matriz simétrica,
es decir, Gi; = Gpg.
Si tuviéramos otra base C de V', nos podemos plantear la relacién entre G y Ge. Para ello

tinicamente recordemos las propiedades de la trasposicién del producto de matrices (AB)! =
BtA:

[@)t Ge [0]e = <i, ¥y = [d)g G [¥]s = (Paclile)’ Gs Psrcl¥le = [t} (Psc)’ Gg Pscc) [V]e,
de donde podemos concluir que
Ge = (Pgc) Gi Pseec.

_. Sean A, B € M, (K). Diremos que A y B son matrices congruentes si

existe P € M, (K) invertible tal que A = P'BP.

Entonces hemos visto que las matrices de Gram en bases distintas son matrices congruen-
tes.

Es importante también notar que si dos matrices congruentes, una de ellas es simétrica,
entonces la otra también debe serlo: Si B es simétrica, entonces A* = (P'BP)' = P'B!(P!)! =
P'BP = A.Y en particular, si B es diagonal, es simétrica.

W. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo. Definimos la norma de
eV como
]| == /<, ).

También diremos que @ € V' es un vector unitario o normalizado si ||@|| = 1, y diremos
que S = {uy, Us, ..., Up} <V es un conjunto unitario o normalizado si ||u;|| = 1 para
todoie {1, ..., m}.
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Debido a que el producto escalar es definido positivo, el radicando siempre serd positivo
o igual a cero, y no hay ningiin problema en la definicion.
La norma de un vector se puede interpretar intuitivamente como la longitud del vector.

PROPIEDADES. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo. Para todo W, € V y A € R:
1. Jd|| = 0 y |||l =0 si, y solo si, 4 = 0.
2. |[Aall = |l

. = u . . . -
3. Siu # 0, el vector —= es unitario, que llamaremos el vector normalizado de .
U

4. (Desigualdad de Cauchy-Schwarz) |{i, V)| < ||dl|||7].
5. (Desigualdad triangular) ||d + ¥ < ||@]| + ||7]].

DEMOSTRACION.
1. Por definicién: ||@|| = 4/<{u@, @) = 0. Ademads, si 0 = ||@|| = 4/{¥, @), entonces (i, @) =
0, que por ser definido posmvo el producto escalar, @ = 0.

2. ||| = \/<)\17, i) = \/)\2@?, W)y = [N/, ).

Il = ool = 1

4. Si alguno de los vectores es nulo, la desigualdad se cumple trivialmente. Supongamos
que 4,V # 0 y sea A € R:

0 < (T — M0, @ — Ay = ||a@|]® — 2)\@, ) + \2|[7]]2,
(4, 0)
912

(i, v)? <7I, 0>

G EEE

©

en particular, si A = tenemos la desigualdad

o a2
_pap =B g 2 < el

< Il -2 Gk

que tomando raiz cuadrada en la ultima desigualdad:

@, D] = /<@, 0 < Va9 = 1] [17]

5. Teniendo en cuenta la desigualdad de Cauchy-Schwarz:

i+ =G+ ) =l + 20 0 + o]
< [[@P + 2@ D] + 7
< [P + 211 + 17

= (llal + ll41)*.

Tomando raiz cuadrada, tenemos la desigualdad triangular:
[+ | < [lall + [|7]].
O

La desigualdad de Cauchy-Schwarz nos permite tener intuicion del angulo que forman dos
vectores. Sean u, v # 0:

(a, o)

<1
laa] =

K@, Dl < lallllv]l <= —lalllldl <<a@, o) < |allld < -1<
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@, v) € [—1, 1]. Ya que la funcién trigonométrica cos: [0, m] — [—1, 1] es biyec-

[l |71
. e (U, v) .
tiva, existird a € [0, 7] tal que cos(a) = TG A este nimero « € [0, 7] lo llamaremos
ull]|v

angulo entre 4 y ¢y lo representaremos por Z (i, v).

~ ] euclideo. Di PV
_. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo. Diremos que i e V' y v e V

son vectores ortogonales si (i, ¥) = 0, y lo denotaremos por @ | ¢. Ademads, diremos que

es decir,

<

S = {uy, Uy, ..., Uy} <V es un conjunto ortogonal si @; L u; para todo i # j.
Ug Vg
EseMPLO 41. En R? con el producto escalar usual, dado @ = |u, | y 7= | v, |, definimos
U, v,

el producto vectorial de 4 y ¥ como

UyV, — Uy v 1 W 0 w 0
6 X 17 = U Vy — Uz Uy = det ( Y ’UZ> 0| — det < x 'UZ) 1 + det (Um y> 0
UpVy — Uyly 0

que habitualmente suele representarse mediante el determinante formal, y utilizando la no-
tacion clasica de Fisica:

— — -

T k
uxv=det | u, u, u,
Uy Uy U,
1 0 . 0
donde i = |0]|,7=1|1]| y k= |0]. El producto vectorial de @ y ¢ cumple las siguientes
0 0 1
propiedades
1. 4 x v = —vU x u. Esta propiedad se ve claramente de las propiedades del determinante,

al permutar dos filas.
2. Uux v Luyuxvl v Efectivamente,

UV, Uy = (Uuyv, — uvy)uy + (U0 — UV, Uy + (UgVy — Uyvy ) U,
= UyUyUy — UpUyUy + UUgUy — Ug VU Uy + U UyUy — UyUpUy, = 0

Y el mismo calculo para v.

1 0 1
Por ejemplo, siu=| 3 [ yd=| 1 |, entoncesu x v = |1
—4 -1 1

TEOREMA 4.1 (Teorema de Pitagoras). Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y
sean u, v eV
iLd = |a+d® =+ |7
DEMOSTRACION.
Supongamos que @ L U, es decir, (&, vy = 0. Entonces

|17+ 01" = @+ 0, @+ 0) = <&@, @) + (@, 0) + @, @) + T, 0) = [[a]]* + [|]]*.
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Supongamos que || + 7][* = [[@]* + [|7]]*. Entonces, por una parte,

|z + 0||* = (@, @) + (i, Uy + (v, @) + (v, T,
y por otra parte,
1]1* + 191" = <@, @) + <7, ),
que igualando ambas expresiones, tenemos que
W@, )+ W, iy=0 <<= 22u,t)=0 <— (U,iv)=0 <— uld
OJ

A su vez, hablaremos de bases ortogonales cuando la base es un conjunto ortogonal.
También, si la base es un conjunto ortogonal y unitario diremos que es una base ortonormal.

En general, sea (V, (-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y B = {b, b, ..., b,} una base
ortogonal de V', si se normalizan todos sus vectores, se obtendra una base ortonormal, ya que
se tiene la propiedad para cualesquiera vectores u,v € V:

|
I-

Ulv =

TEOREMA 4.2 (Teorema de Gram-Schmidt). Sea (V, (-, -)) un R-espacio vectorial euclideo

=

y sea E un subespacio vectorial con Bg = {51, 52, .oy b} una base de E. Entonces Cp =
{¢1, Cay ..., Cn} donde
. i—1 l‘)’ -
— (¢, c>

7j=1

es una base ortogonal de F.

El siguiente teorema pone de manifiesto algunas de las innumerables virtudes de las bases
ortogonales y ortonormales.

TEOREMA 4.3. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y sean B = {by, by, ..., by}
y C dos bases ortogonales de V.

1. B es ortogonal si, y solo si, G es diagonal. Ademds, B es ortonormal si, y solo st,
G = Liimv).-

2. Si B y C son ortonormales entonces (Plg(_c)t = Prp.

3. Todo u €V se puede expresar como

by Gibyp LGB

U= e i
<b17 b1> <b27 b2> <na n>
<ﬁ7 I_);> . . .
a 77 se les llaman los coeficientes de Fourier de u en B.

DEMOSTRACION.
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1. Suponiendo que B = {l;l, bo, ..., l;n} es ortogonal, por la definicién de la matriz de
Gram
Biiby Byboy oo b\ [Giby 0 0
<b2 7bl> <b2 7b2> T <b2 7bn> O <bQ ) b2> e O
GB = . . . . = . . . . )
<gn ) Z_)‘1> <gn ) Z_)‘2> T <gn ) gn> 0 0 e <gn 3 gn>
ya que <g,, 5]> =0sii # jy, si B es ortonormal, entonces <l;l, l;]> = 1 para todo
ie{l, ..., n}.
2. Por el apartado 1., si C es una base ortonormal entonces G¢ es la matriz identidad.
Por otro lado, si B = {b1, bs, ..., b,} es una base ortonormal, entonces
(bi, by = [BileGelbsle = [bil [bjle = 0, sii # 4,y (b biy = [bi]l [bi]e = 1.
[b1]e
L. . [b2]c
Sabemos que Pep = ( [b1]c ‘ [bs]c ‘ ‘ [bn]c ) y por tanto (Pe )t = :
[b,]E
Asi que, utilizando las cuentas anteriores:
[bie [bile [ba)e [Ba)e -+ [balé (Bl
by )L [b by )% [b e L bne
Foogfloa - | PPl BLBL o BEEk |
[Ba)e [Brle [Bale [Bale -+ [Bale [bale
es decir, (Pep)’ = (PC<—B) = Psc).
3. Sea B = {by, by, .. b n} es una base ortogonal Y i e V. Entonces @ = M\by + Aoby +
<u, Z>

4 A b Tenemos que demostrar que \; = . Para ello, realicemos el siguiente

i by

célculo:
(@, by) = by + Aaba + - - + Aabyp, b1 = M<br, b1+ AoCha, b))+ -+ Ay, b1 = M(by, by,
(i, by

b17 bl

que despejando, tenemos A\; = . Repitiendo este argumento para cada i €

{1, ..., n} se tiene el resultado.
|

W. Sea P € M,(R). Diremos que P es una matriz ortogonal si P~! = P'.

Segun el Teorema 4.3, la matriz de cambio de bases entre bases ortonormales es una matriz
ortogonal.

_. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y sean E'y F' dos subespacios

vectoriales. Diremos que E y F' son subespacios vectoriales ortogonales si ¢ | f para
todo €e EF'y f e F,y denotaremos por £ 1 F.
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TEOREMA 4.4. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y sean E y F' dos subespacios

vectoriales con Sg = {€1, ..., €.} y Sp = {ﬁ, e f_;} sistemas generadores de E y F respec-
tivamente. Entonces E L F si, y solo si, €; L f; para todoie {1, ....,r} yje{l, ..., s}
DEMOSTRACION.

Por la propia definicién de subespacios vectoriales ortogonales.
- Supongamos que €; | f] para todos los p051bles iy j, es decir, (&, fj> =0.Sean €€ F

y f € I, queremos demostrar que € | f Como Sg y Sr son sistemas generadores de
E vy F respectivamente,

=M+ Xt o+ N6y f=mfi+pafot At psfs

Entonces
@ [y = e+ Xaly + - + Aér, pufi + pafo + ot psfo
= D1 Zj‘:l AittiC€i, f3) =0
Demostrando que £ | F.
OJ

TEOREMA 4.5. Sea (V, {-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y sean E y F dos subespacios
vectoriales de V. Si E L F entonces E n F = {0}. Por tanto, si E L F entonces E® F la
suma siempre es directa.

DEMOSTRACION. Supongamos que £/ | F'y sea @ € EnF. Entonces queremos demostrar
que u = 0. Observar que se tiene que v L o, yaqueue Fyue Fy FE 1L F. Asi, como u L 4
significa que {(u, @) = 0, por ser el producto escalar definido positivo, teniendo que @ = 0. O

_. Sea (V, (-, -)) un R-espacio vectorial euclideo y sea E un subespacio vec-

torial. Definimos el complemento ortogonal de E como aquel subespacio vectorial F' que
verifica E@F =V y E L F, que denotaremos por E*

A diferencia de un complemento cualquiera de un subespacio vectorial, el complemento
ortogonal es tinico y ademds verifica la propiedad (E+)* = E.

El célculo del complemento ortogonal es sencillo. Supongamos que Bg = {€}, €3, ..., €y}
es una base de E. Entonces, por el Teorema 4.4, un vector &+ € E* verifica & L & para todo
ie{l, ..., m}, es decir, debe verificar

@, &) =0 (@) Gslels = 0
(&, &) =0 [ 15 Gslé)s = 0

. . @ . .
(@& = 0 (@5 G lEns = 0

donde hemos expresado los productos escalares en coordenadas B utilizando la matriz de
Gram G, proporciondandonos un sistema de ecuaciones lineales homogéneo, que son las ecua-
ciones implicitas de E+ en B.

EJEMPLO 42. En R3, consideremos el plano 7 con ecuacién implicitaen B, 7 = {x—2y+2 =
0. Segun el razonamiento anterior, para hallar el complemento ortogonal, que en este caso
dim(7t) = dim(R?) — dim(7) = 3 — 2 = 1, tendremos que hallar primero una base de
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2 —1 T
Como ya viene siendo habitual, una base de B, = 11,10 . Entonces, si v = |y
0 1 z
pertenece a 7t si, y solo si, es solucién de
T 2
1 z 0 L) 2z 4y = 0 Ecuaciones
= x -1 = { —x +z = 0 implicitas en B,
L z 1
1
que tiene como base B,1 = —2
1

Aprovechando que estamos trabajando en R?, y queremos calcular un vector ortogonal a
un plano, podriamos haber calculado el producto vectorial de dos vectores, no proporcionales,
del plano:

Ademas, posiblemente se haya estudiado que el vector normal del plano coincide con los
coeficientes de la ecuacion del plano. Esto, en general, es cierto para todo subespacio vectorial
a
de dimensién n — 1. Para verlo, basta con saber que (7+)% = 7. Efectivamente, si | b | es el
c
vector normal de 7, entonces el plano tendra como ecuacion implicita en B,

T a
<Z/ ;| b >=0 — ar+by+cz=0,
z c

coincidiendo asi las coordenadas en B, del vector normal con los coeficientes de la ecuacion
implicita de 7.

2. Proyeccion ortogonal

_. Sea (V, (-, -)) un R-espacio vectorial euclideo y sea E un subespacio vec-

torial y B+ su complemento ortogonal. Como V = E@® E*, todo @ € V se puede expresar de
manera Unica como

i=¢e+éet
con €e Ey ét e Et. Al vector € de esta descomposicién lo llamaremos proyeccién orto-

gonal de @ sobre E y lo denotaremos por pg(i). Entonces pp. (@) = é*.
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TEOREMA 4.6. Sea (V, {-,-)) un K-espacio vectorial euclideo y sea E un subespacio vec-

torial con Bg = {€1, €, ..., én} una base ortogonal de E. Entonces
PE\U) = 75——=<¢€1 —— €9 et €y
W= et G e G Ty ™
DEMOSTRACION. O

EJEMPLO 43. En R* con el producto escalar usual, consideremos el subespacio vectorial E

1 1 1
0 -1 ., . 1
y Bg = 111 2 una base de E. Para hallar la proyeccion ortogonal de u = 1
-1 0 1

en E tenemos dos alternativas:
1. Por definicién. Para ello debemos calcular primero E*, y luego descomponer @ = é+¢&*
con €€ E y & e E+, y sabiendo que € = pg(i).
Primero, calculemos E+ mediante sus ecuaciones implicitas en B,:

- — — -

T 1
Y 0 _
) —t— —_1— - {x +z —t = 0
i T -y +2z = 0
T 1
(1 —1 _
\ _t_ _0_
1] [1])
. 1 1 N
teniendo By = 11 1o > es base de E—.
0 1]
Segundo, hallerr:los :as (Eoérdenadas de # en la nueva base B := Bg u Bpi =
1 1 -1 1])
0 ~1 1 1] |
121 o]
—1 0 0] |t]]
1] 1 -1 1)1 1] 1 -1 1 1] 1 -1 1|1
0 -1 1 1t |_ o [x] 1 1|t |_[o [ 1 1]1
1 2 1 0/1 0 1 2 -1]0 0 0 01
-1 0 0 1|1 0 1 -1 22 0 0 0 [3]]3
1 -1 1]1 1 -1 010 1 0 01
0 [-1] 1 v |_[of[1) 1 o0 ] [0 [0 0|3
0 0 0|3 0 0 0% 0 0 0| 3
0 0 0 [1]|1 0 0 0 [1]|1 0 0 0 1
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0 0 0]0
0 0 0|3
0 0 0|1
0 0 0 1
Donde hemos obtenido que
1 1 1 —1 1
1| 0 0 n 1]-1 n 111 i 1
1| 1 3| 2 311 01’
1 -1 0 0 1
1 1 1
~ 0 -1 -1 ..
y por tanto pg(ud) = 0 11 T3l 2 =53] 92| Adicionalmente, hemos hallado
-1 0 0
-1 1 2
q 1 1 4
0 1 3

2. Por el Teorema 4.6. Necesitaremos una base ortogonal de E.
Primero, hallemos una base ortogonal de E utilizando el Teorema 4.2:

a)

1
. 0
C1 = 1
-1
b)
ST
—1 0
1 2 171 1 1 1 0
N e U I 0 _ [-1] 3f0o] _ |-1
“2=1 9 BREER 17| 2 31|71
0 0 0 -1 0 -1 1
1|1
__1_ __1_
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1 0
Obteniendo que Cp = (1) , 711 es una base ortogonal de E. Ahora podemos
-1 1
aplicar el Teorema 4.6:
1 1 1 0
1 0 1 -1
11711 1 11711 0
<'Ea 51> ~ <ﬁa 52> — 1 —1 0 1 1 -1
U) = -5——F<C +75——=<C = +
pE( ) <Cl, Cl> ! <02, CQ> 2 1 1 1 0 0
0 0 -1 ~1 ~1 1
1 (711 11711
-1 —1 1 1
1 0 1
170 n Ly1-1] _1]-1
N 1 1| 2
-1 1 0
EJEMPLO 44. Sea (V,{:, -)) un espacio vectorial euclideo real. Consideremos un subes-
pacio vectorial E con base Bp = {&1, &, ..., €y}, ¥ su complemento ortogonal E* con
base B = {€5 1, €nio, ..., Ex}. Podemos considerar la proyeccién ortogonal pp: V. —
V' como transformacion lineal. Entonces podemos hallar la matriz asociada a pg en B =
{€1, €2, ..., Em, €ty Exioy -, Ex}. Para hallar M(pg)pes = M(pr(B))s calculemos pri-
mero
pe(B) ={pr(é), pe(é), e pE(€n), pE(gﬁbH)a pE(ganJrz)a ces pE(é;J{)}

9
={€1, €, ..., Em, 0,0, ..., 0},

entonces
10 010 0
01 010 0
R : I O
M(pg)ses = oo .- 1{0 --- 0 :<O ‘ O( ))
O0 --- 0]l0 --- 0 (n—m)xm m
00 --- 010 --- 0

2.1. Solucién de minimos cuadrados. El siguiente teorema nos asegura que dado un
vector @ € V' y un subespacio vectorial E, el vector méas “cercano” a « en E es la proyeccién
ortogonal.

TEOREMA 4.7. Sea (V, (-, ")) un K-espacio vectorial euclideo y sea E un subespacio vec-
torial. St eV entonces

[d = pe(@)]| < @ -]

para todo €€ E.
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DEMOSTRACION. O

En virtud de este teorema, podremos proponer la idea de resolver un sistema de ecuaciones
lineales incompatible.

Sean A € M,x,(K), X € R* y B € R™. Supongamos que el sistema de ecuaciones
AX = B es incompatible. Esto se puede interpretar de manera equivalente como B ¢ Col(A).
De hecho, AX = B sélo tiene solucién si B € Col(A). Sin embargo, puede seguir siendo
interesante tener “algo” que sea lo mas parecido a una solucion. Por ello, si pensamos en
el espacio vectorial euclideo (R™, (-, -)), la proyeccién ortogonal de B sobre el subespacio
vectorial Col(A) es la solucién del sistema més “cercana” a B. A esta solucién la llamaremos
la solucion de minimos cuadrados. Es decir, si AX = B es un sistema incompatible,
entonces pooi(a)(B) es la solucién de minimos cuadrados del sistema. Llamaremos el error
cuadratico a || B — pcoa)(B)|*.

Aunque ya hemos visto como calcular la proyeccién ortogonal de un vector sobre un
subespacio, este problema se puede resolver de una forma alternativa. Esta otra forma parte
del siguiente hecho: (B — pcoia)(B)) L Col(A).

Sea (R™, (-, -)) el R-espacio vectorial euclideo y B una base. Como cualquier vector de
Col(A) = R" se puede expresar como AY para algin Y € R™ y, por otro lado, existe X, € R™
tal que AX, = pcoia)(B), entonces:

0=(AY, B— AX,) = (AY)'G(B — AX,) = Y'A'GpB — Y'A'GpAX,,
es decir, para todo Y € R™,
Y'A'GgB = Y'A'GpAX,.
Como es cierto para cualquier vector Y € R™, podemos ver X,, como la solucién al sistema

A'GpB = A'GpAX.

EJEMPLO 45. Hallemos la pardbola y = ¢ + bz + ax? que “mejor” se aproxime a los puntos
del plano A = (0,1), B = (1,2), C = (2,0) y D = (3,—1). Lo ideal serfa que existiera tal
parabola, pero en caso de que no, calcularemos la parabola que minimice el error cuadratico
respecto al producto escalar usual. Para ello, se plantea el sistema:

Arx=0,y=1 c = 1 0 01 1
Biz=1y=2 a +b +c = 2 L1y 2
Ciz=2y=0 ) 4da 420 +c = 0 |4 21 1o |
Diz=3y=-1 | 9a +3b +c = -1 9 3 1)L ~1

que se puede comprobar que este sistema es incompatible. Entonces, planteemos el nuevo
sistema:

0149 (1) ? 1 a 0149 é 98 36 14\ |a =7
01 2 3 1492 1 bl=101 2 3 0 — 36 14 6 bl =1-1
1 111 9 3 1 c 1 111 1 14 6 4 c 2
. lucié . 1 h = 7 o E 1 fb 1 _ 6 7 1,.2
que fiene como solucion a = —57 = 1—0 y c= g ntonces la parapola y = 5 + 1_0.73' — 51’

es la parabola que minimiza el error cuadratico para los puntos anteriores. El error que se ha
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cometido es

00 1\ 1] 6 1]
2 11 1 2 |2 B g ]2 _12+ 3 2+§2+ 1 2
ol 42 1] ¥ 0 2 0 5 5 5 5)
93 1)L5 -1 -5] [
: 20 _ 4
es decir, e = 2 = 2.

3. Diagonalizacion por congruencia

Dada A € M, (R) queremos estudiar cuando es congruente con una matriz D € M, (R)
diagonal, es decir, cuando existe P € M,(R) invertible tal que A = P'DP. Como D es
diagonal, en particular es simétrica, y esto implica que A necesariamente debe ser simétrica,
va que A' = (P'DP)! = P'D'(P')! = P'DP = A.

A diferencia de la diagonalizacién por semejanza, este problema no resulta complicado
de resolver. Tan solo es suficiente con recordar que realizar transformaciones elementales por
filas a A es multiplicar por la izquierda por sus respectivas matrices elementales, y realizar
las mismas transformaciones elementales por columnas corresponde con multiplicar por la
derecha por la traspuesta de las matrices elementales. Veamos esto en un ejemplo:

1 2 4
EJEMPLO 46. Sea A = | 2 2 |, entonces
4 1

1
2

1 2 4/1 00 wvepop [ 12 4 1 00
212010 | pvepan| 0 -3 —6|-210
4 2 1|0 0 1 — 0 6 —-15|—-4 0 1
1 0 0 1 00
N=Cr—2C4
oo |0 -3 —6|-2 10
- 0 6 —-15|—-4 0 1
10 01 0 O
Ff=B-2 | () -3 —6(—-2 1 0
0 0 =30 —-21
10 01 0 0
Cf=Cs=2C: | (0 =3 0 |-2 1 0
0 0 -3]0 —-21
teniendo que
10 0\ /1 2 4\ /1 =2 0 1 0 0
-2 1 0121 21{0 1 -2]=10 -3 0 |,
0 -2 1/\4 2 1)\0 0 1 0 0 -3
10 0
es decir, A es congruente con la matriz diagonal D = [0 -3 0



4. DIAGONALIZACION POR CONGRUENCIA ORTOGONAL 85

Esta diagonalizacién resulta interesante para la clasificacién de matrices (semi)definidas
positivas, negativas o indefinidas, que a su vez son utilizadas para clasificar puntos criticos
de funciones en varias variables como maximos o minimos.

4. Diagonalizacion por congruencia ortogonal

Por ultimo, estudiemos cuando A € M, (R) es congruente con D € M, (R) donde, adicio-
nalmente, P € M,(R) tal que A = P'DP es ortogonal, es decir,

A=PDP con P !'=P.

Como ya hemos visto antes, A necesariamente debe ser simétrica. Sin embargo, este problema
resulta mas complicado que el caso no ortogonal. Esto sucede por su parecido con el problema
de la diagonalizacion por semejanza, donde se tuvo que resolver un problema de autovalores
y autovectores.

A pesar de ello, ya hemos visto que para tener la diagonalizacién por semejanza, necesita-
mos una base de autovectores, y por otro lado, para que la matriz de cambio de base sea una
matriz ortogonal, la matriz de cambio de bases debe ser entre bases ortonormales. Dando pie
a la siguiente definicién.

W. Sea (V, (-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y T: V' — V una transfor-

macion lineal. Diremos que T" es diagonalizable por congruencia ortogonal si existe una
base de autovectores ortonormal.

De esta forma, partiremos de una matriz asociada a T': V' — V en una base ortonormal
B = {l;l, 52, cee gn}, para poder asegurar que la matriz de cambio de base sea ortogonal,
que tendréa que ser también simétrica, como condicién necesaria para ser congruente con una
matriz diagonal. Ahora, utilizando los coeficientes de Fourier:

(T(by), by (T(B), by - (T
b T

7 - . T(5)), by> (T(by), byd -+
M(T)ses = ([T6)]s | [TE)]s |- | TG ) = T (o), ba (T(b2), b : ¢

(

gn)7 gl
(Bn), b

)
n): 2>
@) Ty TE) By - (TE), B

y sabiendo que tanto la matriz es simétrica como el producto escalar, tendremos que, para
todo 4,5 € {1, ..., n}.

(T'(b:), bj) = <bi, T(by))-
De hecho, es una condicién suficiente y necesaria para que M (T)p_p sea simétrica. Si T'
verifica la propiedad anterior para todo #, 7 € V, se dird que es una transformacion auto-
adjunta.

TEOREMA 4.8. Sea (V, (-,-)) un R-espacio vectorial euclideo y T: V — V una transfor-
macion lineal autoadjunta. St X y p1 son dos autovalores distintos de T' entonces V\ L V.

DEMOSTRACION. Supongamos que A # u. Si @€ V) y ¥ € V, entonces
X, 0) = (i, 0) = (T(a), 0) = <u, T(0)) = <t, pv) = pi, ),

que es equivalente a
N—pXd, vy =0 <= (u, v)=0,



86 4. ESPACIOS VECTORIALES EUCLIDEOS REALES

por que A — p # 0. Teniendo que V) L V. [

Este teorema nos asegura entonces que si una transformacion lineal autoadjunta 7: V —
V' es diagonalizable por semejanza, entonces, junto con el Teorema 4.2, se puede hallar una
base de autovectores ortonormal. Teniendo como resultado que si una transformacion es
diagonalizable por semejanza entonces es diagonalizable por congruencia ortogonal, y esta
seria una manera de hallar dicha base de autovectores ortonormal.

011
EJeEMPLO 47. Consideremos A = [ 1 0 1| y diagonalicemosla por congruencia ortogo-
110

nal, es decir, hallemos P € M3(R) ortogonal y D € M3(R) tales que A = PDP* con P! = P71,
Como ya hemos razonado previamente, debemos hallar una base ortonormal de auto-
vectores. El primer paso sera hallar la base de autovectores, y luego, por el Teorema 4.8 y
el Teorema 4.2, podremos ortonormalizarla asegurando que no pierdan la propiedad de ser
autovectores.
Primero, hallemos el polinomio caracteristico de A:

SR R I A, A 1 1+
p(A) =det| 1 —-A 1 |=————=det| 1 =\ 0
1 1 =X 1 1 —1-2A

1-X 2 0

ST e 1 oA 0 | = (21— A)det <1IA _QA)
1 1 —1-A
= (1= (1= (N = 2) = (1= N - A—2)
=(—1—=X)?22-N\).
Los autovalores son \; = —1 con m.a.(—1) = 2 y Ay = 2 con m.a.(2) = 1. Hallemos los

subespacios propios

11 11
A-(-N)3=A+L=[1 1 1]—-10 0 0
1 11 0 00
—1 -1
Y por tanto By, = 11,10 es una base de autovectores asociados a A\ =
0 1
—1. Aprovechemos para hallar una base ortogonal aplicando el Teorema 4.2:
1.
—1
51 = 1
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2.
< ot >
01,1 o
[ 1 0 -1 -1 -1 [-1
=10 | ——F—5——F—= 1]1=10—-—=1]==]-1
1 -1 -1 1] 2o 2
1], ]1 L
~1 [ -1
teniendo que Cy_, = \/Li 1|, \/Lé -1 es una base de autovectores ortonormal
0 2

de V_;.
-2 1 1 -2 1 -2 1
A-2L=|[1] -2 1 |=>{o0 [-3] 3|=(0 [1] —1

1 1 =2 0 3 =3 0O 0 0
1
teniendo que By, = 1 es una base (trivialmente ortogonal) de V5. Y, norma-
1
1
lizandola, Cy, = \/Lg 1 es una base ortonormal de V5.
1
Juntando ambas bases de autovectores, y en virtud del Teorema 4.8,
-1 -1 1
1 1 1
D=<—1]1 — =11, —= |1

V2o | V6| o] V3|a

es una base ortonormal de autovectores de A. Construyendo entonces las matrices

1 11

-1 00 R
0 0 2 0 2 L
N(ERVE]

que verifican
A=PDP' con P =pPL

Ya hemos visto que si una matriz simétrica es diagonalizable por semejanza, entonces es
diagonalizable por congruencia ortogonal, pues siempre podremos asegurar hallar una base
ortonormal de autovectores. Pero podemos decir mas, y es que resulta que toda transformacién
lineal autoadjunta T": V' — V es siempre diagonalizable por congruencia ortogonal.

TEOREMA 4.9 (Teorema espectral para transformaciones). Sea (V, (-,-)) un R-espacio
vectorial euclideo y T: V — V una transformacion lineal autoadjunta. Entonces T es diago-
nalizable por congruencia ortogonal.

TEOREMA 4.10 (Teorema espectral para matrices). Sea A € M,(R) simétrica. Entonces
existe D € M, (R) diagonal y P € M, (R) ortogonal tal que A = PDP".
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