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ALGEBRA

HoJA 1: MATRICES, DETERMINANTES Y SISTEMAS DE ECUACIONES.

1. Resolver los siguientes sistemas lineales por el método de Gauss:

20 —by+4z+u—v=
T—2y+z—u+v=
r—4y+62z+2u—v =

3x1 4+ 4x0 + 23 + 224
2x1 + 229 — 623 + 2204 =
4x1 4+ dxo — 23+ 314 =

3
)
10

—4
-3

dr —3y+2z4+u= 3
r—2y+z+2u= -2
dr—y+z—u—v= 9
2¢+3y—z2z—4v= 9
Txo + x3 1

3r1+4x0o+x3= 7
—9x1 — 5x2 — 2.%3 = 2

2. Utiliza el método de Gauss para discutir las distintas soluciones de
los siguientes sistemas segin los distintos valores de los parametros

a,beR.

2z 4+ 6y +az =
3z + (a+5)y+62=

ar+y+z= 1
r+ay+z= a
rT+y+taz= a?

(a+1)y+z= a+1
r—z= 2
20 +ay — 3z = 4
—z+a’z= a-3

3x+ay—4z= 6

20 +ay+ 2z =
20 -2y + 2z =
bx +2y — 4z =
dr +2b+ Tz =

o O O O

12
b—a

axr +bz= 2
ar+ay+4z= 4
ar+2z= b
2c+by= 1
—2z4+2y+az= 1
2¢ —2y+bz= a+b-—1
24+a)r+ay+2z= 2a-—2
2+ (2—a)y= 0

(a+1)zx+(a+1)z= a—1

r+ay+bz= 1
ar+by+z= b
r+aby+z= a



. Calcula el rango de las siguientes matrices:

12 1 0 ?-111
A=| 24 -2 8 |, B=

3 6 —5 16 o2

1 0 3

. Calcula, usando el método de Gauss, los valores de a y b que hacen
que la siguiente matriz tenga rango 2:

1 3 =3
1 -1 5
4 0 b a
a —1 —4

. Suponer que tras usar el método de Gauss sobre la matriz ampliada
de un sistema se obtiene la siguiente matriz escalonada

2 0 1 3 |6
oo -10 1
<‘4“))_0002\4
00 0 0 |0

;,Cual es la solucién del sistema?

. Si suponemos que los dos sistemas de ecuaciones lineales de m ecua-
ciones y n incégnitas y coeficientes reales

AX =b y AX =b
son ambos sistemas compatibles,

a) el sistema AX = b; + by es compatible?

b) Dado un nimero a € R, ;qué se puede afirmar sobre la compati-
bilidad del sistema AX = aby?

. Calcula, si existe, la inversa de las siguientes matrices usando el método



de Gauss:

00 0 4
1 2 3
1 2 00 30
a=(5 ) m=l2ot) e=100 0 0]
1 000
1 0 1 -1 00 001
0 -1 -3 4 00010
D= , E=10 01 0 0 |.
1 0 -1 2
30 0 -1 01 000
100 00
0000 1
000 1 a
8. Calcula la inversa de lamatriz A=] 0 0 1 0 a2 |, dejando la
01 0 0 as
1 0 0 0 aq

solucién en funcién de a1, as,a3 y aq.

9. Si A € M,xn(R) es una matriz tal que A™ = I, para algin m € N,
probar que entonces A es inversible y expresar A~! en términos de
A. Da un ejemplo de una matriz 2 x 2 distinta de la identidad que
verifique que A% = I.

10. Si A € M,xn(R) es una matriz tal que A™ = 0 para algin m € N,
probar que entonces A es no puede ser inversible. Da un ejemplo de
una matriz 2 x 2 distinta de la matriz nula, que verifique que 4% = 0.

11. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

01 1 2 1 4 1 1 -1 -1 2 1
10 14,13 2 5], 2 0 31, 2 =3 5,
0 0 -1 0 -1 1 -3 1 -7 1 0 12

0 0 0 4 1 0 1 -1

00 320 0 -1 -3 4

0 20 0])° 1 0 -1 2

1000 -3 0 0 -1



12. Calcula los determinantes de las siguientes matrices:

—4 1 1

rx—2 =2 0 0
1 -4 1

-2 x—-2 0 0
, 1 1 -4

0 0 r—1 -1
0 0 1 1 1 1 1

— x_
1 1 1



HoisaA 2: ESPACIOS VECTORIALES. PARTE 1

COMBINACION LINEAL. DEPENDENCIA LINEAL.

1. Estudia si los siguientes vectores de R?* son linealmente independientes:

0 0 2 6
0 0 1 3
Ty’ 1(10f |1
0 1 1 6
0
2. Determina en cada apartado si el vector o estd generado por -1
1
donde
[ 1 1
a) v =| -3 |, b) ¥ =] -1
| 3 1
[ 1 -1
) v=1|1], d) v =] -1
| O 2
1 2
3. Dados los vectores ¥ = | —3 , v = —1 | de R3, ;para qué
2 1
1
valores de @ es | a | combinacién lineal de y v
5

4. Determina en cada apartado para qué valores de h es {71, 72, 73}
linealmente independiente

[ 1 ] [ -3 5

(1) 712 -3 ,722 9 ,732 —7
2] | —6 h
1 2 2

i) V1=| =5 |, To=|10 |, Us=| -9
| -3 ] | 6 h



10.

Demostrar que los vectores

1 0 0
al,|1],]0
b c 1

son siempre linealmente independientes para cualquier valor de a,b y
c.

,Para qué valores de a y b son linealmente dependientes los vectores
1 3 -3
1 -1 5
o’ b |’
a —1 —4
Consideramos el espacio vectorial V = RS, y cinco vectores 71, 72, 73, 74,
T5eV. . Pueden ser los cinco vectores linealmente independientes en

V7?7 ;Pueden formar los cinco vectores un sistema generador de V7 En
caso afirmativo, pon un ejemplo, y, en caso negativo, explica por qué.

-1
. , , 2
[ Existe algin valor del pardmetro a para el que el vector a es
0
1 -5
S 1 4
combinacién lineal de los vectores 3 | V| _3 ?
1 a

Estudiar si siguientes conjuntos de vectores de P3 son linealmente inde-
pendientes. En el caso de que sean dependientes, eliminar los necesarios
para obtener un subconjunto independiente.

a) {23 +x—1,2° - 2,2+ 1,23+ 22},
b) {—22+ 2,0 3,23 + 2,22 — x4+ 1},
¢) {2 +x+2,-32% + 222 + 1,23 + 2% — 3z + 2}.

. . 1 a 1
Estudiar para que valores de a y b la matriz ( b 0 a+tb > es

combinacién lineal de o = < 11 -1 )’ 7 = <0 -1 1 > y

10 2 0 0 1
-1 0 1
Ez_<2 00)‘



11.

12.

Sean 71, Ty y 5 tres vectores linealmente independientes de un es-
pacio vectorial V. Probar usando la definicién que los vectores U=
71, 72 = 71 + 72, 73 = 71 + 72 + 73 son linealmente indepen-
dientes.

Sabiendo que los vectores 71,72 y U3 son linealmente indepen-
dientes, utiliza la definiciéon para estudiar si los siguientes vectores
son linealmente independientes: 71 = 71, 72 = 71 + 272, 73 =
V14209 + 373, y Uy =01 — 209+ 373. Si no son linealmente

independientes, elimina uno para que si lo sean.



HoiA 3: EspAacios VECTORIALES. PARTE 11

BASES. COORDENADAS.

1. Estudia y justifica si los siguientes conjuntos de vectores son bases del
espacio vectorial R*:

2 3 1 0 4 1
-1 1 2 1 1 1
a‘) 1 ) 2 ) 0 ’ b) 1 ’ -1 ) 1 )
Lo | |1t 0 0 1 -1
1] [ -3 0 5 1 1
1 -3 -1 7 1 -1
AT ST RN AT N I S 0 C A B R R
2 | [ 1 2 1 -1 1

2. Estudia y justifica si los siguientes conjuntos de vectores son base del
espacio vectorial Ps:
a) {a® +a—1,—2®+ 2,323 + 22 + 2 — 3,23 + 322 + 3z + 1},
b) {z® + 22 + 2+ 1,322 + 22 + 1,62 + 2,6}
c) {2? + 42 — 1,32% + z,22 + 1}
d) {3+ 1,22+ 1,2+ 1,1}

3. Determina todas las bases de R* que puedes realizar con los vectores

1 5 1 2 1 1
-1 —6 0 7 0 2
o (| -1 |’ -1’ -3 1 [ -1
—2 -5 2 5 -1 1
1
4. Prueba que U, = 2 |y Uy = 1 generan los mismos vec-
1 { -1
1 2
tores que ¥y = | 0 ] y Uy = | 6 |, es decir, Gen({u1,Us}) =
3 0

Gen({?l, 72})

5. Halla una base de R* que contenga a los siguientes vectores

)
O = O N

— == O



6. Discute en funcién de a cuando el siguiente conjunto es una base del
espacio vectorial Mz (R):

1 -1 a 1 -1 -1 1 a+1
-2 1 \1 0 )’ a 0 "\ 0 1
7. Sea V un espacio vectorial con base B = {71,72,73, 74}. Estudia y
justifica si B’ = {71, o, Vs, 74} es base de V' donde:
V1 =3U143Us+ Us—Us, Vo=2U1+ Us+2Ua
Vs =—U1+ Uz +3Us, Vy=Us+3Us—2Uy

8. Sea V un espacio vectorial con B = {71,72,73} una base. Dado los
vectores

71 = 71 —2724—3737 72 = 271 —372-’-737 75 = —a72+b73,

Estudia la relaciéon que deben cumplir a y b para que {71, 72, 73} sea
también una base de V.

1
9. Halla las coordenadas de W = _01 en las bases:
1
(1 1 0 0
1 -1 -1 1
G) B = 1 ) 1 ) 1 9 1 9
| -1 1 0 1]
[0 4 1 -1
1 1 1 -1
b) C - 1 ’ -1 ) 1 ’ 3
| 0 1 -1 0 |
4
10. Halla el vector o que tenga como coordenadas ; en la base B donde:
1
27 [+ 7 [ 17 [-17
1 1 2 -1
DB=AT | 7| s
Lol [0 | [-1] [ 0 ]
1] [ -1 [ 1] [ -2
3 2 1 -1
b) B= 117 =1 |’ 1 13
1] L L-2] [0




11.

12.

0 -1 3 -1
0 1 0 4

¢) B= 1l =1 ]| 1 || 3
0 1 1 1

Sabiendo que las coordenadas de los vectores de la base canénica en R*
en la base B son

1 1 0 0
1 -1 -1 1
[@s=| | |, [Cads=]| | |, [@sls=]| | |, [Cus=|,
-1 1 0 1

Halla la base B.

Halla una base B tal que las coordenadas de los vectores de la base canéni-
ca en R* en la base B sean

2 1 1
N 2 N -1 _ -1
[el]B: 2 ) [62]3_ O ) [63]32 1
-1 1 0

(La solucién no es unica.)



HoJA 4: EspAcios VECTORIALES. PARTE I11

CAMBIOS DE BASES. SUBESPACIOS VECTORIALES.

1. Se consideran las siguientes bases:

-1 2 1
a) B= 1|, 41],]2 de R3,
5 1 3

(2 1)( (3 ) (3 )

c) B:{—x3+4x2—x+5,2m3+x2+$+7,w3—|—2x2—|—3x—2,m3+2}
de]P’g.

Halla la matriz de cambio de base Pp . p con B, las respectivas bases
canonicas de cada espacio vectorial.

2. Halla las matrices de cambio de base entre las bases de R3

0 1 1 1 1 0
B=L|-1|,| —21/,] 1 y Cc={|-1|,]0],]| -2
1 1 -1 2 1 1

3. Halla las matrices de cambio de base entre las bases de Ma(R)
B_ 2 0 1 1 2 3 1 -1
N 1 0/’\1 -=1/)’\ 0 0/)"'\1 0
c— 0 1 2 -1 11 1 0
N -1 1)/)’\1 2 J°\L1 0/)"\ -1 2

4. Sean
1 1 0 1 0 0
B = 11,1 11{,[1 y C= 31,1 11],]1
1 0 1 0 0 1

dos bases de R3.

a) Halla las matrices de cambio de base Pp.« gy QB.«C,
b) Halla las matrices de cambio de base de B a C y de C a B,



¢) Compara las matrices del apartado b) con las matrices Q7 'P y
PQ,

d) Realiza Gauss-Jordan a las matrices (P | Q) y (Q | P). Justifica
los resultados.

5. Sabiendo que la matriz de cambio de base de la base canénica de R3

1 -1 0
aBesPp.p,=|( 0 1 2 |.Hallala base B.
1 0 1

6. Se consideran los siguientes subespacios vectoriales de R* con ecuacio-
nes cartesianas:
z -y +3z =0
FEy { y

2 4z -2t = 0 B:{ y —= #t =0

c + — 0 3z —y -t =0
Eg:{x_z ~ g B2 4y 4z o4t =0
- z —t = 0

a) Determina las dimensiones de cada subespacio,
b) Halla una base de cada subespacio,

c) Halla una base, si es posible, de E1 N Ey, EaNEyy Eo + E3 y
E2 + E47

d) Halla un subespacio complementario de cada subespacio.

7. Se considera el subespacio vectorial £ de R* con bases

1 0 1
2 0 1
B= -1 (' {1]] -1
0 1 0
1 -1 0
2 1 1
¢= 01’ 1 !
1 0 1

a) Comprueba que efectivamente son bases del mismo subespacio,
0

b) Halla las coordenadas de o = en By C.

NN



c) Halla la matriz de cambio de base de B a C. Utiliza la matriz
para comprobar el apartado anterior.

8. Se consideran los subespacios vectoriales de Ps:
E={p(z) € P3| p(x) = p(—x)},
F={p(x) e P3| p'(2) =0}.

a) Determina la dimensién de cada subespacio y una base.
b) Halla una base de ENF y E+ F.

¢) Halla un subespacio complementario para cada subespacio.

9. Sea
1 -1
a=(o 1)

Se consideran los subespacios vectoriales de Ma(R):
E={Be€MR)|B=A"BA}
F={C e M(R)|C"=ACA}

a) Determina la dimensién de cada subespacio y una base.
b) Halla una base de ENFy E+ F.

¢) Halla un subespacio complementario para cada subespacio.
10. Halla una base del subespacio E de R* con ecuacién cartesiana
¥ =22 +3 =0

respecto a la base

1 2 0 -1

-1 1 1 0

b= o ("1 1 [ 1
1 0 —2 1

11. Halla una base B de Ms(R) tal que las ecuaciones cartesianas del
subespacio E con ecuaciones cartesianas

a —2b +¢ = 0
b —¢ =0

a4V =0
d +d = 0~

3

sea



12. Sea E un subespacio de R* con base

Considera el subespacio F' de R* con ecuaciones cartesianas, respecto
a la base canénica de R?,

r -2y +=z = 0
y —z +t = 0

a) Justifica que F' es un subespacio vectorial de F,

b) Halla la ecuacién cartesiana de F' respecto Bg.



HoJA 5: TRANSFORMACIONES LINEALES. PARTE 1

DEFINICION. MATRIZ ASOCIADA A UNA TRANSFORMACION.

1. Comprueba si las siguientes transformaciones son lineales:

a) T :R? — R? definida como T 5; = xxy}
b) T :R? — R? definida como T T = Y .
| Y ] | z+ty+1
¢) T:R2? — R? definida como T | * | = 4$+y].
LY | |z —Ty
2. Sea T : R?® — R? tal que:
a)
1 0
T o _[H y 7|1 _{H
0 0
b)
1 -1
7|1 —[é] Cor| —[ﬂ T —[f
1 2
c)
1 -1 1
HEAEE RO e
1 0 -2
0
Halla, si es posible, T | 0 |. Justifica razonadamente cuando no sea
1

posible.



3. Sea T : R? — R3 tal que:

-1 1 -1 0 1 2
T 1 =10 , T | 2 =11 , T |1|= 1
0 2 0 0 1 -1
x
HallaT | y
z

4. Sea T : Ms(R) — P53 una transformacién lineal tal que:

T( Z lb) > = a:z;3_bx2+(a—|—b)x, T< Cci —Cd > = (C+d)x3_|_dx2_cx+(c—d)

a b
HallaT(C d)'

"
5. Sea T': V' — V una transformacién lineal y B = { b1, b2, b3} base
de V tal que:

— - — = — T
T(bl): b1—2bo, T(bg): b3—3bo, T(bg): bi+bas—10bg
I
Halla [T'(W)] g para cualquier @ € V tal que [@]p = | =2
T3

B

6. Halla la matriz M (T) g, p. de las siguientes transformaciones lineales
en sus respectivas bases canénincas:

[z ] y—z
a) T:R3 — R3 definida como T | y | = dr +2y |,
| 2 | r—y—3z
_
b) T :R3 — R? definida como T | y :[2m—y—z],
r—y—3z
_z_
- T+ 2y
¢) T :R? — R3 definida como T x}_ 0 ,
LY r — 4y
a+b—c+d
d) T :P3 — R3 definida como T (ax3+bz?+cx+d) = a—d
2b+ 3d



10.

11.

T 1 -1 0 2
Yy . - 2 1 10
. Halla T z sabiendo que M(T)p, B, = 0 0 1 1
t -1 -2 10
. Sea T : P3 — Py la transformacién lineal definida como
T(p(x)) = 2p' (@ +1) = p'(x = 1) + p(1)a.
Halla M(T)p,«B.-
Sea T : R* — R3 la transformacion lineal tal que:
Sl I I e R B IR O e
T =1|11,T = 2 |,T =|1],T —
0 0 1 1 0 1 0
1 0 - | —1 ] 0 |
(T1 7 [-1] 71 -17)
-1 2 0 1
a) Halla M(T)p..p donde B = o 'L 11l o] o ,
! | 0] -1 0
[ 1 0 1
b) Halla M(T)c«p donde C = 1], 1¢,]1 ,
0 1 1

C) Halla M(T)BceBy
d) Halla Py Q tales que PM(T)cep®@ = M(T)p.«B.-

= = =
Sea T : R® — R3 una transformacioén lineal y sea B = { b1, b, b3}.

= — —
Determina T'( b 1), T(b2), T(b3) para que se verifique que
2 0 0
MTpep=| 0 -5 0
0 0 7

e "
Sean V' y V' dos espacios vectoriales con bases respectivas B={ b1, b, b3, b4}
y C = {71,?2,?3}. Sea T : V — V' la transformacién lineal que
cumple

T(?l) = 2?1 + ?2 — ?3,
T(V3) =271 — 2+ 473,

| — C9— 273,

(?2) K4
B =71— T

T
T(b4)



Comprueba que los vectores C' = {T(?l),T(?Q),T(?g,

bién una base de W.

)} son tam-

Halla M(T)c« B,
Halla M(T)C’%By

Halla la matriz de cambio de base Po ¢

a
b
c
d

~— ~— ~— ~—

;, Qué relacion cumplen entre si las tres matrices de los apartados
anteriores?

12. Sea T : V — V' una transformacién lineal con matrices asociadas:

1 -1 0 0 2 -1
MT)eep=|0 2 1|, MMeep=|1 1 0
1 0 1 1 -1 0

Halla la matriz de cambio de base de C a C".



HoJA 6: TRANSFORMACIONES LINEALES. PARTE 11

SUBESPACIOS KER E IM. INYECTIVIDAD, SOBREYECTIVIDAD Y BIYEC-
TIVIDAD.

1. Hallar una base del nicleo e imagen de las siguientes transformaciones

lineales:
v r—y+z+2t]
a) T:R* - R3 tal que T ‘Z - 0
. 20 —y—1t |
1 -1 0
b) T:R3 = R3 tal que M(T)p,ep, = 0 1 1
1 1 2
(

c) T :P3 — My(R) tal que T'(p(z)) = ( p(0) pl(l)

p
1 -1 0
d) T:R3 = R3talque M(T)cep=| 0 1 1 | donde
11 2
1 1 1 0 0 1
B = -1, 11],]0 , C= 1], 1/,]0
0 1 1 1 1

2. Estudia para que valores de a € R es biyectiva la transformacion lineal

x r—2y—z
T:R* — R* definida como T | ¥ | = 2aw =y =1
z 20 —y —at
t Y+ 22+ at

3. Halla la matriz asociada de T : V' — V respecto de la base B =
e .
{bq, ba, bs, b4} sabiendo que

SN SN SN
b1, backerT, T(bz+by)= bi1+ba, T(bz—by)=



4. Sea T : R* — R* la transformacién lineal con matriz asociada en las

1 =1 0 0

,. 12 0 11

bases cannicas A = 1 0 o0 1
0 1 1 0

a) Halla una base del nicleo e imagen de T'.

14

teniendo una matriz equivalente por columnas, que llamaremos

A
b) Considera la matriz <> y realiza Gauss por columnas ob-

I
( Z]n IO( > (Si encuentras dificultades en realizarlo por colum-

nas, puedes considerar la traspuesta y trabajar por filas, es decir,
hacer Gauss a la matriz: (A'|Iy)).

¢) Comprueba que las columnas de la matriz I'm generan el subes-
pacio imagen de T y las columnas de la matriz K general el
subespacio nucleo de T.

d) Justificar por qué este "método/atajo” funciona.
5. Se considera la transformacién T : Ms(R) — P53 definida como

T(aber b+c

_ 3 2
ate—d a—i—b—i—d)_ax + bz 4 cx + d,

a) Halla M(T)p,p. donde B, son las respectivas bases candnicas.

b) Halla una base del niicleo e imagen de T' y comprueba que T es
biyectiva.

c¢) Halla la expresiéon de T~ (az3 + b2z? + cx +d) y M(T~ ), B,

6. Sea E el subespacio de R3 con ecuacién cartesiana {z —y + 22 = 0.
Se define la transformacién lineal 7 : R? — F tal que

1 -2
- (3] +140-]
0 1
a) Comprueba que T" es biyectiva,

b) Halla 771

7. iSe puede definir una transformacién lineal inyectiva T : R? — E don-
de E es un subespacio de R* con ecuacién cartesiana {x +y + 2z =07
Justifica la respuesta, y en caso afirmativo, define dicha transformacién
lineal.



8. Define una transformacién lineal 7' : R3 — R3 tal que la dimensién
del nicleo de T sea 1 y su imagen coincida con el subespacio E con
ecuacion cartesiana {y —z = 0.

9. Se consideran los subespacios E y F de R* con ecuaciones cartesianas
{r+y—t=0y{y—2z+1t=0, respectivamente.
a) Halla Br y Bf bases de E y F, respectivamente.

b) Construye una transformacién lineal biyectiva 7' : E — F. Halla
M (T)BFHBE'

¢) Amplia las bases B y Br a una base de R* y denota las nuevas
bases Bg y Br.

d) Construye una transformacion lineal biyectiva T :R* - R?* tal
que T'(E) = T(E). Halla M(T) 5., 5,-

e) Halla M(T)p.. p,.
f) Utilizando el argumento anterior, halla P tal que PA = B donde

-1 0 1 1 0 0
1 00 0 2 -1
A= 0o 10|’ B= 01 0
0 01 0 0 1

10. Se define el conjunto de endomorfismos de un espacio vectorial V' como
el conjunto de todas sus transformaciones lineales:

End(V)={T:V — V| T es lineal}

Resulta que este conjunto posee estructura de espacio vectorial con la
suma (T + S) (W) = T(W)+ S() y producto por escalar (AT)(W) =
AT ().

a) Comprueba que
B. = {E, Ea, E3, Ey}

tales que

aly]=1a)ely ][]l ][0 ]m])

es una base de End(R?).



b) Halla las coordenadas en B, de la transformacién lineal T : R? —

9 x| | r—2y
R talqueT[y]—[4x+y}.

¢) Comprueba si H : End(R?) — End(R?) tal que

n(r[3])=r 2]

es inyectiva y/o sobreyectiva.



HoJA 7: DIAGONALIZACION

1. Diagonaliza, si es posible, las siguientes matrices, es decir, hallar P
inversible y D diagonal tal que A = PDP~!:

3 4
54
1 20
-1 3 1
0 11
5 0 —4
03 0
-1
-2
0
3
-1
0
-1

\)
o

o
W W =
[ S NTAN

o I
— =

— O OO OlWw W — = =
O = O O Ot Ut =
(@)

O O =
o O o

O O N

?1, ?2} una base

2. Sea T : V — V una transformacién lineal y B = {

O O = N

| ooro
w o orw

O w o O OO =

|
W= W o
= w O O

_w o O

—h oo wWHR OO

|
—_

— —
de V. Se _s)abe ue b 1_)— 2 b 9 es un autovector asociado al autovalor
—1yT(by1+ by) = 0. Determina si T es diagonalizable y, en caso
afirmativo, halla una base C' de autovectores y M (T)c«c-

3. Se considera la matriz

0 0
-1 a

0 b



;Para qué valores de a,b € R es A diagonalizable? En los casos en los
que A sea diagonalizable calcular P y D.

- = =
.Sea B={b1, bg, b3} unabasede V yseaT :V — V una transfor-
macion lineal tal que:

— T T
lT(b1)=2b1+b2+b3,
%
= byeKerT,

— e —
lT(bg):a(bl—i—bz)—F?bg.

Estudia para que valores de a € R existe una base de autovectores de
T.

.SeapeRyT,: R? — R? la transformacién lineal tal que T, [ i } =

1 0] | m
HEINEH
a) Estudia para qué valores de p la transformacion 7, es diagonali-

zable.

b) Demuestra que T}, 0T}, = T},. Esto se puede interpretar como que
T}, es una proyeccién sobre un subespacio. Halla el subespacio de

proyeccién.
4 2 -6
. Se considera la matriz A = 2 4 —6
2 2 —4

a) Halla los autovalores de la matriz A1035784 — 446 1243 — .

b) Sea p(x) = anz" + an_12" ' 4+ ... + ayx + ag € P,. Halla los
autovalores de la matriz p(A).

1 =10
. Se considera la matriz A = 2 1 1 |.Hallaa,b,c,decRtal
-1 0 0

que A5 = aA* + bA3 + cA? + dA + el, con a,e # 0. (Pista: Usar el
teorema de Cayley-Hamilton)

-1 0 -5 5
‘ . -5 4 -5 5
8. Se considera la matriz A = 5 _5 4 5

-15 -5 —-10 19



a) Halla una matriz B tal que B> = A. Se podria decir que vA = B.
b) Halla una matriz C # B tal que C? = A. Se podria decir que

VA=C.

Entonces, (VA = B o VA = C? Concluimos que la raiz cuadrada de
una matriz no es una operacion bien definida.

. [Forma candnica de Jordan] Se ha estudiado que para una trans-
formacién lineal puede no existir una base de autovectores, por lo que
la transformacién no admite una matriz asociada con forma diagonal.
Sin embargo, siempre podremos encontrar una base donde la matriz
tenga una expresion diagonal por bloques. Estos bloques se son sub-
matrices llamadas bloques de Jordan y son de la forma, para A un
autovalor de T"

A1 O - 0
O X 1 --- 0
Iy = -
0 0 A1
0 0 0 A

Para toda transformacién 7' : V' — V existe una base B tal que

N 0O - 0
0 Io .

M(T)pep = ‘ : ‘ ‘ (Forma canénica de Jordan de T).
0 0 - |Jy

Estos bloques de Jordan cobraran interés para aquellos autovalores A
tal que su multiplicidad geométrica y algebraica no coincidan.

‘ ‘ x T—2y+=z
Sea T : R? — R3 definida como T | y | = —y
z —z+y+3z

a) Comprueba que —1 y 2 son autovalores de T'y que T no es diago-
nalizable. Sea @ un autovector asociado a —1 y o un autovector
asociado a 2.

b) Halla un vector & tal que T(W) = ¥ + 2.



¢) Considera la base B = {7, o, E?} Comprueba que

~1]0 0 J1lo 0
M(MTMpep=| 02 1 | = 0
010 2 0 J

10. Sea T : R3 — R3 una transformacién lineal definida como
T 2 + 2
Ty | = r+y

z —r+y+3z

Halla una base B de R3 tal que M (T')p«p sea la forma candnica de
Jordan de T'.



HoJA 8: ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO. PARTE 1

MATRIZ DE GRAM. ANCULOS Y NORMA. BASES ORTOGONALES Y METO-
DO DE GRAM-SCHMIDT.

1. Halla la matriz de Gram respecto de la base candnica de los siguientes
productos escalares:

1 n
a) (| 22 |, | v2 |)=2z1y1 + 322y + 4a3y3
L T3 | L Y3 |
[ T1 1 T Y1 ]
b) (| z2 || y2 |) =3z1y1—22y1 —T1y2 +422y2 +201y3+223Y1 +223y3
L L3 | L Y3 |
T 1 T ]
c) (| z2 || y2 |)=>521y1 —2w2y1 — 2x1y2 + XT2y2 + T2y3 +23Y2 +623y3
L L3 | L Y3 |

0) Bn P, (pla)ala)) = | plalgta)da

@mmmmmw=émmmm

2. Halla la matriz de Gram respecto de la base

1 1 1
B= ~11,l0],] 1
0 1 ~1

de R3 de los siguientes productos escalares:

[ T1 1 T Y1 ]

U/) < T2 ) Y2 > = 2$1y1 + 31‘2:1/2 + 4.’133?43
L L3 | L Y3 |
[ T I 1 1

b) (| 22 |, | v2 |)=3w1y1—22y1 —T1y2+4T2Y2 +271y3+ 2231 +273Y3
L T3 | | U3 |
R

c) (| @2 || y2 |)=>521y1 —222y1 — 221y + T2y + T2Y3 + 3Y2 +623Y3
L T3 | L Y3 |



3. Halla la norma de los siguientes vectores =1 y v = -1
1 -1
y el angulo que forman respecto:
1 00
a) Gg.=| 0 1 0 donde B, es la base canonica,
0 0 1
1 11 1 1 1
b)) Gg=| 1 2 2 | donde B = o, 1],]1 ,
1 2 3 0 0 1
2 21
¢) Gp,=1 2 4 1 | donde B, es la base canénica,
11 2
2 21 1 1 1
d) Gg=1| 2 4 1 | donde B= o, 1],]1
11 2 0 0 1

4. Halla todos los subespacios de dimensién 1 de R? que formen un dngulo
7 respecto al subespacio

- —-r+y+z = 0
"\l 2z2—y+2z = 0

5. Aplica el método de Gram-Schmidt a la base de R?

1 1 2
21,101, 3
0 0 -1

para hallar una base ortonormal respecto al producto escalar usual de
R3.

6. Aplica el método de Gram-Schmidt a la base de R*

1 1 2 0
2 0 0 0
11| -1]"]1
0 0 1 1

para hallar una base ortonormal respecto al producto escalar estandar
de R%.



10.

11.

Halla una base ortogonal, respecto al producto escalar usual, del subes-
pacio £ de R? con ecuacién cartesiana {x + 2y — z = 0.
Halla una base B del espacio vectorial euclideo (R3, {,)) tal que

1 00 111
Gp=| 0 2 0 |,dondeGp,=| 1 2 2
0 0 3 1 2 3

En R3, halla la matriz de Gram en las bases canénicas de un producto

1 1 1
escalar tal que la base B = O], 11,1 sea ortonormal.
0 0 1

[Teorema de Pitdgoras] Sea (V,(,)) un espacio vectorial euclideo.
Demuestra que si 7, o €V son ortogonales entonces

12|+ I171% = |[7 + 7

1
En R?, considera las bases B = {[ (1) ] ) [ 1 ]}yC:{[ \ég ] 7[
V5

y el producto escalar con matriz de Gram en la base canénica Gp, =
1 -1
-1 2

a) Comprueba que B y C son dos bases ortonormales respecto de

Gp,.

b) Halla la matriz de cambio de base P p y su inversa.

S-Sl

|



HoJA 9: ESPACIO VECTORIAL EUCLIDEO. PARTE 11

COMPLEMENTO ORTOGONAL. PROYECCION ORTOGONAL. MINIMOS CUA-
DRADOS.

1. En R3 se considera el subespacio E :  +y + z = 0 con ecuacién en
base canénica. Halla el subespacio ortogonal E con respecto a:

a) el producto escalar usual,

1 -1 1
b) el producto escalar con matriz de Gram Gg, = | —1 2 0 |,
1 0 3
1 -1 1
¢) el producto escalar con matriz de Gram Gp = | -1 2 0
1 0 3
0 1 1
donde B = 11,1 0 |,]1
0 -1 1
. a—b+d = 0 .
2. En P3 y el subespacio FE : { at%—d — 0 con ecuaciones en

base canénica. Halla el subespacio ortogonal E- respecto al producto
escalar

3. En R", halla el complemento ortogonal respecto al producto escalar
usual del subespacio F : anxp+an_12n_1+ ... +a12x1 = 0 con ecuacién
cartesiana respecto a la base candnica.

4. [Producto vectorial en R3] En R3 con el producto escalar usual,
el producto vectorial se puede definir como el vector ortogonal a dos
vectores iniciales o, v y se suele denotar por U x . Es decir, UxT
es un nuevo vector de R? que verifica que

(U x W, U)=(UxV,V)=0



La manera habitual de calcularlo es resolviendo el determinante for-

mal:
- = =
O T UyUz — UZUy
U x U = det Up Uy Uy = | UyUp — UgVy
Vg Uy Uy UgVy — UyVy

donde i, 7, k son los vectores de la base canénica.

COs s —sins
a) Enfuncién de s € R se considera base B = { T'(s) = | sins | /N(s)= | coss
1 1
2v/s 4v/'s3

donde a T'(s) se le llama vector tangente en el punto s y a N(s)
el vector normal en s. Halla B(s) = T'(s) x N(s) al que se de-
nomina vector binormal en s. La base {T'(s), N(s), B(s)} es una
base ortogonal y se le denomina Triedro de Frenet de la curva en
el punto s.

Link de la animacion:
https://www.geogebra.org/3d/dsd77fual

1 1 1
5. Sea R? con el producto escalar usual y sea E = Gen 11,1 11,1
1 2 0
1
Halla la proyeccién ortogonal del vector Z =10 | sobre E.
0


https://www.geogebra.org/3d/dsd77fua

6. En R*, halla la proyeccién ortogonal del vector @ = 1 sobre el
4
2 0
. 1 3
subespacio E con base B = ol |1 , respecto:
1 1
a) el producto escalar usual,
2 1 1
b) el producto escalar con matrizde Gram G, = 1 2 -1 |,
1 -1 3
11 11
. 1 2 2 2
c) el producto escalar con matriz de Gram Gp = 1 2 3 3
1 2 3 4

donde

o o o
OC;HH
O}—t>—\+—t
Sy

7. En R3, halla la matriz asociada respecto la base canénica de la trans-
formacién proyeccion ortogonal sobre el subespacio £ con base B =

2 0
1(,] 3 , Tespecto:
0 1

a) el producto escalar usual,

1 -1 1

b) el producto escalar con matriz de Gram Gp, = | —1 2 0

1 0 3

L

8. En R3, halla el 4ngulo entre la recta r con vector director 7= 1

-1
1 -1

y el plano 7 con base B, = 0|, 1 , respecto:

1 2



9.

a) el producto escalar usual,

2
b) el producto escalar con matriz de Gram Gp, = | 0 2 -1
1 -1 3

Calcula soluciones aproximadas por minimos cuadrados de los siguien-
tes sistemas lineales AX = B y halla el error cometido al tomar la
solucién aproximada.

~1 2 4

a) A= 2 -3|,B=]1
-1 3 2 |
2 1 —5 ]

b) A=|-2 0|, B=| 8
2 3 1

2
3

2 5 2
110 1
110 3

DA=11 01| B s |
101 2
11 0 2

) A=[1 0 —-1|, B=|5
01 1 6

10. Un cierto experimento produce los datos empiricos z siguientes:

11.

1 2 3 4 .
[ 18 ] ) [ 2.7 } ; [ 3.4 ] , [ 4,38 :|.Sl los resultados deben correspon-

der a una funcién de la forma y = axz? + bz, calcular por minimos cua-
drados la funcién de esa familia que mejor ajusta a los datos empiricos.
Calcula el error que se comente al tomar esa solucién aproximada.

Repite el ejercicio anterior ajustando los datos mediante una recta de
la forma y = mz + n. Calcula el error y decide si es mejor usar una
parabola como la del ejercicio anterior o una recta como en éste.



12. Respecto al producto escalar usual, el problema de hallar la solucién
de minimos cuadrados de un sistema de ecuaciones AX = B es equi-
valente a resolver el sistema de ecuaciones A’!AX = A'B. Ahora, en
lugar del producto escalar usual, utilizamos un producto escalar con
matriz de Gram G respecto a una base conveniente. Halla una forma
equivalente a resolver el problema de minimos cuadrados de un siste-
ma de ecuaciones AX = B mediante la resolucion de otro sistema de
ecuaciones. (Pista: Los vectores B — Pooi(a)(B) ¥ Pooi(a)(B) siempre
son ortogonales).
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