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Temario

BLOQUE I. INTRODUCCION.

Tema 1. Introduccion a la investigacion operativa. Historia y desarrollo de |a Investigacion Operativa. Metodologia y
formulacion de modelos. Aplicaciones.

BLOQUE Il. MODELOS DETERMINISTAS.

Tema 2. Optimizacion Lineal. Introduccion. Formulacion de modelos. Solucidn grafica. Algoritmos de resolucion.
Software de optimizaciéon. Analisis de la solucion. Dualidad e interpretacién econdmica.

Tema 3. Optimizacion Lineal Entera y Combinatoria. Introduccién. Modelos de programacion entera, binaria y mixta.

Aplicaciones. Modelizaciones fuertes y modelizaciones débiles. Preproceso. Algoritmos de resolucion.

BLOQUE Ill. MODELOS ESTOCASTICOS.

Tema 4. Fendmenos de espera. Introduccion al estudio de los fendmenos de espera. Elementos de la teoria de colas: los
procesos estocasticos. Medidas de eficiencia. Modelos poissonianos. Redes de colas.

Tema 5. Simulacion. Introduccion. Simulacidn de sistemas de sucesos discretos. Generacion de niumeros y variables
aleatorias. Simulacién de Montecarlo. Aplicaciones a la fiabilidad y los fendmenos de espera.



Evaluacion

Convocatoria ordinaria

La asignatura se evaluara mediante evaluacion continua. Consultar la Guia Docente para mayor detalle:
* Examen (40%): Todo el temario. Fecha oficial convocatoria ordinaria.

* Ejercicio 1 (10%): Bloque Il. Fecha tentativa: 18 de noviembre de 2024.

* Ejercicio 2 (10%): Bloque lll. Fecha tentativa: 13 de diciembre de 2024.

* Practica 1 (20%): Blogue Il. Fecha tentativa: 22-25 de noviembre de 2024.

* Practica 2 (20%): Blogue lll. Fecha tentativa: 16-20 de diciembre de 2024.

e Cada uno de los apartados antes mencionados tiene una nota minima de 4.



Evaluacion

Calculo de la nota final

La nota final se calcula como la media ponderada de las notas de las pruebas evaluables segun los porcentajes indicados,
siempre y cuando se hayan superado con la nota minima indicada para cada una de ellas.

Si alguna de las pruebas evaluables no se ha superado con la nota minima necesaria para hacer media, la nota final de la
asignatura sera el minimo entre 4,9 y el valor que da la media ponderada.

Si no se ha presentado a alguna de las pruebas evaluables en la convocatoria, dicha prueba se puntuara conun Oy la
nota final de la asignatura sera el minimo entre 4,9 y el valor que da la media ponderada.

Si no se ha presentado a ninguna prueba evaluable, la nota final sera "No presentado".

En todo caso, para aprobar la asignatura sera necesario tener una nota final superior o igual a 5 puntos.



Evaluacion

Convocatoria extraordinaria

En convocatoria extraordinaria los estudiantes solo se podran presentar a la revaluacién de las pruebas no superadas (las
no presentadas y las que no alcanzaron la nota minima). El calculo de la nota final se realizara con los mismos pesos y las
mismas notas minimas que en el apartado anterior.

En el caso especial de que en la convocatoria ordinaria se alcanzasen las notas minimas de todas las pruebas, pero la nota
final fuera inferior a 5 puntos, para la convocatoria extraordinaria los estudiantes se podran presentar a subir nota a
alguna o a todas las pruebas reevaluables en las que hubieran sacado menos de 5 puntos, segun su eleccidn, para
conseguir aprobar la asignatura.

En el caso especial de que incluso pudiendo sacar un 10 en todas las pruebas revaluadas en la convocatoria
extraordinaria fuera imposible obtener una nota final igual o superior a 5 puntos, los estudiantes se podran presentar a
subir nota a alguna o a todas las pruebas superadas en la convocatoria ordinaria, segun su eleccion.

En todos los casos, para el calculo de la nota final de la convocatoria extraordinaria se utilizara la calificacion de las
pruebas superadas en convocatoria ordinaria y las notas obtenidas en las pruebas revaluadas, incluso si estas ultimas
fueran inferiores a las obtenidas en la convocatoria ordinaria.

La revaluacion del examen se realizara en la fecha oficial indicada para la convocatoria extraordinaria. En cuanto a la
practica, de los problemas y de los casos practicos, se planificaran plazos de entrega a determinar dentro de las fechas de
examenes de la convocatoria extraordinaria. 6
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Objetivo

 Una fabrica produce dos tipos de cerveza: rubia y tostada.

* Lafabrica debe decidir cuantos litros de cada tipo debe producir
semanalmente teniendo en cuenta que 1.000 litros de cerveza rubia
se venden a 100 euros y 1.000 litros de cerveza tostada a 125 euros.

e Para producir 1.000 litros de cerveza rubia se necesitan 3
empleados; para lo mismo de cerveza tostada, 5.

e Lafabrica sdlo dispone de 15 empleados.

* La compra de materias primas supone un precio de 90€ por cada
1.000 litros de cerveza rubia, y 85€ para la tostada. Se dispone de
350€ semanales para este concepto.




Objetivo

Variables de decision
* X, = litros de cerveza rubia (miles)
* X, = libros de cerveza tostada (miles)
Restricciones
* No emplear mas empleados de los 15 disponibles:
3x; + 5x, <15
* No superar el presupuesto en la compra de materias primas
90 x; + 85x, < 350

* La produccion es positiva

X, X, =0
Funcion Objetivo
* Maximizar el beneficio obtenido

max 100x, + 125x, 8
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e
Introduccion

* La Investigacion Operativa(lO) es una disciplina cientifica
gue utiliza modelos matematicos, estadisticos y técnicas
analiticas avanzadas para ayudar en la toma de decisiones
optimas.

* Su objetivo es estudiar sistemas complejos y encontrar la
mejor manera de organizar, gestionar y utilizar recursos
limitados para maximizar resultados, minimizar costes, o
alcanzar otros objetivos especificos.
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Historia de la Investigacion Operativa

* Siglo XVII: Se desarrollan conceptos fundamentales sobre la
probabilidad y toma de decisiones bajo incertidumbre, por
parte de Blaise Pascal y Pierre de Fermat.

* Siglos XVIII y XIX: Leonhard Euler y Carl Friedrich Gauss
hicieron contribuciones importantes en la teoria de redes y
estadisticas.
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Historia de la Investigacion Operativa

* Segunda Guerra Mundial: Auge de la 10.

* La 10 nacid como una herramienta para mejorar el uso de
recursos limitados, como aviones, submarinos, radares, y
personal militar.

* El primer caso de éxito fue en el Reino Unido, donde se
utilizd para optimizar la ubicacion y uso de los radares
durante la Batalla de Inglaterra, lo que permitié una defensa
mas eficiente contra los bombardeos alemanes.



Historia de la Investigacion Operativa

Postguerra: expansion y formalizacion (1940s-1960s)

* Programacion lineal: Formulada por
George Dantzig en 1947, es uno de
los métodos mas importantes de |la

O para optimizar problemas con
restricciones lineales.
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Historia de la Investigacion Operativa

Postguerra: expansion y formalizacion (1940s-1960s)

* Teoria de colas: Desarrollada por Agner Krarup Erlang y
utilizada para optimizar sistemas de espera y servicios

* Teoria de juegos: John von Neumann y Oskar Morgenstern,
tiene aplicaciones en la toma de decisiones estratégicas.

* Simulacidén por Monte Carlo: Stanislaw Ulam et al.,
(Proyecto Manhattan), se usa para modelar sistemas
complejos y tomar decisiones bajo incertidumbre.
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Historia de la Investigacion Operativa

Crecimiento y aplicacion en el sector privado (1960s-1980s)

* La programacion lineal y |la teoria de inventarios son
esenciales en la planificacion de produccion.

* La simulacién y la optimizacion son esenciales en redes de
transporte y la gestion de recursos.
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Historia de la Investigacion Operativa

Era de la informatica y la globalizacion (1980s-presente)

* Optimizacion combinatoria: planificacion de rutas y diseino
de redes de distribucion.

* Algoritmos genéticos y redes neuronales: hibridacion de
técnicas de inteligencia artificial.

* Big Data y analisis predictivo: integracion de IO con analisis
de grandes volumenes de datos para mejorar la predicciony
la toma de decisiones en tiempo real.
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Definicion del problema.
* Modelado del problema.
* Busqueda de la soluciéon 6ptima.

* Validacion del modelo.
* Implementacion de la solucion.

10
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Objetivos: ¢ Qué se desea optimizar?
* Minimizacion de costes.
* Maximizacion de beneficios.
* Reduccion de tiempos.
* Mejora en la calidad.

* Variables y parametros: Identificacion de las variables que

controlan el sistema y las relaciones entre ellas.

 Variables de decision (las que pueden controlarse)
* Parametros que afectan al sistema pero no pueden modificarse.

11
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Restricciones: Limitaciones del sistema que restringen las

decisiones posibles. Pueden ser:
* Fisicas (capacidad de produccién).
* Econdmicas (presupuesto disponible).
* Legales (regulaciones).
e Recursos (numero limitado de trabajadores o materiales).

* Ejemplo:
e Supongamos que el problema es optimizar la distribucidon de productos de una fabrica
a multiples tiendas, minimizando los costes de transporte. En este caso:
* Funcion objetivo: minimizacion de costes.
» Variables: rutas de transporte y la cantidad de productos enviados.
* Restricciones: capacidad de los vehiculos y la demanda de las tiendas.

12
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Definicion del problema.
* Modelado del problema.
* Busqueda de la soluciéon 6ptima.

* Validacion del modelo.

* Implementacion de la solucion.

13
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Modelos matematicos:

* Se representan mediante ecuaciones matematicas que describen las relaciones entre
las variables.

* Formulacion de una funcion objetivo (que se quiere optimizar) y un conjunto de
restricciones que limitan el espacio de soluciones.

* Tipos de modelos:

* Lineales, donde la funcion objetivo y las restricciones son lineales™.
* No lineales, donde alguna relaciéon no es lineal.
e Estocasticos, si el problema incluye incertidumbre o probabilidades.

* *Las ecuaciones de la funcidn objetivo y las restricciones
no contienen potencias, productos entre variables, ni
funciones no lineales como logaritmos o exponenciales.

14



-
Metodologia de la Investigacion Operativa

* Definicion del problema.

* Modelado del problema.

* Busqueda de la solucion optima.
*Validacién del modelo.

* Implementacion de la solucion.

15
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Algoritmos de optimizacion:
 Método Simplex: Muy utilizado en programacion lineal.

* Programacion entera: Para problemas donde algunas o todas las variables deben
tomar valores enteros.

* Heuristicas y metaheuristicas: Utilizadas para problemas grandes o complejos donde
los métodos exactos son computacionalmente ineficientes.

* Soluciones factibles vs optimas:

 La solucion factible es aquella que satisface todas las restricciones.
 La solucion éptima es la mejor solucion factible en términos de la funcion objetivo.

16
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Definicion del problema.
* Modelado del problema.

* Busqueda de la soluciéon 6ptima.
* Validacion del modelo.
* Implementacion de la solucion.

17



-
Metodologia de la Investigacion Operativa

* Comprobacion de resultados:

* Se comparan los resultados del modelo con los datos historicos o con situaciones reales
para verificar su consistencia.

e Andlisis de sensibilidad:

* Se evalua como la solucion dptima varia en respuesta a cambios en los parametros del
modelo.

* Es importante entender la robustez del modelo y las posibles implicaciones de |la
incertidumbre en los datos o en las condiciones cambiantes del sistema.

* Ejemplo:
* En el caso de la distribucion de productos, se puede verificar si la solucion es efectiva
comparandola con datos de entregas anteriores.

 También se podria realizar un analisis de sensibilidad para observar qué sucede si

cambian los costes de transporte o las demandas de las tiendas.
18
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Metodologia de la Investigacion Operativa

* Definicion del problema.
* Modelado del problema.
* Busqueda de la soluciéon 6ptima.

* Validacion del modelo.
* Implementacion de la solucion.

19



-
Metodologia de la Investigacion Operativa

* Aplicacidon practica:
* Adaptacion de la solucion del modelo matematico al entorno real, considerando las
limitaciones operativas y practicas.

* Monitorizacion y ajustes:
* Después de la implementacion, es necesario la monitorizacion el desempeno del
sistema y ajustar la solucion si es necesario.

* En algunos casos, los datos en tiempo real pueden retroalimentar el modelo para
mejorar continuamente la optimizacion.

* Ejemplo:
* En la distribucion de productos, la implementacion implicaria organizar las rutas de los

camiones segun la solucion obtenida, ajustando las rutas si las condiciones cambian
(como el clima o el trafico) y midiendo los ahorros obtenidos en costes de transporte.

20
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Casos de éexito

* American Airlines (Optimizacion de rutas y precios):

* Optimizacion de precios: En los afnos 90, American Airlines implemento un sistema de
fijacion de precios dinamico basado en modelos de yield management, lo que les
permitio ajustar los precios de los billetes en tiempo real, segun la demanda. Este
sistema optimizado generd mas de 500 millones de ddlares adicionales en ingresos
durante su primer ano de implementacion.

* Planificacion de rutas: Utilizando algoritmos de optimizacion de redes, American
Airlines puede calcular las rutas mas eficientes para sus vuelos, minimizando los costes
de combustible y tiempo de vuelo, mientras maximiza la ocupacion de los asientos.

21
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Casos de éexito

* Amazon: Optimizacion de la cadena de suministro

* Almacenamiento y distribucion: Amazon utiliza modelos de programacion lineal y
algoritmos de optimizacion estocastica para decidir la ubicacion de sus centros de
distribucion y optimizar la gestion de inventarios en tiempo real. Esto le permite prever

la demanda y reubicar productos estratégicamente, asegurando que siempre haya
inventario cerca del cliente.

* Rutas de entrega: El sistema de planificacion de rutas de Amazon, basado en
algoritmos de optimizacion de redes, permite a la compania organizar rutas de entrega

para que sus conductores cubran las menores distancias posibles, reduciendo costes de
transporte y tiempos de entrega.

* Amazon ha sido capaz de reducir el tiempo de entrega a un
solo dia en muchas areas, gracias a la integracion de l1a 10 en
sus operaciones logisticas.

22
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Casos de éexito

* UPS: Reduccion de costes de combustible con ORION (On-
Road Integrated Optimization and Navigation), que utiliza
modelos de programacion lineal y teoria de grafos para
planificar las rutas de entrega de sus vehiculos de manera

mas eficiente.

* Ahorro de combustible: ORION optimiza las rutas de los conductores para minimizar el
numero de giros a la izquierda (que en los EE. UU. requieren mas tiempo y consumo de
combustible). Esta optimizacion ha permitido a UPS ahorrar mas de 10 millones de
galones de combustible al ano y reducir sus emisiones de carbono significativamente.

* Reduccidn de costes: El uso de ORION ha ayudado a UPS a reducir sus costes
operativos en mas de 300 millones de ddlares al afio, mejorando la eficienciay
reduciendo los tiempos de entrega.

23



e
Casos de éexito

* Google: Gestion de energia en centros de datos

* Optimizacion del uso de energia: Google utiliza algoritmos de aprendizaje automatico
combinados con modelos de programacion no lineal para predecir el uso de energiay
ajustar en tiempo real la refrigeracion y el uso de equipos en los centros de datos. Esto
ha permitido a Google reducir el consumo de energia en sus centros de datos en mas
del 40%, manteniendo un alto nivel de eficiencia operativa.

24
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Casos de éexito

* NHS (National Health Service) en el Reino Unido:
Optimizacion de recursos sanitarios

* Gestion de camas hospitalarias: El NHS utiliza modelos de simulacion y optimizacion
para gestionar las camas en los hospitales de manera mas eficiente, equilibrando la
demanda vy la disponibilidad de camas para maximizar la capacidad sin comprometer la
calidad del servicio. Esto ha permitido reducir los tiempos de espera de los pacientes y
mejorar el flujo de trabajo en hospitales de alta demanda.

* Optimizacidon de programacion quirurgica: Mediante la aplicacion de algoritmos de
programacion, el NHS ha logrado optimizar las listas de espera y la programacion de
cirugias, lo que ha permitido realizar mas operaciones dentro de un tiempo
determinado, aumentando la productividad de los quir6fanos y mejorando la atencion
al paciente.

25
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Casos de éexito

* Walmart: Optimizacién del inventario

* Gestion de inventarios: Walmart utiliza modelos de programacidn estocastica y
simulaciones para optimizar el inventario en sus tiendas, asegurando que los productos
estén disponibles cuando los clientes los necesitan, pero sin acumular exceso de
inventario. Esta optimizacion ha ayudado a Walmart a reducir sus costes de
almacenamiento mientras mejora la disponibilidad de productos.

* Precios dinamicos: Walmart también aplica la 10 para ajustar los precios en tiempo
real, basandose en la demanda, competencia y costes, lo que le permite maximizar su
margen de ganancias mientras mantiene precios competitivos.

26
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Propiedades del modelo lineal

* Proporcionalidad

* La contribucion al coste y a las restricciones es directamente proporcional al valor de
las variables de decision.

* Aditividad
* El coste y las restricciones son la suma directa de los valores aportados por las variables
de decision.

* Divisibilidad
 Las variables de decision pueden dividirse en cualquier tipo de fraccion, es decir, toman
como valores numeros reales.

e Determinismo

* Los valores que se relacionan con las variables de decision mantienen su valor
constante.
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Asignacion de recursos

* En una fabrica de cerveza se producen tres tipos distintos:
rubia, negra y de baja graduacion, y para ello se utilizan dos
materias primas: malta y levadura.

* En la siguiente tabla se especifican:

* a) la cantidad de materias primas para producir una unidad de cada tipo de cerveza;
* b) las cantidades disponibles de cada materia prima; y
* c) el precio unitario de venta de cada tipo de cerveza.

Consumo de materias primas por cada tipos de cerveza

Materia prima

rubia

negra

baja

Disponibilidad

malta

1

2

2

30

levadura

2

1

2

45

Precio de venta

7

4

3
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Asignacion de recursos

* Se busca maximizar el beneficio

* Variables de decision
* X, = produccion de cerveza rubia

x = modelo.addVar( = , |b=0)

* X, = produccién de cerveza negra e g g

z = modelo.addVar( = , Ib=0)

* X3 = produccion de cerveza de baja graduacion

* Funcién objetivo
* max 7X1 ‘I‘ 4‘x2 -I— 3x3 modelo.addConstr(x + 2 * y + 2 * z <= 30,

modelo.addConstr(2 *x+y+2 * z <=

e Restricciones:

° xl 4+ sz -+ 2x3 < 30 if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
© 2xy+x, + 2x3 <45
* X1, X0, X3 =0

modelo.setObjective(7 * x + 4 * y + 3 * z, GRB.MAXIMIZE)

( {x.X:.2f}
( {y.X:.2f}
( {z.x:.2f} )
( {modelo.0ObjVal:.2f} )
(

)
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Fabrica de cerveza

* Una fabrica de cerveza produce dos tipos: rubia y negra. Cada una de ellas
tiene un proceso de fabricacion distinto.

* La fabrica debe decidir cuantos litros de cerveza debe producir semanalmente
teniendo en cuenta que 1000 litros de cerveza rubia se venden a 100 euros y
1000 litros de cerveza negra a 125 euros.

* Para producir 1000 litros de cerveza rubia se necesitan 3 empleados y para la
cerveza negra 5 empleados. La fabrica solo dispone de 15 empleados.

* La compra de materias primas supone para el fabricante un precio de 90
euros por cada 1000 litros de cerveza rubia. Para la cerveza negra este coste
asciende a 85 euros. Se dispone de 350 euros semanales para este concepto.

* El problema que se plantea la gerente de la fabrica es determinar cuantos
litros de cerveza debe producir teniendo en cuenta las condiciones anteriores.



Fabrica de cerveza

Maximiza’r Z = 100x + 125y from gurobipy import Model, GRB
Sujeto a: s
modelo = Model(
3x + 5y <15
90x + 85y < 350
X 2 0 x = modelo.addVar(
y 2 0 y = modelo.addVar(

modelo.setObjective( *X+ *y, GRB.MAXIMIZE)

Litros de cerveza rubia a producir: 2.44 litros
Litros de cerveza negra a producir: 1.54 litros
Ingresos maximos: 435.90 euros

modelo.addConstr(3 * x +5 *y <=

modelo.addConstr(90 * x + 85 * y <=

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
{x.X *

{y.x*
{modelo.ObjVal:.2f}

)
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Petroquimica

* Una petroquimica se dedica a producir plég.tico para envases (PET-envase) y
fibra sintética (PET-fibra), a partir de PTA (Acido Tereftalico Purificado) y de
MEG (Monoetilenglicol).

 Las cantidades, expresadas en toneladas, de cada materia prima necesarias
para producir una tonelada de cada uno de estos productos son:

PTA 0.95 0.92
MEG 0.37 0.34

* La venta en el mercado de PET-envase y PET-fibra proporciona un beneficio
de 32 euros y 38 euros por tonelada, respectivamente.
* La petroquimica dispone de 280 toneladas de PTA y 170 toneladas de MEG.

* El problema al que se enfrenta |la petroquimica es distribuir los recursos entre
las actividades de produccion de PET-envase y PET-fibra, de manera que los
beneficios de la venta de su produccion en el mercado sean maximos.



Petroquimica

Maximizar Z = 32x + 38y
Sujeto a:
0.950x + 0.920y < 280
0.370x + 0.340y <170
x=0
y=0

Toneladas de PET-envase a producir: 0.00 toneladas
Toneladas de PET-fibra a producir: 304.35 toneladas
Beneficio maximo: 11565.00 euros

El PET-fibra tiene un mayor beneficio por tonelada y consume
menos materias primas por tonelada producida en comparacion
con el PET-envase. Por lo tanto, es mas rentable y eficiente
producir PET-fibra bajo las condiciones actuales.

from gurobipy import Model, GRB

modelo = Model(

x = modelo.addVar(

y = modelo.addVar(

modelo.setObjective(32 * x + 38 * y, GRB.MAXIMIZE)

modelo.addConstr( * X+

modelo.addConstr( * X+

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
{x.X:

{y.X:
{modelo.ObjVal:.2f}

)

}




-
Petroquimica

* Analisis de Resultados:

* Consumo de PTA: 0.950x + 0.920y = 0.950(0) + 0.920(304.35)=280 T

* Se utiliza toda la disponibilidad de PTA (280 toneladas).

* Consumo de MEG: 0.370x + 0.340y= 0.370(0) + 0.340(304.35)=103.48 T

* Se utiliza 103.48 toneladas de MEG, quedando una disponibilidad restante de:
170 - 103.48 = 66.52.

* Hay MEG disponible que no se utiliza, pero la disponibilidad de PTA limita Ia
produccion adicional.

e iQué precio tendriamos que poner al PET-envase para que fuera rentable de
fabricar?

10
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Petroquimica

* Paso 1: Entender por qué no se produce PET-envase
* Beneficio por tonelada:

* PET-envase: 32 euros/tonelada

. PET-fbrm: 38 curostonciads
. PTA 0.95 0.92
* Consumo de materia: e 037 034

* Disponibilidad de materias primas:

e PTA: 280 toneladas
e MEG: 170 toneladas

* El PET-fibra tiene un mayor beneficio por tonelada y consume
menos materias primas por tonelada producida en comparacion
con el PET-envase. Por lo tanto, es mas rentable y eficiente producir

PET-fibra bajo las condiciones actuales.
11
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Petroquimica

* Paso 2: Calcular el beneficio por unidad de materia prima

* Para que el PET-envase sea competitivo, su beneficio por unidad de materia
prima debe ser al menos igual al del PET-fibra.

* Beneficiog, .= % =~ 33.68 euros/tonelada de PTA

* Beneficiog,,,= % =~ 41.3 euros/tonelada de PTA

12
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Petroquimica

* Paso 3: Determinar el precio necesario para el PET-envase

* Para que el PET-envase sea tan atractivo como el PET-fibra en términos de
beneficio por tonelada de PTA, necesitamos encontrar el nuevo beneficio por
tonelada de PET-envase (PP) que satisfaga la siguiente condicion:

P

—— > 41.30
0.95

Despejamos P
P> 41.30*0.95 = 39.24 €/T

13



Petroquimica

Maximizar Z = 39.24x + 38y o BureBipy mpert Model, 6RF
Sujeto a:

0.950x + 0.920y < 280

0.370x + 0.340y < 170

X = 0 x = modelo.addVar(
y 2 O y = modelo.addVar(

modelo = Model(

modelo.setObjective( *x + 38 * y, GRB.MAXIMIZE)

Toneladas de PET-envase a producir: 294.74 toneladas
Toneladas de PET-fibra a producir: 0.00 toneladas modelo.addConstr(0.950 * x +
Beneficio maximo: 11565.47 euros

modelo.addConstr( * X+

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
{x.X:.2f}

{y.X:
{modelo.ObjVal:.2f}

)

14
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Explotacion minera

* Una empresa minera produce lignito y antracita. Puede vender toda la
produccion que obtenga de ambos minerales con un beneficio unitario de 24
vy 18 euros por tonelada vendida, respectivamente. El proceso de produccion
esta dividido en tres fases:

1. Se corta el mineral
2. Se procede al tamizado y a la seleccion
3. Se produce el lavado.

* La produccion requiere del uso de maquinaria. Las necesidades en cada una
de las tres fases durante los tiempos y la disponibilidad maxima de cada tipo
de maquinas son:

Tamizado

 ¢Cuantas toneladas de cada clase de carbén debe producir al dia? s



Explotacion minera

from gurobipy import Model, GRB

Maximizar Z = 24x + 18y

Sujeto a: modelo = Model(
3x +4y <12
3x +3y <10
dx+2y<8 B
x=0
y >0 modelo.setObjective(24 * x + 18 * y, GRB.MAXIMIZE)

Toneladas de Lignito a producir: 0.80 toneladas
Toneladas de Antracita a producir: 2.40 toneladas
Beneficio maximo: 62.40 euros

modelo.addConstr(3 * x + 4 * y <=

modelo.addConstr(3 * x + 3 * y <=

modelo.addConstr(4 * x + 2 * y <=8,

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
{x.X:

{y.X:
{modelo.ObjVal:.2f}

)




e
Aceites

* Una fabrica produce aceite mezclando aceites refinados, dos de origen
vegetal y tres de origen no vegetal.

* En un mes solo es posible refinar 200 toneladas de vegetal y 250 de no
vegetal.

* El aceite resultante debe cumplir un valor de dureza comprendido entre 3y 6.
El coste de una tonelada para cada aceite refinado junto con su dureza
aparecen en la siguiente tabla:

VEG_1

VEG_2

NOVEG_1

NOVEG_2

NOVEG_3

costo

110

120

130

110

115

dureza

8,8

6,1

2,0

4,2

5,0

 Se trata de refinar las cantidades apropiadas de cada aceite a fin de maximizar
el beneficio de la produccion final sabiendo que una tonelada del aceite
producido se vende a 150.

17



Aceites

Maximizar Z =
150t — 110v, — 120v, — 130nv, — 110nv, — 115nv,
Sujeto a:
v, + v, < 200

nv, + nv, + nv; < 250
8.8v, + 6.1v, + 2nv, + 4.2nv, + S5nv; < 6t
8.8v, + 6.1v, + 2nv, + 4.2nv, + Snv; = 3t

Vit +nv,+nv,+nvy; =t
Uy, Uy, NV, NV, NV5 = 0

Solucién Optima:

vl =159.26

v2 =40.74

nvl =0.00

nv2 = 250.00

nv3 =0.00

y =450.00

Valor 6ptimo de la funcidon objetivo Z = 17592.59

Limite superior de dureza del aceite producido:
8.8v, + 6.1v, + 2nv, + 4.2nv, + S5nv; < 6t

* La dureza total del aceite producido no puede superar 6
unidades por unidad de producto.

* La expresion del lado izquierdo representa la dureza total
aportada por cada tipo de aceite, y al dividir por t
(produccion total), se obtiene la dureza promedio, que debe
ser menor o igual a 6.

 De manera analoga, se repite para la cota inferior de dureza.

Relacidn entre variables y produccidn total:
vV +v,+nv, +nv, +nvy =1t
* La produccidn total de aceite (t) es igual a la suma de las
cantidades producidas de cada tipo de aceite.

18



from gurobipy import Model, GRB model.addConstr(
*vl+ *v2+2*nvl+ *nv2+5*nv3>=3*y,
="Dureza_Inferior"
model = Model("Optimization_Model")

vl = model.addVar( ="v1", model.addConstr(vl + v2 + nvl + nv2 + nv3 ==y, ="Produccion_Total")
v2 = model.addVar( ="v2",
nvl = model.addVar( ="nv1",
nv2 = model.addVar( ="nv2", model.optimize()
nv3 = model.addVar( ="nv3",
y = model.addVar( ="y", 1b=0)
if model.status == GRB.OPTIMAL:
"\nSolucién Optima:")
model.setObjective( f'vl = {v1.X:.2f}")
*y- *vl - f'v2 = {v2.X:.2f}")
GRB.MAXIMIZE f'nv1 = {nv1.X:.2f}")
f'nv2 = {nv2.X:.2f}")
f'nv3 = {nv3.X:.2f}")
f'y = {y.X:.2f}")
f"Valor 6ptimo de la funcién objetivo Z = {model.ObjVal:.2f}")

model.addConstr(vl + v2 <= ="Capacidad_Vegetal") ("No se encontré una solucion éptima.")

model.addConstr(nvl + nv2 + nv3 <= ="Capacidad_NoVegetal")

model.addConstr(
*vl+ *v2+2*nvl+ *nv2+5*nv3<=6*y,
="Dureza_Superior"




e
Whiskies

* Una destileria produce whisky mezclando diferentes tipos de whiskies
refinados: uno de origen escocés y dos de origen irlandés. En un mes, solo es
posible refinar 200 barriles de whisky escocés y 250 barriles de whisky
irlandés.

* El whisky resultante debe cumplir un valor de graduacion alcohdlica
comprendido entre 40% y 46%. El coste por barril y la graduacion alcohdlica
de cada tipo de whisky refinado aparecen en la siguiente tabla:

Tipo de Whisky Coste (€) Graduacion (%

Whisky Escocés Escocés
Whisky Irlandés Tipo 1 Irlandés 250 38
Whisky Irlandés Tipo 2 Irlandés 270 42

* Se busca determinar las cantidades apropiadas de cada tipo de whisky a
mezclar para maximizar el beneficio de la produccion final, sabiendo que un

barril del whisky producido se vende a 500 euros .



Whiskies

Maximizar 7 = 5008 — 300we — 250wi, 270wi, ANalisis de resultados:

Sujeto a:
w, < 200

Wir L Wl _ 250

48we + 38Bwiy Wi, _ 4oB * ¢Como se calcula el beneficio total de Z?

48we + 38Wi1+42Wi2 _ 468
w, +wiy wi, B  ¢Cual es la graduacion alcohdlica
Wer Wi Wha 5 0 promedio de la mezcla?

* Dado el modelo anterior, équé

Solucién Optima: modificaciones harias para que se utilice
we (Whisky Escocés) = 200.00 barriles s . . . Va . o
wil (Whisky Irlandés Tipo 1) = 250.00 barriles algun barril de WhISky irlandes tipo 2:

wi2 (Whisky Irlandés Tipo 2) = 0.00 barriles

B (Produccién Total) = 450.00 barriles

Beneficio Maximo Z = 102500.00 euros
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e
Whiskies

Analisis de Resultados:

e iCOmo se calcula el beneficio total de Z?

/=500B-300we-250wi,_270wi,
=500(450)-300(200)-250(250)-270(0)
=225000-60000-62500-0=
225000-122500
=102500 euros

 iCual es la graduacion alcohodlica promedio de la mezcla?

48we + 38wi, + 42wi, 19100

=42.445%
B 450 &

Graduacion Promedio=

22



e
Whiskies

Analisis de Resultados:

* Ajustar parametro de coste o precio de venta. ¢ Reducir coste de w, a 2407?
* Ajustar parametro de coste o precio de venta. { Aumentar coste de w;, a 2707

* Imponer una demanda minima para w,,
Wi, = m
* Limitar la capacidad de produccion de w,
w,, < 200

* Limitar la capacidad de produccién de w,
B =

23



e
Analisis de sensibilidad

* Es una técnica que permite evaluar como cambios en los parametros de un
modelo de programacion lineal (como los coeficientes de la funcion objetivo o
los recursos disponibles) afectan la solucion 6ptima.

 Este analisis es fundamental para entender la robustez de la solucion y para
tomar decisiones informadas en situaciones de incertidumbre o cambios en el
entorno. Tiene los siguientes objetivos.

 Evaluar la robustez de la solucion optima:

e Determinar si la solucidon dptima permanece valida ante pequefios cambios en los parametros.
* |dentificar los rangos de variacion de los coeficientes dentro de los cuales la solucién 6ptima no cambia.

* |dentificar parametros criticos:

» Detectar qué parametros tienen mayor impacto en la solucidn.
* Priorizar la atencion en los parametros mas sensibles para una gestion mas efectiva.

* Facilitar la toma de decisiones bajo incertidumbre:

* Preparar planes de contingencia para diferentes escenarios posibles.
* Evaluar el efecto de cambios futuros en el mercado o en la disponibilidad de recursos. 24



Analisis de sensibilidad

Componentes

* Variacion en los coeficientes de la funcion objetivo:

* Analizar cdmo cambios en los beneficios o costes unitarios afectan la solucidn.
* Determinar los rangos de variacion para los cuales la solucidn bdasica 6ptima permanece inalterada.

* Variacion en los recursos disponibles:

* Evaluar el impacto de cambios en las restricciones de disponibilidad de recursos.

* Calcular el valor sombra de los recursos, que indica el incremento en el valor de la funcién objetivo por unidad adicional de
recurso.

* Analisis de rangos:

* Rango de optimalidad: Intervalo en el cual los coeficientes de la funcién objetivo pueden variar sin cambiar la solucion éptima.
* Rango de factibilidad: Intervalo en el cual los recursos pueden variar sin que la solucidn se vuelva infactible.

* Informes de sensibilidad del software de optimizacion:

* Herramientas como Gurobi, CPLEX o Excel Solver proporcionan informes detallados que incluyen valores sombra, rangos de
variacion y analisis de sensibilidad.

* Se puede realizar un analisis manual utilizando las propiedades de la dualidad y las tablas del método Simplex, es posible calcular
manualmente los valores sombra y los rangos de validez.

25



e
Valores sombra

Definicidn
* Los valores sombra (o precios dual) representan la tasa de cambio del valor
optimo de la funcion objetivo por unidad adicional de un recurso disponible.

* Indican cuanto aumentaria (o disminuiria) el beneficio total si se incrementa
(o reduce) en una unidad el recurso asociado a una restriccion activa,
manteniendo todo lo demas constante.

Interpretacion econdmica
e Valor econdmico de los recursos escasos:

* Los valores sombra reflejan el valor marginal de un recurso.

* Siun recurso es escaso (la restriccidon estd activa), su valor sombra es positivo, indicando que obtener mas de ese recurso
aumentaria el beneficio total.

* Decisiones de inversion:

* Ayudan a decidir si es rentable invertir en obtener mas de un recurso limitado
* Ejemplos: contratar mas personal o comprar mas maquinaria.
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e
Valores sombra

Calculo de los valores sombra

* Mediante el problema dual:
* (Cada restriccion en el problema primal se corresponde a una variable en el problema dual.
* Los valores de estas variables duales en la solucion 6ptima son los valores sombra.

 Utilizando el método Simplex:
* Enla ultima tabla optima del Simplex, los coeficientes de las variables basicas en las ecuaciones
correspondientes a las restricciones proporcionan los valores sombra.
Caracteristicas de los valores sombra

* Aplicables a restricciones activas:
* Los valores sombra son generalmente no cero solo para restricciones que estan activas (se
cumplen con igualdad en la solucidon 6ptima).
* Rangos de validez:
* Los valores sombra son validos dentro de ciertos rangos de variacion del recurso.

* Fuera de estos rangos, el valor sombra puede variar y la solucion éptima puede ser diferente.
27



e
Restricciones activas

Definicidn
* Una restriccion activa es aquella que se cumple con igualdad en la solucion 6ptima. Es decir,
el recurso asociado esta completamente utilizado, y la restriccion limita directamente la

solucion.

* Una restriccion no activa (o con holgura) es aquella que no se utiliza completamente en la
solucion optima; hay recursos sobrantes y la restriccion no limita la solucion.

Identificacion de restricciones activas

* Sienlasolucidon éptima, la restriccion se cumple exactamente (el recurso total disponible es
igual al recurso utilizado), es una restriccion activa.
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e
Restricciones activas

Importancia
* Limitan la solucidon 6ptima: Acotan la region factible donde se encuentra la solucion 6ptima.

* Afectan directamente el valor de la funcidn objetivo: Cualquier cambio en una restriccion
activa puede alterar la solucion éptima vy el valor de la funcidn objetivo.

* Asociadas a valores sombra no cero: Las restricciones activas suelen tener valores sombra
distintos de cero, indicando el valor econdmico del recurso limitado.

Restricciones no activas

* Recursos con holgura: Indican que hay mas recurso disponible de lo que se utiliza en |la
solucion optima.

* Valor sombra cero: Anadir mas de este recurso no mejorara el valor de la funcidn objetivo, ya
gue no es un recurso limitante.

 Posibilidad de reasignacion: Se puede considerar reducir el recurso disponible (si es posible)
para ahorrar costes, ya que no afecta la solucion 6ptima.
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e
Aleaciones

* Una industria siderurgica va a producir un nuevo tipo de hierro mezclando 4
tipos diferentes de hierro, cada uno de ellos con distinta composicion.

* Cada tipo de hierro tiene un contenido distinto de Carbono, Silicio y

Vianganeso. Mo | Carbono | _Silico | Manganeso | __Precio.
* La tabla siguiente indica 41 5 1 0 0.05
estos contenidos y Ho 5 0 1 0.04
el precio unitario para #3 0 60 40 0.25
los cuatro tipos de hierro:  # 0 20 80 0.35

* Las exigencias del mercado imponen que el hierro que se va a producir debe
cubrir los minimos y maximos que son los siguientes:

* Minimos: 2 de Carbono y 2 de Silicio
* Maximos: 4 de Carbono, 5 de Silicioy 1 de Manganeso

* La siderurgica debe producir un lote de 1000 libras de este nuevo tipo de
hierro. 30



Aleaciones

model.addConstr(
from gurobipy import Model, GRB *x1+ * x2 <= 40,
="Carbono_Maximo"

model = Model("Mezcla_Hierros")

x1 = model.addVar( ="x1", |Ib=0) model.addConstr(
x2 = model.addVar( ='"x2", |b=0) *x1 + * X3 + * x4 >= 20,
x3 = model.addVar( ="x3", |Ib=0) ="Silicio_Minimo"
x4 = model.addVar( ="x4", |b=0) )
model.update() model.addConstr(
*x1 + *x3 + * x4 <= 50,
="Silicio_Maximo"
model.setObjective( )
*x1 + * X2 + * X3 + * x4,
GRB.MINIMIZE
) model.addConstr(
* X2 + *x3 + * x4 <= 10,
="Manganeso_Maximo"
)
model.addConstr(
X1+ X2 + X3 + x4 == ; model.optimize()
="Produccion_Total"
) if model.status == GRB.OPTIMAL:
print("\nSolucién Optima:")
print(f"x1 (Hierro Tipo 1) = {x1.X:.2f} libras")
print(f'x2 (Hierro Tipo 2) = {x2.X:.2f} libras")
model.addConstr( print(f"x3 (Hierro Tipo 3) = {x3.X:.2f} libras")
*x1+ * x2 >= 20, print(f"x4 (Hierro Tipo 4) = {x4.X:.2f} libras")
="Carbono_Minimo" print(f"coste Minimo Total = ${model.ObjVal:.2f}")
) else:

print("No se encontré una solucion éptima.")




Aleaciones
Minimizar Z = 0.05x + 0.04y + 0.25z + 0.35a Analisis de resultados
Sujeto a:

0.02x + 0.05y = 0.02
0.02x + 0.05y < 0.04

0.01x + 0.6z + 0.2a = 0.02 ¢ Qué restricciones debo cambiar para que se

0.01x + 0.6z + 0.2a < 0.05 1 iy : ) 5
0.01y + 0.4z + 0.8a < 0.01 utilice también el hierro de tipo 4

x+b+z4+a=1
x,v,z,a=0

Solucién Optima:

x1 (Hierro Tipo 1) = 787.88 libras
x2 (Hierro Tipo 2) = 191.92 libras
x3 (Hierro Tipo 3) = 20.20 libras
x4 (Hierro Tipo 4) = 0.00 libras
coste Minimo Total = $52.12
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Aleaciones

Solucién éptima (GRB.OPTIMAL):
x = 787.88 libras

y =191.92 libras

z = 20.20 libras

a =0.00 libras

coste minimo total = $52.12

Valores sombra de las restricciones (constr.Pi):
Produccion_Total: 0.0439

Carbono_Minimo: 0.0000

Carbono_Maximo: 0.0000

Silicio_Minimo: 0.6061

Silicio_Maximo: 0.0000

Manganeso_Maximo: -0.3939

Holguras de las restricciones constr.Slack:

Produccion_Total: 0.0000
Carbono_Minimo: -5.3535
Carbono_Maximo: 14.6465
Silicio_Minimo: 0.0000
Silicio_Maximo: 30.0000
Manganeso_Maximo: 0.0000

Costes reducidos de las variables (var.RC):
x: 0.0000
y: 0.0000
z: 0.0000
a: 0.5000

("\n )
for constr in model.getConstrs():
(f"{constr.ConstrName}: {constr.Pi:.4f}")

("\n
for var in model.getVars():
(f"{var.VarName}: {var.RC:.4f}")

("\n )
for constr in model.getConstrs():
(f"{constr.ConstrName}: {constr.Slack:.4f}")

if model.status == GRB.OPTIMAL:
("\n )
for var in model.getVars():
(f"{var.VvarName} = {var.X:.2f} )
{ {model.ObjVal:.2f}")
else:

( )
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Aleaciones
Valores sombra de las restricciones

* Produccion_Total: 0.0439

* En un problema de minimizacidn, un valor sombra positivo indica que aumentar el
lado derecho de la restriccidon en una unidad incrementara el coste minimo total.

* Por cada libra adicional que se requiera producir, el coste minimo total aumentaria en
aproximadamente $0.0439.

e Carbono_Minimo (Maximo), Silicio_Maximo : 0.0000
* El valor sombra es cero, lo que indica que no esta limitando la solucion 6ptima.

 Aumentar o disminuir el requerimiento minimo (maximo) de carbono y no afectara el
coste minimo total dentro de ciertos rangos. Tampoco el silicio maximo.
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Aleaciones
Valores sombra de las restricciones

* Silicio_Minimo: 0.6061
* Un valor sombra positivo indica que aumentar el requerimiento minimo de silicio en
una unidad incrementara el coste minimo total en aproximadamente $0.6061.
* Esta restriccion es activa y esta limitando la solucidon 6ptima.

* Manganeso_Maximo: -0.3939

* Un valor sombra negativo en un problema de minimizacion indica que aumentar el
limite maximo de manganeso en una unidad reduciria el coste minimo total en
aproximadamente $0.3939.

* Esta restriccion es critica y esta limitando la solucion 6ptima.
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Aleaciones
Costes reducidos de las variables

* Los costes reducidos muestran cuanto debe cambiar el coeficiente
de una variable no basica (no incluida en la solucion 6ptima) en la
funcion objetivo para que esa variable entre en la soluciéon 6ptima.

* x1, x2, x3: Coste Reducido = 0.0000

e Estas variables estan en la solucion basica (tienen valores positivos en la solucion
optima).

* No hay necesidad de cambiar sus costes unitarios para que formen parte de la
solucion.

* x4: Coste Reducido = 0.5000

e Para que el Hierro Tipo 4 entre en la solucidon 6ptima, su coste unitario tendria que
disminuir en al menos $0.50 por libra. ¢Tiene sentido?

e Alternativamente, podrian modificarse las restricciones para hacerlo necesario. ©



Aleaciones

Holgura de las restricciones

* Produccion_Total: Holgura = 0.0000

* Silicio_Minimo: Holgura = 0.0000

* Manganeso_Maximo: Holgura = 0.0000

* Larestriccion se cumple exactamente (es una restriccion activa).

* Carbono_Maximo: Holgura = 14.6465

* Hay una holgura positiva en una restriccion de tipo <, indicando que el contenido de
carbono esta 14.6465 unidades por debajo del maximo permitido.

* |Larestriccion no es activa.

* Silicio_Maximo: Holgura = 30.0000

e Hay una holgura significativa en esta restriccion.

* El contenido de silicio esta 30 unidades por debajo del maximo permitido. .



e
Aleaciones

Holgura de las restricciones
e Carbono_Minimo: Holgura = -5.3535

» ¢(Tiene sentido?
* En Gurobi, la holgura de una restriccion (atributo .Slack) se calcula
como RHS - LHS (lado derecho menos lado izquierdo) para todo tipo
de restricciones, sin importar la direccion de la desigualdad.

 Calculo de la Holgura:

* Valores de las vars. en la soluciéon 6ptima: x1=787.88, x2=191.92

LHS = 0.02 * 787.88 + 0.05 + 19192 = 15.76 + 9.6 = 25.35
RHS = 20
Holgura = RHS — LHS = 20 — 25.35 = —5.35

38



Aleaciones

Reducir el coste unitario del Hierro Tipo 4
* Disminuir el coste unitario de $0.35 a $0.35 - $0.50 = -$0.15 por libra.
* Un coste unitario negativo no es realista.

* No es viable reducir el coste unitario lo suficiente para incluir x4 en la solucion
optima bajo las condiciones actuales.

Modificar las restricciones activas

* Aumentar el limite maximo de Manganeso
e iEn cuanto tiene que aumentar este limite maximo para que haya al menos
una unidad de Manganeso?
 Aumentar el requerimiento minimo de Silicio
* Lo mismo pero para esta restriccion. 39



e
Aleaciones

Aumentar el limite maximo de Manganeso

* Calculo especialmente complicado.

* Se utiliza el precio sombra y se obtiene una cota inferior de 11.27.
* Es una cota inferior y es insuficiente. El valor esta cerca de 16.

Aumentar el requerimiento minimo de Silicio
* Primera prueba. Si x, aporta 0.20, écon 20.20 se utiliza x,? No.

* Aumenta x; con mas Silicio y mas costes.

* Con x1 en su maximo (1000 - x2 - x3 ), podemos intentar minimizar x2 y
maximizar x3 hasta alcanzar el limite de manganeso. Complicado.

e ¢Alternativa? Aumentar mucho el requerimiento minimo.
40



Aleaciones
Aumentar mucho el requerimiento minimo de Silicio

* Maximo Silicio aportado por x; :

o Limite de Manganeso — 0.01
Maximo x3 = 04 = 0.4167

* Coste de x, : $0.35 por libra
* Silicio aportado por x, : 0.20 libras por libra

 Coste por libra de silicio de x4

0.35

— =1.75
0.2

Es mas rentable el silicio a través de x; que de x,, por lo que se prefiere

Es complicado hacerlo cambiando una unica restricciéon. Ademas, el coste de x,
respecto a x, ho va a permitir cambios sencillos.

41
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PCingredients

* La empresa PCIingredients vende ordenadores y debe hacer una planificacion
semanal de la produccion.

* La compainiia produce tres tipos de ordenadores: de mesa (A), portatil normal
(B) y portatil de lujo (C). El beneficio neto por la venta un ordenador es 350,
470y 610 euros, respectivamente.

* Cada semana se venden todos los equipos que se montan.

* Los ordenadores pasan un control de calidad de una hora y la empresa
dispone de 120 horas para realizar los controles de los ordenadores Ay By 48
para los C.

* El resto de las operaciones de montaje requieren 10, 15y 20 horas,
respectivamente, y la empresa dispone de 2000 horas a la semana.

42



PCingredients

Maximizar Z = 350x + 470y + 610z
Sujeto a:
x+y <120
z <48
10x + 15y + 20z < 2000

x =0
y=0
z=>0

Solucién Optima:

X (Ordenador A) = 120.00 unidades

y (Ordenador B) = 0.00 unidades

z (Ordenador C) = 40.00 unidades
Beneficio Maximo Total = 66400.00 euros

from gurobipy import Model, GRB

model = Model(

XA = model.addVar(
xB = model.addVar(
xC = model.addVar(

model.setObjective(
* XA + *xB + *xC,
GRB.MAXIMIZE
)

model.addConstr(
XA + XB <=

model.addConstr(
xC <=

model.addConstr(
*xA + 15 * xB + 20 * xC <=

model.optimize()

if model.status == GRB.OPTIMAL:
("\n )
( {xA.X:
( {xB.X:
( {xC.X:
(

(

{

1
i)

}
}
m

)
odel.ObjVal:

)

}
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PCingredients

Analisis de sensibilidad
e |dentificacion de las restricciones criticas

* Analisis de variacion en los coeficientes de la funcion objetivo

* Cambios en el beneficio por unidad del ordenador Y
* Cambios en el beneficio por unidad del ordenador X

* Analisis de variacion en los recursos disponibles

* Tiempo de montaje total
* Tiempo de control de calidad para ordenadores Xe Y
* Tiempo de control de calidad para ordenadores Z

* Analisis de cambios en el tiempo de montaje

* Aumento del tiempo de montaje total
* Disminucion del tiempo de montaje total

* Analisis de cambios simultaneos en recursos y beneficios

* Incrementar el beneficio por unidad Y y el tiempo de montaje
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PCingredients

Analisis de las restricciones

* Restricciones activas (holgura = 0):

* Tiempo de control de calidad para Ay B: Se utiliza todo el tiempo disponible.
 Tiempo de montaje total : Se utiliza toda la capacidad disponible.

* Restricciones no activas (holgura > 0):
* Tiempo de control de calidad para C: Hay una holgura de 8 horas.
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PCingredients

Analisis de los costes reducidos
. xA y Xc: Coste reducido de 0.0000

Estas variables estan en la solucion 6ptima .

* Xg: Coste reducido de -32.5000.

* El coste reducido negativo indica que, para que la produccion del ordenador B sea
rentable y entre en la solucidon éptima, el beneficio por unidad podria disminuir hasta
en $32.50 sin afectar la solucion actual.

e Como el beneficio por unidad de B es de $470, una disminucion hasta $437.50 aln
mantendria la solucion éptima sin producir B.
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PCingredients

Valores sombra
* Control Calidad AB (45.0000):

* Por cada hora adicional de tiempo de control de calidad para los ordenadores Ay B, el
beneficio total aumentaria en $45.00.

* Es un recurso critico; aumentar su disponibilidad podria incrementar el beneficio.

* Control_Calidad_C (0.0000):

* No hay incremento en el beneficio total al aumentar el tiempo de control de calidad
para el ordenador C, ya que existe una holgura de 8 horas.

* No es necesario aumentar este recurso; actualmente hay tiempo de control de calidad
sin utilizar para C.

* Tiempo Montaje (30.5000):
* Por cada hora adicional, el beneficio total aumentaria en $30.50.

* Es un recurso critico; aumentar su disponibilidad podria incrementar el beneficio.
47



PCingredients
Conclusiones

* Recursos criticos

* Tiempo de control de calidad para Ay B (valor sombra alto $45.00)
 Tiempo de montaje (valor sombra significativo $30.50)

* Coste reducido negativo (x;=—32.5):

* El ordenador B no es competitivo en comparacion con Ay C en las condiciones
actuales. ¢ Aumentar beneficio?éReducir costes?

* Utilizacion de holguras

* Control de calidad para C (holgura de 8 horas).
* ¢{Reasignar tiempos?

* ¢ Como podria producir PC de tipo B?
* ¢COmo podria producir PC de tipo B, ademas de Ay C? 48
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PCingredients

Razones por las que xB=0 en la solucidn éptima

* Menor rentabilidad por hora de montaje:
* Tipo A: $350/ 10 horas = S35/hora
* Tipo B: S470/ 15 horas = $31.33/hora
* Tipo C: $S610/ 20 horas = $30.50/hora

* El PCTipo A tiene la mayor rentabilidad por hora de montaje, por lo que se prioriza su
produccion.

* Los recursos limitados (tiempo de montaje y control de calidad)
se asignan a los productos mas rentables.

* Coste reducido de xB :-532.50. Indica que aumentar xB
disminuiria el beneficio total, por lo que no se incluye en |la

solucion optima. .
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PCingredients

¢Como podria producir PC de tipo B?

* Ajuste de los beneficios por unidad:
* PC Tipo B: Aumentar de $470 a $503 (rentabilidad $33.53/hora)

¢Como podria producir PC de tipo B, ademas de Ay C?

* Ajuste de los beneficios por unidad:

* PC Tipo A: Aumentar de S350 a $400
* PC Tipo B: Aumentar de $470 a S475
e PC Tipo C: Reducir de $610 a $550

* Ajuste de restricciones:
* Control de calidad Ay B: Reducira 100 50
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Algoritmos de resolucion

* Algoritmo del Simplex (Dantzig, 1949).
* Métodos de punto interior (Karmarkar, 1986).

max x31 + xo.
sa —x31+ x < 2.
x1+ x < 4,
5x1 + 3xp < 15,

x1, x2= 0.
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Algoritmos de resolucion

* El algoritmo del Simplex se mueve por la frontera de la
region factible, hasta llegar a un punto 6ptimo.

* Se basa en el siguiente resultado:

» Si el problema de programacion lineal tiene solucion, entonces se alcanza al menos en
un punto extremo. 3 A

< -- (jpfil’ﬂ(ﬁ}i
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Algoritmos de resolucion

* Los métodos de punto interior se mueven por el interior de
la region factible.

e Utilizan técnicas de programacion no lineal.

*Se basan en el uso de funciones 34
barrera que penalizan la violacion
de alguna restriccion.

<4--0 ptimos
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e
Conclusiones

* La programacion lineal se ha convertido en una de las
herramientas mas importantes en la optimizacion

matematica debido a dos razones fundamentales:

* Es posible resolver problemas de grandes dimensiones.

* Practicamente todos los modelos se pueden resolver, independientemente de su
formulacion.

* El éxito de la programacion lineal tiene una pega: los
modelos utilizan unas hipotesis de partida que muchas

veces suponen una simplificacion excesiva del problema.

* Suponen que los costes son lineales: ¢ producir el doble -> cuesta el doble?

e Las economias de escala suelen indicar que a mayor produccion, menor coste unitario
54



Conclusiones

* Las hipotesis anteriores son muy restrictivas. El avance tecnologico
(potencia y velocidad de computacion) ha permitido el desarrollo
de alternativas dentro de la Investigacion Operativa que permiten
abordar nuevos problemas:

Programacion entera: cantidades no divisibles y enteras y decisiones logicas.
Programacion no lineal: relaciones no proporcionales y no aditivas.
Programacion multiobjetivo: varios objetivos.

Programacion por metas: permite trabajar con modelos en los que las restricciones no
sean tan rigidas.

Programacion estocastica, permite incorporar la incertidumbre inherente en muchas
situaciones reales al modelo.

Programacion semi-infinita, permite trabajar con problemas en los que algunos de los
parametros del problema no estan controlados por el modelizador.

Programacion difusa, permite trabajar con problemas en los que las restricciones no
son rigidas (modelizan relaciones vagamente definidas). 55
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Introduccion

* En la teoria de la complejidad computacional, las clases P, NP, NP-duro y NP-
completo son categorias que nos permiten clasificar problemas segun la
dificultad de resolverlos y verificar sus soluciones.

* Estas clasificaciones son fundamentales NP-Hard A
para entender qué problemas pueden ser
resueltos de manera eficiente y cuales
representan desafios significativos en NP-Complete
computacion.

e iP=NP?

* https://www.youtube.com/watch?v=UR20DYZ-Sao&ab channel=Derivando

Complexity



https://www.youtube.com/watch?v=UR2oDYZ-Sao&ab_channel=Derivando

e
Introduccion

Clase P (tiempo polinomial)

* P es el conjunto de problemas de decision que pueden ser resueltos
por una maquina determinista en tiempo polinomial respecto al
tamano de |la entrada. Esto significa que existe un algoritmo que
resuelve el problema en un tiempo que es una funcion polinomial
de la longitud de la entrada.

* Los problemas en P se consideran eficientemente resolubles, ya
gue los tiempos polinomiales son practicos para tamanos de

entrada razonables. Ejemplos:
* Ordenamiento de numeros (algoritmos como Quicksort).
* Busqueda de caminos mas cortos en grafos (algoritmo de Dijkstra).
e Multiplicacion de matrices.



e
Introduccion

Clase NP (tiempo polinomial no determinista)

* NP es el conjunto de problemas de decisidon para los cuales, si se
presenta una solucion candidata, esta puede ser verificada en
tiempo polinomial por una maquina determinista.

* No se requiere que el problema pueda ser resuelto en tiempo
polinomial, solo que las soluciones puedan ser verificadas
rapidamente.

* Los problemas en NP pueden ser dificiles de resolver, pero una vez
gue se tiene una solucion, es rapido verificar su correccion.



e
Introduccion

Clase NP-completo

* Un problema es NP-completo si:

e Estd en NP.

e Estan dificil como cualquier otro problema en NP, en el sentido de que cualquier problema en NP puede
ser transformado en él mediante una reduccidon en tiempo polinomial.

* Los problemas NP-completos son los mas dificiles dentro de NP
* Ejemplos:

* Problema SAT: El primer problema demostrado como NP-completo (Teorema de Cook-Levin).

* Problema del Clique: Determinar si existe un clique (subgrafo completamente conectado) de tamafio k
en un grafo.

* Problema de coloreado de grafos: Determinar si un grafo puede ser coloreado con k colores sin que dos
nodos adyacentes compartan color.



e
Introduccion

Clase NP-duro

* Un problema es NP-duro si es al menos tan dificil como los
problemas en NP.

* Formalmente, si todo problema en NP puede ser reducido a él en
tiempo polinomial.

* Un problema NP-duro no tiene que estar en NP (sus soluciones no
necesitan ser verificables en tiempo polinomial). Ejemplos:

* Problema del viajero de comercio (TSP):Encontrar la ruta mas corta posible que visita cada ciudad
exactamente una vez. No es un problema de decisidon y no esta en NP, pero es NP-duro.

* Problema de parada (Halting Problem):Determinar si un programa arbitrario se detendra o continuara
ejecutandose indefinidamente. Es indecidible y se considera NP-duro.



e
Introduccion

* * Un problema NP que también es P es resoluble en tiempo P.

e ** Un problema NP-duro que también es NP-completo es
verificable en tiempo P.

e *** | os problemas NP-Completos (todos los cuales forman un
subconjunto de NP-duros) pueden serlo. El resto de NP-duros no lo

sSOon.
| Problem Type | Verifiable in P time | Solvable in P time | Increasing Difficulty
___________________________________________________________ | |
| p | Yes | Yes | |
| NP | Yes | Yes or No = | |
| NP-Complete | Yes | Unknown | |
| NP-Hard | Yes or No | Unknown s | |
v



e
Introduccion

* Los modelos de programacion entera son una extension de los modelos
lineales en los que algunas variables toman valores enteros.

* Con frecuencia las variables enteras solo toman valores en 0y 1, ya que este
tipo de variables permiten representar condiciones logicas.

* Este tipo de modelos permite representar sistemas mucho mas complejos.
* A cambio, la resolucion de estos se complica excesivamente.

* Problemas con unas solas decenas de variables pueden ser casi imposibles de
resolver.



Problema de la mochila

* El problema de la mochila (knapsack) es uno de los
problemas mas clasicos y estudiados en el ?
campo de |la optimizacion combinatoria y la ‘

teoria de la complejidad computacional

* Se trata de seleccionar un subconjunto de ‘ %
objetos con diferentes pesos y valores para .) ‘

incluir en una mochila, de manera que el
valor total sea maximizado sin exceder la
capacidad maxima de peso de la mochila.

* https://www.sciencedirect. com/suence/artlcle/pl|/SO305054821003877

e: https://inv m/blog/knapsack-problem-and-warehouse-optimization/

10
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https://inviarobotics.com/blog/knapsack-problem-and-warehouse-optimization/

e
Problema de la mochila

Formulacion del problema

* Supongamos que se tiene N objetos, donde cada objeto i tiene:

* Unvalorv..
* Un peso w;,.

* Una mochila con una capacidad maxima de peso W.

* El objetivo es seleccionar una combinacién de objetos para
maximizar el valor total sin exceder el peso maximo W.

* Cada objeto puede ser incluido o no en la mochila (decision binaria).
* No se permiten fracciones de objetos.

11



e
Problema de la mochila

Formulacion del problema

* Supongamos que se tiene N objetos, donde cada objeto i tiene:

* Unvalorv..
* Un peso w;,.

oo | vabort) | resolw)
1 60 10
2 100 20
3 120 30

* Maximizar el valor total sin exceder 50 kg.

12



e
Problema de la mochila

Funcion objetivo: .

Maximizar Z = 2 V.X,

i
=1

N
z wx, < W
i=1

x; €{0,1},v.=1,2,..,N
Variables de decision:

Sujeto a:

x; € {0,1},donde:
x; = 1 si el objeto i es incluido en la mochila

x; = 0 si el objeto i no es incluido
13



e
Problema de la mochila

e Datos del problema

from gurobipy import Model, GRB

objetos =1, 2, 3]
valores = {1: 60,
pesos = {1: 10,
capacidad =

* Creacion del modelo

* Variables de decisidon binarias

x={}
foriin objetos:
xX[i] = modelo.addVar( =GRB.BINARY,

14



Problema de la mochila

* Maximizar la funcion objetivo

Valor éptimo total: $220.0
O Objetos seleccionados:
(valores[i] * x[i] fori in objetos),
GRB.MAXIMIZE - Objeto 2: Valor = $100, Peso = 20 kg
) - Objeto 3: Valor = $120, Peso = 30 kg

e Restriccion capacidad W

modelo.setObjective(

modelo.addConstr(
(pesosli] * x[i] for i in objetos) <= capacidad,

* Imprimir solucion

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
(f"\n {modelo.ObjVal}")

( )

foriin objetos:
if x[i].X >
( i {valores][i]} {pesosli]} keg")

else:

( ) 15



e
Seleccion de inversiones

* Se estan considerando cuatro posibles inversiones.

* La primera de ellas se prevé que proporcione unos beneficios netos
de 16.000 euros, la segunda, 22.000 euros, la tercera 12.000 euros, y
la cuarta 8.000 euros.

* Cada una de las inversiones requiere una cantidad de dinero en
efectivo: 5.000, 7.000, 4.000 y 3.000 euros, respectivamente.

* Si solo se dispone de 14.000 euros para invertir. ¢Qué modelo de
programacion lineal entera permite obtener la combinacion de
inversiones que prevea los maximos beneficios?

16



e
Seleccion de inversiones

Funcion objetivo:
Maximizar Z = 16000x, + 22000x, + 12000x; + 8000x,
Sujeto a:
5000x,; + 7000x, + 4000x; + 3000x, < 14000

x, € {0,1},V, = 1,2, 3,4

Variables de decision:
x; € {0, 1}, donde:

x; = 1 si se realiza la inversion

x; = 0 si no se realiza la inversion

17



Seleccion de inversiones

from gurobipy import Model, GRB modelo.setObjective(
sum(beneficios[i] * x[i] for i in inversiones),
GRB.MAXIMIZE

inversiones = [1, 2, 3, 4] )

beneficios = {

7

| modelo.addConstr(
| sum(capital_requerido[i] * x[i] for i in inversiones) <= capital_disponible,
: ="Restriccion_Capital"
} )
capital_requerido = {
| modelo.optimize()
} if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
capital_disponible = total_beneficio = modelo.ObjVal

total_capital = sum(capital_requerido[i] * x[i].X for i in inversiones)
print(f"Beneficio maximo total: {total_beneficio} euros")
modelo = Model("Seleccion_Inversiones") print(f"Capital invertido total: {total_capital} euros")
print("Inversiones seleccionadas:")

foriin inversiones:
modelo.Params.OutputFlag = if x[i].X >

print(f" - Inversion {i}: Beneficio = {beneficios[i]} euros, Capital = {capital_requerido[i]} euros")
else:
print("No se encontrd una solucién éptima.")

x={}
foriin inversiones:
X[i] = modelo.addVar( =GRB.BINARY, =f"x_{i}")




e
Seleccion de inversiones

* Beneficio maximo total: 42000.0 euros

 Capital invertido total: 14000.0 euros

* Inversiones seleccionadas:

* - Inversion 2: Beneficio = 22000 euros, Capital = 7000 euros
* - Inversion 3: Beneficio = 12000 euros, Capital = 4000 euros

* - Inversion 4: Beneficio = 8000 euros, Capital = 3000 euros

19



Mercancias

* En un camion se desean cargar mercancias de 5 tipos diferentes en
cuanto a su peso, valor y volumen, segun se especifica en la siguiente

tabla:
Too | veo | Voumen | \alor
1 5 1 4
2 8 8 7
3 3 6 6
4 2 5 5
5 7 4 4

* El camidn solo se admite un peso maximo de 112 y un volumen
maximo de 109.

i Cuantos productos de cada tipo debe llevar para maximizar el valor

de la carga? .



e
Mercancias

Funcion objetivo:

N
Maximizar Z = z CiX;
_ i=1
Sujeto a:
N
2 wx, < W

=1

N
z vx;, <V
i=1

x, €42,¥;=1,2,...,N

21



modelo.addConstr(
from gurobipy import Model, GRB sum(pesos[i] * x[i] for i in mercancias) <= peso_maximo,
="Restriccion_Peso"

mercancias = [1, 2, 3, 4, 5]
pesos={1:5,2:8,3:3,4:2,5:7}

volumenes ={1:1, 2: 8, 3: 6, 4: 5, 5: 4} modelo.addConstr(

valores={1:4,2:7,3:6,4:5,5: 4} sum(volumenesli] * x[i] for i in mercancias) <= volumen_maximo,
peso_maximo = ="Restriccion_Volumen"

volumen_maximo = )

modelo = Model("Carga_Camion") modelo.optimize()

modelo.Params.OutputFlag = if modelo.status == GRB.OPTIMAL:

total_valor = modelo.ObjVal
total_peso = sum(pesosli] * x[i].X for i in mercancias)
total_volumen = sum(volumenes[i] * x[i].X for i in mercancias)

x = {} print(f"Valor maximo total de la carga: {total_valor} euros")
for i in mercancias: print(f"Peso total de la carga: {total_peso} kg")
xX[i] = modelo.addVar( =GRB.INTEGER, |b=0, =f"x_{i}") print(f"Volumen total de la carga: {total_volumen} m3")

print("Unidades de mercancias a cargar:")
for i in mercancias:

modelo.setObjective( cantidad = int(round(x[i].X))

sum(valoresJi] * x[i] for i in mercancias), if cantidad >

GRB.MAXIMIZE print(f" - Mercancia {i}: {cantidad} unidades")
) else:

print("No se encontrd una solucién éptima.")



e
Mercancias

* Valor maximo total de la carga: 151.0 euros
* Peso total de la carga: 108.0 kg

* Volumen total de la carga: 109.0 m?

* Unidades de mercancias a cargar:

* - Mercancia 1: 14 unidades

* - Mercancia 4: 19 unidades
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Problema de asignacion

* El problema de asignacion es un problema fundamental en el campo
de la Investigacion Operativa y las matematicas aplicadas.

* Se trata de asighar un conjunto de recursos a un conjunto de tareas
de manera 6ptima, generalmente minimizando costes o
maximizando beneficios.

* Este problema tiene aplicaciones en diversas areas como logistica,
programacion de personal, asignacion de maquinaria, planificacion
de horarios y muchas otras.
https://onlinelibrary.wiley.com/doi/abs/10.1002/nav.3800020109

I I1 111 IV

Al 10 12 19 1 |
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-
Problema de asignacion

* Juan es el jefe de un bufete de jovenes abogados y abogadas, y esta
interesado en la utilizacion mas efectiva de sus recursos de personal
buscando la forma de hacer las mejores asignaciones de abogado/a-
cliente.

* El 25 de octubre llegan nuevos clientes.

* Revisando a su personal encuentra que 4 (N) abogados: Ana, Bruno,
Carmen y Domingo.

* Todos pueden ser asignados a los casos.
* Cada uno de ellos s6lo se puede hacer cargo de un caso.
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Problema de asignacion

* Para decidir la mejor asignacion Juan tiene en cuenta una tasa de
efectividad (de 1 a 9) construida sobre actuaciones (M) anteriores de
dichos abogados, ya que no todos son especialistas en todo tipo de
procesos:

Ana 2 8

6
Bruno 9 3 5
Carmen 4 8 3

6 7 6

~ B~ 00 U

Domingo

* i Qué asignaciones se deben realizar?
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Problema de asignacion

Funcion objetivo:

Maximizar Z

M
Zx =1V, € {Ana, Bruno, Carmen, Domingo}

ANZ

Sujeto a:

N

zxij — 1V, €(1,2,3,4)

=1

x;; € {0,1}, Vi
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Problema de asignacion

from gurobipy import Model, GRB
x={}

foriin abogados:
for j in casos:
xX[i, j] = modelo.addVar( =GRB.BINARY, =f"x_{i} _{j}")

abogados = ['Ana’, 'Bruno’, 'Carmen’, 'Domingo']
casos = {

: 'Divorcio’,

: 'Fusién Empresarial’,

: 'Desfalco’,

. modelo.update
: 'Herencias' up ()

modelo.setObjective(
sum(efectividad]li, j] * x[i, j] for i in abogados for j in casos),

efectividad = { GRB.MAXIMIZE

('Ana’, 1): 6,
'Ana’, 2): 2,
'Ana’, 3): 8,
'Ana’, 4): 5,
Bruno',
Bruno',
Bruno',
Bruno',
Carmen’,
Carmen’,
Carmen’,
Carmen’,
Domingo’,
Domingo’,
Domingo’,
Domingo’,

modelo.addConstr(
sum(x[i, j] for jin casos) == 1,
=f"Asignacion_Unica_Abogado_{i}"

): ’
; ’ for i in abogados:
): ’

): 4,
): 8,
):3,
): 4,

forjin casos:
modelo.addConstr(
sum(x[i, j] for i in abogados) == 1,
=f"Asignacion_Unica_Caso_{j}"

(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(
(

): 6,
B 7
): 6,
):

}

modelo = Model("Asignacion_Abogados_Casos")
modelo.optimize()

modelo.Params.OutputFlag =




-
Problema de asignacion

* Efectividad total maxima: 30.0

* Asignaciones optimas:

* - Ana asignado al caso 'Desfalco’ con efectividad 8

* - Bruno asignado al caso 'Herencias' con efectividad 8

e - Carmen asignado al caso 'Fusion Empresarial' con efectividad 8
* - Domingo asighado al caso 'Divorcio' con efectividad 6
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e
Problema de cubrimiento

* El problema de cubrimiento (set covering) consiste en seleccionar el
numero minimo de subconjuntos de un conjunto universal para
cubrir todos los elementos del conjunto universal.

* En otras palabras, todos los elementos de un conjunto deben estar
contenidos en al menos uno de los subconjuntos seleccionados.

* Aplicaciones:
* Planificacion de rutas: Determinar el minimo numero de vehiculos necesarios para cubrir todas las rutas.
* Ubicacion de instalaciones: Colocar el minimo numero de instalaciones para cubrir todas las areas de

servicio.
e Asignacion de recursos: Asignar recursos limitados para cubrir todas las necesidades.

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0167637724000944
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e
Problema de cubrimiento

* Dados los siguientes subconjuntos:

Subconjunto (S;) Zonas cubiertas (e;)

S; {1, 2} 3
S, {2, 3} 2
S3 {3, 4} 4
S, {4, 5} 3
Ss {1, 5} 5

* Siendo el conjunto de las zonas: {1, 2, 3, 4, 5}, la solucién optima es:

e Subconjunto 1: Cubre elementos [1, 2]
e Subconjunto 2: Cubre elementos [2, 3]
e Subconjunto 4: Cubre elementos [4, 5]
* Coste minimo total: 8.0
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Problema de cubrimiento (ejemplo)

Funcion objetivo:

Minimizar Z = 3x; + 2x, + 4x5; + 3x, + 5x-

Sujeto a:
x;+x5 =1
x1+x2>1
X, +x321
X3+ x, 21
Xy + x5 21

Variables de decision:

x; € {0,1},V,
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Problema de cubrimiento

Sea:

*E ={e, e, .., eM}: conjunto de elementos a cubrir

S =1{5,5, ..., SN}: conjunto de subconjuntos con elementos C E
* ¢;: coste asociado a seleccionar el subconjunto Sj.

. g — lsiet €5
Y 0 si no

Variables de decision:
x; €{0,1},v;=1,2,..,N
x; = 1 si el subconjunto S, es seleccionado

X; = 0 en caso contrario
33



e
Problema de cubrimiento

Funcion objetivo:

N
Minimizar Z = Z CiX;

N
2 1,v.=1,2,...M

Variables de decision:
X; € {0,1}, v, = 1,2,..,N

Sujeto a:
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Problema de cubrimiento

from gurobipy import Model, GRB
foriin elementos:
modelo.addConstr(
elementos = [1, 2, 3, 4, 5] (x[j] for j in subconjuntos if i in coberturalj]) >= 1,
subconjuntos =[1, 2, 3, 4, 5] =f"Cobertura_{i}"

costes ={1: 3,
modelo.optimize()

cobertura = {
1 [1, 2], if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
, (f"\nCoste minimo total: {modelo.ObjVal}")

7

, for j in subconjuntos:
if x[j].X >
(f" - Subconjunto {j}: Cubre elementos {cobertura[j]}")

7

[2, 3]

: [3, 4], ("Subconjuntos seleccionados:")
[4, 5]
[1, 5]

7

else:
("No se encontrd una solucién éptima.")
modelo = Model("Problema_de_Cubrimiento")

x = modelo.addVars(subconjuntos, =GRB.BINARY,

modelo.setObjective(
(costes[j] * x[j] for j in subconjuntos),
GRB.MINIMIZE




Problema de particion

* El problema de particion consiste en dividir un conjunto universal en
subconjuntos disjuntos de manera que cada elemento del conjunto
universal pertenezca a exactamente uno de los subconjuntos

seleccionados.

* En otras palabras, todos los elementos de un conjunto deben estar
contenidos en uno de los subconjuntos seleccionados.

* Aplicaciones
* Programacion de horarios: Asignar tareas o turnos de manera que cada tarea se realice una sola vez y los
recursos se utilicen eficientemente.
* Agrupamiento de datos: Dividir un conjunto de datos en grupos exclusivos.
* Asignacion de tripulaciones: Asignar tripulaciones a vuelos sin superposiciones.

https://epubs.siam.org/doi/abs/10.1137/1018115
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-
Problema de particion

* Dados los siguientes subconjuntos:

Subconjunto (S;) Zonas cubiertas (e;)

S5 {1, 2} 3
S, {2, 3} 2
S; {3, 4} 4
S, {4, 5} 3
S¢ {1, 5} 5

* Siendo el conjunto de las zonas: {1, 2, 3, 4, 5}, la solucion 6ptima es:

* No hay soluciones factibles
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-
Problema de particion

* Dados los siguientes subconjuntos:

Subconjunto (S;) Zonas cubiertas (e;)

S, {1, 2} 3
S, {2, 3} 2
S; {3, 4} 4
S, {4, 5} 3
S. {1, 5} 5
Se {5} 2

* Siendo el conjunto de las zonas: {1, 2, 3, 4, 5}, la solucidon optima es:

Subconjunto 1: Cubre elementos [1, 2]
Subconjunto 3: Cubre elementos [3, 4]
Subconjunto 6: Cubre elementos [5]
Coste minimo total: 9.0

38



-
Problema de particion (ejemplo)

Funcion objetivo:

Minimizar Z = 3x, + 2x, + 4x; + 3x, + 5x: + 2x,

Sujeto a:
Xi+xs=1
x,+x,=1
Xy +x3=1
X3+ x, =1

Xo+ X +x,=1
Variables de decision:

x; € {0,1},V,
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Problema de particion

Sea:

*E ={e, e, .., eM}: conjunto de elementos a cubrir

S =1{5,5, ..., SN}: conjunto de subconjuntos con elementos C E
* ¢;: coste asociado a seleccionar el subconjunto Sj.

. g — lsiet €5
Y 0 si no

Variables de decision:
x; €{0,1},v;=1,2,..,N
x; = 1 si el subconjunto S, es seleccionado

X; = 0 en caso contrario
40



-
Problema de particion

Funcion objetivo: .
Minimizar Z = Z CiX;
j=1
Sujeto a:

N
z a;xX; = 1,v.=1,2,...M
j=1

Variables de decision:
X; € {0,1}, v, = 1,2,..,N
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I 4

Problema de particion

eI Gl i peie et G (2 modelo_particion.setObjective(

(costes[j] * x[j] for j in subconjuntos),

GRB.MINIMIZE
elementos =[1, 2, 3,

subconjuntos = [1, 2,

foriin elementos:
modelo_particion.addConstr(
(x[j] for j in subconjuntos if i in coberturalj]) == 1,
=f"Particion_{i}"

costes ={1: 3,

cobertura = {

modelo_particion.optimize()

[
dl|
dl|
dl|

[

if modelo_particion.status == GRB.OPTIMAL:
(f"\nCoste minimo total: {modelo_particion.ObjVal}")
("Subconjuntos seleccionados:")
for j in subconjuntos:
if x[j].X >
(f" - Subconjunto {j}: Cubre elementos {coberturalj]}")

modelo_particion = Model("Problema_de_Particion")

Ise:
x = modelo_particion.addVars(subconjuntos, =GRB.BINARY, e " , o
("No se encontrd una solucién éptima.")




-
Diferencias entre problemas

Restricciones de cobertura:

 Cubrimiento: Cada elemento debe estar cubierto al menos
una vez (=1).

* Particion: Cada elemento debe estar cubierto exactamente
una vez (=1).

Solapamiento de subconjuntos:

* Cubrimiento: Los subconjuntos seleccionados pueden
solaparse.

* Particion: Los subconjuntos seleccionados son disjuntos.
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Problema de conjunto de empaquetamiento

* El problema de conjunto de empaquetamiento (set
packing problema) es un problema clasico en optimizacion
combinatoria y teoria de grafos.

* Consiste en seleccionar un conjunto de subconjuntos
disjuntos de manera que se maximice algun criterio.

* Aplicaciones
* Asignacion de tareas: Asignar tareas a recursos limitados sin conflictos.
* Programacion de horarios: Seleccionar actividades que no se solapen en el tiempo.
» Seleccion de equipos: Formar equipos donde los miembros no pertenezcan a mas de
un equipo.
* Problemas de emparejamiento maximo: Encontrar el maximo emparejamiento en un

grafo.
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Problema de conjunto de empaquetamiento

* Dados los siguientes subconjuntos:

S {A, B} 5
S, {C, D} 7
S3 {B, D} 4
S4 {E} 3
S. {A, E} 6

* Siendo el conjunto de las zonas: {A, B, C, D, E}, la solucion 6ptima es:
e Subconjunto 1: Elementos ['A', 'B'], Beneficio 5
e Subconjunto 2: Elementos ['C', 'D'], Beneficio 7
e Subconjunto 4: Elementos ['E'], Beneficio 3
* Beneficio maximo total: 15.0
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Problema de conjunto de empaquetamiento

Sea:

E ={e, e, ..,eM}: conjunto de elementos

S =1{5,S, ..., SN}: conjunto de subconjuntos E

* ¢;: beneficio asociado a seleccionar el subconjunto Sj.

. g — lsiet €5
Y 0 si no

Variables de decision:
x; €{0,1},v;=1,2,..,N
x; = 1 si el subconjunto S, es seleccionado

X; = 0 en caso contrario
46
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Problema de conjunto de empaquetamiento

Funcion objetivo:

N
Minimizar Z = Z CiX;

N
a1 =12

Variables de decision:
X; € {0,1}, v, = 1,2,..,N

Sujeto a:
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Problema de conjunto de empaquetamiento

from gurobipy import Model, GRB

elementos = ['A', 'B', 'C', 'D', 'E']

subconjuntos = {
: {'elementos': ['A', 'B'], 'beneficio':
: {'elementos': ['C', 'D'], 'beneficio":
: {'elementos': ['B', 'D'], 'beneficio":
: {'elementos': ['E'], 'beneficio': 3},
: {'elementos': ['A', 'E'], 'beneficio':

modelo = Model("Problema_de_Conjunto_de_Empaquetamiento")

modelo.Params.OutputFlag =

x = modelo.addVars(subconjuntos.keys(), =GRB.BINARY,

modelo.setObjective(

(subconjuntos[j]['beneficio'] * x[j] for j in subconjuntos),
GRB.MAXIMIZE

for e in elementos:
modelo.addConstr(

(x[j] for j in subconjuntos if e in subconjuntos[j]['elementos']) <=1,

=f"Elemento_{e}"

modelo.optimize()

if modelo.status == GRB.OPTIMAL:
(f"\nBeneficio maximo total: {modelo.ObjVal}")
("Subconjuntos seleccionados:")
for j in subconjuntos:
if x[j].X >
elems = subconjuntosl[j]['elementos']
ben = subconjuntosl[j]['beneficio’]

(f" - Subconjunto {j}: Elementos {elems}, Beneficio {ben}")
else:

("No se encontrd una solucidn éptima.")



Problema del viajero

* El problema del viajero (Traveling Salesman Problem - TSP) es uno de
los problemas mas clasicos y estudiados en el campo de |a
optimizacion combinatoria y la investigacion operativa.

* Consiste en encontrar la ruta mas corta posible que permita a un
viajero visitar un conjunto de ciudades exactamente una vez y
regresar a la ciudad de origen. A pesar de su enunciado sencillo, es
un problema de gran complejidad computacional y es NP-duro.

* Aplicaciones:

* Logistica y distribucion: Planificacion de rutas de vehiculos para entregas.
 Manufactura: Optimizacion de rutas en maquinas CNC.

* Bioinformatica: Secuenciacion de genes y proteinas.

* Planificacion de circuitos: Disefio de circuitos impresos y chips.

https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377221724002959



https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0377221724002959

Problema del viajero

BRUTE-FORCE
SOL-UTT1ON:
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DYNAMIC
PROGRAMMING
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~
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HEW VR

Travelling Salesman Problem

The Shortest Path Covering
All The Nodes
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Problema del viajero

* Dados la siguiente tabla con ciudades y distancias:

Ciudad 1 7
Ciudad 2 10 0 10 5 6
Ciudad 3 8 10 0 8 9
Ciudad 4 9 5 8 0 6
Ciudad 5 7 6 9 6 0

* La solucion optima es:

e Laruta 6ptima es: Ciudad 1 - Ciudad 5 - Ciudad 4 - Ciudad 2 - Ciudad 3 - Ciudad 1.
* El coste minimo del recorrido es 34 unidades.
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Problema del viajero

Funcion objetivo:

N N
Minimizar Z = Z CiiX;j
i=1 j=1
Sujeto a:
N
z X = 1,v,=1,2,..,N (Sale una vez de cada ciudad)
j=1,j#i
N

1,2,..., N(Entra una vez a cada ciudad)

=M
=
1
‘r—\
<
|
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Problema del viajero

* Para evitar ciclos mas pequeios que incluyan solo un
subconjunto de ciudades se agregan restricciones
adicionales.

* Hay que garantizar que para cualquier conjunto de nodos el
numero maximo de arcos incluidos en la solucién sea de uno
menos que el numero de nodos.

* Formulacion de Miller-Tucker-Zemlin (MTZ).

53



-
Problema del viajero

Sujeto a (continuacion):

u;, —uj +nxij <n-—1, V.#j, ,j= 2,..,N

Variables binarias:

Xl]E{O;l}) v;zlJZJ’N’ l#:]

Variables continuas (MTZ):
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Problema del viajero

from gurobipy import Model, GRB, quicksum ® Datos d e I p ro b I e m a

n =
ciudades =

modelo = Model("Problema_del_Viajero")

e \Variab

x = modelo.addVars(ciudades, ciudades, =GRB.BINARY,

e \Variab

u = modelo.addVars(ciudades, =GRB.CONTINUOUS, Ib=1,

modelo.setObjective(
quicksum(c[i, j] * x[i, j] for i in ciudades for j in ciudades if i !=),
GRB.MINIMIZE

)

es de decision
es auxiliares

* Funcién objetivo

55



Problema del viajero

* Restricciones para

foriin ciudades:

modelo.addConstr( visitar cada ciudad una

quicksum(x[i, j] for j in ciudades if j I1=i) == 1,
=f"Salida_{i}"

unica vez.

for jin ciudades:
modelo.addConstr(
quicksum(x([i, j] foriin ciudades ifi!=j)==1,
=f"Entrada_{j}"

e Para evitar ciclos dentro
del propio grafo.

ifil=1:
modelo.addConstr(u[i] >= 2, =f"u_min_{i}")
modelo.addConstr(u[i] <= n, =f"u_max_{i}")

foriin ciudades:
for jin ciudades:
ifil=jandil!=1andj!=1:
modelo.addConstr(
uli]-ufjl+n*x[i,jl]<=n-1,
=f"MTZ_{i}_{j}"
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Problema del viajero

modelo.optimize() ¢ RESO'Ver EI prOblema
if mode(lo.\sr’]catus == GRB.OPTIMAL: modelo.0bVall) (] I m p ri m i r reS u Ita d O

ruta =[]
ciudad_actual =
while True:
ruta.append(ciudad_actual)
for j in ciudades:
if j 1= ciudad_actual and x[ciudad_actual, j].X >
siguiente_ciudad = j
break
if siguiente_ciudad == 1:
ruta.append(1)
break
else:
ciudad_actual = siguiente_ciudad

( )
( .join( (str, ruta)))

(
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Modelado de condiciones logicas

* El uso de variables binarias permite modelizar condiciones légicas
gue permiten obtener modelos mas complejos.

* Costes fijos: |a realizacion de una actividad conlleva un gasto fijo,
independientemente del nivel de actividad.

* Variables semicontinuas: si se realiza una actividad, se hace a un
nivel minimo.

* Implicaciones: si se hace una actividad, se deben hacer otras o se
deben impedir otras.

* Funciones no lineales: aproximacion por funciones lineales por
partes.

* Etc.
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e
Aceites

* Una fabrica produce aceite mezclando aceites refinados, dos de origen
vegetal y tres de origen no vegetal.

* En un mes solo es posible refinar 200 toneladas de vegetal y 250 de no
vegetal.

* El aceite resultante debe cumplir un valor de dureza comprendido entre 3y 6.
El coste de una tonelada para cada aceite refinado junto con su dureza
aparecen en la siguiente tabla:

VEG_1

VEG_2

NOVEG_1

NOVEG_2

NOVEG_3

costo

110

120

130

110

115

dureza

8,8

6,1

2,0

4,2

5,0

 Se trata de refinar las cantidades apropiadas de cada aceite a fin de maximizar
el beneficio de la produccion final sabiendo que una tonelada del aceite
producido se vende a 150.
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Aceites

* (I) El alimento final no puede contener mas de tres tipos de aceite diferentes.

* (I1) Si el producto final contiene un cierto tipo de aceite, debe contener al
menos 20 toneladas de este.

* (I11) Si la mezcla contiene algun tipo de aceite vegetal (VEG1 o VEG2),
entonces también debe contener aceite no vegetal de tipo 3 (OIL3).
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e
Aceites

* (I) El alimento final no puede contener mas de tres tipos de aceite diferentes.

5 — 1 si se toma la decision
0 no se toma la decision

5. = {1 si se utiliza el aceite de tipo i P—1 =
l 0 no se utiliza el aceite T

* Si no se utiliza un tipo de aceite, no se puede mezclar nada de ese tipo de
aceite.

* Si 0, =0, entonces x, = 0.

* Si 0, =1, entonces x, 2 0.
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e
Aceites

* Esto se puede representar de la siguiente forma:
X, £200 0,4
X, < 200 o,
X5 £ 250 0,
X, <2509,
Xs < 250 0¢

* Sélo se puede mezclar una cantidad positiva de aceite (x, > 0) se previamente
se ha decidido usar ese tipo de aceite en la mezcla (9; = 1)

* Sélo tres variables 6 pueden ser igual a 1.

* Esto se representa limitando a que la suma de las variables sea menor o igual
que 3:
60;+0,+0;+8,+0:<3
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Aceites

* Hay distintas opciones de selecciéon multiple.

* El aceite final debe contener al menos dos tipos de aceite diferentes:
0;+0,+0;+0d,+0:=2

* El aceite final debe contener exactamente dos tipos de aceite diferentes:
5,+6,+8;,+8,+6;=2

* El aceite final debe contener como mucho dos tipos de aceite diferentes:
§,+8,+6,+8,+68; <2
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e
Aceites

* (I) Si el producto final contiene un cierto tipo de aceite, debe contener al
menos 20 toneladas de este.
Si 0; = 1, entonces xi = 20

206, <xi,i=1,..,5

* Las variables x; se denominan variables semicontinuas, ya que no son
estrictamente continuas: pueden tomar valores en el intervalo [20, 200] o
[20, 250], pero ademas pueden tomar el valor O (pero no pueden tomar
ningun valor en (0, 20)).
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e
Aceites

* (II1) Si la mezcla contiene algun tipo de aceite vegetal (VEG1 o VEG2),
entonces también debe contener aceite no vegetal de tipo 3 (OIL3).
Sio, =100, =1,entonces 6 =1

* Que una de las dos variables 6, y 6, tomen el valor 1, se sabe si la suma de las
dos es mayor o igual que 1:
Sio,+ 6, =1,entonces 6: = 1

* A partir de una unica restriccion:

* A partir de dos restricciones:

Os
Os

IA N

04
03
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* El uso de las variables binarias permite definir muchas condiciones légicas.

* Por ejemplo, los aceites VEG1 y VEG2 son incompatibles (no se pueden
utilizar simultdaneamente):
o0;+ 0,<1

* Otro ejemplo, si se utiliza VEG1 y VEG2, entonces, no puede utilizarse OIL3:
61 + 52 S 2 - 65
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Condiciones disyuntivas

* En general las condiciones disyuntivas (o se cumple una cosa o la otra, o

ambas):
Zaixi <a o ijijb
J

l
* Se pueden modelar utilizando una nueva variable binaria 9:
Zaixl- <a+Mo o ijyj >b+m(1—9)
i J
 Siendo M suficientemente grande y m suficientemente pequeno (negativo).
* De esta forma, si 0 = 0 al menos se cumple la primera restriccion ysi 6 =1 al
menos se cumple la segunda.
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* Las implicaciones simples se pueden modelar como condiciones disyuntivas

sin mas que aplicar resultados basicos de logica
A=>B =—-B=>--A=-AVBEHB

* Por tanto, las siguientes expresiones son equivalentes:

zaixiSa:»zbjijb
J

i
Zaixi>a02bjyj2b
L J
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Maximizar Z =
150t — 110v, — 120v, — 130nv, — 110nv, — 115nv,

Sujeto a: ]
v, + v, < 200 Solucién Optima:
nv, + nv, + nv; < 250 vy =155
8.8v, + 6.1v, + 2nv, + 4.2nv, + S5nv; < 6t Vp =
8.8v, + 6.1v, + 2nv, + 4.2nv, + Snv,; > 3t nv, =
v, +v,+nv, +nv, +nv; =t nv, =230
208, < v, < 2006, nv; =20
205, < v, < 2006, y =405.00
2065 < nv; < 2508, Valor 6ptimo de la funcion objetivo Z = 16100

206, < nv, <2500,
206 < nv; < 2506,
6+ 6,+65;+0,+6:<3
8, < 65
§, < 6
Uy, Uy, NV, NV,, NV5 € Z
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from gurobipy import Model, GRB

model = Model("Problema_de_Optimizacion")

model.Params.OutputFlag =

vl = model.addVar(
v2 = model.addVar(
nvl = model.addVar(
nv2 = model.addVar(
nv3 = model.addVar(
t = model.addVar(

=GRB.INTEGER,
=GRB.INTEGER,
=GRB.INTEGER,
=GRB.INTEGER,
=GRB.INTEGER,
=GRB.INTEGER,

deltal = model.addVar
delta2 = model.addVar

( =GRB.BINARY,

(
delta3 = model.addVar(

(

(

=GRB.BINARY,
=GRB.BINARY,
=GRB.BINARY,
=GRB.BINARY,

delta4 = model.addVar
delta5 = model.addVar

model.update()

model.setObjective(
*t- *vl - *v2 - *nvl -
GRB.MAXIMIZE

="v1")
="v2")
="nv1")
="nv2")
="nv3")
="t")

="deltal")
="delta2")
="delta3")
="delta4")
="delta5")

*nv2 -

* nv3,

model.addConstr(vl + v2 <=

model.addConstr(nvl + nv2 + nv3 <=

model.addConstr(
*vl+ *v2+2*nvl+ *nv2 +
="Dureza_Max"

model.addConstr(
*vl+ *v2+2*nvl+ *nv2 +
="Dureza_Min"

model.addConstr(
vl+v2 +nvl+nv2+nv3==t,
="Total_Aceite"

="R_Vegetal")

="R_NoVegetal")




Aceites

model.addConstr(vl >= 20 * deltal, ="V1_inferior") model.optimize()
model.addConstr(vl <= * deltal, ="V1_superior")

model.addConstr(v2 >= 20 * delta2, ="V2_inferior") if model.status == GRB.OPTIMAL:
model.addConstr(v2 <= * delta2, ="V2_superior") (f"\nValor 6ptimo de la funcién objetivo: {model.ObjVal}")
("Valores de las variables de decision:")
model.addConstr(nvl >= 20 * delta3, ="NV1_inferior") (f"vl = {v1.X}")
model.addConstr(nvl <= * delta3, ="NV1_superior") (f"v2 = {v2.X}")
(f"nv1 = {nv1.X}")
model.addConstr(nv2 >= 20 * delta4, ="NV2_inferior") (f"nv2 = {nv2.X}")
model.addConstr(nv2 <= * delta4, ="NV2_superior") (f"'nv3 = {nv3.X}")
(f"t = {t.X}")
model.addConstr(nv3 >= 20 * delta5, ="NV3_inferior") (f"deltal = {deltal.X}")
model.addConstr(nv3 <= * deltas, ="NV3_superior") (f"delta2 = {delta2.X}")
(f"delta3 = {delta3.X}")
(f"deltad = {deltad.X}")
model.addConstr( (f"deltas = {delta5.X}")
deltal + delta2 + delta3 + delta4 + delta5 <= 3,
="Total_Aceite_Max" ("No se encontrd una solucién éptima.")

)

model.addConstr(deltal <= delta5, ="Si_vegetall no_vegetal")
model.addConstr(delta2 <= delta5, ="Si_vegetal2_no_vegetal")
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Variables enteras no negativas:
X, 20, para k € K={1,2,3,4,5} donde:

Variables binarias:
6, €{0,1},parak € K ={1,2,3,4,5}

Variable entera no negativa:
t =0
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Costes asociados a cada variable x,:

c,, para k € K={1,2,3,4,5} donde:

* ¢,=110
* ¢,=120
* ¢;=130
* ¢,=110
* ¢,=115

Dureza asociada a cada variable x:
a,, para k € K donde:

* 2,=8.8
* a,=6.1
* a3=2
* a,=4.2

* a;=5 23
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Limites superiores (cantidad) U,:
* Para k=1,2: U,=200
* Para k=3,4,5:U,=250

Conjuntos:
* V={1,2} (variables v,,v,)

* NV={3,4,5} (variables nv,,nv,,nv,)
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N
Maximizar Z = 150t — Z C X},
k=1
Sujeto a: A
z 5, <3
in < 200 k=1
lEV 1 < 65
6,<6
Z %) = 250 t xk € 7
sV 5, €{0,1},V, €K
Z a,x, < 6t
k=1
N
a,x, = 3t
k=1

k=1
206, <x, <U,6,VyEK
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from gurobipy import Model, GRB

model = Model("Modelo_Simplificado")

model.Params.OutputFlag =

x = model.addVars(K,

delta = model.addVars(K,

t = model.addVar(

model.setObjective(

=GRB.INTEGER, b= ="x")
=GRB.BINARY, ="delta")
=GRB.INTEGER, Ib=0, ="t")

*t - sum(c[k] * x[k] for k in K), GRB.MAXIMIZE)

model.addConstr(sum(x[i] foriin V) <= ="Capacidad_Vegetal")

model.addConstr(sum(x[j] for jin NV) <= ="Capacidad_No_Vegetal")

model.addConstr(sum(a[k] * x[k] for kin K) <=6 * t, ="Consumo_Maximo")

model.addConstr(sum(a[k] * x[k] for kin K) >=3 * t, ="Consumo_Minimo")

model.addConstr(sum(x[k] for k in K) ==1t, ="Produccion_Total")

for k in K:
model.addConstr(x[k] >= 20 * delta[k],
model.addConstr(x[k] <= U[k] * delta[k],

=f"Vinculacion_Min_{k}")
=f"Vinculacion_Max_{k}")

="Max_Aceites_Usados")

model.addConstr(sum(delta[k] for k in K) <=

="Logica_deltal_delta5")
="Logica_delta2_delta5"

model.addConstr(delta[1] <= delta[5],
model.addConstr(delta[2] <= delta[5],




Aceites

model.optimize()

if model.status == GRB.OPTIMAL:

(f"\n {model.Objval}")

( )
for k in K:

{k}: x_{k} = {x[Kk].X} {k} = {int(delta[k].X)}")
{t.X}")

Valor dptimo de la funcion objetivo: 16100.0
Valores de las variables de decision:

Aceite 1: x_1=155.0,delta_ 1=1

Aceite 2: x_2=-0.0,delta 2=0

Aceite 3: x_3=-0.0,delta 3=0

Aceite 4: x_4=230.0,delta 4=1

Aceite 5: x_5=20.0,delta 5=1

Produccion total (t): 405.0

Process finished with exit code O
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Costes fijos

* Supongamos que la empresa tiene que comprar los depodsitos
en los que va a almacenar los aceites que utilice, con un coste
de 750 euros por deposito.

* En este caso, aparece un elemento nuevo, un coste fijo
(compra del depdsito) que es independiente de la cantidad de
aceite que vaya a contener.

* La funcion de coste de cada tipo de aceite es de la forma:
entonces es de la forma:
( .
C=<c1+czxswc>0
Osix=20

\
78



e
Aceites

Costes fijos

* En general, es suficiente con afadir a la funcidon objetivo el
coste fijo asociado a la variable binaria (y mantener el de Ia
variable continua):

C = c.0; + c,)x;

* Y mantener las retricciones que ligan las variables binarias con

las variables continuas

x; < Mo,

* La funcion objetivo queda, por tan’g\c{x

Maximizar Z = 150t — Z(ckxk + 7500))
k=1 2o
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Costes fijos

e Supongamos que la empresa esta considerando 2 modelos
diferentes de depodsito:

I 200 750
1 100 450

* Construir un modelo que contemple |la decisién sobre qué tipo
de depodsito adquirir para cada uno de los aceites
considerados, considerando que solo puede comprar un
depodsito para cada tipo de aceite.
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Nuevas variables

0, =

l

5111'

4

-

>

\

1,si el aceite de tipo i se almacena en un depdésito 1
0,en otro caso

1,si el aceite de tipo i se almacena en un deposito 11
0, en otro caso

Ademas, es necesario actualizar la funcion objetivo.
Si se utiliza un tipo de aceite, hay que comprar uno de los dos depdsitos:

5.+ 68, =6,¥i=1,..,N

Ahora la cantidad de aceite comprada depende del depdsito.

x;, < 2008, + 1005, Vi =1, ...,N
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Variables binarias de eleccidon de depdsito:

8¢ € {0, 1} Indica si el aceite de tipo i se almacena en un
deposito de tipo |.

« 8¢, € {0, 1} Indica si el aceite de tipo i se almacena en un
deposito de tipo I

Parametros

* f; = 750 coste fijo del deposito de tipo I

* f1 = 450 coste fijo del depésito de tipo 11
* C; = 200 capacidad del deposito de tipo 1

* C;; = 100 capacidad del deposito de tipo 11
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Maximizar Z = 150t — Z(ckxk + fléf + fnéfl)

Sujeto a: -
z <3
in < 200 k=1
i€V 6, < 6&:
<
> x <250 555,
JENV x, < C;8 + €, 6LV, €K
Z a,x, < 6t t,xk € Z
k=1 0, €{0,1},v, €K
N
a;x, = 3t
k=1
N
Y =
k=1
206, <x, <U,b,VxEK
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from gurobipy import Model, GRB model.setObjective(
*t- (c[i] * x[i] + f_I * delta_lI[i] + f_Il * delta_lI[i] foriin K),
GRB.MAXIMIZE

model.addConstr( (x[i] foriin V)<= ="Capacidad_Vegetal")

model.addConstr( (x[i] foriin NV) <= ="Capacidad_No_Vegetal")

model.addConstr( (a[i] * x[i] foriin K) <=6 * t, ="Consumo_Maximo")

model.addConstr( (afi] * x[i] foriin K) >=3 * t, ="Consumo_Minimo")

model = Model("Modelo_Con_Nuevas_Variables_Delta")
model.addConstr( (x[i] foriinK) ==t, ="Produccion_Total")

model.Params.OutputFlag =
foriinK:
model.addConstr(x[i] >= 20 * deltal[i], =f"Produccion_Min_{i}")

x = model.addVars(K, =GRB.INTEGER, |b= ="x")

delta = model.addVars(K, =GRB.BINARY, ="delta")

delta_I = model.addVars(K, =GRB.BINARY, ="delta_1I") foriinK:

delta_Il = model.addVars(K, =GRB.BINARY, ="delta_II") model.addConstr(x[i] <= C_I| * delta_I[i] + C_II * delta_lI[i],
t = model.addVar( =GRB.INTEGER, |b=0, ="t") =f"Capacidad_Deposito_{i}")




Aceites

foriinK:
model.addConstr(delta_I[i] + delta_lI[i] == deltali],
= {it")

model.addConstr( (deltali] foriin K) <=3,
= )

model.addConstr(delta[1] <= delta[5],
= )

model.addConstr(delta[2] <= delta[5],
= )

model.optimize()

if model.status == GRB.OPTIMAL:
(f"\n
{model.ObjVal}")
( )
foriinK:
( {i}: x_{i} = {x[i].x} {i} = {int(delta[i].X)}
{i} = {int(delta_I[i].X)} {i} = {int(delta_lI[i].X)}")
{t.X}")

Valor 6ptimo de la funcion objetivo: 13800.0
Valores de las variables de decision:
Aceite 1: x_1=0.0,delta_ 1=0,delta | 1=0,delta Il 1=0

Aceite 2: x_2=200.0,delta_ 2=1,delta | 2=1,delta Il 2=0
Aceite 3: x_3=-0.0,delta_ 3=0,delta | 3=0,delta Il 3=0
Aceite 4: x_4=200.0,delta_ 4=1,delta | 4=1,delta Il 4=0

Aceite 5: x_5=50.0,delta 5=1,delta | 5=0,delta Il 5=1
Produccion total (t): 450.0
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* Se definen dos nuevas variables binarias: 6} y 6},

delta_| = model.addVars(K, =GRB.BINARY,

delta_Il = model.addVars(K, =GRB.BINARY,

* Se actualiza la funcién con los costes fijos de los depdsitos

model.setObjective(
*t- (c[i] * x[i] +f | * delta_I[i]+f Il *
delta_lI[i] for i in K),
GRB.MAXIMIZE
)

* Restricciones de capacidad de los depositos

foriin K:
model.addConstr(x[i] <= C_I * delta_I[i] + C_Il * delta_lI[i], =

* Restriccion de eleccidon unica de depdsito por aceite:

foriin K:

model.addConstr(delta_I[i] + delta_lI[i] == deltali], =
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* La empresa PCIingredients vende ordenadores y debe hacer una planificacion
semanal de la produccion.

* La compainiia produce tres tipos de ordenadores: de mesa (A), portatil normal
(B) y portatil de lujo (C). El beneficio neto por la venta un ordenador es 350,
470y 610 euros, respectivamente.

* Cada semana se venden todos los equipos que se montan.

* Los ordenadores pasan un control de calidad de una hora y la empresa
dispone de 120 horas para realizar los controles de los ordenadores Ay By 48
para los C.

* El resto de las operaciones de montaje requieren 10, 15y 20 horas,
respectivamente, y la empresa dispone de 2000 horas a la semana.
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Maximizar Z = 350x + 470y + 610z
Sujeto a:
x+y <120
z <48
10x + 15y + 20z < 2000

x =0
y=0
z=>0

Solucién Optima:

X (Ordenador A) = 120.00 unidades

y (Ordenador B) = 0.00 unidades

z (Ordenador C) = 40.00 unidades
Beneficio Maximo Total = 66400.00 euros

from gurobipy import Model, GRB

model = Model(

XA = model.addVar(
xB = model.addVar(
xC = model.addVar(

model.setObjective(
* XA + *xB + *xC,
GRB.MAXIMIZE
)

model.addConstr(
XA + XB <=

model.addConstr(
xC <=

model.addConstr(
*xA + 15 * xB + 20 * xC <=

model.optimize()

if model.status == GRB.OPTIMAL:
("\n )
( {xA.X:
( {xB.X:
( {xC.X:
(

(

{

1
i)

}
}
m

)
odel.ObjVal:

)

}
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* La empresa PCIngredients ha revisado sus costes de produccion de
ordenadores y ha llegado a las siguientes conclusiones:

1.Produccion minima: No es rentable iniciar la produccion de ordenadores si no se
producen al menos 10 unidades.

2.Produccidn en instalaciones propias:
1. Capacidad maxima: Las instalaciones actuales permiten producir hasta 80 unidades sin problemas.

2. Coste fijo: Incurre en un coste fijo de 1000 euros en concepto de mantenimiento de las
instalaciones (independientemente de la cantidad producida en estas instalaciones).

3.Produccion en instalaciones externas:

1. Capacidad adicional: Puede recurrir a instalaciones externas para incrementar su produccion por
encima de las 80 unidades.

2. Coste adicional: Incurre en un coste adicional de 800 euros en concepto de alquiler
(independientemente de la cantidad producida en instalaciones externas).

* El objetivo es actualizar el modelo de optimizacidn para incluir estas

nuevas condiciones. ,
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1.Variables de produccion (enteras):
* x.20: Numero total de ordenadores del tipo i a producir, donde i €{a,b,c}.

2.Variables binarias:
* yv.€{0,1}: Indica si se produce ordenadores a.
* y;=1six210.
* y;=0si x;=0.
* v..€10,1}: Indica si se utilizan instalaciones externas para ordenadores a.
* Vor=1 si X,>80.
* VYeot=0 si x,<80.
3.Variables de produccion en instalaciones:
« x™ > 0: Nimero de ordenadores i producidos en instalaciones internas.
« xf*' > 0 : Numero de ordenadores i producidos en instalaciones externas.
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N
Maximizar Z = Z (BiXi — CFiYi — CEiYexti)
i€{a,b,c}
Sujeto a:

Vi€a,b,cr

x; = x4+ xf*t

xX; = YlProduccwnmini

x;, < YiM
(donde M es un nimero suficietemente grande)

x"t < Y Capacidad

inti
xf*t > X, — YiCapacidadint,

x™ < MY

exti

xfXt < MY

exti

h,x, + hbxb + hcxe < Hmon,,,

Caxa + Cbxb + hCXC = Hcalidad _ab

chc < Hcalidad _c

int .ext
XX €LYV € b, c)

Xip X

i’

ypyext ;€ {0,1},V; € {a, b, c}
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from gurobipy import Model, GRB model.update()

model = Model("PCIngredients_Actualizado") model.setObjective(
sum(beneficioli] * x[i] - coste_fijo[i] * y[i] - coste_ext[i] * y_ext[i] for i in productos),
GRB.MAXIMIZE

model.Params.OutputFlag =

productos = ['a', 'b', 'c']

foriin productos:
beneficio = {'a": ,'b": : model.addConstr(x[i] == x_int[i] + x_ext[i], =f"Produccion_total_{i}")
coste_fijo={'a": ,'b':
coste_ext ={'a": ,'b':
horas_montaje = {'a": 10, 'b": : foriin productos:
horas_calidad ={'a": 1, 'b": : model.addConstr(x[i] >= produccion_min[i] * y[i], =f"Produccion_minima_{i}")
capacidad_int ={'a": 80, 'b": : model.addConstr(x[i] <= M * y[i], =f"Produccion_maxima_{i}")
produccion_min ={'a": 10, 'b":

foriin productos:
H_montaje = model.addConstr(x_int[i] <= capacidad_int[i] * y[i], =f"Capacidad_interna_{i}")
H_calidad_ab =
H_calidad_c =
foriin productos:
model.addConstr(x_ext[i] >= x[i] - capacidad_int[i] * y[il, =f"Produccion_externa_min_{i}")
model.addConstr(x_ext[i] <=M *y_ext[i], =f"Produccion_externa_max_{i}")

x = model.addVars(productos, =GRB.INTEGER, |b=0, ="x") foriin productos:

x_int = model.addVars(productos, =GRB.INTEGER, ; ="x_int") model.addConstr(x_int[i] <= M * y[i], =f"Produccion_interna_si_se_produce_{i}")
x_ext = model.addVars(productos, =GRB.INTEGER, |b=0, ="x_ext") model.addConstr(x_ext[i] <= M * y[i], =f"Produccion_externa_si_se_produce_{i}")
y = model.addVars(productos, =GRB.BINARY, ="y")

y_ext = model.addVars(productos, =GRB.BINARY, "y_ext")
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Beneficio maximo total: 63600.0 euros
Plan de produccion optimo:
- Ordenadores a: 120.0 unidades
- Produccidn interna (a_int): 80.0 unidades
if model.status == GRB.OPTIMAL: - Produccidn externa (a_ext): 40.0 unidades

(f"\ {model.ObjVal}
(Pl ) - Se produce (a): 1

e ores i (il ) - Se usan instalaciones externas (a_ext): 1
{{‘i}} {?X—iztx[t‘][;;f;} )) - Ordenadores b: 0.0 unidades
{i}): int(y[il.X)}") iy et - Produccion interna (b_int): 0.0 unidades
- Produccion externa (b_ext): -0.0 unidades
- Se produce (b): 0
- Se usan instalaciones externas (b_ext): 0
- Ordenadores c: 40.0 unidades
- Produccion interna (c_int): 40.0 unidades
- Produccion externa (c_ext): -0.0 unidades
- Se produce (c): 1
- Se usan instalaciones externas (c_ext): 0

model.addConstr( (horas_montaje[i] * x[i] for i in productos) <= H_montaje,

model.optimize()

(
(
(
(

)
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Beneficio maximo total: 63600.0 euros
Plan de produccion optimo:
- Ordenadores a: 120.0 unidades
- Produccidn interna (a_int): 80.0 unidades
if model.status == GRB.OPTIMAL: - Produccidn externa (a_ext): 40.0 unidades

(f"\ {model.ObjVal}
(Pl ) - Se produce (a): 1

e ores i (il ) - Se usan instalaciones externas (a_ext): 1
{{‘i}} {?X—iztx[t‘][;;f;} )) - Ordenadores b: 0.0 unidades
{i}): int(y[il.X)}") iy et - Produccion interna (b_int): 0.0 unidades
- Produccion externa (b_ext): -0.0 unidades
- Se produce (b): 0
- Se usan instalaciones externas (b_ext): 0
- Ordenadores c: 40.0 unidades
- Produccion interna (c_int): 40.0 unidades
- Produccion externa (c_ext): -0.0 unidades
- Se produce (c): 1
- Se usan instalaciones externas (c_ext): 0

model.addConstr( (horas_montaje[i] * x[i] for i in productos) <= H_montaje,

model.optimize()

(
(
(
(

)
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Single Row Facility Layout Problem

* El problema de diseno de instalaciones en una fila (SRFLP, por sus siglas en
inglés) es un problema clasico en la optimizacion combinatoriay la
investigacion de operaciones.

* Consiste en determinar el orden dptimo de una serie de instalaciones (o
departamentos) a lo largo de una linea (fila), minimizando el coste total
asociado a las distancias entre las instalaciones.

* Aplicaciones:
* Diseno de lineas de produccién en fabricas.

* Disefio de almacenes y centros de distribucion. /\ = /—\
* Disefio de circuitos integrados y VLSI. ‘T o | JFo L1 To  Liol P o

* Disefo de instalaciones de transporte:
* Disefo de plantas quimicas y petroquimicas:
* Disefo de data centers y servidores:

https://www.tandfonline.com/doi/full/10.1080/00207543.2021.1897176

Fuente: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0950705116301204
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Single Row Facility Layout Problem

Descripcidon del Problema

* Objetivo: Determinar la disposicion lineal de N instalaciones
en una fila, minimizando el coste total.

* Datos del problema:

* Instalaciones: Hay N instalaciones, cada una con una longitud determinada.
* Flujos: Hay un flujo o interaccion entre cada par de instalaciones.

* Coste: El coste entre dos instalaciones es proporcional al ﬂUJO entre ellas multiplicado
por la distancia que las separa. :

3.0x5 3:5:%:1 1.0x5
Weights between facilities: /\ m
ci; |1 2 3 4 5 CHIEID X1 ¢ ol | J? jo! | o )
Racility Jengh! 1 [0 5 2 4 1
£ |1 :2 :3 4 3 2 |5 0 3 0 2
- 6.5 x 4
|5 3 6 4 2 312 3 0 0 0

4 4 0 0 0 5 Solution: 7 = -:_4..',. 1,2,3)
511 2 0 5 0 Cost: C(x) = (3.0 x 5) + (6.5 x 4) + (3.5 X 1) + (7.5 x 2) + (4.0 x 5) + (8.5 % 2) + (4.5 x 3) = 110

Fuente: https://www.sciencedirect.com/science/article/pii/S0950705116301204
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Single Row Facility Layout Problem

Formulacion Matematica

* VVariables de decision

* Variables de posicionamiento:
* x;: Posicion de inicio de la instalacion i en la fila.

* Variables binarias de orden:
* v,;€{0,1}: Variable que indica si la instalacion i esta a la izquierda de la instalacion j.
* y;=1siiestaalaizquierda dej.

* Parametros
* |.: Longitud de la instalacién ..
* w;: Flujo (o peso) entre las instalaciones i y j.
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Single Row Facility Layout Problem

Funcion objetivo:

N N
Minimizar Z = z z Wl-jdij
i=1 j=1

L
X, t-—xj—2

donde dij = > >

Sujeto a:
x,+li <xj+MA-yij),V, #j
x; + j <xi+ Myij,V, #]j
(Donde M es un nimero suficietemente grande)
Yij +yji =1LV, #j

y,; €{0,1},V, #j

x; 2 0,V, 98
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Single Row Facility Layout Problem

Funcion objetivo:

N N
Minimizar Z = Z Z Wijdij
i=1 j=1

Lo
Xit+-—x]—3

donde dij = > 5

Sujeto a:
x, +li<xj+MA-vyij),Vv, #j

X+l <xi+Myi,V,#]
(donde M es un nimero suficientemente grande)

yityii =LV, #]

x.=>0,V,

l l
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Single Row Facility Layout Problem

from gurobipy import Model, GRB, quicksum

def leer_datos_desde_archivo(nombre_archivo):

with (nombre_archivo, 'r') as f:
lines = f.readlines()

lines = [line.strip() for line in lines if line.strip() !="]

n = int(lines[0])

( , lines[1].split()))

() '=n:
raise

w =]

for line in lines[2:]:
row = list( { , line.split()))
w.append(row)

W = [[0.0 for _in (n)] for _in
foriin (len(w)):
forjin (len(wli])):
WIil[j] = wii]lj]
WIjlIi] = Wil
returnn, |, W

10



Single Row Facility Layout Problem

def main():

nombre_archivo = 'S9.txt'

n, |, w = leer_datos_desde_archivo(nombre_archivo)
| = range(n)

M = sum(l) *

model = Model("SRFLP")
model.Params.OutputFlag =

x = model.addVars(n, |b=0, =GRB.CONTINUOUS, ="x")
y = model.addVars(n, n, =GRB.BINARY, ="y")
d = model.addVars(n, n, |b=0, =GRB.CONTINUOUS, ="d")

model.setObjective(
quicksum(
w(illj] * d[i, j]
foriinlforjinlifi<j
Iy
GRB.MINIMIZE

)

foriinl:
forjinl:
ifi l=j:

model.addConstr(
x[i] +1[i] <= x[j] + M * (1 - y[i, j]),
=f"NoOverlap_{i} {j}"
)

model.addConstr(
x[j] + 1[i] <= x[i] + M * y[i, j],
=f"NoOverlap_{j} {i}"
)

model.addConstr(
yli, j1+yl,il==1,
=f"Order_{i} {j}"
)

foriinl:
forjinl:
ifi<j:

model.addConstr(

dli, j1>= (x[j] + 1031 / 2) - (x[i] + I[i] / 2),
=f"Dist1_{i} {j}"

)

model.addConstr(
dli, jI >= (x[il + 11 / 2) - (x(1 + 131 / 2),
=f"Dist2_{i} {j}"




Single Row Facility Layout Problem

Posiciones 6ptimas de las instalaciones:

model.optimize()

if model.status == GRB.OPTIMAL:

else:

("\n
foriinl:
inicio = x[i].X
fin = x[i].X + I[i]

("\n
sorted_facilities =
for idx, iin

(

(

(

{i+1}
(1,

{inicio:.2f}
)
=lambda i: x[i].X)

(sorted_facilities):

{idx + 1}

{i+1})
)

{fin:

}

{Ifi}")

Instalacion
Instalacion
Instalacion

1: Inicio en 10.00, Fin en 12.00, Longitud: 2.0
2: Inicio en 48.00, Fin en 56.00, Longitud: 8.0
3: Inicio en 39.00, Fin en 48.00, Longitud: 9.0

Instalacién 4: Inicio en 0.00, Fin en 7.00, Longitud: 7.0

Instalacion
Instalacion
Instalacion

5: Inicio en 7.00, Fin en 10.00, Longitud: 3.0
6: Inicio en 20.00, Fin en 24.00, Longitud: 4.0
7: Inicio en 24.00, Fin en 30.00, Longitud: 6.0

Instalacién 8: Inicio en 12.00, Fin en 20.00, Longitud: 8.0
Instalacién 9: Inicio en 30.00, Fin en 39.00, Longitud: 9.0

Orden de las instalaciones:

Posicion 1:
Posicidn 2:
Posicidn 3:
Posicidn 4:
Posicidn 5:
Posicidn 6:
Posicidn 7:
Posicidn 8:
Posicion 9:

Instalacion 4
Instalacidon 5
Instalacion 1
Instalacion 8
Instalaciéon 6
Instalacion 7
Instalaciéon 9
Instalacion 3
Instalacion 2
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Algoritmos de resolucion

Métodos de planos de corte

* El método de planos de corte es una técnica iterativa utilizada para
resolver problemas de programacion entera.

* Se basa en resolver una serie de problemas de programacion lineal (PL) y
agregar gradualmente restricciones adicionales, llamadas planos de
corte, para eliminar soluciones no enteras del espacio factible sin
eliminar ninguna solucion entera factible.
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Algoritmos de resolucion

Funcionamiento General
1.Resolucion del relajado lineal:

1. Se comienza resolviendo la relajacion lineal del problema, es decir, el problema
original sin la restriccion de que las variables sean enteras.

2. Esta solucion proporcionara un limite inferior (para problemas de minimizacién) o un
limite superior (para problemas de maximizacidn) para el problema entero.

2.Verificacion de entereidad:

1. Si la solucion obtenida es entera, entonces es la solucion optima del problema entero.
2.Si no es entera, se procede al siguiente paso.
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Algoritmos de resolucion

Funcionamiento General
1.Generacion de planos de corte:

1.Se generan cortes, que son restricciones lineales adicionales que eliminan la solucion
fraccionaria actual y potencialmente otras soluciones fraccionarias, pero que no
eliminan ninguna solucion entera factible.

2.Estos cortes se basan en propiedades matematicas del problema, como la estructura
de las restricciones y variables.

2.Actualizacion del modelo:

1.Se agrega el plano de corte al modelo y se resuelve nuevamente el problema lineal
actualizado.

2.Este proceso se repite hasta que se encuentra una solucidn entera o se determina que
el problema es infactible.
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Algoritmos de resolucion

* Cortes de Gomory:

* Son cortes generales derivados de la solucion basica actual.

* Se basan en la representacion de la solucion fraccionaria y generan una desigualdad
gue excluye esta solucion.

* Cortes de Plano de Chvatal-Gomory:

* Se derivan combinando las restricciones originales del problema y redondeando los
coeficientes para obtener una nueva restriccion valida.

* Cortes de Plano de Cobertura:

e Utilizados en problemas de mochila y similares, se basan en identificar subconjuntos
de variables que no pueden tomar ciertos valores simultaneamente.

* Cortes de Plano de Florencia y Padberg:

* Aplicados en problemas de rutas y particionamiento, se centran en eliminar soluciones
no factibles relacionadas con subciclos o particiones invalidas.
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Algoritmos de resolucion

Métodos de ramificacion y acotacion (Branch and Bound)

* El método de ramificacion y acotacion es un algoritmo de enumeracion
implicita que explora sistematicamente todas las posibles soluciones enteras
de un problema.

e Utiliza limites para descartar grandes subconjuntos del espacio de busqueda
donde no puede existir una solucion 6ptima, reduciendo asi el esfuerzo
computacional.
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Algoritmos de resolucion

Funcionamiento general

* Resolucién del relajado lineal:

* Aligual que en el método de planos de corte, se comienza resolviendo la relajacién lineal del problema.

e Verificacion de entereidad:

* Silasolucidn es entera, se ha encontrado la solucidon 6ptima. Si no es entera, se procede a ramificar.

. ] o /
* Ramificacion:
* Se selecciona una variable fraccionaria en la solucion actual.
* Se crean dos nuevos subproblemas (nodos hijos) anadiendo restricciones que obligan a esa variable a tomar valores enteros:

* Enunsubproblema, se agrega la restriccion de que la variable debe ser menor o igual a la parte entera inferior.
* En el otro, se agrega la restriccion de que la variable debe ser mayor o igual a la parte entera superior.

* Acotacion:

* Se resuelven las relajaciones lineales de los subproblemas.
* Se utilizan los valores de las funciones objetivo para establecer limites superiores e inferiores.
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Algoritmos de resolucion

Funcionamiento general
* Poda (Pruning):

* Un subdrbol puede ser podado (es decir, no se explora mas) en los siguientes casos:

Infactibilidad: Si el subproblema es infactible.
* Acotacién (Bound): Si el valor 6ptimo del subproblema es peor que el mejor valor entero encontrado hasta el momento.

Optimalidad: Si la solucidn es entera y mejora la mejor solucidn encontrada, se actualiza la solucién éptima actual.

* |teracion:

* Se repite el proceso de ramificacion y acotacion en los subproblemas que no han sido podados hasta que se explora todo el
espacio de busqueda o se cumple un criterio de parada.

Estrategias de ramificacion y seleccidn de nodos

* Estrategias de seleccion de variables:

* Variable mas fraccionaria, orden natural y criterios avanzados (basados en estimaciones de impacto en el objetivo=.

* Estrategia de seleccion de nodos:

* Profundidad primero, anchura primero, mejor limite
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Algoritmos de resolucion

Comparacion entre los algoritmos de resolucion

* Métodos de planos de corte:

* Buscan mejorar la relajacién lineal anadiendo restricciones.
* Pueden ser mas eficientes en problemas donde los cortes son efectivos y reducen significativamente el espacio factible.

* Métodos de ramificacion y acotacion:

* Exploran el espacio de soluciones posibles mediante un arbol de decisiones.
* Garantizan encontrar la solucion dptima pero pueden ser mas lentos si el espacio de busqueda es muy grande.

e Combinacidon de métodos:

* En la practica, muchos solucionadores modernos (como Gurobi, CPLEX) combinan ambos métodos en algoritmos conocidos como
Branch and Cut, que integran la generacion de planos de corte dentro del marco de ramificacion y acotacion para mejorar la
eficiencia.
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e
Introduccion

Conceptos basicos

* La teoria de colas emerge como una herramienta vital en |la
investigacion operativa para analizar y mejorar sistemas
donde los recursos son limitados y la demanda es variable.

* Se centra en proporcionar una vision detallada y profunda
de los conceptos y modelos que permiten entendery
gestionar las lineas de espera en diversos contextos.

* Los fendmenos de espera no solo afectan la satisfaccion del
cliente, sino que también influyen en la productividad y
rentabilidad de las organizaciones.



e
Introduccion

Objetivos

* Comprender los fundamentos de los fendmenos de espera y
como se aplican en diferentes sistemas.

* Analizar medidas de eficiencia que permitan evaluary
mejorar el desempeno de sistemas de colas.

 Estudiar modelos poissonianos, fundamentales en la
modelizacion de llegadas y servicios en sistemas de colas.

* Explorar redes de colas, entendiendo la complejidad afnadida
de sistemas interconectados y como se gestionan.
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Introduccion

Importancia
* Optimizar recursos y minimizar costes operativos.

* Mejorar |la experiencia del cliente al reducir tiempos de
espera.

* Toma de decisiones informadas basadas en modelos
matematicos solidos.

* Anticipar y gestionar la congestion en sistemas complejos.
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Introduccion

Naturaleza de los fenomenos de espera

* Los fendmenos de espera surgen cuando existe un
desequilibrio temporal entre la demanda de un servicio y la
capacidad para proporcionarlo.

* Los desequilibrios pueden deberse a:

» Variabilidad en la llegada de clientes: Los clientes o tareas llegan al sistema de manera
aleatoria, generando picos y valles en la demanda.

 Variabilidad en el tiempo de servicio: El tiempo que toma atender a cada cliente puede
variar significativamente.

e Capacidad limitada de recursos: Los recursos (personas, maquinas, lineas de
comunicacion) son finitos y no pueden atender instantaneamente toda la demanda.
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Introduccion

Ejemplos

* Supermercados: Los clientes hacen fila en las cajas registradoras
cuando la afluencia supera la capacidad de los cajeros.

* Transporte publico: Pasajeros esperando autobuses o trenes
durante horas pico.

* Restaurantes: Comensales esperando por una mesa o por la
preparacion de sus pedidos.

* Trafico vehicular: Atascos en carreteras y semaforos debido al
volumen de vehiculos.

* Sistemas informaticos: Procesos en espera para acceder a recursos
compartidos como CPU, memoria u otros dispositivos.



e
Introduccion

Historia

* Agner Krarup Erlang (1878-1929): Matematico danés considerado el
pionero de la teoria de colas. En 1909, Erlang publico sus primeros
trabajos mientras trabajaba en la compania telefonica de
Copenhague, donde buscaba optimizar el numero de lineas
telefonicas y operadores necesarios para manejar las llamadas

entrantes.

* Publicacion de "The Theory of Probabilities and Telephone
Conversations" (1917): Erlang desarrolld formulas para calcular la
probabilidad de pérdida de llamadas y tiempos de espera, sentando
las bases de la teoria de colas.
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Introduccion

Historia

* Décadas de 1920-1940: Se expandieron los modelos de Erlang para
incluir diferentes distribuciones de llegadas y tiempos de servicio.
Se aplicaron métodos de procesos estocasticos y teoria de
probabilidades.

* Segunda Guerra Mundial: La teoria de colas se utilizo en logistica
militar y gestion de recursos, impulsando su desarrollo.

* Afhos 50 y 60: Se formalizaron modelos matematicos mas
complejos, como los procesos de Markov y cadenas de Markoy,
aplicados a sistemas de colas.
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Introduccion

Aplicaciones

* Telecomunicaciones: Diseno y gestion de redes de comunicacion,
dimensionamiento de ancho de banda y routers.

* Tecnologia de la informacion: Gestion de recursos en centros de
datos, balanceo de carga en servidores y optimizacion de SSOO.

* Manufactura y produccion: Optimizacion de lineas de ensamblaje,
gestion de inventarios y planificacion de produccion.

* Sector servicios: Mejora en la atencidn al cliente, optimizacion de
recursos humanos y reduccion de tiempos de espera.

* Transporte y logistica: Gestion del trafico aéreo, planificacion de

rutas y programacion de horarios.
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Sistemas de colas
Proceso de llegadas
Describe como los clientes o unidades de demanda llegan al sistema.

* Tasa de llegada (A, lambda): Numero promedio de llegadas por
unidad de tiempo.

* Distribucion de llegadas: Puede ser deterministica o estocastica. Se
modela con una distribucion de Poisson para llegadas aleatorias.

* Patrones de llegada:

* Llegadas individuales: Los clientes llegan uno por uno.
* Llegadas en lotes: Los clientes llegan en grupos o paquetes.

* Fuente de clientes:

* Infinita: Las llegadas no afectan la tasa de llegada futura.
* Finita: Cada llegada reduce temporalmente la poblacion fuente. 11



Sistemas de colas
Proceso de servicio
Describe la forma en que los clientes son atendidos en el sistema.

* Tasa de servicio (1, mu): Numero promedio de clientes que pueden
ser atendidos por unidad de tiempo.

* Distribucion de tiempos de servicio: Puede ser constante o seguir
una distribuciéon probabilistica, como la exponencial.

* Numero de servidores:
e Sistema de servidor unico: Un solo servidor atiende a los clientes.
e Sistema multiservidor: Varios servidores operan en paralelo.

e Estructura de servicio:

* En paralelo: Los clientes pueden ser atendidos por cualquier servidor disponible.
* En serie: Los clientes deben pasar por una secuencia de servidores en orden especifico. 13



e
Sistemas de colas
Disciplina de la cola

Regla que determina el orden de la cola.

* FIFO: El primer cliente en llegar es el primero en ser atendido. Es Ila
disciplina mas comun.

* LIFO: El ultimo cliente en llegar es el primero en ser atendido.
Ejemplo: Pila de documentos en un escritorio.

* SIRO: Los clientes son seleccionados al azar para el servicio.

* Prioridad:

* Preemptiva: Un cliente de mayor prioridad puede interrumpir el servicio de uno de
menor prioridad.

* No preemptiva: Los clientes de mayor prioridad se atienden primero, pero no
interrumpen servicios en curso. 13
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Sistemas de colas
Capacidad y poblacion del sistema

e Capacidad del sistema:

* Capacidad Infinita: No hay limite en el numero de clientes que pueden esperar en cola.

» Capacidad Finita (K): Existe un limite maximo de clientes en el sistema. Si se alcanza
este limite, los nuevos clientes son rechazados o bloqueados.

* Bloqueo o pérdida de clientes:

* En sistemas con capacidad limitada, los clientes que llegan cuando el sistema esta lleno
pueden ser perdidos, lo que afecta el rendimiento y la satisfaccion.

* Poblacion fuente:

* Poblacion infinita: El nUmero de posibles clientes es tan grande que la tasa de llegada
no se ve afectada por el numero de clientes en el sistema.

* Poblacion finita: El numero total de clientes es limitado, y la tasa de llegada puede

depender del numero de clientes en el sistema. 14
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Medidas de eficiencia

Conceptos basicos

* Las medidas de eficiencia son métricas cuantitativas que describen
el comportamiento y desempeino de un sistema de colas. Estas
medidas evaluan aspectos como los siguientes:

* Tiempo que los clientes pasan en cola y en el sistema.
* Numero promedio de clientes en cola y en el sistema.
* Grado de utilizacion de los recursos del sistema.
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Medidas de eficiencia

Relevancia

* Permiten identificar cuellos de botella y areas donde el sistema
puede mejorar.

* Ayudan a equilibrar recursos para satisfacer la demanda de manera
eficiente.

* Contribuyen a mejorar la satisfaccion del cliente, al reducir tiempos
de espera.

* Facilitan la toma de decisiones estratégicas y operativas, como la
asignacion de personal o la inversion en infraestructura.

* Proporcionan una base para comparar diferentes configuraciones y

seleccionar la mas adecuada. .



Medidas de eficiencia

Tiempo promedio en cola (Wq)

* El tiempo promedio en cola (Wq) es el tiempo promedio que un
cliente pasa esperando en la cola antes de ser atendido.

* Wq refleja la eficiencia del sistema en |a gestion de la espera.

* Un Wq alto indica que los clientes esperan mucho tiempo, lo cual
puede disminuir la satisfaccion y afectar la productividad.

* Un Wq bajo es deseable, pero puede implicar costes mas altos si se
requieren mas recursos para lograrlo.
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Medidas de eficiencia

Numero promedio de clientes en cola (Lq)

* El numero promedio de clientes en cola (Lg) es el numero promedio
de clientes que estan esperando en la cola en un momento dado.

* Lq proporciona una medida de la saturacién en la cola.

* Un Lq alto puede indicar necesidad de aumentar la capacidad de
servicio.

* Un Lq bajo sugiere que el sistema esta manejando eficientemente la
demanda.
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Medidas de eficiencia

Tiempo promedio en el sistema (W)

* El tiempo promedio en el sistema (W) es el tiempo total promedio
gue un cliente pasa en el sistema, incluyendo tanto el tiempo en
cola (Wqg) como el tiempo de servicio (Ws).

1
W=Waq+—
u

Donde ﬁ es el tiempo promedio de servicio (Ws).

* W refleja la experiencia completa del cliente en el sistema.
* Un W alto puede afectar negativamente la satisfaccion del cliente.

* Es crucial equilibrar Wqg y Ws para optimizar W.
19
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Medidas de eficiencia

Numero promedio de clientes en el sistema (L)

* El nUmero promedio de clientes en el sistema (L) es el nUmero
promedio de clientes presentes en el sistema, incluyendo tanto los
gue estan en cola como los que estan siendo atendidos.

L=Lg+ pL

Donde p es la utilizacién del servidor.

° Lindica e
e Un L alto
* Ayuda en

nivel general de actividad en el sistema.

ouede senalar saturacion y potenciales demoras.
la planificacion de recursos y espacio fisico necesario.

20
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Medidas de eficiencia

Utilizacién del servidor (p)

* La utilizacion del servidor (p) es la proporcion del tiempo que el

servidor esta ocupado atendiendo clientes. Se calcula como:
A

P ="
u

Donde:

e Aeslatasa promedio de llegadas.
* u es latasa promedio de servicio.

* p refleja la eficiencia en el uso del recurso de servicio.
* Un p cercano a 1 indica que el servidor esta casi siempre ocupado.

* Un p muy bajo puede implicar subutilizacion y costes innecesarios
21
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Modelos

* Las medidas de eficiencia se calculan utilizando modelos
matematicos que representan el comportamiento del sistema de

colas. A/S/m/c/d
llegadas T tdisciplina de la cola

FIFO: first—in—first—out
(valor por defecto)

LIFO: last—in—first—out
D: deterministicos SIRO: random order

(legadas o servicio constante) PRI: priority
GD: disciplina general

M: exponencial

Ex: Erlang(k, \),
(suma de k exponenciales) tamarfo de la cola

G: generales 1,2, ... (co por defecto)

numero de servidores

servicio

22
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Modelos

Modelo M/M/1

* Llegadas: Proceso de Poisson con tasa A

* Tiempos de servicio: Distribucion exponencial con tasa u

* Un solo servidor.

e Capacidad infinita y poblacion fuente infinita.

* Disciplina FIFO.

* Para que el sistema sea estable, |la tasa de llegada debe ser menor
gue la tasa de servicio (condicion de estabilidad):

p=—<1
u

23
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Modelos

Modelo M/M/1
* Utilizacion del servidor (p):

2
P

* NUmero promedio de clientes en col% (Lq):
P

Lg=——

q 1—p

* Numero promedio de clientes en el sistema (L):

p
L=——
1-p

24



Modelos
Modelo M/M/1

* Tiempo promedio en cola (Wq):
Wq — P — L—q
u(l—=p) 4

* Tiempo promedio en el sistema (W):
1 L
W = = —
u(l-p) 4

25



Modelos
Modelo M/M/1

* A=5 clientes/hora
* u=8 clientes/hora
* Utilizacion del servidor (p):

~ 2 = 0.625
p=5=0

* Numero promedio de clientes en cola (Lg):

(06257 0390625
1=120625 0375

* Numero promedio de clientes en el sistema (L):
0.625 - 0. 625
~ 1.6667

~1-0.625 0375 26
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Modelos

Modelo M/M/1

* Tiempo promedio en cola (Wq):

1.0417 _
Wq = T - 0.2083 = 12.5 min

* Tiempo promedio en el sistema (W):

1.6667
W= T 0.3333 h = 20min

éInterpretacion de las métricas?

27



Modelos

def mm1(rho, lam):

Lg =rho**2 /(1 -rho)
L=rho/(1-rho)
Wq =Lg/lam
W=L/lam

results = {

}

return results

rho=1lam / mu

resultado_mmi = mm1(rho, lam)

( )
for key, value in resultado_mmZ1.items():
if in key:
(f"{key}: {value:.4f} {value*

(f"{key}: {value:.4f}")

Resultados para el modelo M/M/1:

Utilizacién del servidor (rho): 0.6250

Numero promedio de clientes en cola (Lq): 1.0417

Numero promedio de clientes en el sistema (L): 1.6667
Tiempo promedio en cola (Wq): 0.2083 horas (12.50 minutos)
Tiempo promedio en el sistema (W): 0.3333 horas (20.00

minutos)

28
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Modelos

Modelo M/M/c

* Llegadas: Proceso de Poisson con tasa A.

* Tiempos de servicio: Distribucion exponencial con tasa L.

e c servidores en paralelo.

e Capacidad infinita y poblacion fuente infinita.

* Disciplina FIFO.

* Para que el sistema sea estable, |la tasa de llegada debe ser menor
gue la tasa de servicio (condicion de estabilidad):

=<1
P=

29



e
Modelos

Modelo M/M/c
* Probabilidad de que todos los servidores estén ocupados (PO):

1
PO =
ye-1 Wu)" (Awe  _cu
s o — A

* NUmero promedio de cllentes en cola (Lg):

Au(A/ )¢

L= u(A /) o

cl/(cu — 1)?

* NUmero promedio de clientes en el sistema (L):
L= Lq

u

30



Modelos
Modelo M/M/c

* Tiempo promedio en cola (Wq):
Lq
Wqg=—
=7

* Tiempo promedio en el sistema (W):
W=Waq+Ws

Hacer para:

* A=10 clientes/hora.

* u=6 clientes/hora.

* c=2 servidores. 21



Modelos

import math
def mmc(lam, mu, c):
rho =lam/ (c * mu)

if rho >=1:
return "El sistema es inestable (rho >=1)." resultado_mmc = mmc(lam, mu, c)

sumatoria = ((lam / mu) ** n / math.factorial(n) for n in if (resultado_mmc, str):
pnumerator = (lam / mu) ** ¢ / math.factorial(c) (resultado_mmc)
pdenominator =1/ (1 -rho) else:

PO = 1/ (sumatoria + pnumerator * pdenominator)
("\nResultados para el Modelo M/M/c:")

for key, value in resultado_mmc.items():

Lg = (pnumerator * rho) / ((1 - rho) ** 2) * PO if 'Tiempo' in key:

L=Lg+ (lam / mu) (f"{key}: {value:.4f} horas ({value*60:.2f} minutos)")
Wq =Lg/lam else:

W =Wq + (1 / mu) (f"{key}: {value:.4f}")

e Resultados para el Modelo M/M/c:
results = r. ., .
‘Utilizacion del sistema (tho)': rho, Utilizacion del sistema (rho): 0.8333
'Probabilidad d todos | id tén O dos (PO)': PO, ope . /
IR O e s on servidres Shien Ocupades (70 Probabilidad de que todos los servidores estén Ocupados (PO):

'Numero promedio de clientes en cola (Lqg)": Lg,
'Numero promedio de clientes en el sistema (L)": L,
'Tiempo promedio en cola (Wq)': Wq, 00909

} flemrelRened Rt EEte I Y Numero promedio de clientes en cola (Lq): 3.7879

return results Numero promedio de clientes en el sistema (L): 5.4545

Tiempo promedio en cola (Wq): 0.3788 horas (22.73 minutos)
Tiempo promedio en el sistema (W): 0.5455 horas (32.73 minutos)




e
Formula de Little

Caracteristicas

* Establece una relacion directa y sencilla entre tres variables clave en cualquier

sistema de colas en estado estacionario:

* El numero promedio de clientes en el sistema.
* La tasa promedio de llegada de clientes al sistema.
* El tiempo promedio que un cliente pasa en el sistema.

Formulacion de la relacion de Little
=AW

e Donde:

e L:Numero promedio de clientes en el sistema.
* A: Tasa promedio de llegada al sistema (clientes por unidad de tiempo).
 W:Tiempo promedio que un cliente pasa en el sistema.

* Se puede aplicar especificamente a colas. .
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Formula de Little

Interpretacion

* El numero promedio de clientes en el sistema es igual a |a tasa de llegada
multiplicada por el tiempo promedio en el sistema.

* Por ejemplo, si a un restaurante llegan en promedio 30 clientes por hora (A=30
clientes/hora) y cada cliente pasa en promedio 0.5 horas en el restaurante
(W=0.5, entonces el niumero promedio de clientes en el restaurante es:

[=AW=30 #0.5 =15
Condiciones de aplicabilidad
* La Ley de Little es valida bajo las siguientes condiciones:

» Sistema estable: El sistema debe estar en estado estacionario, es decir, las medidas promedio no cambian
con el tiempo, y la tasa de llegada es menor que la tasa de servicio.

* Medidas promedio de largo plazo: Las variables L, A y W son promedios a largo plazo.

* No dependiente: La ley es independiente de las distribuciones de llegadas y tiempos de servicio. 2
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Formula de Little

Aplicacion de la Ley de Little
Ejemplo 1

* Datos:

* Tasa de llegada (A): 20 clientes/hora.
* Tiempo promedio en el sistema (I#/): 0.25 horas.
e Calculo del nUmero promedio de clientes en el sistema (L)=AW=20x0.25=5 clientes

* En promedio, hay 5 clientes en el sistema.
Ejemplo 2
* Datos:

* Numero promedio de clientes en cola (Lq): 2 clientes.
* Tasa de llegada (4): 10 clientes/hora.

e Calculo del tiempo promedio en cola (W q):

« Wqg=Lq/A=>2/10=>0.2 horas => 12 minutos

* Los clientes esperan en promedio 12 minutos antes de ser atendidos.
35
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Formula de Little

Aplicacion de la Ley de Little
Ejercicio 1
* Una clinica atiende en promedio a 15 pacientes por hora. Si el paciente

promedio pasa 20 minutos en la clinica, icuantos pacientes hay en promedio
en la clinica?

Ejercicio 2
* En un taller mecanico, hay en promedio 4 vehiculos esperando reparacion. Si

los vehiculos llegan a una tasa de 2 por hora, écuanto tiempo espera en
promedio un vehiculo antes de ser atendido?

36



Formula de Little

Aplicacion de la Ley de Little
Ejercicio 1

* Una clinica atiende en promedio a 15 pacientes por hora. Si el paciente

promedio pasa 20 minutos en la clinica, écuantos pacientes hay en promedio
en la clinica? Solucion:

* Convertir el tiempo a horas:
e W=20/60=0.3333 horas

* Aplicar la Ley de Little:
* L=AW=15x0.3333=5 pacientes

Ejercicio 2

* En un taller mecanico, hay en promedio 4 vehiculos esperando reparacion. Si
los vehiculos llegan a una tasa de 2 por hora, écuanto tiempo espera en

promedio un vehiculo antes de ser atendido? Solucion:
 Wq=Lq/A =>4/2=>2horas
37
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Modelos Poissonianos

Caracteristicas

* El proceso de Poisson es un modelo probabilistico que describe la
ocurrencia de eventos aleatorios en el tiempo o en el espacio.

* Un proceso de Poisson es un proceso de conteo {N(t),t=0} que
satisface las siguientes condiciones:

* Incrementos independientes: El nUmero de eventos ocurridos en intervalos disjuntos de tiempo es
independiente.

* Incrementos estacionarios: La distribucion del numero de eventos en un intervalo de tiempo solo
depende de la longitud del intervalo, no del punto de inicio.

* Probabilidad de un solo evento: La probabilidad de que mas de un evento ocurra en un intervalo
infinitesimal es insignificante.

* Homogeneidad en el tiempo: La tasa promedio de ocurrencia de eventos es constante a lo largo del
tiempo.

38
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Modelos Poissonianos

Propiedades

* Distribucion de Poisson: El numero de eventos en un intervalo de
tiempo t sigue una distribucion de Poisson con parametro At, donde
A es la tasa promedio de eventos por unidad de tiempo.

P[N(t)=k]=A)<"

* Intervalos entre eventos: El tiempo entre eventos sucesivos sigue

una distribucion exponencial con parametro A
f-(t)=Ae,t =0

* Propiedad de sin Memoria: La distribucion exponencial es "sin
memoria", lo que significa que el tiempo hasta el proximo evento no
depende de cuanto tiempo ha pasado desde el ultimo evento.

39
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Modelos Poissonianos

Distribucion exponencial

* La distribucién exponencial es una distribucion de probabilidad
continua que modela el tiempo entre eventos en un proceso de

Poisson. Tiene la siguiente funcion de densidad:
f-(t)=Ae*,t >0

* Donde A es el parametro de tasa, que representa el nUmero
promedio de eventos por unidad de tiempo.

* Propiedades:
* Media: E[T]=1/A
* Varianza: Var(T)=1/ A2
* Propiedad de sin Memoria:
P[T>s+t|T>s]=P[T>t]
Esto significa que el tiempo adicional de espera es independiente del tiempo ya transcurrido. 40
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Modelos Poissonianos

Notacion Kendall

* La notacion de Kendall es una forma estandar de describir sistemas
de colas y se expresa como A/S/c/K/N/D, donde:

e A: Distribucién de los tiempos entre llegadas (Arrivals).
S: Distribucién de los tiempos de servicio (Service).

c: Numero de servidores.

K: Capacidad del sistema (opcional).

N: Tamano de la poblaciéon fuente (opcional).

D: Disciplina de la cola (opcional).

* Para el modelo M/M/1, la notacion es:

* M: Llegadas segun un proceso de Poisson (Markoviano).
* M: Tiempos de servicio exponenciales (Markoviano).
e 1: Un solo servidor.

41



Modelos Poissonianos
Modelo M/M/1/K (Capacidad Limitada)

* Representa un sistema de colas con un solo servidor y una capacidad
maxima de K clientes en el sistema (incluyendo al que esta siendo
atendido y a los que estan en cola).

* Si un cliente llega y el sistema ya tiene K clientes, ese cliente es
rechazado o bloqueado

 Caracteristicas principales:

* Llegadas: Siguen un proceso de Poisson con tasa A.

 Servicio: Los tiempos de servicio son independientes y exponencialmente distribuidos con tasa pu.

e Servidores: Un unico servidor.

e Capacidad del sistema: Limitada a K clientes.

* Disciplina de cola: Generalmente FIFO (First In, First Out).

* Poblacion fuente: Infinita.

* Blogueo de llegadas: Si el sistema esta lleno, las nuevas llegadas son rechazadas. 42



Modelos Poissonianos

Modelo M/M/1/K — Formulacion
Factor de utilizacion: p = %

Probabilidades de estado: P, = ZKP l.
i=o0 P
La suma del denom/nador es una serie geometrica:

5= z ,0 — _'0 Sip#—‘l

S = K + 1, si p =1
Probabilidad de que el sistema esté lleno (PK): P, = -
Tasa efectiva de llegada:A, = A(1 — PK)
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/1/K — Formulacion
Numero promedio de clientes en el sistema (L):

K
L = z nP,
i=0

Tiempo promedio en el sistema (W): W = Ai

Tiempo promedio en cola (Wq): W, = W — %

Numero promedio de clientes en cola (Lg): Lq =L - (1-P,)

44
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/1/K — Ejercicio

A=4
o'u=2
K =5

* ¢Probabilidad de que el sistema esté lleno (P.)?

45
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/1/K — Ejercicio

* Factor de utilizacionp=A/u=4/2=2.
Nota: p>1 indica que la demanda excede la capacidad de
servicio. En sistemas con capacidad limitada, esto es manejable
debido al rechazo de llegadas cuando el sistema esta lleno.

* Calculo de la suma (S). Dado que p = 2, calculamos:
5
z 20 =204+ 21 4 22 4 23 4244+ 25 =
0
1+2+4+8+16+32 = 63
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/1/K — Ejercicio

* Probabilidades de estado (P,)):
27?,

n " 63

* Calculamos P, a P«:

1
Py = = 0.0159

2
P, = — = 0.0317

47
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Modelos Poissonianos

4
P, = — ~ 0.0635

63

P, = ~ 01270
63
P, =22 < 0.2540
tT 63

32
P =— ~ 05079

48



Modelos Poissonianos
Modelo M/M/1/K — Ejercicio
* Tasa efectiva de llegada (4,)
A, =A(1 — PK) =
4(1 — 0.5079) =
4 % 0.4921 = 1.9684 coches/hora
* Numero promedio de autos en el sistema (L)

K
L = z nP,
i=0

=0*«P,+1*«P,+2+«P,+3*P;+4*P,+5x*P;
L=(0)(0.0159)+(1)(0.0317)+(2)(0.0635)+(3)(0.1270)+(4)(0.2540)+(5)(0.5079)
L=0+0.0317+0.1270+0.3810+1.0160+2.5395 = 4.0952 COCHES
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/ o< /

* Es un caso especial en la teoria de colas donde se asume que
hay un numero infinito de servidores disponibles.

* Esto significa que cada cliente que llega es atendido
inmediatamente sin esperar.

* Este modelo es util para analizar sistemas donde |la capacidad de
servicio es muy alta o practicamente ilimitada. estar siendo

50
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/ o< /
* Llegadas: Siguen un proceso de Poisson con tasa A.

* Servicio: Los tiempos de servicio son independientes y
exponencialmente distribuidos con tasa u.

* Servidores: NUumero infinito de servidores.

* Capacidad del sistema: Infinita; no hay limite en el numero de
clientes que pueden estar siendo atendidos a la vez.

* Disciplina de servicio: Dado que no hay cola, la disciplina es
irrelevante.
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/ o< /

* Probabilidad de n clientes en el sisterga (P,)
p"e ~
P =

n

n!
* Numero promedio de clientes en el sistema (L)

[, = p=—
u
* Tiempo promedio en el sistema (W)
1
W =—
u

* ¢Tiempo promedio en cola (Wgq), y numero promedio en cola (Lg)? _
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/ o= / - Ejercicio
* Tasa de llegada (A): 1000 correos por segundo.

* Tasa de servicio (u): 500 correos por segundo por servidor (pero
hay infinitos servidores).

* ¢ Métricas de eficiencia aplicables?
* Probabilidad de que haya n correos en el sistema (P,))
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Modelos Poissonianos

Modelo M/M/ = [ - Ejercicio

* Factor de utilizacion (p)
A 1000

_———_ —— 2
P =~ 500
* Numero promedio de correos en el sistema (L)
L=p=2
* Tiempo promedio en el sistema (W)
1 1
W=—-—=——=20.002
u 500

* Probabilidad de que haya exactamente 3 correos en el sistema:
P3 = 3 — 6 : 54




Redes de colas
Conceptos fundamentales

* Es un conjunto de uno o mas nodos (o estaciones) de cola
interconectados, donde cada nodo es un sistema de colas
individual.

* Los clientes pueden:

* Llegar desde el exterior a una o varias estaciones.
* Moverse entre estaciones segun ciertas probabilidades de enrutamiento.
 Salir del sistema después de completar su servicio.

* Estas redes modelan situaciones reales donde las entidades
deben pasar por varios procesos o etapas antes de

completar su servicio.
55
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Redes de colas
Elementos clave

* Estaciones (Nodos): Puntos donde se ofrece un servicio.
Cada estacion tiene su propia disciplina de cola, tasa de
servicio y capacidad.

* Clientes: Entidades que requieren servicio y se mueven a
través de la red.

* Enrutamiento: Las reglas o probabilidades que determinan
como los clientes se mueven de una estacion a otra.

* Redes Abiertas, Cerradas y Mixtas: Clasificacion basada en
como los clientes entran y salen del sistema.
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Redes de colas
Red abierta

* Los clientes pueden:
* Entrar al sistema desde el exterior.
* Moverse entre las estaciones dentro de la red.
 Salir del sistema al completar su servicio.

 Caracteristicas:
Fuente infinita de clientes: Se asume que hay un numero ilimitado de clientes
potenciales que pueden entrar al sistema.

Tasas de llegada externas: Los clientes llegan a ciertas estaciones desde fuera del
sistema con una tasa determinada.

Probabilidades de enrutamiento: Después de ser atendido en una estacion, un cliente
puede moverse a otra estacion o salir del sistema, segun probabilidades especificas.

Estado estacionario: El anadlisis suele enfocarse en el comportamiento a largo plazo
cuando el sistema alcanza un estado estable.
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Redes de colas
Red abierta
* Tasa de llegada a cada estacién (4)):

N
Ao=el+ ) AP,
Jj=1
* Donde:

 e;: Tasa de llegadas externas a la estacion i.

* P, Probabilidad de que un cliente vaya de la estacion j a la estacion i.

e N: NUumero total de estaciones.

* Utilizacidn de la estacion i (p,):
p;=—
l Hl

* Donde ui es la tasa de servicio de la estacion |.

58



e
Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
* Una empresa de servicios tiene tres departamentos: A, By C.

* Llegadas externas:
* Los clientes llegan al departamento A con una tasa de 5 clientes/hora.

* Enrutamiento después del servicio en A:
* 50% de los clientes van al departamento B.
* 30% de los clientes van al departamento C.
* 20% de los clientes salen del sistema.

* Salida del sistema:
* Después de ser atendidos en B o C, todos los clientes salen del sistema.
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Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
* Determinar las tasas de llegada a cada departamento.

* Calcular la tasa total de llegadas a By C.

* Calcular las utilizaciones y tiempos de espera en cada departamento,
asumiendo tasas de servicio conocidas.

* Implementar el analisis en Python.
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Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
Determinacion de las tasas de llegada a cada departamento
* Llegadas a departamento A

* A, :Tasa de llegadas externas al departamento A => 4,=5 clientes/hora

* Enrutamiento A-By A-C

* Después de ser atendidos en A, los clientes se dirigen a otros

departamentos o salen del sistema segun las siguientes probabilidades:

* Probabilidad deiraB: P,5;=0.5
* Probabilidad deira C: P,-=0.3
* Probabilidad de salir del sistema: P,,=0.2
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Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
Determinacion de las tasas de llegada a cada departamento
* Calculo de las Tasas de Llegadaa By C

* Las tasas de llegada a By C desde A son:

* A,p: Tasa de llegada a B desde A. A,5,=1,xP ,5=5x0.5 = 2.5 clientes/hora
* A, Tasa de llegada a Cdesde A. 1,.= 1,xP,-=5x0.3 = 1.5 clientes/hora
* Nota: No hay llegadas externas directas a B o C, y no hay retroalimentacién hacia A.

* Tasas totales de llegadaa By C

* Dado que después de By C los clientes salen del sistema, las tasas
totales de llegada a By C son:

* Ag=A,5=2.5clientes/hora

* A=A4,.,=1.5clientes/hora
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Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
Calcular las utilizaciones y tiempos de espera

 Para calcular las utilizaciones y tiempos de espera, necesitamos conocer
las tasas de servicio (u) de cada departamento. Supongamos que las
tasas de servicio son las siguientes:

* Departamento A: u, = 6 clientes/hora
* Departamento B: uy =5 clientes/hora
* Departamento C: u, = 4 clientes/hora

 Ademas, asumimos que cada departamento se comporta como un
sistema M/M/1, es decir, llegadas Poisson, tiempos de servicio
exponenciales y un solo servidor.
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Redes de colas

Red abierta - Ejemplo
Calculo de las utilizaciones (p)
* La utilizacion de cada departamento es:

/11'
Pi =
2 Sﬂi
pA=M—A=gzo.8333
A, 25 -
p = — = — = U.
Y g >
A 15
pc=—=—~=0,

He 4 64



Redes de colas
* Departamento A

- 0.8333 -
"~ 1-0.8333

L,

~ (0.8333)?

L —
41 -0.8333

~ 4.1667

1
16

_ 5 )
W, =WA =1—=
94 UA 6

= 1h

W,

~ 0.8333h
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Redes de colas
* Departamento B

. 0.5 .
B~ 1—-05
(0.5)72
LW‘1—05_05
W, = 1 = 0.4h
3_51—2.5_'1
W, =WB =04 —= = 0.2h

66



Redes de colas
* Departamento C

0.375

=1"o0375 26

L¢

~ (0.375)?

— = 0.225
¢ 1 —0.375

L

1
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Redes de colas
Red abierta - Ejemplo

Interpretacion de resultados
* Departamento A

» Alta utilizacién (83.33%): El departamento A esta muy ocupado, lo que resulta en un tiempo promedio en el sistema
de 1 hora y un tiempo de espera en cola de aproximadamente 50 minutos.

* Numero promedio en el sistema: Hay en promedio 5 clientes en el departamento A, de los cuales 4.1667 estan
esperando en cola.

* Departamento B

* Moderada utilizacidon (50%): El departamento B tiene una utilizacién moderada.

* Tiempo en el sistema: Los clientes pasan en promedio 24 minutos en B, con 12 minutos de espera en cola.
* Numero promedio en el sistema: En promedio, hay 1 cliente en B.

* Departamento C

* Baja utilizacion (37.5%): El departamento C esta menos ocupado.

* Tiempo en el sistema: Los clientes pasan en promedio 24 minutos en C, con 9 minutos de espera en cola.
* Numero promedio en el sistema: En promedio, hay 0.6 clientes en C. 68
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