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Bloque 1: Fundamentos (enunciados)

Ejercicio 1. Suponga que E(X) = 2, Var(X) =9, E(Y) = 0, Var(Y) = 4, y
Corr(X,Y) = 0.25. Encuentre:

(a) Var(X +Y).
(b) Cov(X,X +Y).
(¢) Corr(X +Y, X —-Y).

Ejercicio 2. Utilice principios bésicos para encontrar la funciéon de autocorrelacion
para el proceso estacionario definido por:

1 1
Yi=5+e — 561 + 762

Ejercicio 3. Si X e Y son dependientes pero Var(X) = Var(Y), encuentre Cov(X +
Y, X —Y).

Ejercicio 4. Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o2, y sea Y, = X
para todo t.

(a) Demuestre que {Y;} es estricta y débilmente estacionaria.

(b) Encuentre la funcién de autocovarianza para {Y;}.
Ejercicio 5. Suponga que

donde X; es una serie estacionaria con media cero y ACVFE ;.
(a) Encuentre la funcién de media para Y;.
(b) Encuentre la funcién de autocovarianza para Y;.

(c) (Es Y, estacionaria? ;Por qué?

Ejercicio 6. Sea z; un proceso de ruido blanco con media cero. Suponga que el
proceso observado es Y; = z; + 62,1, donde 6 es igual a 3 0 1/3.

Encuentre la funcién de autocorrelacién para Y; cuando § =3y 6 = 1/3.

Ejercicio 7. Sea X; una serie temporal estacionaria, y defina

)X si t es impar,
! Xy +3 sitespar.

(a) Demuestre que Cov(Y;, Y;—x) no depende de ¢ para todos los rezagos k.

(b) ;Es Y, estacionaria?
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Ejercicio 8. Suponga que Y; es estacionaria con funcion de autocovarianza .

(a) Demuestre que W; = VY; =Y; — Y;_; es estacionaria encontrando la media y
la funcién de autocovarianza para {W;}.

(b) Demuestre que U; = V2Y; = V[Y; = Y;_1]| = Y; — 2Y; ;| + Y;_5 es estacionaria.
(No es necesario encontrar la media ni la funcién de autocovarianza para {U;}.)

Ejercicio 9. Suponga que {Y;} es estacionaria con funcién de autocovarianza 7.
Demuestre que para cualquier entero positivo fijo n y constantes cq,co, ..., ¢y, €l
proceso {W,} definido por

Wi=caYi+ceYi i+ +c Y
es estacionario.

Ejercicio 10. Suponga que Y; = o+ 1t + X, donde { X;} es una serie estacionaria
con media cero y funciéon de autocovarianza v, y Sy vy B1 son constantes.

(a) Demuestre que {Y;} no es estacionaria, pero que Wy, = VY, = Y, — Y, ; es
estacionaria.

(b) Demuestre que si Y; = p;+ X;, donde {X;} es una serie estacionaria con media
cero y iy es un polinomio en ¢ de grado d, entonces V™Y; = V™(V™1Y}) es
estacionaria para m > d y no estacionaria para 0 < m < d.

Ejercicio 11. Sea X; un proceso estacionario de media cero, varianza unitaria,
con funciéon de autocorrelacion pg. Suponga que p; es una funciéon no constante
y que oy es una funcién positiva no constante. La serie observada se define como
Y = py + 01 X

(a) Encuentre la media y la funcién de covarianza para el proceso Y;.

(b) Demuestre que la funcién de autocorrelacién para el proceso Y; depende tinicamente
del rezago. ;Es el proceso Y, estacionario?

(c) ¢Es posible tener una serie temporal con una media constante y con Corr(Yy, Y;—x)
independiente de t, pero que Y; no sea estacionaria?

Ejercicio 12. La serie temporal X; se define como
Xt = th + wi_1 + vy

donde w; y v; son procesos de ruido blanco no correlacionados, cada uno con media
0 y varianza 3. Calcule la funcion de correlacién cruzada entre w; y X;.

Ejercicio 13. Encuentre y resuelva.

(a) Encuentre la funcién de autocovarianza (ACVF) de la serie temporal X; =
Zt + 0.3Zt,1 — O.4Zt,2, donde {Zt} ~ WN(O, 1)

—5—
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(b) Encuentre la funcién de autocovarianza (ACVF) de la serie temporal Y; =
Zy—1.27Z; 1 —1.6Z;_5, donde {Z;} ~ WN(0,0.25). Compare con la respuesta
encontrada en (a).

Ejercicio 14. La funcién k(h) = 1, para h = 0,41, ..., es la funcién de autocovar-
ianza del proceso X; = Z, donde t = 0,+1,..., y Z es una variable aleatoria con
media 0 y varianza 1. Identificando secuencias apropiadas de variables aleatorias,
demuestre que las siguientes funciones también son funciones de autocovarianza:

(a) (k) = (1)
(b) (h) =1+ cos (%) + cos (Z)
()

1, si h =0,
k(h) =104, sih=4+1,
0, en otro caso.

Ejercicio 15. Considere un proceso de ruido blanco W; ~ WN(0, 0?), t > 0, para
el cual definimos dos procesos X; e Y;, t > 1 como:

1
Xy = §(VVt + Wio1),

1
Y, = g(Wt + Wia).
(a) ;Cudl es Cov(Xy, Yii1)?
(b) Calcule la funcién de covarianza cruzada yxy (s, 1t).

Ejercicio 16. Resuelva y demuestre que:

(a) Demuestre que las funciones de covarianza y autocorrelacién, v y p, de una
serie temporal débilmente estacionaria son simétricas alrededor de cero, es
decir, y(h) = vy(=h) y p(h) = p(—h), para todos los retardos h.

(b) Considere dos series débilmente estacionarias X; e Y; y defina la funcién de
covarianza cruzada como vyxy(h) = Cov(Xyyp,Y:). (Es también simétrica
alrededor de cero?

Ejercicio 17. Dado un proceso de ruido blanco Gaussiano W; ~ WN(0, 6?), t > 0,
y otro proceso de ruido blanco (no Gaussiano) Z; ~ WN(0,c?), t > 0, para cada
uno de los siguientes procesos X;, t > 1, indique si es estrictamente estacionario,
débilmente estacionario o ninguno de los dos.

(a) Xt = 2Xt71 + Wt~
(b) Xt - Q(Wt + Wtfl).
(C) Xt = W%
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Wy, sitesimpar,
X = .
Ws, sites par.

Wy, sites impar,
X = .
Z;, sites par.

Ejercicio 18. Sea {Z;} una secuencia de variables aleatorias normales independi-
entes, cada una con media 0 y varianza o2, y sean a, b y ¢ constantes. ;jCuales, si
es que hay alguna, de los siguientes procesos son estacionarios? Para cada proceso
estacionario, especifique la media y la funcién de autocovarianza.

(e) Xy = Zycos(ct)
(f) Xt = ZtZt—l
Ejercicio 19. Sea {X;} el proceso de media mévil de orden 2 dado por

Xe=21+02Z; 5,
donde {Z;} es un proceso de ruido blanco WN (0, 1).

(a) Encuentre las funciones de autocovarianza y autocorrelacién para este proceso
cuando 6 = 0.8.

(b) Calcule la varianza de la media muestral M cuando 6 = 0.8.

(¢) Repita (b) cuando § = —0.8 y compare su resultado con el obtenido en (b).

Ejercicio 20. Sea {Z;} un ruido IID N(0,1) y definimos

Zy, si t es par,
X = {22 -1

si t es impar.

a. Demuestre que {X;} es un proceso de ruido blanco WN(0,1) pero no un
proceso 11D (0, 1).

b. Encuentre E(X,,1]|X,...,X,) paran impar y n par, y compare los resultados.

-7 -
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Ejercicio 21. Considere el filtro de media mévil simple con pesos a; = (2¢ + 1)1,
—¢<J=q
(a) Simy = co+ cit, demuestre que

q

E ajmt_j = My.

Jj=—q

(b) Si Z;, t =0,+1,£2,..., son variables aleatorias independientes con media 0
y varianza o2, demuestre que el promedio mévil

q

At = Z CLth_j
J==q
es “pequeno” para ¢ grande en el sentido de que

0.2

Ejercicio 22. Sea {Y;} un proceso estacionario con media cero y sean a y b con-
stantes.

(a) Si X; =a+0bt+s,+Y,, donde s; es un componente estacional con periodo 12,
demuestre que

VVX; = (1 - B)(1-B?)X,

es estacionario y exprese su funcién de autocovarianza en términos de la de

{Vi}.

(b) Si X; = (a+bt)s; +Y;, donde s; es un componente estacional con periodo 12,
demuestre que

V3,X, = (1 — B®)%X,

es estacionario y exprese su funcién de autocovarianza en términos de la de

{Vi}.

Ejercicio 23. Sea W; ~ WN(0,02), t > 0 un proceso de ruido blanco. Use el
operador de rezago B definido por BX; = X;_; para:

(a) Expresar (1 — B)?X,.
(b) Calcular (1 — B)?X, para la serie temporal X; = t* + W,.

(c) ;Cuél serfa el coeficiente que multiplica X; 5 en la expresién de (1 — B)"X;
para n > 07

(d) Mostrar que (1+ B)(1— B) =1— B2

-8 —
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Ejercicio 24. Sea X; un proceso AR(1) definido como
Xy =09X;, 1+ W, para t>1.
donde W; ~ WN(0,0?), t > 0 es un proceso de ruido blanco.
(a) Calcular Cov((1 — B) X, X3).
(b) Calcular Cov((1 — B)X;, BX;).

Ejercicio 25. Sea S; = %(Yt + Y;_1) un proceso de promedio mévil. Expresar la
serie residual

)/;5 - St7
en términos del operador rezago B.

Ejercicio 26. Sea Y; = p(t) + X;, donde X; es una serie débilmente estacionaria
con funcién de covarianza .

(a) Sip(t) = Bo+ fit, demostrar que la serie diferenciada (1 — B)Y; es estacionaria
y encontrar su funcién de covarianza.

(b) Sip(t) = Zﬁ:o Brt", demostrar que (1 — B)Y; tiene una tendencia polinémica
de grado a lo sumo k — 1. Luego, deducir que (1 — B)*Y; es estacionaria.

(c) Si X; es un proceso de ruido blanco, demostrar que la serie (1 — B)*Y; es un
promedio mévil.

(d) Encuentre la funcién de covarianza de (b).

Ejercicio 27. Considere las procesos

Ty = Wy

Y = wy — Ow_y + uy,

donde w; v u; son series de ruido blanco independientes con varianzas o2 y o2
t t w u’
respectivamente, y 6 es una constante no especificada.

(a) Exprese la funcién de autocorrelacion (ACF), p,(h), para h = 0,£1,+2, ...
de la serie y; como una funcién de o2, o2 y 6.

(b) Determine la funcién de correlacién cruzada (CCF), p,y(h), que relaciona
Y Y-

(¢) Muestre que z; y y; son conjuntamente estacionarias.

Ejercicio 28. Considere el siguiente proceso

xy = Bo + Bit + wy,

donde [y, B1 son constantes fijas. Note que x; consiste de una tendencia lineal
con un término de ruido aditivo formado por variables aleatorias independientes w;
con media cero y varianza o2
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(a) Demuestre que x; no es estacionario.

(b) Demuestre que la serie de primeras diferencias
Va?t = Tt — T¢—-1
es estacionaria encontrando su media y funcién de autocovarianza.

(c) Repita el inciso (b) si w; se reemplaza por un proceso estacionario general,
digamos y;, con funcién de media p, y funcién de autocovarianza ~,(h).

— 10 —
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Bloque 1: Fundamentos (soluciones)
Ejercicio 1. Suponga que:

E(X)=2 Var(X)=9
EY)=0 Var(Y)=4
Corr(X,Y) =0.25
Encuentre:
(a) Var(X +Y).
(b) Cov(X,X +Y).
(¢) Corr(X +Y, X -Y).

Solucion.

()

Cov[X,Y] = Corr[X, Y]y/Var[X|Var[Y] = 0.25 x V9 x 4 = 1.5
Var[X,Y] = Var[X]| 4+ Var[Y] 4+ 2Cov[X, Y] =9+4+2 x 3 =16

(b)

Cov[X, X + Y] = Cov|X, X] + Cov[X, Y]
— Var[X] + Cov[X,Y] = 9 + 1.5 = 10.5

(c)

Corr[X +Y, X — Y] = Corr[X, X| + Corr[X, —=Y] + Corr[Y, X] + Corr[Y, —Y]
= Corr[Y, X]+ Corr[Y, -Y]=1-025+025-1=0

Ejercicio 2. Utilice principios bésicos para encontrar la funciéon de autocorrelacion
para el proceso estacionario definido por:
Yi=5+e¢ — 161&—1 + 161&—2
2 4
Solucion.
Tenemos el proceso

1 1
Yi=5+e — §€t71 + Zetfz

y comenzamos calculando su varianza:

1 1
Var(Y;) = Var(5 + ¢; — 561 + Zet,g)

— 11 —
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1 1 21
= Var(e;) + ZVM(et) + E\/ar(et) = Eag
Calculamos la autocovarianza en el rezago 1:
1 1 1

1
COV(Y;, Yt_1> = COV(5 + e — 5615_1 + Zlet_g, 5+ €t—1 — 5615_2 + Zet_g)

1 1

1
= COV(—§et_1, 6t—1> + COV(Zet_Q, —5615_2)

1 1 )
= —§Val"(€t—1) — g\/ar(et_g) = _§Ug

Calculamos la autocovarianza en el rezago 2:

1 1 1 1
COV(Yt, Yt_2> = COV(5 + e — 5615_1 + é_j:et_% 5+ €t — 5615_3 + Z_let_4)

1
= ZV&F(et_Q) = 10'3

Calculamos la autocovarianza en el rezago 3:

1 1 1

1
COV(Sft, 5/15_3> = COV(5 + e — 5675_1 + Zet_g, 5+ €t_3 — §€t_4 + Zet_S) =0

Ejercicio 3. Si X e Y son dependientes pero Var(X) = Var(Y'), encuentre Cov(X +

Y, X-Y).
Solucion.

Cov[X +Y, X — Y] = Cov[X, X] + Cov[X, =Y] + Cov[Y, X] + Cov[Y, =Y

= Var[X] — Cov[X, Y] + Cov[X,Y]| — Var[Y]| =0

dado que Var[X] = Var[Y].

Ejercicio 4. Sea X una variable aleatoria con media p y varianza o2, y sea ¥; = X
para todo t.

(a) Demuestre que Y; es estricta y débilmente estacionaria.

(b) Encuentre la funcién de autocovarianza para Y;.

- 12 —
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Solucién.
(a) Tenemos que

P(}/;fp}/;fzv"'?}/;fn) :P(X17X27"'7Xn) :P(El—kang—ka"'a}/tn—k‘)v

lo que satisface nuestro requisito de estacionariedad estricta.
(b) La autocovarianza estd dada por

Tt,s = COV[YVt, Yg] = COV[)(7 X] = Var[X] = 0'2‘
Ejercicio 5. Suponga que

Yi=5+2t+ X,

donde X; es una serie estacionaria con media cero y ACVFE ~;.

(a) Encuentre la funcién de media para Y;.
(b) Encuentre la funcién de autocovarianza para Y;.
(¢) iEsY,; estacionaria? ;Por qué?

Solucion.

(a)

w = E[Y,] = E5+2t+ X,] =5+ 2E[t] + E[X,]

=5+20+0=2t+5
(b)

v = Corr[5 + 2t + Xy, 5 + 2(t — k) + X;_x] = Corr[ Xy, X&)

(c) No, la funcién de media (i) no es constante y la autocovarianza (y;;—x) es
independiente de t.

Ejercicio 6. Sea z; un proceso de ruido blanco con media cero. Suponga que el
proceso observado es Y; = z; + 0z,_1, donde 0 es igual a 3 0 1/3.

Encuentre la funcién de autocorrelacién para {Y;} para § =3y 6 = 1/3.
Soluciodn.

ElY)] = Elz + 021] = Elz] + 0E[21] =0+ 0=0

VarlY)] = Varz + 0z_1] = Var[z] + 0*Var(z_i] = 02 + 0°02 = 02(1 + 6°)

Para k = 1, tenemos:

— 13 —
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Cloe + 021, 2121 + 025) =
Clzt, ze—1] + Clzt, 0zi—o] + Cl0zi-1, 2e-1] + Cl0z1-1, 02 9]

=0+ 0+ 0Var[z_1]+0 =052

fo? 0
Corr¥s, Yiu] = (02(1+62))2 T 1462

Para k£ = 0, obtenemos:

Corr[Yy, Yk = Corr[Y;, Y| =1

Y, finalmente, para k& > 0:

Clay + 021, 21 + 021 =

Clat, zi—k) + Clz, ze—1-k) + Cl0zi—1, 2] + Cl0221,024-1-4) = 0

dado que todos los términos son independientes. En conjunto, tenemos que:

1, para k =0
Corr[Yy, Vi) = { 152, para k=1
0, para k > 1
Y, como se requiere,
8 — 4 sif=3

Corr[Yy, Y, ] = {H?j:a 137 L =3 §i9=1/3

1+(1/3)2 — 10/3 — 10°
Ejercicio 7. Sea X; una serie temporal estacionaria, y se define

v — Xy si t es impar,
! X;+3 sitespar.

(a) Demuestre que Cov(Y;, Y; ) no depende de t para todos los rezagos k.
(b) ;EsY; estacionaria?

Solucion.
Sea X; una serie de tiempo estacionaria en sentido débil. Esto implica que:

1. La media es constante: F[X;] = uy.

2. La autocovarianza depende solo del rezago k: Cov(X;, X;_ ) = vx (k).

— 14 —
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La nueva serie Y; se define mediante una transformacién:

v Xy si t es impar,
L X;+3 sitespar.

(a) La autocovarianza de Y; es vy (t,t—k) = Cov(Y}, Y;_). Analizamos la depen-
dencia de esta covarianza respecto al tiempo ¢, considerando la paridad del rezago k.

Para el caso donde el rezago k es par. Si k es par, entonces t y t — k tienen la
misma paridad.

e ¢ es impar (¢ — k es impar).

COV(Yt7 }/t—k) = COV(Xt, Xt—k) = Ix (l{i)

e t es par (t — k es par).

Cov(Y;, Y, k) = Cov(Xy + 3, Xy + 3)
= Cov(Xy, Xi—x) (Las constantes se anulan en la Cov.)
= x(k)

Para k par: Cov(Y;, Y,_k) = vx (k).
Para el caso donde el rezago k es impar. Si k es impar, entonces t y t — k tienen
diferente paridad.

e ¢ es impar (¢ — k es par).

Cov(Y;, Yik) = Cov(Xy, Xy—k + 3)
= Cov (X, Xi—x) + Cov(Xy, 3)
=x (k) +0 = yx (k)

e { es par (t — k es impar).

COV(K, }/t,k) = COV(Xt + 3, thk)
= COV(Xt, Xt—k) + COV(3, Xt—k)
= x (k) +0 = yx(k)

Para k impar: Cov(Y;, V) = vx (k).

En todos los casos, la funcién de autocovarianza de Y; es:
Yy (k) = Cov(Yy, Vi) = vx (k)

Dado que vx (k) solo depende del rezago k (por la estacionariedad de {X;}), queda
demostrado que Cov(Y;, Y;_x) no depende del tiempo t.

(b) Para que Y; sea estacionaria en sentido débil, debe cumplir que la media sea
constante y la autocovarianza solo dependa del rezago. Calculamos la esperanza de
Y, utilizando las propiedades de X;:

— 15 —
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e Sit es impar:
EY)] = E[X)] = px

e Sit es par:
ElY,] = E[X;+3]=E[X{|+3=pux+3

Dado que E[Y;] toma dos valores diferentes (ux v ux + 3) dependiendo de la
paridad de ¢, la media no es constante a lo largo del tiempo.

Segun la parte (a), la autocovarianza es:
COV(K&» Y;f—k) = fYX(kz)

Esta condicién si se cumple (solo depende del rezago k). Aunque la funcién de
autocovarianza es independiente del tiempo, la media no lo es. Por lo tanto, ¥; NO
es estacionaria.

Ejercicio 8. Suponga que {Y;} es estacionaria con funcién de autocovarianza ;.

(a) Demuestre que W; = VY; =Y, — Y;_; es estacionaria encontrando la media y
la funcién de autocovarianza para {W;}.

(b) Demuestre que U; = V2Y; = V[Y; — Y, 1] =Y, — 2V, ; + Y;_ es estacionaria.
(No es necesario encontrar la media ni la funcién de autocovarianza para {U;}.)

Solucién.
Sea {Y;} una serie de tiempo estacionaria. Esto implica:

e Media constante: E[Y;| = puy.
e Autocovarianza dependiente solo del rezago k: Cov(Yy, Yi_x) = V.

(a) Para demostrar que {W;} es estacionaria, debemos verificar que su media
es constante y su autocovarianza solo depende del rezago k. Calculamos la media
E[W;]. Aplicamos el operador de esperanza a la definicién de W;:

EW,] = EY; = Yi] = B[Y}] — E[Yin] = py — py =0

Dado que E[W;] = 0, la condicién de media constante se cumple.
Ahora calculamos la autocovarianza yy (k) = Cov(W;, W;_x). Aplicamos el op-
erador de covarianza:

yw (k) = Cov(Wy, Wi_g) = Cov(Y; — Y1, Yik — Yip1)

Expandimos la covarianza usando la propiedad Cov(A — B,C — D) = Cov(A,C) —
Cov(A, D) — Cov(B,C) + Cov(B, D):

’YW(kj) - COV(}/t’ }/t—k) - COV(Yt7 Yt—k—l)
—Cov(Yi_1,Yi k) + Cov(Yi1, Vi k1)

— 16 —
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Ahora, aplicamos la estacionariedad de {Y;}, donde Cov(Y;, Y;—;) = 7;:

Y (k) =Yk = Vo1 — Vo-1 + W
Yw (k) =29, — V-1 — Ve+1
Dado que 7 es la funcién de autocovarianza de la serie estacionaria {Y;}, v (k)
depende unicamente del rezago k (y no del tiempo ¢). La condicién de autocovarianza
dependiente solo del rezago se cumple.
Como E[W,] es constante y Cov(W;, W;_j) solo depende de k, la serie {W,} es
estacionaria.
(b) La serie {U;} se define como la segunda diferencia:

U=V, =V(VY,) = VW, =W, - W, ,
Aplicamos la esperanza a la definicion U, = W, — W, _q:
E[Uy = E[W; — Wi_4| = E[W] — E[W;_4]
De la parte (a), sabemos que {W;} es estacionaria y E[W;] = 0. Por lo tanto:
E[U]=0-0=0

La media es constante.

Para que {U,} sea estacionaria, su autocovarianza debe depender solo del rezago
k.

’YU(k?) = COV(Ut, Ut—k) = COV(Wt — Wi, Wi — Wt—k—l)

Expandiendo la covarianza:

’}/U(k) = COV(Wt, Wt—k) — COV(Wt, Wt—k—l)

— Cov(W;_1, W) + Cov(W,_1, Wy 1)

De la Parte (a), sabemos que {W,} es estacionaria con autocovarianza vy (j) =
Cov(W,, Wi_;). Aplicamos la estacionariedad de {W;}:

YWw(k) =yw(k) —yw(k +1) —yw(k — 1) + (k)

(k) = 2vw (k) —yw(k —1) —yw(k +1)
Dado que yw (k) es una funcién que solo depende del rezago k, vy (k) también

depende tnicamente del rezago k. Como E[Uy] es constante y Cov(Uy, U;_x) solo
depende de k, la serie {U,} es estacionaria.

Ejercicio 9. Suponga que Y; es estacionaria con funciéon de autocovarianza ~.
Demuestre que para cualquier entero positivo fijo n y constantes cy,co, ..., ¢y, €l
proceso W; definido por

Wi=caYi+ceY 1+ +c.Yinn

es estacionario.
Solucién.
Sea
Wiy=caYi+cYiq+ -+ Yinia,

donde Y} es estacionaria con media p y funcion de autocovarianza vy, = Cov(Yy, Y g).
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1. La media de W:

E[W:] = Z GE[Y: 1] = Z Cift = #Z Ci-
=1 =1 =1

La media es constante, independiente de ¢.

2. La autocovarianza de W;, para un desfase h > 0,

n n

COV(Wu Wtfh) = COV( Z ciYioit1, Z CjYthjH) = Z Z CiCj COV(Y;HH, Y;tfhfj+1)~
i=1 j=1

i=1 j=1
Como Y, es estacionaria,
COV(Y}%H, YifhfjJrl) = V(t—i+1)—(t—h—j+1) = Vh+i—j

Por lo tanto,

Cov(Wy, Wy_p) = Z Z CiCj Vhti—j

i=1 j=1

que depende unicamente del desfase h.

La media de W; es constante y la autocovarianza depende solo del desfase h, por
lo que {W,} es estacionaria.

Ejercicio 10. Suponga que Y; = 5y + 61t + X;, donde X; es una serie estacionaria
con media cero y funciéon de autocovarianza 7, v By y S1 son constantes.

(a) Demuestre que Y; no es estacionaria, pero que W, = VY, = Y, — Y, 4 es
estacionaria.

(a) Demuestre que si Y; = p; + X3, donde X; es una serie estacionaria con media
cero y iy es un polinomio en ¢ de grado d, entonces V™Y; = V™(V™1Y}) es
estacionaria para m > d y no estacionaria para 0 < m < d.

Solucién.
(a) La media de Y; es
E[Y;] = Bo + it + E[X] = Bo + Bit,

que depende de t. Por lo tanto, Y; no es estacionaria.

Definimos la primera diferencia

Wy = VY, =Y,—Y, 1 = (Bo+Lit+Xy) = (Bo+fr(t—1)+X, 1) = Bi+H(Xi— X, 1)

La media de W; es constante:

EW = B + E[X; — X;1] = B

— 18 —
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Ahora calculamos la autocovarianza:

COV(Wt, Wt,k) = COV(Xt — thla thk — Xt,kfl).

Expandimos usando la linealidad de la covarianza:

COV(VI/t7 Wt—k‘) = COV(Xt, Xt_k‘)—COV(Xt, Xt—k—l)_COV(Xt—ly Xt_k)‘l_COV(Xt_l, Xt—k:—l)

Como X, es estacionaria, tenemos Cov(X;, X;_,,) = V. Entonces:

Cov( Xy, Xi—k) = Vi,
Cov( Xy, Xi—k—1) = Vg1,
Cov(Xy—1, Xi—k) = Vo1,

COV(Xt—laXt—k 1)

Sustituyendo estos valores:
Cov(Wi, Wik) = Y — Vet — Va1 T % = 2% — Ye—1 — Vet 1-

Como esta autocovarianza depende solo del desfase k y la media de W; es
constante, se concluye que W; es estacionaria.

(b) Supongamos Y; = u;+ Xy, donde p; es un polinomio de grado d. Consideremos
las diferencias m-ésimas:

V™Y, =V"u + V"X,
- Como {X,} es estacionaria, V™ X, es estacionaria. - Por propiedades de los
polinomios, V", es:

e No constante si m < d — V™Y, no es estacionaria.

e Constante si m > d — V™Y, es estacionaria.

Por lo tanto, V™Y; es estacionaria para m > d y no estacionaria para 0 <
m < d.

Ejercicio 11. Sea X; un proceso estacionario de media cero, varianza unitaria,
con funciéon de autocorrelacion pi. Suponga que p; es una funcién no constante
y que oy es una funcion positiva no constante. La serie observada se define como
Y = py + 01 X

(a) Encuentre la media y la funcién de covarianza para el proceso Y;.

(b) Demuestre que la funcién de autocorrelacién para el proceso Y; depende tinicamente
del rezago. ;Es el proceso Y, estacionario?

(c) ;Es posible tener una serie temporal con una media constante y con Corr(Yy, Y;_x)
independiente de t, pero que Y; no sea estacionaria?
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Solucién.
Sea {X;} un proceso estacionario con las siguientes propiedades:

e Media: F[X;] = pux =0.
e Varianza: Var(X;) = oc% = 1.
e Autocovarianza: yx (k) = Cov(X;, X; ) = pr (dado que 0% = 1).

La serie observada se define como Y; = u; + 0, X;, donde p; y oy son funciones no
constantes de t.
(a) Aplicamos el operador de esperanza E[-|:

EY] = Elp + 00Xy
= B[] + EloXy] = py + 01 E[Xy] = py + 04(0) = puy
Dado que p; es no constante, la media de {Y;} es una funcién del tiempo ¢.
Utilizamos la definicién Cov(A, B) = E[(A — E[A])(B — E[B])]. Sabemos que
Y, — EYi] = (e + 00 X)) — e = 00 X,
’yy<t,t - k) = COV(K, }/t—k)
= E[(Y, = EY]))(Yiek — E[Y-4])]
= E[(0:X:) (011 X1
= Utatka[Xtthk]
= 001 Cov(Xy, Xy—k) (dado que E[X;] = 0)
vt t —k) = 00 kpr

(b) Autocorrelacion py (t, k) = Corr(Ys, Yi—x)
Var(V;) = vy (t,t) = o000 = 02(1) = o2

COV(}/;h }/;5716)

pr(t k) = v/ Var(Y;)Var(Y;_)
_ Ot0i—kPk
oo}y
Ot0t—kPk
B 010tk
py (L, k) = pk

La funcién de autocorrelacién py (¢, k) es igual a pg, que solo depende del rezago
k. Para ser estacionario en sentido débil, {Y;} debe cumplir dos condiciones:

1. Media: E[Y;] = p. Falla, ya que p; es no constante.
2. Autocovarianza depende solo de k: vy (t,t — k) = o.04_px. Falla, ya que o, y

0y son no constantes y, por lo tanto, vy depende de ¢.
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El proceso Y; no es estacionario porque ni la media ni la autocovarianza son
independientes del tiempo .

(c) Si, es posible. La estacionariedad requiere que la Autocovarianza vy (¢, k)
dependa solo de k. La relacion entre Autocovarianza y Autocorrelacién es:

Y (t k) = py(t k) - +/Var(Y;)Var(Y,_)

Supongamos que se cumplen las condiciones dadas:

1. Media: E[Y;] = p (Constante). (Cumple la primera condicién de estacionar-

iedad).
2. Autocorrelacion: py (t, k) = pr (Depende solo de k).

Para que {Y;} no sea estacionaria, debe fallar la condicién de la autocovarianza.
Esto ocurre si la varianza es una funcién del tiempo (¢?) y no es constante.
Si Var(Y;) = o? (no constante):

VY(t; /‘C) = Pk "4/ 030,52% = PkOt0t—k

Dado que o, es una funcién de t, vy (¢, k) depende de ¢t. Una serie con media
constante y autocorrelacion que solo depende del rezago k es no estacionaria si pre-
senta heterocedasticidad (varianza dependiente del tiempo, Var(Y;) # constante).
El concepto que falla es la constancia de la varianza, un requisito implicito de la
estacionariedad de la autocovarianza en k = 0.

Ejercicio 12. La serie temporal X; se define como
Xt = 2’LU75 + wi_1 + vy

donde w; y v; son procesos de ruido blanco no correlacionados, cada uno con media
0 y varianza 3. Calcule la funcion de correlacién cruzada entre w; y X;.
Solucion.

Var(X;) = 4Var(w;) + Var(w;—1) + Var(vn)) =4 x3+3+3 =18

Yo,z () = Cov(wy, Xiin)
= Cov(wy, 2Wen + Weyn—1 + Vi)

= 2Cov(wy, wyyp) + Cov(wy, wisp—1)

6 sih=0,
=<3 sih=1,

0 en otro caso.

Corr(wy, Xi1n)

w,x h) =
pus () \/ Var(w;)Var( X, p,)
36X18 si h =0,
= 3?;18 sih=1,
0 en otro caso.
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Ejercicio 13. Encuentre y resuelva.

(a) Encuentre la funcién de autocovarianza (ACVF) de la serie temporal X; =
Z, +0.3Z,_1 — 0.4Z,_s, donde {Z,} ~ WN(0,1).

(b) Encuentre la funcién de autocovarianza (ACVF) de la serie temporal Y; =
Zy—1.2Z, 1 —1.6Z,_5, donde {Zt} ~ WN(0,0.25). Compare con la respuesta
encontrada en (a).

Solucion.
(a) Sea
X, =2, +03%_1 —04Z, o, Z ~WN(0,1)
un proceso MA(2) con coeficientes 6y = 1,0, = 0.3, = —0.4 y varianza
o?=1.

La funcién de autocovarianza (ACVF) de un MA(2) se calcula como

2 |h|
) =0 00, b <2
=0

vx(0) = o2(02 + 62 +02) =1- (1 +0.3% 4 (—0.4)%) = 1.25
vx (1) = 0%(0p0; + 0105) =1-(1-0.3+0.3-(—0.4)) =0.18
1x(2) = 0% (0pby) = 1- (1 - —0.4) = —0.4

Ix(h) =0, || >2

Por lo tanto,

vx(0) =1.25, ~x(1) =0.18, ~x(2)=—-04, ~x(h)=0 para |h|> 2

(b) Sea ) ) ) )
Yi=7 1271 —1.6Z,9, 7, ~WN(0,0.25)

Esto también es un MA(2) con 6y = 1,0, = —1.2,0, = —1.6 y 0% = 0.25.

Yy (0) = 0%(05 + 07 + 605) = 0.25 - (1* + (=1.2)> + (=1.6)*) = 0.25-5 = 1.25

Yy (1) = 02(Bpby + 0165) = 0.25 - (1- (=1.2) + (—1.2)(=1.6)) = 0.25-0.72 = 0.18
Yy (2) = 0?(0pf2) = 0.25- (1 - —1.6) = —0.4

Yy (h) =0, |h]>2

Por lo tanto,

9 (0) =125, (1) =018, 7(2) =—04, 7y (h) =0 para|h| > 2|

Aunque los coeficientes y la varianza del ruido blanco difieren, la funcién de au-
tocovarianza resultante es exactamente la misma que para X;. Esto demuestra
que diferentes procesos MA pueden tener la misma ACVF.
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Ejercicio 14. La funcién k(h) = 1, para h = 0,=£1, ..., es la funcién de autocovar-
ianza del proceso X; = Z, donde t = 0,%1,..., y Z es una variable aleatoria con

media 0 y varianza 1. Identificando secuencias apropiadas de variables aleatorias,
demuestre que las siguientes funciones también son funciones de autocovarianza:

(a) (k) = (1)
(b) #(h) =1+ cos (%) + cos (%)

()

1, si h =0,
k(h) =< 0.4, sih=4+l,
0, en otro caso.

Solucion.

a) Definimos X; = (—1)'Z, donde Z es una variable aleatoria con E[Z] = 0 y
Var(Z) = 1. Entonces,

vx (t4-h,t) = Cov((—=1)™Z (-1)'Z) = (=1)*"Cov(Z, Z) = (—1)" = cos(rh).

b) Recordemos que X; = Zj cos(ct) + Zysin(ct) implica que yx(h) = cos(ch).
Si Zy, Zy, Z3, Zy, W son variables aleatorias independientes con media cero y
varianza unitaria, y definimos

X, = Z; cos (Lﬁ) + Zs sin <zt> + Z3 cos (Et> + Z,sin (Lﬁ) + W.
2 2 4 4
Entonces vemos que yx(h) = k(h).

c) Sea {Z; : t € Z} un proceso de ruido blanco WN(0,0?) y definimos X; =
Zy+07Z;_4. Entonces E[X;] =0y

’)/X(t + h7 t) = COV(Zt+h + QZt—i-h—l) Zt + 0Zt—l)'

= COV(Zt+h, Zt) + QCOV(Zt+h, Zt—l) + QCOV(Zt+h_1, Zt) + QQCOV(Zt_’_h_l, Zt—1)~

02(1+02)7 h =0,
=< 0?0, |h| =1,

0, en otro caso.

Si definimos 02 = 1/(1+6?) y elegimos 6 de tal forma que 026 = 0.4, obtenemos
que yx(h) = k(h). Por lo tanto, elegimos § de manera que /(1 + 6%) = 0.4,
lo que implica que § = 1/2 0 6 = 2.
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Ejercicio 15. Considere un proceso de ruido blanco W; ~ WN(0, 0?), t > 0, para
el cual se definen los procesos X;, Y; (t > 1) como:

1

Xy 5 (W + Wiq),
1
Y, = g(I/Vt + Wi1).

(a) {Cudl es Cov(Xy, Yii1)?
(b) Calcule la funcién de covarianza cruzada yx .y (s,1t).

Solucion.
Sea W; un proceso de ruido blanco tal que W; ~ WN(0,0?). Definimos los

procesos
1

Xt2

1
(Wi + W), Y, = g(Wt + W), t>1
(a) Para el célculo de Cov(Xy, Y1), observamos que
1
Yign = g(Wt+1 + Wi).

Por lo tanto,

1

Cov(Xy, Y1) = C0V<2

1 1
(Wt + Wtfl), g(WtJrl + Wt)) = 6 COV(Wt‘i‘Wt,l, Wt+1+Wt).

Usando la linealidad de la covarianza:

COV(Wt + Wtfl, Wt+1 + Wt) = COV(Wt, Wt+1) + COV(Wt, Wt)
+ Cov(Wy_1, Wii1) + Cov(Wy_1, Wy).

Como W; es ruido blanco,

2 -
g, Z_J>

COV(Wi, W]) = {O ; ?é]

En consecuencia, el tinico término no nulo es Cov(W;, W;) = 02, y se obtiene:
L,
COV(Xt,}/H_l) = 60’ .

(b) Para la funcién de covarianza cruzada yx y (s, t):

Para s,t > 1,
'YX,Y(Sat) - COV(X&Y;)

1 1 1
o (s.1) = Cov (§<Ws FW) S (W WH)) = L Cov (Wt W Wit W),
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Expandiendo:

Cov(Wy + W1, W, + W,_1) = Cov(W,, W;) + Cov(Wy, W;_q)
+ COV(WS,M Wt) + COV(WS,M Wtfl)

Por definicion del ruido blanco se tiene que

o2, sii=j
COV(M’V[G):{O §ii % ]

Analizamos uno a uno los términos que aparecen en la expansién de la covar-
ianza.

0%, sis=t,
Cov(We, i) = {O sisF#t

o sis=t—1,

COV(WS, Wt,1> = {

0, en otro caso.

Cov(W_1, W) =

0% sis=t+1,
0, en otro caso.

o? sis=t,

Cov(Ws_q,Wy_1) =
ov( 1 Wet) {O, sis #t.

Analisis segun el valor de s —t. No todos los términos pueden ser distintos

de cero simultaneamente.
Caso 1: s=1t
e Primer término: o2,
e Cuarto término: o2,

e [os otros dos términos son nulos.

Por tanto,
COV(WS + sth Wt + Wtfl) = 20’2.

Multiplicando por el factor %:

1 1
vxy(s,t) = 6(202) = 502.
Caso 2: |s—t|=1
Por ejemplo, si s =t — 1 (el caso s =t + 1 es andlogo):

e Segundo término: o2,
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e Los otros tres términos son nulos.
Entonces,

COV(WS + stl, Wt + Wtfl) = O'2

1
Vxy(s,t) = 602-

Caso 3: cualquier otro valor de s y t. Ningun indice coincide, por lo que
todos los términos son nulos y

’)/X,y(S,t) =0.
%02 sis=t,
Yxy(s,1) = $0% sils—t] =1,
0 en otro caso.

Ejercicio 16. Resuelva y demuestre que:

(a) Demuestre que las funciones de covarianza y autocorrelacién, v y p, de una
serie temporal débilmente estacionaria son simétricas alrededor de cero, es
decir, v(h) = v(—=h) y p(h) = p(—h), para todos los retardos h.

(b) Considere dos series débilmente estacionarias X; e Y; y defina la funcién de
covarianza cruzada como vxy(h) = Cov(Xiipn,Y:). (Es también simétrica
alrededor de cero?

Solucién.
(a) Por definicién y simetria de la covarianza:
Y(h) = Cov(Xpin, Xi) = Cov(Xy, Xpin) = y(=h)

y entonces

(b) Como antes,
fVXY(h) = COV(Xt+h, }/;) = COV(}/;JX#F]L) — nyX(_h),

pero no hay razén para que la covarianza cruzada sea simétrica alrededor de
cero.

Ejercicio 17. Dado un proceso de ruido blanco Gaussiano W; ~ WN(0, %), t > 0,
y otro proceso de ruido blanco (no Gaussiano) Z; ~ WN(0,0?), t > 0, para cada
uno de los siguientes procesos X;, t > 1, indique si es estrictamente estacionario,
débilmente estacionario o ninguno de los dos.
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(a.) Xt = 2Xt71 + Wt'
(b) Xt — Z(Wt + Wt—l)'

(C) Xt = W%

W1, sitesimpar,
Xy = .
Wy, sites par.

si t es impar,

W,
Xt _ ty '
Zy, sites par.

Solucion.

(a) Esta serie temporal no puede tener varianza constante y, por lo tanto, no puede
ser débilmente estacionaria debido a su crecimiento exponencial.

(b) Esta serie temporal es un promedio mévil y es autométicamente estacionaria.

(c) Esta serie temporal no es débilmente estacionaria ya que Cov(Xy, X3) = 02,

pero Cov(Xy, X3) = 0, por lo que la funcién de covarianza no es solo funcién
del desplazamiento en el tiempo.

(d) Esta serie temporal es débilmente estacionaria con la funcién de auto-covarianza:

0% sihes par
v(h) = L
0 sih esimpar

y el proceso tiene media constante 0. Por definiciéon del proceso, también es
fuertemente estacionario.

(e) Como W, tiene, por simetria, la misma distribucién que W, entonces el proceso
X, tiene la misma distribucion que Wy, por lo que es débilmente y fuertemente
)
estacionario.

(f) Por construccién, este proceso es débilmente estacionario ya que no esta cor-
relacionado y tiene media cero. Sin embargo, no es fuertemente estacionario,
ya que marginalmente las distribuciones son diferentes segtin las hipdtesis del
ejercicio.

Ejercicio 18. Sea {Z;} una secuencia de variables aleatorias normales independi-
entes, cada una con media 0 y varianza o2, y sean a, b y ¢ constantes. ;Cudles, si
es que hay alguna, de los siguientes procesos son estacionarios? Para cada proceso
estacionario, especifique la media y la funciéon de autocovarianza.
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(a Xt =a+ bZt + CZt,Q

)
(b) X; = Z; cos(ct) + Zysin(ct)
(¢) Xi = Zycos(ct) + Zi—y sin(ct)
(d) Xy =a+02
(e) Xy = Zycos(ct)
() X, = ZZi 1

Solucion.

a) Para la media tenemos

pux(t) =E[a+ bZ, + cZ; )

y para la autocovarianza

Bloque 1: Fundamentos

:a’

'YX(t + h, t) = COV(Xt+]—L, Xt) = COV(G + bZt+h + CZt+h_2, a + bZt + CZt_Q)

= bQCOV(Zt+h, Zt) + bCCOV(Zt_H—L, Zt—?)
+CbCOV(Zt+h,2, Zt) -+ CQCOV(Zt+h,2, Zt,Q)
= 0'2[)21{0}(h) + UZbcl{_g}(h) + U2Cb1{2}(h> + 02021{0}(h)

(B> + o2, sih =0,
= ¢ beo?, si |h| =2,
0, en otro caso.

Dado que pux(t) y vx(t + h,t) no dependen de ¢, {X; : t € Z} es (débilmente)

estacionario.

b) Para la media tenemos

px (t) = E[Z;] cos(ct) + E[Zy] sin(ct) = 0,

y para la autocovarianza

Yx(t+ h,t) = Cov(Xipn, Xi)

= Cov(Zy cos(c(t + h)) + Zysin(c(t + h)), Zy cos(ct) + Zy sin(ct))

= cos(c(t + h)) cos(ct)Cov(Zy, Zy1) + cos(c(t + h)) sin(ct)Cov(Z1, Zs)
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+sin(e(t + h)) cos(ct)Cov(Zy, Z3) + sin(c(t + h)) sin(ct)Cov(Za, Zs)
= o(cos(c(t + h)) cos(ct) + sin(c(t + h)) sin(ct))

= 0% cos(ch)
donde la ltima igualdad sigue de la identidad trigonométrica cos(a — ) =

cosacos f + sinasin 5. Dado que px(t) y vx(t + h,t) no dependen de t,
{X;:t € Z} es (débilmente) estacionario.

c¢) Para la media tenemos

px(t) = E[Z;] cos(ct) + E[Z;_1] sin(ct) = 0.

y para la autocovarianza

’}/X<t + h, t) = COV(Xt+h, Xt)

= Cov(Zyypcos(c(t + h)) + Zipn_1sin(c(t + h)), Z; cos(ct) + Z;_1 sin(ct))

= cos(c(t + h)) cos(ct)Cov(Zqp, Z;) + cos(c(t + h)) sin(ct)Cov(Ziyp, Zi—1)

+sin(c(t + h)) cos(ct)Cov(Ziin—1, Zy) + sin(c(t + h)) sin(ct)Cov(Zyrp—1, Zi—1)

= 0% cos®(ct) 1o (h) 4+ o” cos(c(t — 1)) sin(ct)1{_13(h)
+o”sin(c(t + 1)) cos(ct) 11y (h) + o sin®*(ct) 1y (h)

o2, h=0,
= ¢ o?cos(c(t — 1)) sin(ct), h= -1,
o2 cos(c(t + 1)) sin(ct), h=1.
Dado que {X; : t € Z} es (débilmente) estacionario para ¢ = +km, k € Z, ya

que entonces vx (t + h,t) = 0?1y (h). Para ¢ # +km, k € Z, {X; : t € Z} no
es (débilmente) estacionario ya que vx (¢ + h,t) depende de t.

d) Para la media tenemos
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px(t) =Ela+ b2y = a,

y para la autocovarianza

vx (t 4 h,t) = Cov(Xiin, X¢) = Cov(a+bZy, a+ bZy) = b*Cov(Zy, Zy) = o°b*.

Dado que pux(t) y vx(t + h,t) no dependen de ¢, {X; : t € Z} es (débilmente)
estacionario.

e) Sic = knm, k € Z entonces X; = (—1)"Z; lo que implica que X, es débilmente
estacionario cuando ¢ = kw. Para ¢ # k7 tenemos

px(t) = E[Zy] cos(ct) = 0,

y para la autocovarianza
vx(t + h,t) = Cov(Xyprn, Xi) = Cov(Zy cos(c(t + h)), Zy cos(ct))

= cos(c(t + h)) cos(ct)Cov(Zy, Zy) = cos(c(t + h)) cos(ct)o.

El proceso {X; : t € Z} es (débilmente) estacionario cuando ¢ = +km, k € Zy
no es (débilmente) estacionario cuando ¢ # +km, k € Z (ver 1.4.c).

f) Para la media y autocovarianza tenemos

px(t) = E[ZZi1] = 0,
’Vx(t + h, t) = COV(XH_}” Xt) = COV(Zt+th+h—1a ZtZt—l)
= E[ZisnZiin-12121] — ElZiynZiin1|E[ 2241
B ot, h=0,
B 0, en otro caso.
Dado que px(t) y vx(t + h,t) no dependen de ¢, {X; : t € Z} es estacionario.

Ejercicio 19. Sea {X;} el proceso de media mévil de orden 2 dado por

Xe=21+07Z; 5,
donde {Z;} es un proceso de ruido blanco WN(0, 1).

(a) Encuentre las funciones de autocovarianza y autocorrelacién para este proceso
cuando # = 0.8.
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(b) Calcule la varianza de la media muestral w cuando 0 = 0.8.
(c) Repita (b) cuando # = —0.8 y compare su resultado con el obtenido en (b).
Solucidn.

(a) Tenemos que

vx(t+ h,t) = Cov(Xign, Xi) = Cov(Ziyn + 0Z1ih—2, Zr + 02, _5)

= COV(Zt+h, Zt) —|— QCOV(Zt+h, Zt—2) —|— QCOV(Zt+h_27 Zt) —|— QQCOV(Zt+h_2, Zt—?)

= Lio(h) 4+ 01_9y(h) + 0115y (h) + 61103 (R)

_J146° h=0,
6. \h| = 2.
164, n=o,
108, |h =2

Dado que la funcién de autocovarianza solo depende de h, escribimos vx (h) =
vx(t + h,t). La funcién de autocorrelacién (ACF) es entonces

o) = 25 _{1, h=0,

0.8/1.64 ~ 0.49, |h|=2.

7x(0)

(b) Tenemos que

1 1
Var (—(X1 + X2 + X3 + X4)> = —

4 = 16Var(X1+X2+X3+X4)

1
= 1_6 (V&I‘(Xl) + Var(Xg) + Var(Xg) + Var(X4) + QCOV(Xb X3))—|—QCOV<XQ, X4>

164408

= 1_16 (4vx(0) 4+ 4vx(2)) = 411 (vx(0) +vx(2)) = = 061,

c¢) Si # = —0.8 implica que yx(h) = —0.8 para |h| = 2, entonces

1 1.64 - 0.8
Var (Z<X1 + X2 + X3 + X4)) = T = 0.21.

Debido a la covarianza negativa en el rezago 2, la varianza en (c) es consider-
ablemente menor.
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Ejercicio 20. Sea {Z;} un ruido IID N(0,1) y definimos

Zy, sit es par,
Xy = {22 1

%, si t es impar.

(a) Demuestre que {X;} es un proceso de ruido blanco WN(0,1) pero no un
proceso 11D (0, 1).

(b) Encuentre E(X,,,1|X1,...,X,) paran impar y n par, y compare los resultados.
Solucion.

(a) Primero demostramos que {X; : t € Z} es un proceso de ruido blanco WN(0, 1).
Para t par tenemos que E[X;] = E[Z;] = 0 y para t impar

E[X, =E [M] = iIE:[ZE_1 —1]=0.

V2 V2

Ahora calculamos la funcién de autocovarianza. Sit es par, entonces vx (,t) =
E[Z?] =1y si t es impar

()

Si t es par, entonces

1

1
vx(t,t) =E = 51@[2;*_1 —27  +1] = 5(3—2+1) =1.

721
V2

1
yx(t+1,t):E[ Zt] = —E[7} - 7] =0,

y si t es impar,

Claramente, vx(t + h,t) = 0 para |h| > 2. Por lo tanto,

1, sih=0,

0, en otro caso.

Vx(t+h,h) = {

Ast, {X; 1t € Z} es WN(0,1). Sin embargo, si ¢t es impar, X; y X; 1 son
obviamente dependientes, por lo que {X; : ¢t € Z} no es un proceso 11D (0, 1).

(b) Sin es impar,

E[Xn+1 | X17 e 7Xn] - E[Zn+1 ’ Zo, ZQ, Z4, ceey anl] == E[ZnJrl] = 0
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Si n es par,
E[X,1 | X X, ]=E Z’%_l\ZZZ Z
n+1 1y n \/5 0y &2y L4y -+ -y L
Z2 -1
n o X2 o 1

Esto nuevamente demuestra que {X; : ¢ € Z} no es un proceso 11D (0, 1).

Ejercicio 21. Considere el filtro de media mévil simple con pesos a; = (2¢ + 1)1,
—q<J=q

(a) Sim; = ¢y + c1t, demuestre que

q
E AiMy—j = M.

Jj=-q
(b) Si Z;, t =0,+1,£2,..., son variables aleatorias independientes con media 0
y varianza o2, demuestre que el promedio mévil

q

At = Z Clth_j

J=—q
es “pequeno” para ¢ grande en el sentido de que

02

2¢+1°

E[A] =0 y Var(A;) =

Solucion.
(a) Dado que a; = (2¢+1)7*, con —¢ < j < ¢, tenemos
q 1 q
> amy = > (co+ et —j))

Jj=—q 2q+1 Jj=—q

_ 2q1+1 (c0(2q+ 1)+ Z(t—j))

Jj=—q

q
C1 .

— (2 1—§
00+2q+1((q+ ) J>

Jj=—q

q q

C1 . .
p— t— g —
co + ¢ 2q+1j§:1j+§ (—7)

Jj=1

:co—i-clt:mt
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(b) Tenemos que

- i a;E[Z, ;] =0

Jj=—q

E[A] =E [i ;7

Var(A;) = Var (i ath_j>

Jj=—q

q q
1
=Y aVar(Z_j) = —— Y 0o
=, J ( t ]) (2q+1)2 =

1 o2

= —— (2 1)o? = .
(2q+1)2(Q+ o 2q +1

Vemos que la varianza Var(A;) es pequena para ¢ grande. Por lo tanto, el
proceso A; estard cercano a su media (que es cero) para valores grandes de g.

Ejercicio 22. Sea {Y;} un proceso estacionario con media cero y sean a y b con-
stantes.

(a) Si X; =a+0bt+s;+Y;, donde s; es un componente estacional con periodo 12,
demuestre que

VVX; = (1 - B)(1-B?)X,

es estacionario y exprese su funcién de autocovarianza en términos de la de

{Yi}.

(b) Si X; = (a+bt)s; +Y;, donde s; es un componente estacional con periodo 12,
demuestre que

Vi, X: = (1 - B®)?X,

es estacionario y exprese su funcién de autocovarianza en términos de la de

has
Solucioén.

(a) Definimos

Z,=VVuX,=(1-B)(1-B%HX,=(1-B)(X; — X;_12)
=X — X 10— Xp1+ X3
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—a+bt+s+Y, —a—blt—12) —s15—Yiis—a—bt —1) — s — Y, 4

+a+b(t —13) + 5413 + Yio13

=Y, Y1 —Yi 1o+ Y.

Como la media es

pz(t) =E[Z] =0

y la funcién de autocovarianza es

fYZ(t + h, t) = COV(ZtJrh, Zt)

= Cov(Yisn — Yien—1 — Yien—12+ Yign—13.Ys — Yi1 — Y10+ Yi13)

=9y (h) =y (h+1) =9y (h +12) + 9y (h + 13) — v (h — 1) + 7y (h)

—y (h+11) + vy (h + 12) — 4y (h — 12) + vy (h — 11) + vy (h) — 3y (h + 1)

+yy(h = 13) = (h = 12) + 7w (h = 1) =y (h) + W (h 4+ 11) = v (h + 12)

= 4y (h) =27y (h+1) =27y (h—1) =27y (h+12)—2vy (h—12)+7y (h+13)+7y (h—13).

Como pz(t) y vz(t + h,t) no dependen de t, el proceso {Z; : t € Z} es
(débilmente) estacionario.

(b) Como

Xy = (a+0bt)s; + Yy,

entonces

7, =ViX, = (1—-B%(1-B%X,=(1-B%)(X, - X, 12).
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=X = X1 =X+ Xooy = Xy —2X4 10+ Xyo4

=(a+bt)s; +Y, —2(a+b(t —12))s4_10+ (a + b(t —24))s4_04 + Y, 04

= a(s;—28;_12+51-24) +b(ts; —2(t —12) 5,10+ (t —24)54—04) + Y, —2Y, 10+ Y 04.

Como los términos relacionados con s; desaparecen para componentes esta-
cionales de periodo 12, se tiene:

2y =Y = 2Y; 19+ Y o4
Ejercicio 23. Sea W; ~ WN(0,02), t > 0 un proceso de ruido blanco. Use el
operador de rezago B definido por BX; = X,;_; para:
(a) Expresar (1 — B)2X;.
(b) Calcular (1 — B)*X, para la serie temporal X; = ¢* + W,.

(c) ;Cudl serfa el coeficiente que multiplica X; 5 en la expresién de (1 — B)"X;
para n > 07

(d) Mostrar que (1+ B)(1 — B) =1— B2

Solucion.

(1—B)?’X, =X, —2X;_1 + X;_o.

(1—-B>2X, =2+ W, —2W,_, + W, _,.

(d)
(1+B)(1-B)=1-B+B-B*=1- B

Ejercicio 24. Sea X; un proceso AR(1) definido como
X, =09X;, 1+ W, para t>1.

donde W ~ WN(0,0?), t > 0 es un proceso de ruido blanco.
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(a) Calcular Cov((1 — B) X}, X3).
(b) Calcular Cov((1 — B)X:, BX}).

Solucioén.
Sea X; un proceso AR(1) definido por

X, =09X; 1 +W;, W, ~WN(0,07%),

y recordemos que para un AR(1) estacionario:

0.2

Var(Xt) = 1_—¢2,

COV(Xt, Xt—l) = qﬁVar(Xt),

con ¢ = 0.9.

(a) Calcular Cov((1 — B) X}, X3).

Tenemos que
(1 - B)Xt - Xt - Xt—l'

Por lo tanto:

COV((l - B)Xt, Xt> = COV(Xt - thh Xt) = Var(Xt) - COV(thl, Xt)

Sustituyendo los valores:

o? o? o? 0.902

Var(X,) = - Cov(X,. X, 1) =09 2 — .
ar(Xe) = o2 ~oayr COVXnXi) 019 0.19

Entonces:

~ 0.5263 o>.

o? 0.902 0.102
Covl(1 = B)Xe: Xo) = 535 ~ 019~ 0.19

(b) Calcular Cov((1 — B)X,, BX;).
Como BX; = X;_1, se tiene:

COV((l — B)Xt, thl) = COV(Xt — thla thl) = COV(Xt, thl) — Var(Xt,l).

Sustituyendo:

0.902 o? 0.102
Cov((1 = B)X;, X¢—1) = 019 019 = — 019 ~ —0.5263 o2.

Ejercicio 25. Sea S; = %(Y} + Y;_1) un proceso de promedio mévil. Expresar la
serie residual

Y%_Sb

en términos del operador rezago B.
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Solucion.

1
S =Y - ;¥ +Y)
1
= 5(25@— (Y + Y1)
1
— (Y~ Y
2( P — Y1)
_Llau_px
=3 .

Ejercicio 26. Sea Y; = p(t) + X}, donde X, es una serie débilmente estacionaria
con funcién de covarianza -.

(a) Sip(t) = Bo+ Pit, demostrar que la serie diferenciada (1 — B)Y; es estacionaria
y encontrar su funcién de covarianza.

(b) Sip(t) = Zl::o Brt", demostrar que (1 — B)Y; tiene una tendencia polinémica
de grado a lo sumo k — 1. Luego, deducir que (1 — B)*Y; es estacionaria.

(c) Si X; es un proceso de ruido blanco, demostrar que la serie (1 — B)*Y; es un
promedio mévil.

(d) Encuentre la funcién de covarianza de (b).
Solucioén.

(a) Setiene que E((1—B)Y:) = B1y Cov(DY:, DYiqp) = 2y(h)—~(h—1)—7(h+1),

por lo que (1 — B)Y; es estacionario.

(b) Usando la relacién (¢t — 1)" = >0 (7)t"*(—1)", se obtiene:

YtZﬁTt’ mZ()W )

—Zﬂsi( )ts (=1)" + e — e

Por lo tanto, E((1 — B)Y;) es un polinomio de grado a lo sumo k£ — 1 en
t. Consideremos entonces Y —t = p(t) + ¢, donde p(t) = Zf:o Bt Se
demostrard por induccién que (1 — B)’Y; tiene una tendencia polinémica de
grado a lo sumo k — j.

Se ha demostrado que (1 — B)Y; tiene una tendencia polinémica de grado a lo
sumo k — 1. Suponiendo que D’Y] tiene una tendencia polinémica de grado a
lo sumo k — j, se mostrard que (1 — B)’T'Y; tiene una tendencia polinémica
de grado a lo sumo k — j — 1.
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Como (1— B)’™'Y; = (1— B)(1 — B)’Y;, por hip6tesis de induccién, (1 — B)7Y;
tiene una tendencia polinémica de grado a lo sumo k — j. Como la primera
diferencia reduce el grado de la tendencia en al menos 1, independientemente
del grado anterior, (1—B)’*'Y; tiene una tendencia de grado a lo sumo k—j—1
y la induccién queda establecida. Se obtiene que (1—B)*Y; tiene una tendencia
polinémica de grado a lo sumo k—k = 0, por lo que E((1— B)*Y;) es constante.

Ademas, dado que:

DY, = i (k) (—=1)Yiy,

j=0

Se tiene que

Cov((1 — B)*Y;, (1 — B)*Y;,) = i (f) (k> (=) y(h+j — i),

1,7=0 J

y el lado derecho no es una funcién de ¢, sino solo una funcién del desfase
temporal h.

(c) Se tiene que
- 5%i= 31 (4 )pte - )+ e

= Co+ & + 916,5_1 + -+ ekgt—ka
donde

[k
9]-:(—1)]<j>, para j=1,... k.

Por lo tanto, (1 — B)* es un proceso M A(k).
(d) Ver la solucién del apartado (b).

Ejercicio 27. Considere las procesos

Ty = Wy
Y = wy — Ow_y + uy,

donde Wy U SO series de ruido blanco independientes con varianzas O’2 O’2
w u’
respectivamente, y f es una constante no especiﬁcada.
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(a) Exprese la funcién de autocorrelacion (ACF), p,(h), para h = 0,£1,+2, ...
de la serie y; como una funcién de o2, o2 y 6.

(b) Determine la funcién de correlacién cruzada (CCF), p,,(h), que relaciona x;
Y Y-

(¢) Muestre que z; y y; son conjuntamente estacionarias.
Solucién.
(a) La funcién de autocovarianza de y; es:
Vy(h) = Cov(Yt, Yitn)-

Para h = 0:
Vy(0) = Var(y;)
= Var(wy — Qw1 + uy)
= Var(w;) + 60*Var(w;_1) + Var(u;) (independencia)
=02 +0%2 + o2

= (1+60%02 + 2.

Para h = 1:

Yy(1) = Cov(ye, ye+1)
= COV(UJt — th,l + Uy, W1 — th + qu)

= Cov(wy, —0w;) (los demés términos son independientes)

_ 2
= —0o,,.

Para h = —1:
Wy(_l) = %(1) = _90121;‘

Para |h| > 2, no hay términos correlacionados porque el proceso solo depende
de w; y wy_1, entonces:

Yy(h) =0 para |h| > 2.

Por lo tanto, la funciéon de autocorrelacion es:

h) 1, h =0

g o2

py(h) = ’)/y—(O) =~ hl=1.
! 0, h| > 2

(b) La funcién de correlacién cruzada entre z; y y; es:

Yoy (h) = Cov(xyrn, yi) = Cov(wypn, wy — Ow_q + uy)

Consideremos los casos:
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Yay(0) = Cov(wy, w, — Qw1 + u;) = Var(wy) = o2

w

Vay(1) = Cov(wiyr, wy — Owi—q + uy) = Cov(wypy, wy) — 0Cov(wiyq, wi—1) =0

Yoy (—1) = Cov(w, 1, w; — 0w,y +u;) = —OVar(w;_,) = —002,

Para |h| > 2:
Yay(h) = 0.

Finalmente, la funcién de correlacion cruzada estandarizada es:

2

0“)\/(1—‘,-91”2)012”4-05’ h=0
B) — ’ny(h) . 002 _
ny( ) - - - BIP) R h= -1
Oz0y Uw\/(1+‘9 Joi,+og,
0, en otro caso

(c) Estacionariedad conjunta de x; y v:

e 1, = w; es ruido blanco — estacionario.

e y, = w; — 6w, 1 + u; es combinacién lineal de variables estacionarias
independientes — estacionario.

e Todas las covarianzas Cov(xyyp, 2¢), Cov(yssn, yi), Cov(xiin, y.) dependen
solo de h.

Por lo tanto, (x4, y;) son conjuntamente estacionarios.

Ejercicio 28. Considere el siguiente proceso

xy = [o + Bit + wy,

donde [y, f1 son constantes fijas. Note que x; consiste de una tendencia lineal
con un término de ruido aditivo formado por variables aleatorias independientes w;
con media cero y varianza o2:

(a) Demuestre que x; no es estacionario.
(b) Demuestre que la serie de primeras diferencias
Vo, =x — 241
es estacionaria encontrando su media y funcién de autocovarianza.

(c) Repita el inciso (b) si w; se reemplaza por un proceso estacionario general,
digamos y;, con funcién de media p, y funcién de autocovarianza -, (h).
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Solucion.

(a) Para que un proceso sea débilmente estacionario, su media debe ser constante
y su covarianza debe depender solo del desfase h.

Elz] = E[Bo + Bt +wi] = Bo + Bt
La media depende de t, por lo tanto {z;} no es estacionario.

(b) Definimos la primera diferencia:

Vi, =x;— 21 = (Bo+ St +wi) — (Bo + Ba(t — 1) + wy_1)

Vo, = f1 + (wy —wi—1)
Media de Vx;:

E[Va] =+ Ew —wq] =61 +0= 5

Autocovarianza de Vuy:

Yz (h) = Cov(Vayin, Vi)

Para h = 0:

Var (V) = Var(w; — w;_1) = Var(w;) + Var(w,_1) = 202,

Para h = 1:
Cov(Vayy1, Vi) = Cov(wyy — wy, wy — wy_1) = —Var(w,) = —o2,
Para h = —1:
’VVx(_l) = _01211
Para |h| > 2:

Como la media es constante () y la autocovarianza depende solo de h, {Vx;}
es estacionaria.

(c) Sea

xy = fo + it + v, y: estacionario con media p, y autocovarianza v, (h)

La primera diferencia:

Vo, =2y — 21 =01 + (Z/t - ytfl)
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Media:

E[Vz) =/ +Elys — ye1] = 51 + (g — 11yy) = b1
Autocovarianza:

VVx(m = COV(Z/t+h — Yt+h—1,Yt — yt—l)

Yve(h) = vy (h) = vy (h = 1) = v, (h + 1) + ~,(h)
W/Vm(h) = 27y(h) - 'Yy(h - 1) - ’Yy(h + 1)

Como esta funcién depende solo de h y la media es constante (/31), {Vz,} sigue
siendo estacionaria.

— 43 —



Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 2: Modelos estadisticos para

series temporales

Bloque 2: Modelos estadisticos para series tem-
porales (enunciados)

Ejercicio 1. Encuentre la ACF y la ACVF para k =0,1,2,3,4,5 para cada uno de
los siguientes modelos, donde a; es un proceso de ruido blanco Gaussiano.

(a) Zt — O.5Zt,1 = ¢
(b) Zt — 1.3Zt_1 + 0.4Zt_2 = a¢
Ejercicio 2. Considere el siguiente proceso MA(2)

Y = U + Ohug—1 + Oruy_o

donde u; es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza o?2.

(a) Calcule la media y varianza de y;.

(b) Obtenga la funcién de autocorrelacién para el proceso (i.e., exprese la auto-
correlacién, 7y, 7y, . .. como funciones de los parametros 60 y 6s).

(¢) Si# =—0.5y 0y =0.25, dibuje la ACF de y;.
Ejercicio 3. Considere los procesos

2= Q121 + Wy

Up = Polly—1 + a4

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso AR(2).

Ejercicio 4. Considere los procesos
2y = up — Orugy

up = ay — Opa,,

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso MA(2).

Ejercicio 5. Considere los procesos

2= Q121 + Wy

u = ay — Oga4_1

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso ARMA(1,1).

Ejercicio 6. Demuestre que:
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(a) Los procesos Z; y Z, definidos por

Zy=W,+60W,_1, W, X N(0,0?),
(0,0%0%),

itd

Zy =Wy +07"Wy, Wy~

tienen propiedades de segundo orden idénticas. ;Cual de ellos, si es que alguno,
es el mas apropiado para un proceso ARMA?

(b> Sl Wt %i <07 02)7 y:

Y, = 0.5, + 0.0W; + 0.75W 1 — 0.5W s, t € Z,

.Es el proceso Y; un modelo ARMA bien definido? Si no lo es, reduzcalo a la
mejor forma posible, usando (a) u otro método.

Ejercicio 7. Considere un modelo ARMA estacionario con una constante, es decir,

P(B)Y; = o+ 0(B)Wy,

donde W; es un ruido blanco. Demuestre que si no hay una parte autorregresiva,
entonces E(Y;) = a, y encuentre E(Y;) en el caso general. Discuta la interpretacién
de a para un modelo ARIMA(p, 1, ¢) con una constante,

¢(B)DY, = a+ 6(B)W,.
Ejercicio 8. Demuestre que las ecuaciones autorregresivas

Xt:¢1Xt—1+Zta tzovilv"'7

donde {Z;} ~ WN(0,0?) y |¢| = 1, no tienen ninguna solucién estacionaria.

Recomendacién: Suponga que si existe una solucién estacionaria {X;} y use
la ecuacién autorregresiva para derivar una expresion para la varianza de X; —
" X,_,_1 que contradice el supuesto de estacionariedad.

Ejercicio 9. Suponga que en una muestra de tamano 100 de un proceso AR(1) con
media pu, ¢ = 0.6, y 02 = 2 obtenemos Z;g0 = 0.271. Construya un intervalo de
confianza aproximado del 95% para u. ;jSon los datos compatibles con la hipdtesis
de que p =07

Ejercicio 10. Identifica los siguientes modelos como modelos ARMA(p,q) y deter-
mina si son causales y/o invertibles:

(a) ¢y = 0.80z4_1 — 0.152;_9 + wy — 0.30w;_;.
(b) Ty = Tp—1 — 0.50$t_2 + Wt — Wi—1-

Ejercicio 11. Determine cuéles de los siguientes procesos ARMA son causales y
cudles son invertibles. En cada caso, {Z;} denota ruido blanco.

(a) Xt + 0-2Xt71 — O.48Xt,2 = Zt.
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(b) X; +1.9X,1 + 088X,y = Z, 4+ 0.2Z,_1 + 0.7Z,_,.
(¢) Xy +0.6X, =2, +127;_,.
(d) X, +1.8X, 1 +081X, 5 = Z,.

)

(e Xt -+ 1.6Xt,1 = Zt - O.4Zt,1 + 0-04Zt72'
Ejercicio 12. Calcule la ACF y la PACF del proceso AR(2):

X, =08X; o+ 7Z;, {Z;} ~WN(0,0%).
Ejercicio 13. Sea {Y;} la serie temporal ARMA més ruido, definida por:
Y, =X, + W,
donde {W;} ~ WN(0,0%,), {X;} es un proceso ARMA(p, q) que satisface:

¢(B)X; = 0(B)Z;, {Z;} ~WN(0,0%),
y ademds E(W Z;) = 0 para todo s y t.

(a) Demuestre que {Y;} es estacionario y encuentre su autocovarianza en términos
de 0%, y la funcién de autocovarianza de {X;}.

(b) Demuestre que el proceso U, := ¢(B)Y; es r-correlacionado, donde r = max(p, q)
y es un proceso MA(r). Concluya que {Y;} es un proceso ARMA(p,r).

Ejercicio 14. Demostrar que los dos procesos MA(1):

Xt = Zt + Gthl, {Zt} ~ WN(O, 0'2)

~ 1 -~ ~
Y,=Z,+ 52,5_1, {Z,} ~WN(0,0%0?),
donde 0 < |f| < 1, tienen las mismas funciones de autocovarianza.

Ejercicio 15. Supongamos que {X;} es el proceso MA(1) no invertible:

X, =72,4+0Z,1, {Z}~WN(0, 5%,
donde |#] > 1. Definimos un nuevo proceso {W;} como:

o0

Wy =Y (-0)7 X,

J=0

y demostrar que {W;} ~ WN(0,0%,). Expresar o3, en términos de 6 y o* y
demostrar que {X;} tiene la representacién invertible (en términos de {W;}):

1
Xt - Wt + EWt,l.
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Ejercicio 16. Demostrar que el valor en el rezago 2 de la funcién de autocorrelacion
parcial (PACF) del proceso MA(1)

Xt:Zt‘l—eZt_l, t:O,il,...,
donde {Z;} ~ WN(0,0?), es:

—6?
@)= T

Ejercicio 17. Suponga que {Y;} es un proceso AR(1) con —1 < ¢ < +1.

(a) Encuentre la funcién de autocovarianza para W, = VY; = Y, —Y,_; en términos
de ¢ y 2.

(b) Demuestre que

202
Var(W;) = | +e¢.

Ejercicio 18. Describa las caracteristicas importantes de la funciéon de autocor-
relacién para los siguientes modelos:

(1),
(2),
(1),
(2),

(e) ARMA(L,1).

(a) MA
(b) MA
(c) AR
(d) AR
)

Ejercicio 19. Sea {Y;} un proceso AR(2) de la forma especial Y; = ¢oY; o +e;. Use
principios basicos para encontrar el rango de valores de ¢, para los cuales el proceso
es estacionario.

Ejercicio 20. Para el modelo ARMA(1,2)
Y, =08Y,_1 +e +0.7e,_1 + 0.6e4_9
Demostrar que:
(a) pr = 0.8p_1 para k > 2.
(b) p2 =0.8p; + 0.6%.

Ejercicio 21. Considere dos procesos MA(2), uno con ¢; = 6, = % y otro con
(91 =—1 y 92 = 6.

(a) Demuestre que estos procesos tienen la misma funcién de autocorrelacion.
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(b) ;Cémo se comparan las raices de los polinomios caracteristicos correspondi-
entes?

Ejercicio 22. Considera el modelo AR(1) “no estacionario” Y; = 3Y;_1 + e;.

(a) Demuestra que Y; = —> "%, (%)] e.+; satisface la ecuacion AR(1).
(b) Demuestra que el proceso definido en la parte (a) es estacionario.

(c¢) (En qué sentido esta solucién es insatisfactoria?

Ejercicio 23. Considera un proceso que satisface la ecuacién AR(1) Y; = %Y}/,l +e4.

(a) Demuestra que Y; = 10 (%)t +e+ %et_l + (%)2 e¢_o + - -+ es una solucién de la
ecuacién AR(1).

(b) ;Es estacionaria la solucién dada en la parte (a)?

Ejercicio 24. Considere un proceso que satisface la ecuacion AR(1) “estacionaria”
de media cero Y; = ¢Y; 1 +e; con —1 < ¢ < 1. Sea ¢ una constante no nula, y

define W, =Y, + c¢'.
(a) Demuestra que E(W;) = c¢'.

(b) Demuestra que {W;} satisface la ecuacién AR(1) “estacionaria” W, = ¢W;_; +
Ct.

(c) iEs {W;} estacionario?
Ejercicio 25. Considere el modelo Y; = ¢e; —e;_1 — e;_o + 0.5¢;_3.

(a) Encuentra la funcién de autocovarianza para este proceso.

(b) Demuestra que esto es un cierto proceso ARMA(p, q) disfrazado. Es decir,
identifica los valores de p y ¢ y los parametros 6’s y ¢’s tales que el proceso
ARMA (p, q) tiene las mismas propiedades estadisticas que {Y;}.

Ejercicio 26. Suponga que {Y;} es un proceso AR(1) con p; = ¢. Define la secuen-
cia {b;} como

be =Y — oY1
(a) Demuestra que Cov(by, b;—x) = 0 para todo t y k.
(b) Demuestra que Cov(b, Yi+x) = 0 para todo t y k > 0.

Ejercicio 27. Considere un proceso “AR(1)” que satisface Y; = ¢Y;_1 + ¢;, donde
¢ puede ser cualquier nimero y {e;} es un proceso de ruido blanco tal que e; es
independiente del pasado {Y;_1,Y;_2,...}. Sea Y una variable aleatoria con media
o v varianza op.
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(a) Demuestre que para t > 0 se puede escribir

Vi=e +de 1+ ¢ler o+ e+ + ¢ len + ¢'Y5.

(b) Demuestre que para t > 0 se tiene E(Y;) = ¢' .

(¢) Demuestre que para t > 0

1-¢% 2 2% 2 .
Va?”(n) — { 1_¢2 06 + (b 007 para ¢ 7§ ,

to? + o2, para ¢ = 1.

(d) Suponga ahora que pp = 0. Argumente que, si {Y;} es estacionario, debemos

tener ¢ # 1.
(e) Continuando con la suposicién de que po = 0, demuestre que, si {Y;} es
estacionario, entonces
2
o
Var(Y;) = =

y, por lo tanto, debemos tener |¢| < 1.
Ejercicio 28. Considere el proceso AR(2) {X:} que satisface
Xy —0Xi1 — 0 Xo0 =2y, {Z;} ~WN(0,07).

(a) ¢Para qué valores de ¢ este proceso es causal?

(b) Los siguientes momentos muestrales se calcularon después de observar X7, . .., Xogp:

7(0) = 6.06, p(1) = 0.687.

Encuentre estimaciones de ¢ y o2 resolviendo las ecuaciones de Yule-Walker.
(Si encuentra mas de una solucién, elija la que sea causal.)

Ejercicio 29. 200 observaciones de una serie temporal, Xi,..., Xsqg, dieron las
siguientes estadisticas muestrales:

e Media muestral: Xo0 = 3.82;
e Varianza muestral: 4(0) = 1.15;
o ACF muestral:

p(1) = 0.427, p(2) =0.475, H(3) =0.169.

(a) Basdndonos en estas estadisticas muestrales, jes razonable suponer que {X; —
p} es ruido blanco?
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(b) Suponiendo que {X; — 1} puede modelarse como un proceso AR(2),

Xy —pp— 01( X1 — p) — 92(Xymo — p) = Zi,
donde {Z;} ~ I1D(0,0?), encuentre estimaciones de i, ¢1, ¢o y 0.
(¢) ¢Concluiria que p = 07
(d) Construya intervalos de confianza del 95% para ¢ y ¢o.

(e) Suponiendo que los datos fueron generados a partir de un modelo AR(2),
derive estimaciones de la PACF para todos los retardos h > 1.

Ejercicio 30. Encuentre las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(2)

1 2
X = §Xt—1 + §Xt—2 + €.

Demuestre que la funcién de autocorrelacion es

r K
16 (2 5 (1
=22 2 (- Z.
P 21(3) +21( 3) ke

Ejercicio 31. Suponga que tenemos 1500 observaciones x1, Zs, . . ., 1500 de una serie
temporal y hemos elegido estimar un modelo AR(2),

Xy = 1 Xo1 + 92Xy o + Wy,

donde W; ~ WN(0,02). Hemos calculado las siguientes autocovarianzas mues-
trales:

4(0)=5.0, 4(1) =00, #(2) =25 4(3) =00, #(4)=10.
(a) Estime los coeficientes ¢y, ¢ y la varianza del ruido o2.

(b) Proporcione un intervalo de confianza aproximado del 95% para el coeficiente

P2.
Ejercicio 32. Considere el proceso ARMA(1, 1) estacionario dado por
Xt = 0.5Xt,1 + wy — 0.3wt,1.

Dado que el proceso es estacionario, tiene la representacion de Wold. Calcule
los primeros cuatro coeficientes de la representacién de Wold (es decir, 1o, ¥4, s,

y ¢3)'
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Bloque 2: Modelos estadisticos para series tem-
porales (soluciones)

Ejercicio 1. Encuentre la ACF y la ACVF para k =0,1,2,3,4,5 para cada uno de
los siguientes modelos, donde a; es un proceso de ruido blanco Gaussiano.

(a) Zt - O.5Zt,1 = Q¢
(b) Zt — 1.3215_1 + 0.4Zt_2 = a¢

Solucion.
Definiciones:

L] ACVF: Ye = COV(Zt, Zt—k) = E[ZtZt—k’]

e ACF: pk:%

(a) Z; —0.5Z;_1 = a; es un modelo AR(1) con ¢, = 0.5.
Zt = 0.5Zt_1 + ay

Multiplicamos la ecuacién despejada por Z;_j y aplicamos E[-]:
Ye = E[ZtZt,k] = E[(OBZt,1 + CLt)Zt,k}

E[ZtZt_k] == 0.5E[Zt_1Zt_k] + E[atZt_k]
Ye = 0.5vk-1 + Cov(as, Zi—k)

Para k > 1, como Cov(ay, Z;—y) = 0 para k > 1:

Ve = 0.57,_1 para k >1

Para la ACF (pg), dividimos la ecuacién de la ACVFE por q:

o = T _ 0_5%—1
Yo Yo

= pr = 0.5p4—1

La solucién es: py, = (0.5)".

La ACF py, sigue la ecuacién para k > 1 es pp = ¢1pp_1:

pr = 0.5p1

La solucién es: py, = (0.5)".

El PACF se anula para k > p = 1:

P11 =01 =05y ¢, =0parak > 2
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(b) Zy =132, 1 +04%, o =a, = Z; = 1.3Z;_1 —0.4Z;_5 + a; es un modelo
AR(2) con ¢, = 1.3 y ¢o = —0.4. Para la ACVF (y;), multiplicamos la
ecuaciéon despejada por Z; j v aplicamos E[-]:

E[ZtZt_k] = E[(].?)Zt_l — 0.4Zt_2 + CLt)Zt_k}
’}/k = 1'3E[thlzt7k} — O.4E[Zt,QZt,k] + E[@tthk]
Ve = 1.37k—1 — 0.4vp—2 + Cov(ay, Zi—i)

Para k > 2, como Cov(ay, Z;_) = 0 para k > 2:

Ve = 1.37_-1 — 0.4y,_o para k > 2

Para ACF (py), dividimos la ACVF por ~:

Pk = 1-3Pk—1 — 0-4pk—2 para k Z 2

Para k =1, Cov(a;, Z;—1) = 0:
7 =137 — 0.4y_1 + Cov(as, Z; 1)
—_——
=0
Usando la simetria vy = ~;:
Y1 = 13’}/0 - 04’}/1

71(1+0.4) = 1.37

= — =~ 0.92857
P~ Yo 1.4

ps = 1.3p; — 0.4po = 1.3(0.92857) — 0.4(1) ~ 0.80714

ps = 1.3py — 0.4p; = 1.3(0.80714) — 0.4(0.92857) ~ 0.67786
ps = 1.3p5 — 0.4py = 1.3(0.67786) — 0.4(0.80714) ~ 0.55836
ps = 1.3ps — 0.4p5 = 1.3(0.55836) — 0.4(0.67786) ~ 0.45473

Ejercicio 2. Considere el siguiente proceso MA(2)

Yr = ug + Orug1 + Oauy o
donde w; es un proceso de ruido blanco con media cero y varianza 2.
(a) Calcule la media y varianza de y;.

(b) Obtenga la funcién de autocorrelacién para el proceso (i.e., exprese la auto-
correlacién, 7y, 7y, ... como funciones de los pardmetros 6, y 605).

(¢) Si# =—0.5y 0y =0.25, dibuje la ACF de y;.
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Solucién.

(a)

La media de y; es calculada usando la propiedad de linearidad del operador
esperanza:
E[yt] = E[Ut + 91ut,1 + Ggut,z]

E[yt] = E[Ut] + 61E[ut_1] + QQE[Ut_Q]

Dado que Elus = 0, entonces:

E[yt] =0

La varianza de y; es 79 = Var(y;). Dado que w;, uy_1,u;_5 no estén correla-
cionados, la varianza de su suma es la suma de sus varianzas individuales:

Var(y;) = Var(u;) + Var(6yus—1) + Var(faus_o)
Usando la propiedad Var(aX) = a*Var(X):
Yo = Var(u;) + 07 Var(u,_1) + 03 Var(u;_s)

Dado que Var(u;) = 0%

Yo = o*(1+ 07 + 03)

La ACVF es v, = E[yyi—i|, y la ACF es 7, = 2=,

T
Autocovarianza en el rezago k = 1.

7 = Elyyi—1] = El(w + 61—y + Gowy—o) (wp—1 + Orwp—o + Gouy_3)]

Los tinicos términos cuya esperanza matemaética es distinta de cero (i.e., donde
los indices coinciden) son:

° 91ut,1 c U1 —> HlE[u?_l] = 910’2
° 92ut,2 : 91Ut72 - 9192E[ut272] = 81020’2

1 = 02(60y + 6102)
Autocovarianza en el rezago k = 2
Y2 = Elyiyi—2] = E[(u + 61—y + Oous_o)(us—o + Orus—3 + Oauz_y)]
El tnico término cuya esperanza matematica es distinta de cero es:
o Ooup o uy_9 = O02FE[u? ,] = Oy0°
T2 =0 262

Autocovarianza en el rezago k > 3 Para k > 3, no hay términos u; superpuestos
entre y; v ¥s—x, por lo que la varianza es cero:

=0 for k>3
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ACF usando 7, = 1—(’?:

Rezago k = 1:
S 0'2((91 +9192) S (91(1 +92)
T 021467 4 62) Y1404 62

Rezago k = 2:
P 6
TR0+ 6+ 6 2Tyt

Rezago k > 3:

7. =0 parak >3

Dibuja la ACF para 6; = —0.5 y 65 = 0.25. Sustituye los valores dados en las
formulas de la ACF. El denominador es D = 14+624-62 = 14(—0.5)2+(0.25)? =
1+ 0.254 0.0625 = 1.3125.

Lag k = 1:
(—=05)(140.25)  (—05)(1.25)  —0.625
e 1.3125 B 1.3125 1.3125
T~ —0.476
Lag k = 2:
0.25
To =
1.3125
To = 0.190
Lag k£ > 3:
Te = 0
® 7o) — 1
o 7 ~ —0.48 (Correlacién negativa)

e 75 ~ (.19 (Correlacién positiva)

e 7, =0 para todo k > 3

Esta es la propiedad caracteristica de un proceso MA(2): la ACF se corta

exactamente después del rezago g = 2.

Ejercicio 3. Considere los procesos

2= Q121 + Wy

U = PoUp—1 + oy

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso AR(2).
Solucion.
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Partimos de las ecuaciones:

2= Q121 + Wy

Up = PoUp—1 + Gy

donde a; es un proceso de ruido blanco. Sustituyendo la segunda ecuacién en la
primera:

2t = $12e-1 + (Poug—1 + ay)

2 = G121 + Goty—q + ay.

Ahora, sustituimos u;_; utilizando la ecuacién u;_1 = dotty_o + ay_1:

2= 121 + Pa(Poty—o + a11) + @y

2 = Pr124-1 + ¢§Ut—2 + Poa—1 + ay.

De la ecuacién original de z;:

Up—1 = 241 — P124—2.

Sustituyéndolo en la ecuacion anterior:

2= Q121 + ¢§<Zt_2 — $12-3) + D201 + Q4.

Reordenando los términos:

2 — Q121 — Q222 = Q4 + Pay_1.

La ecuacién obtenida tiene la forma de un proceso AR(2):

20— (O1 + P2) 21 + Q102210 = Ay + Poay_1.

Dado que a; es un ruido blanco, el lado derecho representa un término de er-
ror autocorrelacionado, lo que sugiere que z; sigue un modelo AR(2), pero con un
término de ruido dependiente de a;.

Ejercicio 4. Considere los procesos
zp = ug — Orugy

U = ay — Ogas_1

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso MA(2).
Solucion.
Partimos de las ecuaciones:

2= u — 1wy
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u = ay — Oga4_1
donde a; es un proceso de ruido blanco. Sustituimos la segunda ecuacion en la
t
primera:
Zt = (at - 92(%—1) — 01—y

Ahora sustituimos wu,_; utilizando la ecuacién u;— 1 = a;—1 — O2a;_»:

2t = (Clt - 92at—1) - 91(%—1 - 92%—2)-
Distribuimos los términos:

2 = ap — Ogap — Orap—1 + 0102a,_5.

Agrupamos los coeficientes:

Zt = Ay — (91 -+ 92)at_1 + 9182(%_2.

La ecuacion obtenida tiene la forma de un proceso MA(2):

* *
Zy = Ay — Glat,l + 92(115,2,

donde:

T :91—|—92, ; :9192.

Dado que a; es un ruido blanco, la expresion muestra que z; es una combinacion
lineal de ruido blanco y sus retrasos hasta el orden 2, lo que confirma que z; sigue
un proceso MA(2).

Ejercicio 5. Considere los procesos

2= Q121 + Wy

U = ay — Ogas_1

donde a; es un proceso ruido blanco. Demuestre que z; sigue un proceso ARMA(1,1).
Solucion.
Partimos de las ecuaciones:

2= Q121 + Wy

U = ay — Ogas_1

donde a; es un proceso de ruido blanco. Sustituimos la segunda ecuaciéon en la
primera:

2= $r12-1 + (ar — Oray_1).

Reordenamos los términos:
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Zt — ¢1Zt—1 =a; — Ohay_;.

La ecuacién anterior tiene la forma estdandar de un modelo ARMA(1,1):

2 — Q121 = Ay — Orap_1.

La parte AR(1) estd representada por el término ¢;z;_;. La parte MA(1) estd
representada por el término —6sa;_1. - a; es un proceso de ruido blanco. Hemos
demostrado que z; sigue un proceso ARMA(1,1) con la ecuacién:

2t — ¢1Zt—1 =a; — Oyay_;.

Esto confirma que el proceso tiene tanto un componente autorregresivo de orden
1 como un componente de media mévil de orden 1.

Ejercicio 6. Demuestre que:

a) Los procesos Z; y Z; definidos por
Y 4

Zy =W+ Wiy, W, N(0,0%),

itd

Zt = Wt + 9_1Wt_1, Wt ~ (O, 9202),

tienen propiedades de segundo orden idénticas. ;Cual de ellos, si es que alguno,
es el mas apropiado para un proceso ARMA?

(b) Si W, % N(0,02), v:

Y, = 0.5, + 0.5W, 4+ 0.75W,_; — 0.5W,_o, t € Z,

.Es el proceso Y; un modelo ARMA bien definido? Si no lo es, reduzcalo a la
mejor forma posible, usando (a) u otro método.

Solucion.

(a) Dado que la funcién de autocovarianza de un proceso MA(1)

Zy =W+ vWiy

con W; ~ N(0,72) estd dada por v(0) = 72(1 + v?), v(1) = 7%v, v(h) = 0 en
otro caso. La igualdad de las funciones de autocovarianza se sigue inmediata-
mente al sustituir los pares 0 y 02, luego 0! y 0202 por v y 72. La forma con
el coeficiente menor que 1 es invertible.

(b) Los polinomios correspondientes son

#(z) =1—0.52,
0(z) = 0.5(1 + 1.52 — 2%) = 0.5(1 — 0.52)(1 + 22),
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por lo que, después de cancelar el término comin 1 — 0.5z e introducir las
variables aleatorias 7, = 0.5W;, obtenemos

Yi=mn+2m-1, m ~ (0,0.2502),

lo cual es causal pero no invertible: el polinomio 1 + 2z tiene la tunica raiz
z1 = —1/2. Basdndonos en la parte a), podemos obtener una representacion
ARMA equivalente bien comportada tomando

Y, = 772 + 0'5772—17 712 Z}\_C/l (O’ 02)'

Ejercicio 7. Considere un modelo ARMA estacionario con una constante, es decir,

#(B)Y, = a + 6(B)W,,

donde W; es un ruido blanco. Demuestre que si no hay una parte autorregresiva,
entonces E(Y;) = a, y encuentre E(Y;) en el caso general. Discuta la interpretacién
de « para un modelo ARIMA(p, 1,¢) con una constante,

$(B)DY, = a + 0(B)W,.

Solucion.
Sino hay parte autorregresiva, entonces Y; = a+60(B)W, y, por lo tanto, E(Y;) =
a. En el caso general, escribiendo 1 = E(Y;) y ¢(2) = 1 —¢12—- - - — 2P, obtenemos

a=E{p(B)Yi} = pp— ipp — - — dppt = pep(1).

Por lo tanto, = a/¢(1).
Para el modelo ARIMA(p, 1, q) con una constante, obtenemos

«Q at
E(DY;) =—— = E) =ElYy) +——.
El pardametro o puede interpretarse como la pendiente de la tendencia lineal de
Y}, corregida por el factor 1/¢(1) para tener en cuenta la parte autorregresiva del
modelo.

Ejercicio 8. Demuestre que las ecuaciones autorregresivas

Xt:¢1Xt—l+Zt7 tzoaila'”7

donde {Z;} ~ WN(0,0%) y |¢| = 1, no tienen ninguna solucidn estacionaria.

Recomendacién: Suponga que si existe una solucion estacionaria {X;} y use
la ecuacién autorregresiva para derivar una expresion para la varianza de X; —
(b?“Xt,n,l que contradice el supuesto de estacionariedad.
Solucién.

Supongamos que existe una solucién estacionaria {X; : t € Z} para

Xt:¢Xt71+Zt7 t:(),:izl,
donde {Z; : t € Z} ~ WN(0,0?) y |¢1| = 1. Utilizando las recurrencias,
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_ 42 _ _ n+1 . i
Xy =X+ Zi= "Xy o+ 0Zir+ Zo = =" Xy iy + > I Zi)
=0

lo que implica que

n

X; — "Xy (na1) = Z O Zy_;.
i=0
Tenemos que

n

Var <Z ¢iZti> = Z ¢*'Var(Z,_;) = o’ =(n+1)o%
i=0 i=0

i=0
Por otro lado, tenemos que

Var(X; — " X i) = 29(0) — 26™ 1y (n + 1) < 29(0) + 2(n + 1) < 49(0).

Esto implica que

(n+1)o* < 4v(0), Vn.

Tomando el limite cuando n — oo implica que v(0) = oo, lo cual es una con-
tradiccién. Por lo tanto, no existe ninguna soluciéon estacionaria.

Ejercicio 9. Suponga que en una muestra de tamano 100 de un proceso AR(1) con
media u, ¢ = 0.6, y 02 = 2 obtenemos Z;o0 = 0.271. Construya un intervalo de
confianza aproximado del 95% para u. ;jSon los datos compatibles con la hipdtesis
de que p =07
Solucién.

Dado que {X; : t € Z} es un proceso AR(1) con media u, cumple que

Xi—p=0Xe1—p)+ 2, {Z,:t€Z}~WN(0, 0%,
con ¢ = 0.6 y 0 = 2. Dado que {X; : t € Z} es AR(1), tenemos que

oM a?

7X<h) - 1_—¢2

Estimamos p mediante

Para valores grandes de n, X, es aproximadamente normal con media p y vari-
anza

% > A(n)

|h|<oo
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En nuestro caso, la varianza es
1 - o?
—1+2 4
H(ene) s
1 1 o?
=—(142(——-1) ) ——
(2 (75 )

1 2 ] o?
Cn\l—¢ 1 — ¢2
149 o2 0

Cn(l-¢)l—¢*  n(l-¢)*

Por lo tanto, X,, es aproximadamente

¥ ()

Un intervalo de confianza del 95% estd dado por

I = (:cn — Ao.ozs\/ﬁ’ Tn + AOﬂ%\/ﬁ) .

Sustituyendo los valores numéricos obtenemos

I =0.271 + 0.69.
Dado que 0 € I, la hipdtesis de que u = 0 no puede ser rechazada.

Ejercicio 10. Identifica los siguientes modelos como modelos ARMA(p,q) y deter-
mina si son causales y/o invertibles:

(a) zy = 0.80z;_1 — 0.15x4_o + wy; — 0.30w;_q.
(b) Tt = Tp—1 — 0.50[L‘t_2 + Wt — Wi—1-
Solucién.

(a) Escribir como (1—.3B)(1—.5B)x; = (1 —.3B)w; y reducir a (1 —.5B)x; = wy.
Por lo tanto, el proceso AR(1): z; = .5bx;_1 + w; es causal e invertible.

(b) El polinomio AR es
1—1z40.52%

que tiene raices complejas
144

fuera del circulo unitario (nota que |1 +4|? = 2). El polinomio MA es
1—2z,

que tiene raiz en la unidad. Por lo tanto, el proceso es un ARMA(2,1) causal
pero no invertible.
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(b) The AR polynomial is 1 — 1z + .5z which has complex roots 1 4 i outside
the unit circle (note |14-¢|? = 2). The MA polynomial is 1 — z which has root unity.
Thus the process is a causal but not invertible ARMA(2, 1).

Ejercicio 11. Determine cudles de los siguientes procesos ARMA son causales y
cuédles son invertibles. En cada caso, {Z;} denota ruido blanco.

Xt + 0-2Xt—1 - 0.48Xt_2 — Zt'

Xt + 1°9Xt—1 + O.88Xt_2 - Zt + O.QZt_l ‘I— 0'7Zt—2'

Xt + 1.8Xt_1 + O.81Xt_2 — Zt.

)

)
C) Xt + O.6Xt_1 = Zt + 1'2Zt—1-

)

) Xt + 1.6Xt,1 = Zt - O-4Zt71 + 0-04Zt72'
Solucién.

Escribimos los procesos ARMA como ¢(B)X; = 6(B)Z,;. El proceso { X, : t € Z}

es causal si y solo si ¢(z) # 0 para cada |z| < 1y es invertible si y solo si §(z) # 0
para cada |z] < 1.

(a) ¢(z) =1+0.22 — 0.482% = 0 se resuelve con 2y = 2 y zp = —2.
Por lo tanto, {X; : t € Z} es causal.
0(z) = 1. Por lo tanto, {X; : t € Z} es invertible.

(b) ¢(z) =14 1.9z +0.882% = 0 se resuelve con z; = — 10y 2o = —2.
Por lo tanto, {X; : t € Z} no es causal.
1—iv/69 _ 1+iv69
=

0(z) = 14+ 0.22 4 0.72> = 0 se resuelve con z; = — 1= y 2, =

Dado que |z;| = |z2] = @ > 1, {X; : t € Z} es invertible.

(¢) ¢(z) =14 0.6z =0 se resuelve con z = —
Por lo tanto, {X; : t € Z} es causal.
0(z) =1+ 1.2z = 0 se resuelve con z = —2.
Por lo tanto, {X; : t € Z} no es invertible.

wlot

(d) ¢(z) =14 1.82+0.812% = 0 se resuelve con 2 = 25 = —4.
Por lo tanto, { X, : t € Z} es causal.
0(z) = 1. Por lo tanto, {X; : t € Z} es invertible.

(e) ¢(2) =1+ 1.62 =0 se resuelve con z = —
Por lo tanto, {X; : t € Z} no es causal.
0(z) =1 — 0.4z + 0.042? = 0 se resuelve con z; = zy = 5.
Por lo tanto, {X; : t € Z} es invertible.

oot

Ejercicio 12. Calcule la ACF y la PACF del proceso AR(2):

X, =08X; o+ 7Z;, {Z;} ~WN(0,0%).

Solucioén.
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Dado que

Xt - O.8Xt_2 + Zt7

donde {Z; : t € Z} ~ WN(0,0?%), aplicamos las ecuaciones de Yule-Walker
multiplicando ambos lados por X; j y tomando el valor esperado. Las ecuaciones
de Yule-Walker para un proceso AR(2) son:

Y(0) = ¢17y(1) + ¢27(2) + 0
(1) = 17(0) + day(1)

7(2) = ¢1y(1) + ¢27(0)

Para este ejercicios, obtenemos:

E[Xtthk] — O.SE[Xt,QXt,k-] + E[Ztthk]g

lo que nos da:

7(0) = 0.8v(2) + o*

v(k)=08y(k—-2), k>1.

Dado que v(k) = v(—k), necesitamos resolver el siguiente sistema de ecuaciones:
7(0) = 0.87(2) = 0
+(1) ~ 0.87(1) = 0

7(2) = 0.87(0) =0
Primero, observamos que (1) = 0y, por lo tanto, y(h) = 0 si h es impar. Luego,
resolvemos para (0) y obtenemos:

7(0) = o*(1 — 0.8%) 7.

De esto se sigue que:

v(2k) = v(0)0.8".

Por lo tanto, la funcién de autocorrelacién (ACF) es:

1, h =0,
p(h) =408, h=2k k==+1,+2, ...
0, en otro caso.

La funcién de autocorrelacién parcial (PACF) se puede calcular como a(0) = 1,
a(h) = ¢np, donde ¢y, proviene del mejor predictor lineal de X1, el cual tiene la
forma:
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h
Xh+1 = Z ¢hiXh+1—i-

i=1

Para un proceso AR(2), tenemos:

Xp1 = 01 Xp + 02 X5

donde podemos identificar:

a(0)=1, «a(l)=0, «2)=038, y «alh)=0parah > 3.

La PACF de este proceso AR(2) tiene la siguiente estructura: ¢y; = 0 (primer
coeficiente); ¢9g = 0.8 (segundo coeficiente). Para k > 2, los coeficientes de la PACF
tienden a 0.

Ejercicio 13. Sea {Y;} la serie temporal ARMA maés ruido, definida por:

)/t = Xt + Wt)
donde {W;} ~ WN(0,0%,), {X;} es un proceso ARMA(p, q) que satisface:

¢(B)Xt = 0<B)Zt7 {Zt} ~ WN(07 U%)v
y ademds E(W Z;) = 0 para todo s y t.

(a) Demuestre que {Y;} es estacionario y encuentre su autocovarianza en términos
de o, y la funcién de autocovarianza de {X;}.

(b) Demuestre que el proceso U; := ¢(B)Y; es r-correlacionado, donde r = max(p, q)
y es un proceso MA(r). Concluya que {Y;} es un proceso ARMA(p,r).

Solucion.

(a) Como {X;} es un proceso ARMA estacionario y {W;} es ruido blanco con
media cero y varianza constante, ambos procesos son estacionarios. Ademas,
dado que X; es una combinacién lineal de {Z;} y se cumple E(W,Z;) = 0, se
tiene

Cov(X;, W) =0 para todo t, s.

Por lo tanto, la suma de dos procesos estacionarios e incorrelacionados es
estacionaria, y se concluye que {Y;} es estacionario.

La funcién de autocovarianza de {Y;} viene dada por

vy (h) = Cov(Yy, Yiop)
= Cov(X; + Wi, Xy, + Wiiy)
= vx(h) +yw(h),

ya que los términos cruzados son nulos.
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Como {W;} es ruido blanco,

Luego,

(b) Definimos

Usando la definicién de Y3,

Ui = o(B)X; + o(B)W,.

Por la ecuacion del modelo ARMA de X;,
¢(B)Xt — 9(B)Zt,

se obtiene

U, = 0(B)Z, + (B)W..

El término 6(B)Z; es un proceso MA(q) y el término ¢(B)W; es un proceso
MA(p). Dado que {Z;} y {W;} son incorrelacionados, la suma es un proceso

MA de orden
r = max(p, q).

Por lo tanto, {U,;} es un proceso MA(r) y, en consecuencia, es r-correlacionado.

Finalmente, dado que

¢(B)Y; = U,

con U; MA(r), se concluye que

{Y;} es un proceso ARMA(p, ), r = max(p, q).

Ejercicio 14. Demostrar que los dos procesos MA(1):

X, =7+ 071, {Z}~WN(0,0%

- 1= .
Yi=2Zi+ 52, {Z;} ~WN(0,0%60%),
donde 0 < |f| < 1, tienen las mismas funciones de autocovarianza.
Solucién.

La funcién de autocovarianza (ACVF) de {X; : t € Z} es:

”}/X(t + h, t) = COV(Xt+h, Xt) = COV(Zt+h + QZH,hfl, Zt + Qthl)
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= yz(h) + 0yz(h+ 1) + 0vz(h — 1) 4+ 6%z (h)

_Jo*1+6%), h=0
0%, |h| = 1.

Por otro lado, la ACVF de {Y; : t € Z} es:
Yy (t +h,t) = Cov(Yin, Vi) = COV(Zt+h + 9_12t+h—1> 7y + 9_1215—1)

=7z(h) + 07 (A + 1) + 07 yz(h — 1) + 07295 (h)

) PP(1+6072) =0*(146%), h=0
) 02020 = 520, h| = 1.

Por lo tanto, son iguales.

Ejercicio 15. Supongamos que {X;} es el proceso MA(1) no invertible:

Xt = Zt + (9Zt,1, {Zt} ~ WN(O, 0'2),
donde |#] > 1. Definimos un nuevo proceso {W;} como:

o0

Wy=> (-0)7X,,
=0
y demostrar que {W;} ~ WN(0,0%,). Expresar o3, en términos de 6 y % y
demostrar que {X;} tiene la representacién invertible (en términos de {W;}):

1
Xt - Wt + EWt_l.

Solucién.
Primero, mostramos que {W; : t € Z} es un proceso de ruido blanco con

WN(0,0%).

EW,=E Z(-@)J’th] = Z(—@)*jE[Xt,j] = 0.

Dado que E[X;_;] = 0 para cada j, ahora calculamos la funcién de autocovari-

anza (ACVF) de {W; : t € Z} para h > 0:

Yw(t+ht) = EW W =FE Z(_Q)_th+hfj Z(_e)_kthk
=0 k=0

- Z > (=0) 7 (=0) " E[Xpyn—; Xii]
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=22 (07 (=0) T x(h—j+ k)

= {yx(r) = a*(1 + )11y (r) + 2011 (Ir)}

=3 Y (=) (P (1 + 0°) Ly (h) + 001y (h) + 0011y ()

7=0 k=0
= (=0 U147+ > (=) UG
j=h j=h—1,j>0
£ Y (o) 2,
j=h+1
-0 (1 +92 hz —2(j— 29(_9)—(h—1) Z (_9)—2(j—(h—1))
j=h j=h—1,j>0
= o20(—6)~(+D Z (—6) 20— (+D)
j=h+1
2
_ 2 2 ~h 2 —(h—1 202
= (L4 0)(=0) "5 +0(=0) ( >92—_1 + 070710 ()
92
— 02(—9)_h92 — 1(1 + Q2 — 1) —+ 0'2921{0}(h)
= 0'2921{0} (h)

Por lo tanto, {W; : t € Z} es un proceso de ruido blanco WN (0, ¢%,) con

O’%V = 026?
Continuamos con:
o
Wt - Z th —j ZT‘—]Xt —j»
§=0

oo o.¢]
D Iml =) 67 < 0.
j=0 j=0

Asi, {X; : t € Z} es invertible y resuelve
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m(z) = Zoﬂjzj = zg))

Esto implica que debemos tener:

gmzj = i (%Z)] 1 +lz/9 B (géj))

J=0

Por lo tanto,
o(z) =1y 0(z)=1+7
es decir, {X; : t € Z} satisface:

X, =W, +07"W,_y.

Ejercicio 16. Demostrar que el valor en el rezago 2 de la funcién de autocorrelacion
parcial (PACF) del proceso MA(1)

Xt:Zt—i—eZt_l, t:O,il,
donde {Z;} ~ WN(0,0?), es:

*

2
IR

a(2)

Solucion.
La PACF se puede calcular como «(0) = 1, a(h) = ¢pp, donde ¢pp, proviene del
mejor predictor lineal de X1, el cual tiene la forma:

h
Xni1 =Y EniXni1i.
i=1
En particular, a(2) = ¢99 en la expresion:

X3 = ¢ Xy + 22 X1,

El mejor predictor lineal satisface:

COV(Xg - Xg,XZ‘) = 0, 1= 1, 2.

Esto nos da:

Cov (X3 — X, X1) = Cov(Xs — a1 Xo — 20X1, X7)
= COV(Xg,X1> — ¢21COV(X2,X1) — ¢QQCOV(X1, Xl)
=7(2) = ¢217(1) — $227(0) = 0.
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De manera similar:

Cov(X3 — X, X5) = Cov(X3 — ¢o1Xo — 22X71, X5)

= 7(1) - ¢217(0) — ¢22’}/(1) =0.

Dado que tenemos un proceso MA(1), su funcién de autocovarianza (ACVF) es:

o?(1+6%, h=0,
v(h) = § 00, h| =1,
0, en otro caso.

Asi, debemos resolver las ecuaciones:

$217(1) + Pp227(0) = 0

(1 = ¢22)7(1) = ¢217(0) = 0.

Resolviendo este sistema de ecuaciones, obtenemos:

—f?
T
Ejercicio 17. Suponga que {Y;} es un proceso AR(1) con —1 < ¢ < +1.

(a) Encuentre la funcién de autocovarianza para W; = VY; = Y;—Y;_; en términos
de ¢ y o2.

(b) Demuestre que

Solucion.

(a)

Cov(VY,, VY, i) = Cov(Yy — Vi1, Yiep — Y1)

= COV(Y;fa }/;f—k‘) - COV(}/;?—la Yt—k) - COV(E) }/;f—k’—l) + COV(K—l) }/;f—k’—l)

2

= (@ = = o
= U—g¢k_1(2¢ _ ¢2 _ 1) — O'g (1 _ ¢)2¢k—1
1—¢? 1— ¢?
2 (1_¢)2 o 21_¢ k—1

U= +e) 1+¢
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como se requiere.
(b)
Var(W;) = Var(Y; — Y, 1) = Var(¢1Y;, 1 + e, — Y, 1)
Var(W;) = Var(Y;_1(¢ — 1) + 02) = (¢ — 1)*Var(Y;_1) + Var(e,)

oe 2 o 0P —20+1+1-¢%
1_—9252(65 —20+1)+o0; = 152

Var(W,) =

202(1 — ¢) 202

e

Var(W;) = —# 1+

Ejercicio 18. Describa las caracteristicas importantes de la funciéon de autocor-
relacién para los siguientes modelos:

Solucion.

(a) Solo hay correlacion en el rezago 1.

(b) Solo hay autocorrelacién en los rezagos 1 y 2. La forma del proceso depende
de los valores de los coeficientes.

(c¢) Correlacién que decae exponencialmente desde el rezago 0.

(d) Diferentes patrones en la funcién de autocorrelacién (ACF) que dependen de
si las raices son complejas o reales.

(e) Correlaciones que decaen exponencialmente desde el rezago 1.

Ejercicio 19. Sea {Y;} un proceso AR(2) de la forma especial Y; = ¢oY; o +e¢;. Use
principios basicos para encontrar el rango de valores de ¢, para los cuales el proceso
es estacionario.
Solucion.

Primero, tenemos la varianza

Var(Y;) = Var(¢oY,_o + ¢;) = ¢aVar(V;_s) + o2

lo cual, asumiendo estacionariedad, es equivalente a

Var(Y;_o) = ¢5Var(Y; o) + 02 <=
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o2 = (1 — ¢3)Var(V;_o) <=

0_2

1—¢3
lo que requiere que —1 < ¢ < 1 ya que Var(Y;_3) > 0.

Var(Y;_o) =

Ejercicio 20. Para el modelo ARMA(1,2)
}/t = 0.83/75_1 + e + 0‘7€t—1 + O.6€t_2
Demostrar que:
(a) pr = 0.8pk_1 para k > 2.
ol
(b) P2 = 08p1 + 067—0

Solucion.

(a)
COV(Y;, Y;g_k) = E[(Ogn_l + e + 0.7613_1 + 0.6€t_2)Y;5_k] — E[Y;]E(}/t_]Q

= E(OSY;g_lY;_k + Y;Gt_k + 0.76,5_1}/;5_].; + 0.6€t_2Y2_k) -0
= OSE(Y;/,lnflﬁ + E(Yz@t,k) + O-7E(et—1y;f—k) + O.?E(@t,QYZ,k)

= 0.8E(Y2_1Y2_k) = O.SCOV(E, n—k—&—l) = 0.8pk_1
(b)

Cov(Y:,Yi—o) = E[0.8Y;_1 + e, + 0.7e;_1 + 0.66;_2)Y; 2]
= E[(0.8Y;—1 + 0.66;_2)Y; o]
— 0.8Cov(Yi_1,Yi o) + 0.6E(er_2Yi_»)
= 0.8y, + 0.6E(e,Y))
— 0.8y + 0.6E[e;(0.8Y,_ + € + 0.7e,_1 + 0.6¢,_5)]

= 0.8y, + 0.607

2

oy = 0.8p, + 0.62¢
0
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Ejercicio 21. Considere dos procesos MA(2), uno con 0; = 6, = é y otro con
61 =1 y 92 = 6.

(a) Demuestre que estos procesos tienen la misma funcién de autocorrelacion.

(b) ;Cémo se comparan las raices de los polinomios caracteristicos correspondi-
entes?

Solucioén.
(a) Para 6, = 65 = ¢, tenemos:

rixi _4G-D) s

RGO )
Para 0, = —1 y 05 = 6:

Pk

1-6 -5
1412436 38"

(b) Para 6; = 0y = %, las raices estan dadas por:

Pk

Y para 6; = —1y 60y = 6:

1EVTHAXG_ 15 1 5 _{1 1}

—2x%x6 12 12712 372

Ejercicio 22. Considera el modelo AR(1) “no estacionario” Y; = 3Y;_1 + e;.

(a) Demuestra que Y; = — 372, (%)J er+; satisface la ecuacién AR(1).
(b) Demuestra que el proceso definido en la parte (a) es estacionario.
(¢) ¢En qué sentido esta solucién es insatisfactoria?

Solucion.

(a)

o] 1 i 0 1 i
—Z g) Cryj =3 —Z(g) Ct+1+j | T €

j=1 j=1
[e's) 1)j+1 o) (1)3 1
- Z 5 Crj = — Z 5] Gt 56
= (3 = 3 3
o0 1 Jj+1 e 1 J
- Z (g) Ctrj = — Z (g) Ci+j
j=1 j=2
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(b)

E(Y,) = E (i (%)j 6t+j) —0

Jj=1
ya que todos los términos son ruido blanco no correlacionado.

[ee] 1 j [e'e) 1 j
Cov(Y;,Y;—1) = Cov <— Z (5) Cttjs Z (§> €t+j—1>

Jj=1 Jj=1

e 1 1\? 1\" 1 1) 1\"
= Lov 3€t+1 3 €tr2 3 €tin, 3€t+1 3 €2 3 Ct4n—1

1 1 1 1 1 1
= Cov _§€t+l - §€t+1 +Cov _§€t+2a_?€t+2 +- - -+Cov —§€t+n,—%€t+n
S Y UL
~267¢ 3 3 3"

que es independiente de .
(c) Es insatisfactorio porque Y; depende de observaciones futuras.

Ejercicio 23. Considera un proceso que satisface la ecuacion AR(1) Y; = %Yt—1 +e4.

(a) Demuestra que Y; = 10 (%)t +e+ %et,l + (%)2 ei—o + - -- es una solucién de la
ecuacién AR(1).

(b) (Es estacionaria la solucién dada en la parte (a)?

Solucion.

(a)

L 10 ! - + + L + ! 2 + + ! " + =
9 5 €t—1 2€t72 9 €t—3 9 €t—n €t—1 =
10 Ly + L + ! 2 + ! 3 + + N + =
5 2€t—1 B €t—2 9 €t—3 5 Ct—n T Ct—1 =

10 N + e+ L + Ly’ + + 1™
B €t 2€t—2 B €t—3 9 €t—n

E(Y;) = 10 (%)

varia con t y, por lo tanto, no es estacionario.

(b)
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Ejercicio 24. Considere un proceso que satisface la ecuacion AR(1) “estacionaria”
de media cero Y; = ¢Y; 1 + e, con —1 < ¢ < 1. Sea ¢ una constante no nula, y
define W, =Y, + c¢'.

(a) Demuestra que E(W,;) = c¢'.

(b) Demuestra que {W;} satisface la ecuacién AR(1) “estacionaria” W, = ¢W;_; +
€t.

(c) (Es {W;} estacionario?

Solucion.

(a)
B(W,) = B(Y; + ') = B(Y;) + E(c¢") = 0+ c' = e

(b)

¢

Mn4+w¢*»+@=¢n4+ww+ef=¢(n )+w¢+ep:n+c¢

(c) No, W; no es independiente de ¢.

Ejercicio 25. Considere el modelo Y; =¢e; —e;_1 — e;_9 + 0.5¢;_3.

(a) Encuentra la funcién de autocovarianza para este proceso.

(b) Demuestra que esto es un cierto proceso ARMA(p, q) disfrazado. Es decir,
identifica los valores de p y ¢ y los pardametros 6’s y ¢’s tales que el proceso
ARMA (p, q) tiene las mismas propiedades estadisticas que {Y;}.

Solucion.

(a)
Cov(Y, Yix) = Cov(er —er 1 — ea+0.5¢ 3,61k — €2k + 0.5e;3 )

o2+ 02 +0.250% = 2.2502, k=0
Y =4 —02 —0.50% = —1.502, E=1
0.502, k=2

(b) Este es un proceso ARMA(p, q) en el sentido de que p =0y ¢ = 2, es decir,
en realidad es un proceso MA(2):

Y, = e —e—1 4+ 0.5e_0,
con #; =1, 0, = —0.5.
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Ejercicio 26. Suponga que {Y;} es un proceso AR(1) con p; = ¢. Define la secuen-
cia {b;} como

by =Y: — ¢Yip.
(a) Demuestra que Cov (b, b;_) = 0 para todo t y k.
(b) Demuestra que Cov(b;, Y;1x) = 0 para todo t y k > 0.

Solucion.

(a)

Cov(Y; — oY1, Y — OYip1) =

COV(Y}, thk) - <Z5COV(Y%7 Y;7k+1> - ¢COV(Y2+1, Y;tfk) + ¢QCOV(Y%+1, Y;fk+1> =

2

1i—e¢g (¢k B ¢k+2)
0.2
— : _e¢2 (¢k o ¢k _ ¢k+2 +¢k’+2) =0

(b) Primero,

Yith = OYign—1 + e =
COV(bt7 }/t-‘rk) - COV(E - qb}/;—i-l’ n—l—k)

= COV(}/h Yt—&-kz) - ¢COV(Yt+17 }/;-I—/C)
0.2

:—1_¢2

2
¢k o ¢1 ie¢2 ¢]€,1 =0

Ejercicio 27. Considere un proceso “AR(1)” que satisface Y; = ¢Y;_1 + ¢;, donde
¢ puede ser cualquier nimero y {e;} es un proceso de ruido blanco tal que e; es
independiente del pasado {Y;_1,Y;_2,...}. Sea Y una variable aleatoria con media
o v varianza op.

(a) Demuestre que para t > 0 se puede escribir
Y= e+ dei1 + dles+ Pleps -+ ¢ e + ¢V
(b) Demuestre que para t > 0 se tiene E(Y;) = ¢'pp.

(c) Demuestre que para t > 0

2t
Vartry _ | B R parao £ 1
' to? + of, para ¢ = 1.
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(d) Suponga ahora que py = 0. Argumente que, si {Y;} es estacionario, debemos

tener ¢ # 1.
(e) Continuando con la suposicién de que po = 0, demuestre que, si {Y;} es
estacionario, entonces
2
o
Var(Y;) = =
y, por lo tanto, debemos tener |¢| < 1.
Solucion.
(a)
Yi=9Yi 1 +e

= (@Yo +e1) t e = ¢*Y; o+ pe_1 + e

=Y+ der1 + PPe ot + 0 e + e
(b)
E(Y;) = E(¢'Yo + ¢er 1+ ¢Per g+ -+ ¢ ler +e) = dlpg
(c)
Var(Y;) = Var(¢'Yy + ¢ery + ¢Pera + -+ ¢ leq)

t—1

= ooy + 0l ) (0°)
k=0
1— ¢2t )
:Ugl—gzﬁ? +¢*o5, sig#£1

=Var(Yy) + o’t = 05 + o2t

(d) Si pp = 0 entonces E(Y;) = 0, pero para que Var(Y;) sea independiente de
t, ¢ no puede ser 1.

(e)

Var(V;) = ¢*Var(Y, ) + 0> = ¢*Var(Y,) + o2

0.2

Var(Yiy) = Var(Y;)(1 — ¢°) = 02 = Var(Y;) = 1_—6&

y por lo tanto, debemos tener |¢| < 1.
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Ejercicio 28. Considere el proceso AR(2) {X,;} que satisface
Xt — QbXt_l - ¢2Xt_2 = Zt7 {Zt} ~ WN(O, 0'2).
(a) {Para qué valores de ¢ este proceso es causal?

(b) Los siguientes momentos muestrales se calcularon después de observar X7, . .., Xogp:

4(0) = 6.06, p(1) = 0.687.

Encuentre estimaciones de ¢ y o2 resolviendo las ecuaciones de Yule-Walker.
(Si encuentra mas de una solucién, elija la que sea causal.)

Solucion.

(a) {X;:t € Z} es causal si ¢(z) # 0 para |z| < 1, asi que verificamos para qué
valores de ¢ esto puede ocurrir.

p(z) =1— ¢z —¢*2> =0

Resolviendo para z:

2+ —-—==0
¢ ¢
Il e 4 R & e
1 — 2¢ ) 2y = 2¢
Ademés, |z1| > 1si |¢] < (V5 —1)/2 =061y |z > 1si 6] < (1++/5)/2 =

1.61.

Por lo tanto, el proceso es causal si |¢| < 0.61.

(b) Las ecuaciones de Yule-Walker son:

0, k>1.

v(k) = ¢y(k = 1) = ¢*y(k —2) = {‘72’ k=0,
Reescribiendo las tres primeras ecuaciones y usando (k) = v(—k):
7(0) = ¢y(1) = ¢°7(2) = o
(1) — ¢7(0) — ¢*y(1) = 0

Y(2) — ¢y(1) — ¢*7(0) = 0.

Multiplicando la tercera ecuacién por ¢? y sumando la primera obtenemos:
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—¢*y(1) = ¢y(1) = ¢*4(0) +~(0) = o°

v(1) — ¢7(0) — ¢*y(1) = 0.

Resolviendo la segunda ecuacién:

~

Insertando los valores estimados de 4(0) y 4(1) = 4(0)p(1), obtenemos las
soluciones:
¢ = {0.509, —1.965}

y elegimos la solucion causal q?) = 0.509. Insertando este valor en la expresién
para o2, obtenemos:

~

52 = —¢*4(1) — ¢3(1) — $*4(0) +4(0) = 2.985.

Ejercicio 29. 200 observaciones de una serie temporal, Xi,..., Xoy9, dieron las
siguientes estadisticas muestrales:

e Media muestral: Xpp = 3.82;
e Varianza muestral: 4(0) = 1.15;

o ACF muestral:

p(1) = 0.427,  p(2) = 0.475, /(3) = 0.169.

(a) Basdndonos en estas estadisticas muestrales, jes razonable suponer que {X; —
p} es ruido blanco?

(b) Suponiendo que {X; — 1} puede modelarse como un proceso AR(2),

Xp—pp = 01( Xy — p) = 02( Xy — p) = 7y,
donde {Z;} ~ I1D(0,0?), encuentre estimaciones de i, ¢1, ¢o y 0.
(¢) ¢Concluiria que p = 07
(d) Construya intervalos de confianza del 95% para ¢ y ¢o.

(e) Suponiendo que los datos fueron generados a partir de un modelo AR(2),
derive estimaciones de la PACF para todos los retardos h > 1.

Solucioén.

— 77 —



(a)

Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 2: Modelos estadisticos para

series temporales

Construyamos una prueba para verificar si la suposicién de que { X;—pu : t € Z}
es WN(0,0?) es razonable.

Supongamos que {X; —p : t € Z} es WN(0,0?). Entonces, dado que p(k) = 0
para k > 1, tenemos que p(k) ~ AN(0,1/n).

Un intervalo de confianza del 95% para p(k) es entonces:
Loy = p(k) £ Xo.oas/ V200,

Esto nos da:

I

p

) = 0.427 +0.139

I

p

(2 = 0.475 + 0.139

Is) = 0.169 =+ 0.139.

Claramente, 0 ¢ I, para los valores observados k = 1,2, 3, por lo que con-
cluimos que no es razonable suponer que {X; — p : t € Z} es ruido blanco.

Estimamos la media como fi = 99 = 3.82.

Las estimaciones de Yule-Walker se obtienen mediante:
¢ =Ry'p,, 6°=4(0)(1— psRy'p,),
donde:
2 ¢31> - (/3(0) /3(1)) . (ﬁ(1)>
e ~ , R = ~ ~ 5 - N .
¢ (% 2= ) p0)) 2= )

Resolviendo este sistema obtenemos las estimaciones él = 0.2742, Qgg =0.3579
y 62 = 0.8199.

Construimos un intervalo de confianza del 95% para /1 para verificar si podemos
rechazar la hipétesis de que p = 0. Sabemos que Xog9 ~ AN (p, v/n) con

Un intervalo de confianza aproximado del 95% para pu es entonces

I =2, %+ Nos/V/n=382+1.964/3.61/200 = 3.82 £ 0.263.

Dado que 0 ¢ I, rechazamos la hip6tesis de que u = 0.
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(d) Sabemos que aproximadamente ¢ ~ AN (o, 62f‘2_ '/n). Insertando los valores
observados obtenemos

o1 —1
o1y
n

0.0050 —0.0021
—0.0021  0.0050 /’

y por lo tanto ¢y ~ AN (¢y,0.0050) y ¢ ~ AN (¢, 0.0050). Los intervalos de
confianza del 95% son

Iy, = &1 & Xo025V/0.005 = 0.274 4 0.139

Iy, = ¢y £ No0251/0.005 = 0.358 £ 0.139.

(e) Silos datos fueron generados a partir de un proceso AR(2), entonces la PACF
seria

a(0) =1, a(l)=p(1)=0427, a(2) =y =0.358, «(h)=0parah > 3.

Ejercicio 30. Encuentre las ecuaciones de Yule-Walker para el proceso AR(2)

1 2
X = gXt—1 + §Xt—2 + €.

Demuestre que la funciéon de autocorrelacién es

r r
16 (2 5 (1
=2 (= 2 (-2 ke
P 21(3) +21( 3) n ME
Solucion.

Las ecuaciones de Yule-Walker son:

1 2
— —pPk-1— =Pr2=0, k>2.
Pk 3pk 1 gpk 2 ; 2
Intentando con p;, = AN*, debemos resolver
1 2
M- A-Z=0.
3 9

Esto tiene raices % y —%, por lo que

o)

Resolviendo para A y B. Sabemos que pg = A+ B = 1. También se requiere
que

1 2

P1 =§+§P1-
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Resolviendo para p;:

3
P1= 7
Por lo tanto, necesitamos que
2 1 3
-A—-B=_.
3 3 7
Resolviendo estas ecuaciones obtenemos:
16 5t
A=—, = —
21 21
Ejercicio 31. Suponga que tenemos 1500 observaciones x1, Ts, . . . , 1500 de una serie

temporal y hemos elegido estimar un modelo AR(2),

Xy = 1 Xy1 + 9o Xy o + Wi,

donde W, ~ WN(0,02). Hemos calculado las siguientes autocovarianzas mues-
trales:

4(0)=5.0, 4(1)=0.0, #(2) =25 4(3) =00, #(4)=10.
(a) Estime los coeficientes ¢y, ¢ v la varianza del ruido o2.

(b) Proporcione un intervalo de confianza aproximado del 95% para el coeficiente

2.

Solucién.
(a) Las ecuaciones de Yule-Walker son I'y¢ = vy, y 0% = 7(0) — 75¢. En este

60E-()

<~ gbl = 0, ¢2 = 05,

~

y 6,=5—(0 25)¢=3.75.
(b) La distribucién asintética de ¢ = ((Zﬁl, ggg)’ es

o2
N (¢, ?PQ 1) .
Por lo tanto, un intervalo de confianza aproximado del 95% para ¢, estd dado
por
; O (11
02 £ 1.964/ = (T3,
[ 3.75
=0.5+1.964/——— ~ 0.5 4+0.044.
1500 x 5
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Ejercicio 32. Considere el proceso ARMA(1, 1) estacionario dado por
Xt = 0.5Xt_1 —+ wy — 0.3wt_1.

Dado que el proceso es estacionario, tiene la representacion de Wold. Calcule
los primeros cuatro coeficientes de la representacion de Wold (es decir, ¢y, 11, ¥s,

y ¥3).

Solucion.
El proceso ARMA(1,1) estacionario estd dado por:

Xt — O.5Xt_1 = Wt — O.3wt_1

La representacién de Wold (o MA(oc)) de un proceso estacionario es:

X, = Z%wt—j = VU (B)uy
=0

donde W(B) = > ;B
Expresamos el modelo usando el operador de retraso B:

X,(1 - 0.5B) = wy(1 — 0.3B)

Despejamos X;:
1—0. SB

X - -
tT1-058"

Por lo tanto, la funciéon generadora es:

1-0.3B

V(B) = 1058

Para encontrar los coeficientes v;, expandimos W (B) usando la serie geométrica:

1

Toag > (0.5B) =1+05B+05°B*+05°B +
. po

Sustituimos la expansién en V(B):

U(B)=(1-0.3B)) (05)/B
7=0

U(B) = i(o.s)J’Bﬂ‘ —0.3B f:((m)ij

El coeficiente 1), es el factor que acompana a BY.
1. Coeficiente 1)y (Término B°): Se obtiene solo del primer término de la ex-

pansién (cuando j = 0):

wo - (05)0 =1
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2. Coeficiente ¥ (Término B'): Se obtiene de j = 1 en la primera suma y j = 0
en la segunda suma (que introduce un B adicional):

Y1 = (0.5)' —0.3-(0.5)°
=05-03-1=0.2

3. Coeficiente ¥, (Término B?): Se obtiene de j = 2 en la primera suma y j = 1
en la segunda suma:

1y = (0.5)% — 0.3 - (0.5)"
=0.25-0.3-0.5
=0.25—-0.15=0.1

4. Coeficiente 1p3 (Término B?): Se obtiene de j = 3 en la primera suma y j = 2
en la segunda suma:

Y3 = (0.5)° — 0.3+ (0.5)?
=0.125 — 0.3 - 0.25
=0.125 — 0.075 = 0.05

Resumiendo:
Y(B)=(1-0.3B)(1-0.5B)"

= (1-03B)(1+0.5B +0.5°B*+0.5°B* +...)

=14+02B+0.1B%>+0.05B%+ ...
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Bloque 3: Filtrado, suavizado, prediccién y fil-
trado de Kalman (enunciados)

Ejercicio 1. Considera una serie temporal x; que ha sido generada a partir de ruido
blanco wy, el cual sigue una distribucién normal con media cero y varianza uno. La
serie x; se defini6 mediante la siguiente expresion:

xt:wt—ewt_l, t:O,il,i2,
donde 6 es un parametro.

(a) Calcula la media y las funciones de autocovarianza de las series z; y wy. ;Son
las series x; y w; estacionarias? Justifica tu respuesta.

(b) Obtén una férmula para el espectro de potencia de z;, expresada en términos
de 0y v.

Ejercicio 2. Considera un modelo autorregresivo de primer orden (AR(1)) definido
por:

Ty = QL1 + Wy,

donde ¢, con |¢p| < 1, es el pardmetro autorregresivo y los w; son variables
aleatorias independientes con media cero y varianza o2,

(a) Demuestra que el espectro de potencia (o densidad espectral) de x; se expresa
como:

0.2

fx(y) = 1+ ¢2 — Q;COS(Q'/TV)

(b) Verifica que la funcién de autocovarianza de este proceso es
_ a2 gl
1— ¢

y demuestra que la transformada inversa de +,.(h) da como resultado el espectro
obtenido en la parte (a).

Yz (h) h=0,+1,42, ...

Ejercicio 3. Suponga una serie temporal que contiene una senal s; que ha sido
retrasada por un tiempo desconocido D, y se modela como sigue:

Ty = 8¢+ Asi_p + ny,

donde s; y n; son estacionarias e independientes, con medias cero y densidades
espectrales fs(v) y fn(v), respectivamente. Tenga en cuenta que la senial retrasada
estd multiplicada por una constante desconocida A. Demuestra que la densidad
espectral de x; es

fo(v) = [14+ A% + 24 cos(2nvD)] fo(v) + fu(v).
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Ejercicio 4. La densidad espectral de una serie de tiempo real {X;} se define en
[0, 7] por

100, si7w/6— .01l <v <w/6+ .01,
f(V>={ / /

0, en otro caso,
y en [—m,0] por f(v) = f(-v).
(a) Evalie la ACVF de {X;} en los lags 0 y 1.

(b) Encuentre la densidad espectral del proceso {Y;} definido por

Y := VX =X, — X 1o

(c¢) {Cudl es la varianza de Y;?

(d) Dibuje la funcién de transferencia de potencia del filtro V15 y use el dibujo
para explicar el efecto del filtro en sinusoides con frecuencias (i) cercanas a
cero y (ii) cercanas a /6.

Ejercicio 5. Suponga que {X;} es el proceso ARMA(1,1) no causal y no invertible
que satisface
X — ¢Xoo1 =2+ 0Z 1, {Z} ~ WN(0,0%),

donde |¢| > 1y 6] > 1. Defina ¢(B) = 1 — %B y O(B) =1+ 5By sea {W,;} el
proceso dado por

W, == 671(B)¢(B)X,.
(a) Muestre que {W,} tiene una funcién de densidad espectral constante.

(b) Concluya que {W;} ~ WN(0,02). D¢ una férmula explicita para o2 en
términos de ¢, 0, y o

(¢) Deduzca que ¢(B)X; = §(B)W,;, de modo que {X;} es un proceso ARMA(1,1)
causal e invertible relativo a la secuencia de ruido blanco {W;}.

Ejercicio 6. Sea {X;} el proceso definido por

t t
X, = Acos (%) + Bsin (%) + Y,

donde Y; = Z; +2.5Z;, 1, {Z;} ~ WN(0,0?), Ay B no estén correlacionados con
media 0 y varianza v, y Z; no estd correlacionado con Ay B para cada t. Encuentre
la funcién de autocovarianza y la funcién de distribucién espectral de {X,}.

Ejercicio 7. Si {X;} y {Y;} son procesos estacionarios no correlacionados con fun-
ciones de autocovarianza yx(:) v vy (:) y funciones de distribucién espectral Fx(-)
y Fy(+), respectivamente, demuestre que el proceso {Z; = X; + Y;} es estacionario
con funcién de autocovarianza v, = 7, + 7, y funcién de distribucién espectral
F.=F,+F,
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Ejercicio 8. Considera los siguientes apartados:

(a) Encuentre la funcién de covarianza correspondiente a la densidad espectral

f(v) =sin(2mv), 0<v< %

(b) Haga lo mismo con

f(v) = Lo<v<iya) — Lajacu<iyo),
donde I 4 denota la funcién indicadora del conjunto A. Discuta.
Ejercicio 9. Suponga que Y; sigue un proceso AR(2)
Yi=01Yi1 + @Yo + Wy,

donde W, es un proceso de ruido blanco con varianza o2. Use el hecho de que las
densidades espectrales estan relacionadas por

o) fr(v) = fw(v)
para demostrar que
2

o 1
- O<v<-—.
1+ @2 + &% + 261 (d2 — 1) cos(2m) — 2¢5 cos(dnv)’ V=3

fr(v)

Ejercicio 10. Considera la siguiente senal compuesta por un polinomio m; =

b ocktt, t=0,%£1,....

(a) Muestra que diferenciar la serie una vez, Vmy, reduce el grado del polinomio
ap—1.

(b) Muestra que diferenciar la serie p+1 veces, VPTm,, da como resultado m; = 0.

Ejercicio 11. Disefia un filtro de la forma 1 + az™! + Baz™? 4+ yaz~3, es decir,
encuentra «, 3,y que cumpla las siguientes condiciones: (1) deja pasar tendencias
lineales; y (2) elimina componentes estacionales de periodo 2.

Ejercicio 12. Muestra que el filtro de medias moviles con coeficientes
[a—27 a_i, aop, ay, CLQ] = [_]-a 47 37 47 _1]

deja pasar polinomios de grado 3 y que elimina componentes estacionales de periodo
3.

Ejercicio 13. Sea {X;} un proceso estacionario con media 0 y sean a, b constantes.

(a) SiY; =a+bt+ s+ Xy, con s; una componentes estacional con periodo 12,
muestra que VV12Y; es un proceso estacionario y expresa su covarianza en
términos de la covarianza de {X;}.
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(b) SiY; = (a+bt)s;+X;, con s; una componentes estacional con periodo 12, mues-
tra que V%,Y; es un proceso estacionario y expresa su covarianza en términos
de la covarianza de {X,}.

Ejercicio 14. Considera un filtro de medias méviles bilateral con pesos constantes
a; = (2¢+1)", —¢ <j <gq. Muestra que

(a) Pasa tendencias lineales.

(b) Si Z;, t =0,£1,42,... son variables aleatorias independientes de media 0 y
varianza acotada, muestra que el filtro aplicado sobre Z; toma valores cada
vez mas pequenos en el sentido de que tiene media 0 y varianza que tiende a
0 (para ¢ — 00).

Ejercicio 15. Sea {z;} una serie temporal estacionaria con media u = E[z;] y
funcién de autocovarianza r(7) = Cov(xy, x4y, ). Considera el suavizado exponencial
simple

w=ar,+(1—a)y1, 0<a<l.

(a) Muestra que

v =Y all—a)y .
k=0

(b) Muestra que Ely;] = p.
(c) Sir(r) =0 para |7|> 1, muestra que V[y] = 52=7(0).

Ejercicio 16. Considera un proceso {y;}icz débilmente estacionario con media
m(t) = —5 y funcién de autocovarianza

2, =0,
ry(7) =41, T==I,

0, en otro caso.
Halla el Best Linear Unbiased Predictor (BLUP) de y, cuando se ha observado:
(a) v

(b) Y1 € Yo-

Obs.: El estimador BLUP es el estimador lineal insesgado con error de prediccién
(94. — ) de minima varianza.

Ejercicio 17. Considera un proceso Gaussiano y; con funciéon media
my(t) =Ely] =3+t

y funcién de covarianza

t, t=s,

t/2, t= 1
7"y<t78): / ) s+ 1,

s/2, t=s—1,

0, en otro caso.

— 86 —



Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 3: Filtrado, suavizado,
prediccién y filtrado de Kalman

(a) (Es el proceso estacionario?

(b) Halla el predictor éptimo BLUP de y;, cuando se ha observado (solo) y;, para
k=12, ...

(¢) Compara el resultado del apartado anterior con la esperanza condicional para
distribuciones Gaussianas:

Elyerw | ye] = %(% —my(t)) +my(t + k).

Ejercicio 18. Considera un proceso ARIMA(0,1,1)=IMA(1,1) de la forma
Yr — Y1 = €y — Oep_q, 0] < 1,
donde {e;} ~ WN(0,0?). Muestra que:

(@) g1 = (1—10) — Y1, 0 alternativamente g1, = (1-6)>, 0%y

1
1—06z
(b) Usando el apartado anterior, 911y = (1 — )y + 0%e—1.

(¢) Compara la expresion del apartado (b) con la férmula de un suavizado expo-
nencial simple. ;Qué conclusion puedes sacar?

Ejercicio 19. Considera el proceso ARMA(1,1)
v — 0.9y, = e; + 0.8¢,_1, {e;} ~WN(0,0%).
(a) ;Es el proceso estacionario? je invertible?
(b) Calcula g1 v la varianza del error de prediccion.

(c) Generaliza para gk, k = 2,3,.... {Qué le pasa al error de prediccién cuando
k — o0?

., Qué prediccién darfas para un £ > 2 muy grande? Comparala con la
prediccion real.
Ejercicio 20. Halla la prediccién de 3 pasos del proceso SARIMA
(1=0.927") Vigy, = (14 0.827 ey, Vip=1-21
Usa el polinomio predictor.

Ejercicio 21 (Principio de Ortogonalidad). Sean X,Y dos variables aleatorias.
Muestra que

Cov(Y —E[Y | X], X) =0.
Este resultado se conoce como principio de ortogonalidad y es 1til en estadistica,
procesamiento de senales y series temporales. Recuerda que nuestros predictores
son de la forma E[Y | X] (esperanzas condicionadas a la informacién actual).

Una reformulacién de este principio (por ejemplo, tomando Y =y, vy X = ;)

nos dice que:

COV(Z/t+k — Uttklts yt) =0,

es decir, el error de prediccién es ortogonal a las observaciones.
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e=y—E[ylx]

L I R

------- span(x)
projx (v) = Ely Ix]

Ejercicio 22. Supén que se ha observado y1, ys, ¥4, y5 pero que se ha perdido el dato
Yo, siendo {y;} un proceso Gaussiano ARMA(1,1) con a = —0.95, ¢ =0.95 e

Ve + ayi—1 = e + cei_q, {e,} ~WN(0,0%).

Encuentra el interpolador éptimo de 5. ;Cudl hubiese sido el resultado si simple-
mente hubieses hecho una interpolacion lineal?

Pista: Utiliza el principio de ortogonalidad para construir un sistema de ecuaciones
lineal en los parametros de interpolacién.

Ejercicio 23. Escribe las ecuaciones del espacio de estados para un MA(1) y de-

muestra que
(0 1 o o (1 =0
@(O 0), A=(0 1), Q=0 (_9 92>

se verifican.

Ejercicio 24. Escribe las ecuaciones del filtro de Kalman para hacer prediccién en
un modelo AR(1) y verifica que se reducen a:

2t|t71 = 0241, Prt—1 = o’
Ejercicio 25. Dado un proceso AR(1) filtrado por la diferencia estacional
Vi, = T4 — X4y,
y sabiendo que:
= ¢r +w, |dl <1, w, ~WN(0,0%),
(a) Encuentra la funcién de transferencia del filtro V.
(b) Determina cémo afecta este filtro al espectro de potencia del proceso.

Ejercicio 26. Sea el proceso

2
x; = Acos (ﬁt) + wy,

donde A es constante, y w; ~ WN(0,c?).

(a) Encuentra la densidad espectral del proceso {z;}.
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(b) Considera el filtro estacional Vi, = 1 — B, Encuentra su funcién de trans-
ferencia |A(v)|?.

(c) Obtén la densidad espectral del proceso filtrado y; = Viaxy.

(d) Interpreta el efecto del filtro sobre la senal sinusoidal. ;Qué componentes
frecuenciales elimina?

Ejercicio 27. Sea el proceso {X;} con densidad espectral:
f(v) =6(1+cos(2mv)), ve (—3,3)

(a) Verifica que f(r) es una funcién par. Luego calcula la autocovarianza ~y(h)
para h = 0,1, 2.

(b) Supén que la serie se filtra con:
ye = Xy — 22X 1 + X0
(i) Encuentra la funcién de transferencia |A(v)|?
(ii) Encuentra el espectro del proceso filtrado {y,}
(c) Calcula la varianza Var(y;)
(d) Interpreta el efecto del filtro sobre las frecuencias del proceso original.
Ejercicio 28. Sea un proceso {X;} con densidad espectral definida por:

_je(—a?), sily] <

si|v| >

e LN

(a) Verifica que f(v) es una funcién par.

(b) Interpreta la forma del espectro. ;Qué tipo de frecuencias predominan y qué
propiedades temporales esperas del proceso?

(c) Calcula la funcién de autocovarianza y(h) para h =0y h = 1.

(d) ;Qué efecto tendria ampliar el soporte del espectro a [—1/2,1/2]7 ;Cémo
cambiarfan (0) y v(1)?

Ejercicio 29. Considera el siguiente modelo de estado lineal con observaciones
ruidosas:

Tt = 0.713,5_1 + Wy, Wt ~ N(O

yon =1)
2t = Ty + Uy, UtNN(OJU12;:2>

Se parte de la siguiente estimacién inicial del estado:
i() - 0, PO =1
Y se dispone de las siguientes observaciones:

Z1 = 12, Z9 = 0.9
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(a) Aplica el filtro de Kalman para calcular las estimaciones 21, Z5 y sus respectivas
varianzas P, P.

(b) Realiza los célculos paso a paso utilizando las férmulas del filtro: prediccidn,
ganancia de Kalman, actualizacion.

(c) Comenta el comportamiento de la ganancia de Kalman y de la varianza con
el tiempo.

Ejercicio 30. Sea el siguiente modelo de estado:

1 1
Ty = [’gj ) Ty = [O 1] Ty_1 + Wy,

2 = [1 0} Ty + U,

donde:
w, ~N(0,Q), v, ~N(O,R), Q=02 R=o

v

a) Interpreta este modelo: jqué significan u; y 57

I g He'y
(b) Escribe las ecuaciones del filtro de Kalman para este sistema.
(c) iQué ocurre si 02 — 0?7 ;Qué interpreta el filtro en ese caso?

Ejercicio 31. Considera el siguiente modelo de movimiento uniforme:

S posicion, . 1 At
"7 lvelocidad, | > "~ |0 1

] Ti—1 + Wy

2 = [1 0} Tt + Uy
donde:
e w; ~N(0,Q), con Q=021
e v; ~N(0,R), con R=o?

(a) Interpreta qué estima el filtro de Kalman en este contexto fisico. ;Qué com-
ponentes del estado intenta recuperar a partir de las observaciones?

(b) Explica cémo se comporta el filtro cuando tinicamente se observan las posi-
ciones (y no las velocidades).

(c) Calcula los dos primeros pasos del filtro de Kalman (prediccién y actualizacién
parat =1y t = 2) con los siguientes pardmetros:

Paso de tiempo At =1

e Varianzas: 02 = 0.1, 02 =1

Estado inicial: 2y = [8 ,Po=1

Observaciones: z; = 1.2, 2o = 2.1
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Bloque 3: Filtrado, suavizado, prediccién y fil-
trado de Kalman (soluciones)

Ejercicio 1. Considera una serie temporal x; que ha sido generada a partir de ruido
blanco wy, el cual sigue una distribucién normal con media cero y varianza uno. La
serie x; se defini6 mediante la siguiente expresion:

xt:wt—ewt_l, t:O,il,i2,
donde 6 es un parametro.

(a) Calcula la media y las funciones de autocovarianza de las series z; y w;. jSon
las series x; v w; estacionarias? Justifica tu respuesta.
p

(b) Obtén una férmula para el espectro de potencia de x;, expresada en términos
de 0 y v.

Solucién.
(a) El proceso esta dado por:

= wy — 0wy,
donde w; ~ WN(0,1).

Media de z;

Calculamos la esperanza:

Elz:] = E[wy — Owi—1] = Elw] — 0E[w;—1] = 0.

Por tanto, la media de z; es cero.

Funcién de autocovarianza de z;

La autocovarianza viene dada por:

Y2(h) = Cov(zy, vopn) = K22, 44).
Sustituyendo:

Ve (h) = E[(w; — 0w 1) (wen — Owipn1)].
Expandiendo:

%c(h) = E[wtwt+h] - GE[wtthrhfl] - Q]E[wtflwt+h] + QQE[wtﬂthq]-
Usando que w; es ruido blanco con varianza 1:
e Para h = 0:
7:(0) = Elwy] + 0°Elw; ] = 1+ 6°.
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e Para h = +1:
Yu(h) = —0
e Para h # 0, +1:
Ye(h) =0
Por tanto,
1+6% h=0,
Ye(h) = < -0, h =41,
0, en otro caso.

Autocovarianza de w;

Como w; es ruido blanco con varianza uno:

Estacionariedad

Tanto w; como z; tienen media constante e igual a cero, y sus funciones de au-
tocovarianza dependen unicamente del retardo h. Por lo tanto, ambas series son

estacionarias (en sentido débil).

(b) El espectro de potencia se define como la transformada de Fourier de la

funcién de autocovarianza:

L) = 3 qalne =

h=—0o0

Dado que solo hay contribuciones para h = 0, £1, obtenemos:

Folv) = (1 4 6220 _ ge—izny _ geidnv,

Simplificando:

fo(v) = 1462 — 0 (27 4 =27

Usando la identidad e'® + e~** = 2 cos a:

fo(v) =1+ 6% — 20 cos(27v).

Por tanto, el espectro de potencia de x; es:

fe(v) =1+ 0% — 20 cos(27v) |
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Ejercicio 2. Considera un modelo autorregresivo de primer orden (AR(1)) definido
por:

Ty = QT_1 + Wy,

donde ¢, con |¢p| < 1, es el pardmetro autorregresivo y los w; son variables
aleatorias independientes con media cero y varianza o2 .

(a) Demuestra que el espectro de potencia (o densidad espectral) de z; se expresa

CO1mo:

0.2

fx(y) = 1 _|_¢2 — Q;COS(QWV)‘

(b) Verifica que la funcién de autocovarianza de este proceso es

B ggqulhl

=15 h=0ELE2

Ve (D)

y demuestra que la transformada inversa de 7, (h) da como resultado el espectro
obtenido en la parte (a).

Solucion.

(a) Partimos del modelo AR(1):

Ty — QT = wy.
Usando el operador de rezago B:

1

(1= ¢B)xy = wy, It=1_¢B

Wy.

Por tanto, la funcién de transferencia es

U(B)=(1-¢B)"

La densidad espectral de un proceso lineal es

folv) = 02 [W(e ™))",

w

Sustituyendo:

2 2
Uw

(1 _ qbefiQﬂ'u)(l _ ¢ei27r1/) :

1
1— ¢€7i27ﬂ/

fo(v) = 012U

Usando la identidad

(1 —pe ) (1 — ¢pe') =14 ¢* — 2¢ cos b,

con 0 = 27w, obtenemos:

0.2

fa(v) = 1+ ¢?— 2; cos(2mv)
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(b) Sabemos que la relacién entre la funcién de autocovarianza y el espectro es:

/2
Yo(h) = / e (V) du.
~1/2
Partiendo del resultado del apartado (a):
2
O-'LU
fov) =

1+ ¢? — 2¢pcos(2mv)

Utilizando
2miv —2miv
cos(2mv) = %,

el denominador se factoriza como:

1+ ¢* — 2¢cos(2mv) = (1 — pe*™™) (1 — ge™>™).
Asi,

0.2

fo(v) = (1— ¢627riy)(zi — pe—2miv)’

Como |¢| < 1, podemos expandir mediante series geométricas:

oo oo
E k: 27ru/k E m —27rwm
¢€2mu p— ’ 1 — (be 1 _ 4. —2miv

Multiplicando ambas series:

[e.9]

f: io: ¢k+me—27riu(m—k) _ Z ¢\n|€—2m‘un.

k=0 m=0 n=-—o00

Por tanto,

1
\n| 727rwn
1+ ¢? — 2¢ cos(2mv) Z ¢

Sustituyendo en la transformada inversa:

/2
_ O' Z ¢|n/ e?ﬂ'il/(h*’n) duv.

n=-—o00 —1/2

La integral es cero salvo cuando n = h, lo que produce:

© |h|
h)=on" > o™ = %
k=0

Concluimos que:

giqglh\
1 — @2’

ve(h) = h e Z.
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Esto verifica la autocovarianza del proceso AR(1) y muestra que su transformada
inversa reproduce el espectro obtenido en (a).

Ejercicio 3. Suponga una serie temporal que contiene una senal s; que ha sido
retrasada por un tiempo desconocido D, y se modela como sigue:

Ty = 8¢ + Asi_p + 1y,

donde s; y n; son estacionarias e independientes, con medias cero y densidades
espectrales fs(v) y fn(v), respectivamente. Tenga en cuenta que la senal retrasada
estd multiplicada por una constante desconocida A. Demuestra que la densidad
espectral de x; es

fa(v) = [1 + A% 4+ 24 cos(27ruD)] fs(w) + fu(v).

Solucion.
Recordamos que la densidad espectral esta relacionada con la funcion de auto-
covarianza mediante

fo(v) = Z %c(h)ei%wha

h=—00

por lo que primero calculamos la autocovarianza de xy:

%(h) = E[$t$t+h]-

Sustituyendo la expresién del modelo:

Yo(h) = E[(s; + Asi—p + 1) (Si4n + ASipn—p + nesn)]-

Desarrollando el producto:

Yz(h) = E[s¢si4n] + AE[s¢si4n—p] + Elsin ]
+ AE[s;—psiin) + AzE[St—D3t+h—D] + AE[s;_pnytn)
+ E[nesin) + AE[nesion—p| + Elngnes].

Como s; y ny son independientes y de media cero, todos los términos cruzados
se anulan. Por tanto:

es decir,

Ye(h) = (1 + AQ)%’(}L) + Ays(h — D) + Ays(h + D) + yu(h).
Aplicando ahora la transformada de Fourier:

o

L) = 3 plh)e .

h=—0oc0
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Sustituyendo la expresién anterior:

f( 1+A2 Z’YS 27riuh+AZ,ys h_D>e—27ri1/h,

_i_AZ,yS h+ D —2mivh + Z’yn 27ri1/h.

Reconocemos:

Do w)e P = fw), Y A(h)eF = fu(v),

Para los términos desplazados hacemos cambios de variable:

Z ’Ys(h _ D)6—27riz/h _ 6_2mVDf3(I/),
h

Z/}/s(h + D)e—Qwiyh _ GQNiVDfS(V).
h

Por tanto,

fo(v) = (14 AD) fo(v) + Ae 2™ P £ (1) + Ae*™P £ (1) + fo(v).

Agrupando términos:

fov) = [(1+ A%) + A (eX™P + 7™ D) [(v) + fu(v).

Usando la identidad
e + e = 2cosb,

obtenemos finalmente:

fo(v) = [14 A% + 24 cos(2nvD)] fo(v) + fu(v).

Ejercicio 4. La densidad espectral de una serie de tiempo real {X;} se define en
[0, 7] por
100, si7w/6—0.01 <v <7/6+ 0.01,
fx(v) = { / /

0, en otro caso,
y en [—m, 0] por fx(v) = fx(—v).
(a) Evaltie la ACVF de {X;} en los retardos 0 y 1.

(b) Encuentre la densidad espectral del proceso {Y;} definido por

Y = Vio Xy = Xi — Xy 10

(¢) (Cudl es la varianza de Y;?
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(d) Dibuje la funcién de transferencia de potencia del filtro Vi3 y use el dibujo
para explicar el efecto del filtro en sinusoides con frecuencias (i) cercanas a
cero y (ii) cercanas a /6.

Solucién.
(a) Recordamos que

() = | T (M) dA

—T

Para h = 0:
10 = [ fean
—5+0.01 §+0.01
= 100/ d\ + 100/ d\
~ 2001 T_0.01
=100(0.02 + 0.02) = 4.
Para h = 1:

vx(1) = /7r e fx () dA

-§+0.01 F+o.or
=100 / e d\ + 100 / e d\

—0.01 §-0.01

_ @ |:ez'(—%+0.01) _ emi(EH001) 4 Li(FH0.01)

—z‘(—g+0.01)]
i

- 200(sin(—§ +0.01) + sin(Z + 0.01))

= 200v/35in(0.01) ~ 3.46.

(b) Escribimos

Vi=Xi—Xip= > "Xi,

k=—o00

con 1y = 1, Y15 = —1 y cero en otro caso. Entonces

Fr) =[P fx (),
donde

w(e—i)\) — Z wke—ik)\ -1 6_“2/\.

k

Por tanto,
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fy()\) — ‘1 o 67“2)\‘2]6)(()\)
— (1 o e—z’lQA)(l o €i12)\)fX()\>
= 2(1 — cos(12X)) fx(A).

La funcién de transferencia de potencia del filtro es
[W(e™™)|? = 2(1 — cos(12))).
(c) La varianza de Y; es
w0) = [ Fir

Sustituyendo:

~T40.01 & 10.01
Yy (0) = 200/ (1 —cos(12X)) dX + 200/ (1 — cos(12)X)) dA
—Z-0.01 5—0.01
900 {A - sin(l?)\)} —etool N [A B sin(12)\)] oot
12 —Z—-0.01 12 —0.01

1
= 200 (0.04 -3 sm(o.u)) ~ 0.0192.

(d) La funcién de transferencia de potencia del filtro es

[(e™™)|? = 2(1 — cos(12X)).

Cerca de frecuencia cero, cos(12)\) = 1, por lo que [¢p(e~™)|? ~ 0: el filtro atentia
fuertemente componentes de baja frecuencia.

En cambio, cerca de A = 7/6, se tiene 12\ ~ 27, donde la funcién alcanza
valores grandes, de modo que las componentes alrededor de 7/6 pasan préacticamente
sin atenuacién. Asi, el filtro elimina tendencias lentas y resalta oscilaciones con
frecuencia cercana a /6.

Ejercicio 5. Suponga que {X;} es el proceso ARMA(1,1) no causal y no invertible
que satisface

Xe—oXo 1 =2+ 07,4, {Z} ~ WN(0,0?%),

donde |¢| > 1y |0] > 1. Defina

1
H(B)=1- i 6(B) =1+ ;B

y sea {W;} el proceso dado por
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(a) Muestre que {W,} tiene una densidad espectral constante.

(b) Concluya que {W;} ~ WN(0,02). Dé una férmula explicita para o2 en
términos de ¢, 0 y o2

(¢) Deduzca que ¢(B)X; = 6(B)W;, de modo que {X;} es un ARMA(1,1) causal
e invertible relativo a {W;}.

Soluciodn.
(a) Sea
o(z) =1— ¢z, 0(z) =1-0=.

Entonces el proceso original puede escribirse como

_ 0(B)
Xt - QS(B) Zt7
y su densidad espectral es
Fen = |2 2
T gle )| 2n

Por definicién,

luego
- 2 - 2
—i\ —iX O(e= M | o2
fw(\) = M Fx(\) ?(6 ' ) ‘ (e ‘/\) o
) O(e=)| [ple)| 2m
Sustituyendo las definiciones:
1 — le—iA 2 —ix |2 2
fw(3) = 2€ 1—0e o
LA F gemM |1 —ge| 27
Observamos que
L i P —iX|2
‘1 — 56 = ﬁ ‘1 — ¢€ s
y analogamente,
L i ’ 1 —ix|2
‘1—1—56 zﬁ‘l—Ge ‘

Insertando estas identidades en la expresién anterior, se cancelan los términos
dependientes de A, obteniendo

0% o2
— E%’

que es constante. Esto demuestra (a).

fw(N)
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(b) Como fw(\) es constante, el proceso {W;} es ruido blanco. Su varianza
viene dada por

T 92 0.2 62
O'Z} = ”}/W(()) = o fw()\) d\ = g% 2m = EO'Q
Por tanto,
92
Ow = EOE

(c) De la definicién del proceso {W,},

Wi =674 (B)d(B)X.,

multiplicando ambos lados por é(B) obtenemos directamente

(g(B)Xt = é(B)Wt-

Esta es una representacion ARMA(1,1) con polinomios estables e invertibles,
lo que muestra que {X;} puede escribirse como un proceso ARMA(1,1) causal e
invertible respecto al nuevo ruido blanco {W;}.

Ejercicio 6. Sea {X,} el proceso definido por

t t
X, = Acos (%) + Bsin <%) + Y,

donde Y; = Z; +2.57; 1, {Z;} ~ WN(0,0?), Ay B no estan correlacionados con
media 0 y varianza %, y Z; no estd correlacionado con A y B para cada t. Encuentre
la funcién de autocovarianza y la funcién de distribucién espectral de {X;}.
Solucién.

Definamos

t t
S; := Acos (%) + Bsin (%) , X, =5 +Y,.

Por hipétesis, S; y Y; no estén correlacionados (ya que A, B no se correlacionan con
7, para todo t), por lo que

vx(h) = ys(h) + vy (h).

1) Autocovarianza de Y;
Como Y; = Z; +2.57Z; 1 es un MA(1) con pardmetro 6 = 2.5, se tiene

o?(1+62%), h=0,
vy (h) = < %0, |h| =1, (0 =2.5),
0, en otro caso,

es decir,
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o?(1+2.5%) =7250% h=0,
vy (h) = < 2.502, |h| =1,
0, en otro caso.

2) Autocovarianza de S;
Usando que E[A] = E[B] = 0, Var(4) = Var(B) = v* y Cov(A,B) = 0, se
obtiene (resultado estandar para componente sinusoidal aleatoria)

ity = (7).

3) Autocovarianza de X,

Sumando:
h
vx(h) = v* cos (%) + vy (h),
donde vy (h) estd dada arriba. Equivalentemente,

(12 +7.2502, h =0,
vicos(m/3) +2.50% |h| =1,
v? cos(2m/3), |h| =2,

Tx(h) =

v? cos(m), |h| =3,

| cos(h/3), =2, b £ 1,

recordando que el término MA solo contribuye en h = 0, £1.

4) Funcién de distribucién espectral de S;
Notamos que

h 2 . T
V2 COS (%) _ % (ez(w/?))h + e—z(7r/3)h) _ / ezAh dFs()\),
lo cual corresponde a una medida espectral discreta con masa en +m/3:
dF ()\)—VQcS(/\ ”) dA+”25(A+“) d\
ST 3 2 3/ "

Por tanto, una version de la funcién de distribucién espectral es

0, A<-—3,
Fs(\)=1{%. -§5<A<j,
v o> 3

5) Densidad espectral y distribucién espectral de Y,
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La densidad espectral de un MA(1) es

o’ a2 _ 0 2
fr) = = [1+25e7 :%<1+2.5 +2(2.5)cosx),

es decir,

0.2

fr(A) = Py (7.25 4 5cos \) .

Luego, la funcién de distribucién espectral asociada (absolutamente continua) es

)= [ fr(§)d

A g2
:/ %<7.25+5COS£) d¢

—0—2[7255—1—581115]’\ = 0—2(725()\+7r)+5sin)\)
Com ' 2 '

6) Distribucién espectral de X,
Como X; = S; +Y; y son no correlacionados, la medida espectral se suma:

Fx(N) = Fs(\) + Fy (3.

En particular, Fy tiene una parte discreta (saltos de tamano %/2 en +7/3) més
una parte absolutamente continua dada por Fy.

Ejercicio 7. Si {X;} y {Y:} son procesos estacionarios no correlacionados con fun-
ciones de autocovarianza yx(:) v vy (:) y funciones de distribucién espectral Fix(-)
y Fy(+), respectivamente, demuestre que el proceso {Z; = X; + Y;} es estacionario
con funcién de autocovarianza

Vz(h) = yx(h) + v (h)
y funcion de distribuciéon espectral
Fz(X\) = Fx(\) + Fy (M.

Solucion.

Sea Z; = X; +Y,. Como {X;} y {Yi} son estacionarios, existen medias con-
stantes ux, 1y y sus autocovarianzas dependen solo del retardo h. Ademads, al ser
no correlacionados,

Cov(Xysn, Y:) =0 para todo ¢, h.

1) Estacionariedad de Z;
La media de Z; es constante:

E[Z] = E[X; + Y] = px + py =1 pz.
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La autocovarianza de Z; es, para cualquier ¢ y h,

’YZ(h) = COV(Zt+h, Zt)
= Cov(Xeyn + Yiin, Xt +Y2)
= Cov(Xiyn, Xi) + Cov(Xign, Yy) + Cov(Yiyn, Xi) + Cov(Yigp, Y7).

Por no correlacién entre los procesos, los términos cruzados son cero, por lo que
vz(h) = Cov(Xin, Xi) + Cov(Yipn, Vi) = yx(h) + v ().

Como 7z (h) depende solo de h, {Z,;} es estacionario.

2) Distribucién espectral
Por el teorema de representacién espectral, para procesos estacionarios reales
existe una funcién de distribucién espectral F'(\) tal que

Y (h) = / e RN,
(—ﬂ',ﬂ']
En particular,
vx(h) = / " dFx(N),  yw(h) = / e dFy-(N).
(—m,m] (—m,m]

Como vz(h) = vx(h) + vy (h), se tiene

vz(h) = / e dFx (N) + / e dFy(\)
(_7T77T]

(_77771']

_ / e (dFyx (N) + dFy (A).
(-]

Por unicidad de la medida espectral, se deduce que
dFz(\) = dFx(\) + dFy(N),
y por lo tanto

Fz(\) = Fx(\) + Fy (A),

Concluimos que {Z;} es estacionario, con

vz(h) = vx(h) + v (h) |, Fz(\) = Fx(\) + Fy(\) |

Ejercicio 8. Considera los siguientes apartados:

(a) Encuentre la funcién de covarianza correspondiente a la densidad espectral

f(v) = sin(27v), O<v< %
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(b) Haga lo mismo con

(W) =To<v<1/ay — Laja<u<iye),
donde I[4 denota la funcién indicadora del conjunto A. Discuta.

Solucion.

Recordemos que para un proceso real con densidad espectral f(v) definida en
[0,1/2],

1/2
(k) = 2/0 cos(2mkv) f(v) dv.

(a) f(v) =sin(27v)

1/2
(k) = 2/ cos(2rkv) sin(2nv) dv
0

— /01/2 { sin (27v(k + 1)) + sin (27w (1 — k:))} dv.

Para k # +1, integrando término a término:

COS( 2TV COS\ 2TV - 1/2
V(k)Z[— (2rv(k+1))  cos(2mv(1 k?))}

2r(k + 1) 2r(1—k) |,
1 [cos(m(k+1))—1 cos(nm(l—k))—1
T om ( k+1 * 1—k > '

Como cos(m(k + 1)) = cos(m(1 — k)) = —(—1)*, esto se simplifica a

v(k) = ﬁ@ +(-1)%),  k#=+l

Para los casos especiales k = +1:

1/2
v(1) =~(-1) = 2/ cos(2mv) sin(27v) dv
0
1/2
= / sin(47v) dv = 0.
0

En resumen,

(b) f(v) = Lo<v<1/a) — L1 /a<u<1/2)
Primero, para k = 0:
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1/2 1/4 1/2 1 1
7(0) =2 f(y)duz2/ 1d1/—2/ ldv=2(-—-)=0.
0 1 4 4

0 /4

Para k # 0:

1/2
(k) = 2/0 cos(2rkv) f(v) dv

1/4 1/2
= 2/ cos(2rkv) dv — 2/ cos(2mkv) dv
0 1/4

= ik [sin(27rk1/)]0 — % [Sin(Qﬂ'/{?V)} »

() L (st (7))

ya que sin(mk) = 0 para k € Z.

Por tanto,
) 0, k=0,
fy _=
(%), kA0

En particular, sin (%’“) = 0si k es par, y si k es impar vale 1, por lo que

1/4 1/2

2
(k) = 0 si k es par, v(k) = j:—k si k es impar.
7r

Discusién

Esta f(v) toma valores negativos en [1/4,1/2]. Sin embargo, una densidad espectral
vélida debe satisfacer f(r) > 0 (casi en todas partes), porque representa cémo se
distribuye la varianza por frecuencia. En consecuencia, esta f(r) no puede ser una
densidad espectral de un proceso estacionario real.

De manera consistente con esto, la secuencia (k) obtenida no puede ser una
funcién de autocovarianza valida: para una ACVF debe cumplirse que 7(0) =
Var(X;) > 0, y que la secuencia sea definida no negativa. Aqui v(0) = 0 y ademas
se puede verificar que la definicién no negativa falla (por ejemplo, tomando combi-

naciones lineales adecuadas), lo que confirma que no proviene de un proceso esta-
cionario no degenerado.

Ejercicio 9. Suponga que Y; sigue un proceso AR(2)
Yi=¢1Yi1 + @Yo+ Wy,

donde W, es un proceso de ruido blanco con varianza o%. Use el hecho de que las
densidades espectrales estan relacionadas por

o) fy(v) = fw(v)
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para demostrar que

0.2

) T 37 201(6s — Do) — 205 cos(v)

1
0 =
<1/<2

Solucién.
Escribimos el modelo en forma de operador de rezago B:

(1— 6B — ¢ B%)Y, = W,.
Por tanto, el polinomio autorregresivo es
¢(B) =1—¢1B — ¢ B°.
Para el espectro, evaluamos en B = e~ 7;
Sle ) = 1 — e 2 gyeidn

Como W; ~ W N(0,0?), su densidad espectral es constante:

Usando larelacién |¢(v)|? fy (v) = fwr(v) (o equivalentemente fy (v) = fw (v)/|p(e=*™)|?),
basta calcular

Ble2™) = 6le ™) 5le ).
Sea ¢ = e~?™ entonces ¢! = ™ y
P(c) =1 — drc — $oc?, o(c) =1 — et — goc™2.
Multiplicando:
19(c)]? = (1 — ¢rc — pac®)(1 =y — hoc™?)
=1+¢1+¢5—dr(ctct) —do(®+c2) + ra(c+ch).
Usando las identidades

1

c+c " =2cos(2mv), 4 ¢ % = 2cos(4nv),

obtenemos
|p(e2™)|? = 14 @7 + ¢3 — 261 cos(27V) — 2¢ cos(4Tv) + 2¢1 ¢y cos(2mv)
=1+ ¢ + ¢35 +201(¢ps — 1) cos(27mv) — 26, cos(4nv).

Finalmente,

fw () o?

W) = e = TE 5 5+ 261(62 — 1) cos(2rnv) — 25 cos(drnr)’

(lo que equivale a absorber el factor 27 en la convencién usada para fy), como se
queria demostrar.
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Ejercicio 10. Considera la siguiente senal compuesta por un polinomio

p
me =Y _ et =0,+1,42, ...
k=0

(a) Muestra que diferenciar la serie una vez, Vmy,, reduce el grado del polinomio
ap—1.

(b) Muestra que diferenciar la serie p + 1 veces, VP™m,, da como resultado 0.

Solucion.
Recordemos que el operador diferencia es

th =My — Mp—1.

(a) Escribimos

p p
m; = chtk, My = ch(t —1)".
k=0 k=0

Entonces
p

Vm; = ch<tk —(t— 1)’“)

k=0

Para cada k > 1, usando el binomio de Newton,

k
k\ . ,
(t—1)F = Z ( ,>t3(—1)k3 = t* — kt*! + (términos de grado < k — 2).
J

=0
Por tanto,
t* — (t — 1)F = kt"' + (términos de grado < k — 2),

que es un polinomio de grado k — 1. En particular, el término dominante proviene
de k = p:
tr — (t — 1)? = pt?~! + (términos de menor grado).

Ademas, el término constante desaparece porque
t'—t-1)=1-1=0.

Concluimos que Vm; es un polinomio cuyo mayor grado es p — 1. Es decir,

deg(Vm;) =p— 1.

(b) Por (a), Vm; es un polinomio de grado p — 1. Aplicando nuevamente V, el
grado se reduce en una unidad cada vez:

deg(Vth) =p— 2, deg(v3mt) =p— 37 RN deg(met) =0.

- 107 —



(11 ]
Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 3: Filtrado, suavizado,

prediccién y filtrado de Kalman

Es decir, VPm, es una constante (polinomio de grado 0). Al aplicar una diferencia
mas, toda constante desaparece:

VPHm, = V(VPmg) = 0,

Por tanto,

Vpﬂmt =0.

Ejercicio 11. Disena un filtro de la forma
H(B)=1+aB+ B*+ B,
es decir, encuentra «, 3, que cumplan las siguientes condiciones:
(1) Deja pasar tendencias lineales (sin distorsion).
(2) Elimina componentes estacionales de periodo 2.

Solucion.
Sea x; una serie que puede descomponerse como

Ty = My + St,
donde m; = a + bt es una tendencia lineal y s; es una componente estacional de

periodo 2, es decir,
St = St—2 < St + Si_q1 = 0.

Aplicamos el filtro H(B):

Yy = H(B)Z’t =Ty + OT—1 + /Bﬂft_g + YTy—3.

1) Condicién de paso de tendencia lineal
Queremos que si x; = m; = a + bt, entonces y; = m; (sin distorsién), i.e.

my + amy_1 + Bmy_g + ymy_g = my.
Equivalente a exigir
amy_1+ fmy_o +ym;_3 =0 para todo t.
Sustituyendo my_ = a + b(t — k):

0=ala+b(t—1))+8(at+bt—2))+~(a+bt—3))
= (a+B+7)a+bla+B+7)t —bla+28+3y).

Para que esto sea cero para todo t y todo a, b, se requiere:

’a+ﬁ+7=&

la+28+3y=0]

2) Condicién de eliminacién de estacionalidad de periodo 2
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Queremos que si &y = S, con §;_1 = —8; ¥ S4_o = S¢, St_3 = — Sy, entonces y; = 0:

Y =S¢+ s + BS_o +YSi—3
= 5+ a—s¢) + B(s¢) +v(—5¢)
=(1—a+8—7)s.

Para que esto sea cero para cualquier s; # 0, necesitamos

ﬁ—a+6—720‘

3) Resolucién del sistema
Resolvemos el sistema lineal:

a+pB+v=0,
a+28+3y =0,
l—a+p—-—7=0.

De oo+ B+ v = 0 se tiene o« = —(f + ). Sustituyendo en a + 25 + 3y = 0:
—(B+7)+28+3y=0 = f[+2v=0 = f[=-27.

Entonces « = —( + ) = —(—27 4+ ) = 7. Sustituyendoen 1 —a+ 5 —~v = 0:

1
l-y=-2y—-—9=0 = 1-4y=0 = =7

Por tanto,
1 3 5 1
a o = — = — = ——.
=1 8 5
En conclusion,
1 1 1
o= 1 p= Y = 1

Ejercicio 12. Muestra que el filtro de medias méviles con coeficientes
[a727 a—1, ao, a1, a2] = [_17 47 37 47 _1]

deja pasar polinomios de grado 3 y que elimina componentes estacionales de periodo
3.
Solucion.

Consideremos el filtro (normalizado por 9):

2
1
Y = _( — Xy o+ 4wy g + 3xp + 4wy — l‘t+2> = Z by ik,
9 k=—2
donde 1 4 3 4 1
bo=—0c, ba=g bo=g =g, b=-g.
2 9, 1 97 0 97 1 97 2 9

1) Pasa polinomios de grado 3
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Diremos que el filtro “deja pasar” polinomios hasta grado 3 si reproduce exacta-
mente x; =t para j = 0,1,2,3, es decir, si y; = 2; para esos monomios (linealidad).
Para un monomio x; = t’, se tiene

Expandimos con el binomio:

y por tanto

=0 k=—2
—_————
M,

De modo que basta calcular los “momentos” M, = >_ b.k* para £ =0, 1,2, 3.

e Momento ¢ = 0:

2
1
My= > be=g(-1+4+3+4-1) =1
k=—2

e Momento ¢ = 1 (por simetria b_j = by, se anula):

2
M, = Zbkk:zo.

f=—2

e Momento ¢ = 2:

2
M2 = Z bkaZ

k=-2

(-1)-444-143-0+4-1+(-1)-4) =0.

NaN I

e Momento ¢ = 3 (también se anula por simetria):
2
My =" bpk® =0.
k=—2

Entonces, para j < 3,

e (o (e Qs (e

Por linealidad, si z; = c3t® 4 cot? + cit + co, se cumple y, = 2. Esto prueba que
el filtro deja pasar polinomios de grado 3.
2) Elimina estacionalidad de periodo 3

- 110 -



Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 3: Filtrado, suavizado,

prediccién y filtrado de Kalman

La funcién de transferencia (respuesta en frecuencia) del filtro es
1 o 1
H(w) = = a efikw:_(_€i2w+4€iw+3+467iw_efz'2w>’
W =3 kz_: : 5

donde hemos usado que el coeficiente asociado a x,,; produce un factor e«

Como el filtro es simétrico, podemos escribirlo en términos de cosenos:

H(w) = %(3 + 4(e™ 4 ™) — (e + €—i2w)>

1
= 5(3 + 8cosw — 2COS(2w)).

Una componente estacional de periodo 3 corresponde a frecuencias w = +2F

3
(médulo 27). Evaluamos:

2 1 47 1
cos | — | = —=, cos| — | = ——.
3 2 3 2

H(%ﬂ) - %(3 +8(—1)— 2(—5)) - %(3 —4+1)=0.

Por tanto,

Asi, el filtro tiene un cero en w = j:%”, por lo que elimina componentes sinu-
soidales de periodo 3.

Ejercicio 13. Sea {X;} un proceso estacionario con media 0 y sean a, b constantes.
(a) Si
Y, =a+bt+ s + X,

con s; una componente estacional de periodo 12, muestra que VV1,5Y; es esta-
cionario y expresa su autocovarianza en términos de la autocovarianza de { X;}.

(b) Si
Y;g = (a + bt)St + Xt7
con s; una componente estacional de periodo 12, muestra que V3,Y; es esta-

cionario y expresa su autocovarianza en términos de la autocovarianza de { X;}.

Solucioén.
Denotemos por yx(h) = Cov(Xiin, Xt) la ACVF de {X;}. Recordemos los
operadores:
V=1-8, Vi, =1— BY2

(a)
Aplicamos VV 5, = (1 — B)(1 — B*?) a V;:

VV.Y; = (1 - B)(1 - B%)(a+bt+ s + X;).
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Como a+bt es un polinomio de grado 1, V(a+bt) = by luego Vi5(b) = b—b = 0;
en consecuencia,

Vvlg(a + bt) =0.
Ademas, si s; es estacional de periodo 12, entonces s; = s;_12 ¥
Vlgst =58 —S-12=20 = VVlzst =0.
Por tanto,
VVipY; = VVip X;.
En forma explicita:
VV12Xt — (1 — B)(l - B12)Xt - (1 — B - Bl2 + BIS)Xt7
es decir,
Wy =VVpY, =X, — X1 — Xooo+ X3

Como W; es un filtro lineal con coeficientes constantes aplicado a un proceso
estacionario { X}, se concluye que {W,;} es estacionario.
Su autocovarianza es

’YW(h) = COV(Wt+h, Wt)

Escribiendo W; = ZjeJCth—j con J = {0,1,12,13} y ¢o = 1, ¢; = —1, ¢15 =
—1, ¢13 = 1, obtenemos la féormula general

= ZZCJCMYX(fH'j — k).

jeJ keJ

Si se desea expandir explicitamente:

Yw(h) = yx(h) —vx(h + 1) = yx(h + 12) + vx (h + 13)

— ")/wa — 1) + ’Yx(h) — Vx(h + 11) + ")/X(h + 12)
= 12) (b~ 11) () — B+ 1)
+9x(h—13) —yx(h —12) — yx(h — 1) + vx (h).

(b)

Aplicamos V%, = (1 — B*)? a Y, = (a + bt)s, + X;:
VY, = (1— B%)*((a+bt)s;) + (1 — B®)’X,.
Como s; es de periodo 12, se cumple s; 15 = s, y por tanto
(a+b(t —12))st—12 = (a + b(t — 12))s,
Entonces
Viz((a+bt)s)) = (a+bt)s, — (a+b(t —12))s, = 12bsy,
que sigue siendo de periodo 12. Aplicando de nuevo Vs:

V2, ((a+bt)s,) = Via(12bs;) = 12b(s, — s, 12) = 0.
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Por tanto,

VY, = Vi, X;.
En forma explicita:
Vi, X; = (1 - B®)?2X, = (1 -2B" + B*)X,,
es decir,
Vi = VY =X, —2X; 19+ Xyoa.

Como antes, V; es estacionario por ser un filtro lineal de coeficientes constantes
aplicado a un proceso estacionario.
Su autocovarianza es

Y (h) = Cov(Vign, V2),

y si escribimos V; = Zj€{0712724} d;Xi—j condy =1, dig = —2, day = 1, entonces

Yw(h) = Z Z didvx(h+j — k).

§€{0,12,24} ke{0,12,24}

Expandiendo:

w(h) =7x(h) = 2vx(h +12) + vx (b + 24) = 2yx(h — 12) + 4yx (h)
— 2’7x(h + 12) + Wx(h — 24) — 2’7X(h — 12) + ’7X(h)

Ejercicio 14. Considera un filtro de medias méviles bilateral con pesos constantes

y define el proceso filtrado

q 1 q
Yi=> X ;= 201 > X

Jj=—q Jj=—q

Muestra que:

(a) El filtro pasa tendencias lineales.

(b) Si Z;, t = 0,£1,£2,... son v.a. independientes con media 0 y varianza
acotada, entonces el filtro aplicado a Z; tiene media 0 y varianza que tiende a
0 cuando ¢ — oo.

Solucién.
(a) Pasa tendencias lineales
Sea X; = m; = a + bt una tendencia lineal. Entonces

= N )
1 q q -
=541 <j:z_q(a+bt) — bjzz_qj> :
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Como > 7 (a+bt) = (2¢ + 1)(a + bt) y ademas

por simetria, resulta

Yi=a+bt=m

Por tanto, el filtro reproduce exactamente cualquier tendencia lineal (no distor-
siona polinomios de grado < 1).

(b) Media y varianza cuando se aplica a ruido independiente

Sea ahora X; = Z;, donde {Z;} son independientes, E[Z;] = 0 y Var(Z;) = o7
con 02 < M < oo para todo t.

Entonces el filtrado es

Media:

Varianza: por independencia,

1 q
Var(Y;) = Var<2q 1 Z Zt_j>

Jj=—q

1 q
" G iE 2 Vi)
J=-q

1 d C(2q+1)M M
= 2 Z 0152—]' = (254 1)2 Z - a '
(2¢+1) =, 2q +1) (2¢+1)? 2q+1

Por tanto,

0 < Var(Y;) <

— 0
29+ 1 g—=o
En particular, Y; toma valores cada vez mas pequenos en el sentido de que tiene
media 0 y varianza que tiende a 0 cuando ¢ — oo.

Ejercicio 15. Sea {z:} una serie temporal estacionaria con media u = E[z;] y
funcién de autocovarianza r(7) = Cov(zy, x11,). Considera el suavizado exponencial
simple

v = axy + (1 — @)y, 0<a<l.

(a) Muestra que

f: 1—a) xt_k.

(b) Muestra que E[y,] = p.
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(¢) Sir(r) =0 para |7| > 1, muestra que

Var(y;) =

Solucién.
(a) Iteramos la recursion:

Yo = oz + (1 — a)y1.
Sustituyendo y;—1 = azy—1 + (1 — @)y;_o,
Y, = axy + a(l — )z + (1 — a)*y_o.

Repitiendo n veces se obtiene

n

Yy = Z all —a)z_p+ (1 —a)" My,
k=0

Como 0 < 1—a < 1, se tiene (1 —a)"™' — 0 cuando n — oo. Bajo estacionariedad
(y finitud de momentos), el término residual desaparece, y queda

= Za(l —a)fzyy.
k=0

(b) Usando la representacién anterior y que E[z; ;] = p,

ia 1—a) xt_k]:,uioc(l—oz)k.
k=0

k=0
La suma es geométrica:
ia 1 04 ! =« L_ 1
I—-(1—-a) o
k=0

Por tanto,

Ely:] = .

(c) Supongamos ahora que r(7) = 0 para |7| > 1, es decir, {z;} es ruido blanco
(con varianza r(0)). Definamos z§ = z; — u y y§ = v — p. Por (b), Ely:] = p, asi
que Var(y;) = Var(yy), y ademas la recursiéon queda

yi = oy + (1= a)y/y.

Usando la representacion MA(oo) de (a) centrada,

o0

Z (1—a)kaf .
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Entonces, por incorrelacion de {xf},

Var(y,) = Var(y;) Za 1 —a)®* Var(z¢_,)

k=0
[oe)
E 1—a
k=0

La suma geométrica vale

i . 1 1 1 1
J— a = = — .
— —(1-a)? 1-(1-2a+a?) 2a—a®> «a2—-a)
Por tanto,
Var(y,) = a®r(0) - ———— = | —% 1 (0)
) = al2—-a) |2—-a '

Ejercicio 16. Considera un proceso {y;}icz débilmente estacionario con media
m(t) = —5 y funcién de autocovarianza

2, 17=0,
ry(t) =4q1, 7==I,

0, en otro caso.
Halla el Best Linear Unbiased Predictor (BLUP) de y» cuando se ha observado:
(a) v

(b) Y1 € Yo-

Obs.: El estimador BLUP es el estimador lineal insesgado con error de prediccion
(U¢. — y¢) de minima varianza.
Solucion.

Como el proceso es estacionario con media constante p = —5, trabajamos con la
serie centrada

Ty =Y — =Y+ O, Elz,] = 0, (1) = 1y (7).

Si hallamos el mejor predictor lineal de x5 a partir de las observaciones, entonces el
predictor de y, se obtiene restando/anadiendo la media:

Yojz = pt + To|z-

(a) BLUP de y, dado
Buscamos un predictor lineal de la forma Zy; = ax;. Por el principio de ortog-
onalidad, el error debe ser ortogonal a x;:

Cov(x2 —axry, :cl) =0 = 7.(1)—av(0)=0.
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(1) 1
g =) 1
%c(o
Asi,
. 1 1
Lot = 5T = E(yl +5).
Volviendo a y;:
: - 1 1 5
y2\1:/$+£€2‘1:—5—|— <y1—|—5):§y1_§

Por tanto,

g)2|1 =0.5 Y1 — 2.5.

(b) BLUP de y; dado y; y vo

Buscamos 91,0 = axy + brg. Las ecuaciones de ortogonalidad son:

Cov(xe — axy — bzg, 1) =0,

Cov(xe — axy — bzg, o) = 0.

Usando 7,(0) =2, 7,(1) = 1, 7,(2) = 0, se obtiene el sistema:

Ye(1) —av.(0) =0, (1) =0 = 1—2a—b=0,
7(2) —ay.(1) = 07,(0) =0 = 0—a—2b=0.
De la segunda ecuacion a = —2b. Sustituyendo en la primera:
1 2
1-2(-20)—b=0 = 1+4-b=0 = b:—g, a=3.
Entonces
2

Volviendo a y;:

Yaj1,0 = 1+ T210

. 2 1
Top1,0 = §$1 - §$0 = —<yl + 5) - _(QO + 5)-

3

3

2 1
= =5+ (5 +5) — 5 (50 +5)

3 3
B 2 1 10
= 391 3?/0 3"

Equivalente a

3

. 1
Y2110 = 5 (23/1 — Y — 10)-

Ejercicio 17. Considera un proceso Gaussiano y; con funcién media

my(t) = Ely] =3+t

y funcién de covarianza

2
t/2,
s/2,
0,

ry(t,s) =

t = s,
t=s+1,
t=s—1,

en otro caso.
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(a) (Es el proceso estacionario?

(b) Halla el predictor 6ptimo BLUP de v, cuando se ha observado (solo) y;, para
k=1,2,...

(c) Compara el resultado del apartado anterior con la esperanza condicional para
distribuciones Gaussianas:

Elyerr | g = %(yt —my(t)) + my(t + k).

Solucién.
(a) Para que {y;} sea estacionario (en sentido débil) se requiere que m,(t) sea
constante y que 7, (¢, s) dependa solo de t — s. Aqui,

my(t) =3+t
no es constante, luego el proceso no es estacionario. Ademas, incluso la varianza
Var(y,) = ry(t,t) =t

depende de t, confirmando la no estacionariedad.

(b) Buscamos el BLUP de y;,x basandonos solo en y;. El mejor predictor lineal
en media cuadratica (y por tanto BLUP en el caso Gaussiano) tiene la forma

Uikt = MYt + Ao,

donde los coeficientes se determinan imponiendo insesgadez y minimizacién de var-
ianza. Equivalentemente, podemos usar la féormula general de regresion lineal:

N _ COV(ytJrk? yt)
yt+k‘t - mZJ(t + k) + Var(yt) (yt - my(t)>

Notamos que
Var(y,) = ry(t,t) =t.

Caso k = 1:
t
ry(t,t+1):§ (pues t = (t+1) —1).
Por tanto,
N ry(t, T+ 1 t/2
e = my(t+ 1)+ 2D ) )+ L - (4 3)).
ry(t,1) t
Asi,
. 1
Ytv1|t = 5(2/1; —(t+3)) + (t+4).
Equivalentemente,

N 1 +15—1—5
yt+1\t—2yt 5
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Caso k > 2: Si k > 2, entonces |(t + k) — t| > 2 y por la definicién de ry(¢, s),
ry(t,t+ k) =0.
Luego,
G = my(t+ k) + 0 (g —my (1)) = my(t + k) =t + 3+ k.

Por tanto,

Uipkje =t + 3+ K, k> 2.

(c) Como el proceso es Gaussiano, el predictor éptimo (BLUP) coincide con la
esperanza condicional E[y; . | y¢]. Sustituyendo en la férmula dada:

e Para k=1: r,(t,t+1)=1t/2y r,(t,t) =, con lo que se obtiene exactamente
el mismo resultado que en (b).

e Parak > 2: ry(t,t+k) =0, y la esperanza condicional se reduce a my,(t+k) =
t + 3 + k, coincidiendo también con (b).

En conclusion, el BLUP coincide con la esperanza condicional (como debe ocurrir
en el caso Gaussiano).

Ejercicio 18. Considera un proceso ARIMA(0,1,1)=IMA(1,1) de la forma
Yt — Y1 = e — ey, 0] <1,

donde {e;} ~ WN(0,0%). Muestra que:

(@) g1 = (1—10) — Y1, 0 alternativamente g1, = (1—-6)>r, LT

1
1—-6z
(b) Usando el apartado anterior, i1 = (1 — 0)y + 0Gj—1.

(¢) Compara la expresion del apartado (b) con la férmula de un suavizado expo-
nencial simple. ;Qué conclusion puedes sacar?

Solucién.
Partimos del modelo IMA(1,1):
Vyr =1y — yp1 = € — e
(a) La ecuacién se puede escribir con el operador de rezago B como
(1—-B)y: = (1 —0B)e;.

Luego,

1-6B

1-B
Para el predictor lineal 6ptimo a un paso, usamos la forma estandar (polinomio

predictor):

Y = €.

. G(B)
Y1t = myta
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donde para un IMA(1,1) se obtiene G(B) =1—60y C(B) =1 — 0B. Por tanto,

10
Yt+1|t = 1_0B Y-

En notacién 27! = B,
1
1 =(1—-0)——y,.
Y1)t ( )1 — 9.1 Yt

Como |0| < 1, podemos expandir en serie geométrica:

1 o0
=Y ¢*B*

Entonces,

Z?t+1\t = (1 - 9) Z ekytfk-

k=

[en]

(b) Partimos de la expresion en serie de (a):
Gepre = (1 —0) <Z/t + Oyp1 + Pyps + - )
Y analogamente,
Jeje—1 = (1 —0) (?Jt—l + Oypo+ Pyrs + - - )
Multiplicando por 6,
Oe—1 = (1 —0) <9yt—1 + Pyo + Pypg + - )
Sumando (1 — @)y, a ambos lados,
(1= 0)ye + 0Gye—1 = (1 —0) (yt + 0y 1 + Py + - > = Yt+1)t-

Por tanto,

Yip1)t = (1—0)y + OF(e—1-

(c) El suavizado exponencial simple se escribe como
U1 = ay + (1 — @)y, 0<a<l.

Comparando con (b),
U1 = (L = 0)ye + 0941,

vemos que coincide exactamente con un suavizado exponencial simple tomando

a=1-20.

Conclusién: el predictor lineal 6ptimo a un paso de un modelo IMA(1,1) es

equivalente a aplicar un suavizado exponencial simple, con parametro de suavizado
a=1-—40.
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Ejercicio 19. Considera el proceso ARMA(1,1)
v — 0.9y = e, + 0.8¢e,_1, {e,} ~WN(0,0%).
(a) (Es el proceso estacionario? ;e invertible?
(b) Calcula g1y y la varianza del error de prediccién.

(c) Generaliza para g, k = 2,3,.... {Qué le pasa al error de prediccién cuando
k — o0?

., Qué prediccién darfas para un £ > 2 muy grande? Comparala con la
prediccion real.

Solucién.
Escribimos el modelo en la forma estandar ARMA(1,1):

o(B)y, =0(B)e;,  #(B)=1-09B, 6(B)=1+0.8B.

(a) Estacionariedad e invertibilidad
El proceso es estacionario si las raices de ¢(B) = 0 estan fuera del circulo unidad.
1
0.9

1-09B=0 = B = ~1.111 > 1,

luego |B| > 1y por tanto {y,;} es estacionario.
El proceso es invertible si las raices de 0(B) = 0 estan fuera del circulo unidad.

1
1+08B=0 = B=-52=-12,

y |B] = 1.25 > 1, luego {y:} es invertible.

(b) Predictor a un paso y varianza del error

Como el modelo es invertible, podemos escribir e; en funciéon de observaciones
pasadas, y el predictor éptimo lineal a un paso se puede expresar como una combi-
nacién lineal de y;,y;_1,.... Una forma conveniente es usar la expansion

1 [ee]
——— =) (-0.8)"B" 0.8] < 1).
ross ~ (09 (0si<y
El predictor a un paso puede escribirse como

09408 17
Yol = 108 T 151088

Por tanto,

Uepre = 1.7 Z(_O-&kytfk-

k=0

Para la varianza del error de prediccion a un paso, usamos que

Ye+1 = Y1t = €415
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(en un ARMA invertible, el error a un paso es exactamente la innovacién), luego

Var(yer1 — Jrs1e) = 0

(c) Predictor k-pasos y varianza del error
Para k > 2, como Ele;; | Ft] = 0 para j > 1, la prediccién se obtiene propagando
el estado AR:
Utk = 0.9 Yoyt k>2,

de donde

Utkjt = 0.9%7! Yts1)ty k=23,...

Para la varianza del error a k pasos, la representacion MA(oco) del ARMA(1,1)

€S
~1+08B

_ o TUes i-1pi
008 1+ 1.7(0.9) 7' B,

j=1

Yt = Z%’et—j, ¥(B)
§=0

es decir,
Py = 1, Y, = 1700977, j>1.

El error de prediccién a k pasos contiene las innovaciones futuras e, 1,..., € x
con pesos Yo, Y1, ..., Yr_1, por lo que
k—1 k—1
- 2 2 2
Var(Yesk — Yerrt) = 0 E Y =0"| 1+

Jj=0

i (1.7% 0.92@—1))) .
j=1

Como 0.9% = 0.81,

k-1
Var (Yo, — Jerwp) = 0° (1 +1.7% Z 0.8151) .

(=1

Cuando k — oo, la suma geométrica converge:

> 1 1
0.8171 = = .
; 1—-0.81 0.19

Asi,
. 9 1.72
Var(Yerx — Getkie) o O (1 + m) )
que coincide con la varianza incondicional del proceso (el error tiende a la incer-
tidumbre total cuando el horizonte crece).
Ademas,

~ k—1 ~
Ykt = 0.9 Gpp1p —— 0.
k—00

Por tanto, para k > 2 la mejor predicciéon es aproximadamente la media del proceso.
Como no hay término constante, la media es 0, luego la prediccién para horizontes
muy grandes es 0.
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Ejercicio 20. Halla la prediccion de 3 pasos del proceso SARIMA
(1-0.92"Viy, = (1 +0.82 ey, Vi =1-21"

Usa el polinomio predictor.
Solucién.
Escribimos el modelo en la forma multiplicativa estandar

A(2)F(z)ye = C(2) e,
donde
A(z)=1-09z71, F(z)=1-2z1 C(z) =1+4+0.8z""
Para el predictor lineal 6ptimo a k pasos (polinomio predictor) se usa la identidad
C(z) = A(2)F(2) + 27 "G(2),

y entonces
. G(z)
Yeyklt = m Yt

En nuestro caso k = 3. Al efectuar la descomposicién anterior (equivalente a
una divisién polinémica en z~! ajustada al horizonte k = 3) se obtiene

G(2)=13T7T+ 2724082710 - 1377272, C(z)=1+0.82"".

Por tanto,

. G 1377+ 4082710 —1.37727 "7
Y43t = C(2) Yt = 110821 Y-

Ejercicio 21 (Principio de Ortogonalidad). Sean X,Y dos variables aleatorias.

Muestra que
Cov(Y —E[Y | X], X) =0.

Este resultado se conoce como principio de ortogonalidad y es 1til en estadistica,
procesamiento de senales y series temporales. Recuerda que nuestros predictores
son de la forma E[Y | X] (esperanzas condicionadas a la informacién actual).
Una reformulacién de este principio (por ejemplo, tomando Y =y v X = y;)
nos dice que:
COV(yt+k — Uikt yt) =0,

es decir, el error de prediccién es ortogonal a las observaciones.

L I

proj, (¥) = E[y |x]
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Solucion.

Sin pérdida de generalidad supongamos que E[X]| = E[Y] = 0. Entonces
Cov(Y —E[Y | X], X) =E[X (Y —E[Y | X])] = E[XY] - E[XE[Y | X]].

Vamos a probar que E[X E[Y | X]] = E[XY]. Usamos la propiedad de la torre
(o iteracién de la esperanza) y que X es medible respecto a o(X):

EXEY | X]] = E(E[XE[Y | X]| X]) = E(XE[Y | X]),
y por otro lado,
E[XY]=E(E[XY | X]) = E(XE]Y | X]),
donde en el ultimo paso usamos que, condicionado a X,
EXY | X] = XE[Y | X].

Por tanto,
E[XY] - E[XE[Y | X]] =0,

y concluimos que

Cov(Y —E[Y | X], X) = 0.

Si E[X] y E[Y] no fueran cero, el mismo argumento se aplica a las variables
centradas X = X — E[X], Y =Y — E[Y], llegando al mismo resultado.

Ejercicio 22. Supoén que se ha observado y1, ys, ¥4, y5 pero que se ha perdido el dato
Yo, siendo {y;} un proceso Gaussiano ARMA(1,1) con a = —0.95, ¢ =0.95 e

Ye + QY1 = €4 + CE4_1, {et} ~ WN(O, 0'2).
Encuentra el interpolador éptimo de 5. ;Cudl hubiese sido el resultado si simple-

mente hubieses hecho una interpolacion lineal?

Pista: Utiliza el principio de ortogonalidad para construir un sistema de ecuaciones
lineal en los pardmetros de interpolacién.
Solucion.

Buscamos el interpolador lineal éptimo (que, al ser Gaussiano, coincide con el
éptimo en MSE) en el subespacio generado por las observaciones disponibles. Es
decir, buscamos

Y2 = My1 + Asys + Aays + Asys,

donde los coeficientes se obtienen imponiendo el principio de ortogonalidad:

COV<y2 - g?v y]) = 07 j € {173747 5}

Esto produce el sistema lineal

Z )\kfy(j_k):’Y(Q_j)v j€{173’475}>

ke{1,3,4,5}

donde y(h) = Cov(ysin, yi) es la ACVFE del ARMA(1,1).
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Autocovarianza del ARMA(1,1). Para el modelo
Yi + ayi—1 = € + cep_q,
equivalentemente y; = —ay;_1 + €; + ce;_1. Definimos ¢ = —a y € = ¢, de modo que
Ui = QY1 + e + Oeyq, ¢ =0.95, 6 =0.95.
La ACVF del ARMA(1,1) viene dada por (para |¢| < 1):

021+92+2¢0
1—¢

y v(=h) = (h).
Con ¢ = 6 = 0.95, se obtiene numéricamente (en unidades de o?):

7(0) = (1) = ¢y(0) + 65>, ~y(h)=¢""7(1) (h>2),

7(0) =38.00%, (1) =37.050% ~(2) =35.19750%, ~(3) =33.43760°%, ~(4) = 31.7657 o*.

Sistema de ecuaciones. Usando las condiciones Cov(ys — 92,y;) = 0 para
7 =1,3,4,5, se obtiene el sistema

(0) v(2) v(3) @)\ (M (1)
v(2) v(0) (1) v2) | [As ]| _ | v(D)
3) v(1) A(0) A1) | | M 7(2)
v(4) v(2) v(1) v(0)) \Xs 7(3)

Resolviendo este sistema (p.ej. con algebra lineal numérica) se obtiene:

[ = 0444y, + 0.9357 y5 — 0.5625 y4 + 0.1906 .

Interpolacién lineal. Si se hiciera una interpolacién lineal simple usando solo
los puntos circundantes y; y y3, se tendria:

g L 1

Yo = §y1 + 593-

Ejercicio 23. Escribe las ecuaciones del espacio de estados para un MA(1) y de-

muestra que
(0 1 B o (1 =0
<I>_<O 0)’ A=(0 1), Q=0 (_9 92)

se verifican.
Solucioén.
Consideremos el proceso MA(1):

Yi=2Z;+07Z 4, {Z,} ~WN(0,0%).

Definicién del estado. Definimos el vector de estado de dimensién 2 como
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Tomamos la ecuacién de observacién sin ruido adicional:

Y;:Aﬂft? A:(O 1)7

ya que efectivamente Az, =z, =Y.
Ecuacién de transicién. Observemos que

o Ziv1 _ Zi
" Yin Zyp1+ 072y )
Separando la parte determinista (dependiente de x;) y la parte aleatoria, notamos
que
01 . Yo\ (Zi+0Z
00/ \o) 0 ‘
Para completar z;,1, introducimos un ruido de estado vectorial w;;; tal que:
0 1
xt-‘rl == q)ﬂjt + wt+17 q) - (0 0) )
y elegimos w1 en funcién del ruido blanco escalar Z;,; como

Z 1
Wit = (—9?;1) = GZ1, G = (_0> .

Con esta eleccion, w; es ruido blanco vectorial (porque es una transformacion
lineal instantédnea de Z;) y ademds la covarianza contemporanea es

Q — Var(wt) = Var(GZt) = GV&LI‘(Zt) GT — O'QGGT — o2 (_19 ;29) )

que es exactamente la matriz pedida.
Conclusién. Hemos escrito el MA(1) en forma de espacio de estados:

‘33t+1 = Qx;y + Wiy, Y, = Axb‘

01 1 -0
@:(O o)’ A=(0 1), Q:az(_e 92>.

Ejercicio 24. Escribe las ecuaciones del filtro de Kalman para hacer prediccién en
un modelo AR(1) y verifica que se reducen a:

con

5 2
Ztt—1 = Gzi1, Pijt— = 0.

Solucioén.
Considere el modelo AR(1)

2
2 = ¢z + wy, wy ~ WN(0,07),
y suponga que observamos el estado sin error (esto equivale a un modelo espacio—

estado con ecuacién de observacién y, = z; y varianza de ruido de medicién R = 0).
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Modelo en espacio de estados
Ecuaciéon de estado:

2 = Qz—1 + wy, Q=o"
Ecuacién de observacién:
Yy = 2 + Uy, v~ WN(0, R),
y tomamos R =0y y; = 2.

Ecuaciones de prediccién de Kalman
La prediccién a un paso (antes de incorporar la observacion en t) es

-1 = ¢ Zt—1lt—15

y la varianza del error de prediccién es

Dijt—1 = ¢2pt71|t71 +Q.

Reduccion cuando la observacion es exacta
Si R = 0, entonces al actualizar en el tiempo t—1 se conoce el estado exactamente:

Zt1t-1 = Zt-1, Pe-1jt—1 = 0.

Sustituyendo esto en las ecuaciones de prediccion:

2t|t—1 = ¢2t—1|t—1 = 0241,

Pjt—1 = ¢2 0+0%=0"

Por lo tanto, las ecuaciones de prediccién del filtro de Kalman se reducen a

. 2
Ztt—1 = Gzp-1, Ptt—1 =0

Ejercicio 25. Dado un proceso AR(1) filtrado por la diferencia estacional
Vv, = 1y — T4y,
y sabiendo que
Ty = ¢xy_1 + wy, lp| < 1, w; ~ WN(0,0?),
(a) Encuentra la funcién de transferencia del filtro V.

(b) Determina cémo afecta este filtro al espectro de potencia del proceso.
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Solucion.

Definimos el proceso filtrado como

Yt = Valy = Tp — Tyg.
(a) Funcién de transferencia del filtro V,. El filtro es lineal con coeficientes

ag =1, ay = —1, a; = 0 para j # 0, 4.
Por tanto, su funcién de transferencia es

oo

_ 2mivi _ 1 _ —2mivd _ q _ _—8miv

Ay (v) = 5 aje =1-—e =1-—e :
j=—oo

El mdédulo al cuadrado resulta

‘Ayx<’/)‘2 1 — 6—871-1'1/)(1 - eSﬂ'iV)

(
2(1 — cos(87v)).

(b) Efecto sobre el espectro. El proceso original x; es AR(1), cuya densidad
espectral es

0.2

fo(v) = 11— ge—2miv|2’
Para un filtro lineal, el espectro del proceso filtrado viene dado por

fy(v) = [Ap () fo(v).
Sustituyendo:

0.2

fy(l/) = 2(1 — COS(STFV)) m

Interpretacion
Las frecuencias anuladas por el filtro satisfacen

Ap(v)=0 <= ¥ =1 <+ 8rv=2rk,
de donde

k
= — ke Z.
v 1 S

Por tanto, el filtro elimina las componentes en
1 1
v=0, £—, +— ...
4" 2

Esto implica que se suprimen la componente de baja frecuencia (tendencia) y
ciertas frecuencias estacionales, mientras que las restantes son amplificadas o aten-
uadas segun el factor 2(1 — cos(87v)).
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Ejercicio 26. Sea el proceso

2T
x; = Acos <Et> + wy,

donde A es constante y w; ~ WN(0, 0?).

(a) Encuentra la densidad espectral del proceso {z;}.

(b) Considera el filtro estacional Vi, = 1 — B2, Encuentra su funcién de trans-
ferencia |A(v)|?.

(c) Obtén la densidad espectral del proceso filtrado y; = Viazy.

(d) Interpreta el efecto del filtro sobre la senal sinusoidal. ;Qué componentes
frecuenciales elimina?

Solucion.
Escribimos

2w
=5 + =A —
Tt St Wy, St COS (12 ) s

donde s; es determinista y w; es ruido blanco.
(a) Densidad espectral de x;. La densidad espectral del ruido blanco es

0.2

v)=—.
fulv) 27
Para la componente sinusoidal, usando que

A? 1
Vs(h) = o5 cos(2mph), =15

su transformada espectral corresponde a dos masas puntuales en +u:

=2 - 2) e+

Como s; y w; son no correlacionados, el espectro total es la suma:

bR e 5

(b) Funcién de transferencia del filtro V5. El filtro estacional es

V12 =1- Blz.

—271'1'1/)

Su funcién de transferencia (con B = e es

A(V) —1— e—24m‘y7

y el moédulo al cuadrado resulta
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|A<l/)|2 — (1 o 6—247ri1/)<1 o 6247rz’1/)
= 2(1 — cos(247v)).

(c) Densidad espectral del proceso filtrado. Para un filtro lineal,

fyw) =1AW)P fo(v).

Sustituyendo los resultados anteriores:

£,(v) = 2(1 — cos(247)) {A{ (5 <y _ %) n 5<y N 1_12» N g] _

(d) Interpretacién. El filtro anula las frecuencias tales que

Av) =0 <<= e =1 <= 247v =27k,

es decir,
k
= —, keZ
12
Por tanto, se eliminan las componentes en
1 2
V= Oa + ) PP
12 12

En particular:

e Se elimina la componente de baja frecuencia (v = 0, tendencia).

e Se elimina exactamente la senal sinusoidal determinista en v = %

Asi, el filtro estacional Vi suprime la estacionalidad de periodo 12 y deja
unicamente el ruido blanco filtrado.

Ejercicio 27. Sea el proceso {X;} con densidad espectral
f(v) =6(1 + cos(2mv)), ve(—3.3)-

(a) Verifica que f(r) es una funcién par. Luego calcula la autocovarianza ~y(h)
para h = 0,1, 2.

(b) Supén que la serie se filtra con
Y= Xi —2X4 1 + Xia.
(i) Encuentra la funcién de transferencia |A(v)|*.

(ii) Encuentra el espectro del proceso filtrado {y;}.

(c) Calcula la varianza Var(y;).
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(d) Interpreta el efecto del filtro sobre las frecuencias del proceso original.

Solucién.
(a) Como cos(27v) es una funcién par,

f(=v) =6(1+ cos(—27mv)) = 6(1 + cos(2nv)) = f(v),
por lo que f(v) es par.

La funcion de autocovarianza viene dada por

1/2 1/2
~v(h) = f(v)cos(2mvh) dv = 6/ (14 cos(27v)) cos(2nvh) dv.

—1/2 -1/2

Para h = 0:

7(0) =6 [/1/2 ldv + /_1/2 cos(27v) dV] =6(1+0) =6.

—-1/2 1/2

Para h = 1:

1/2
= 6/ (14 cos(2mv)) cos(2mv) dv
1/2

1/2 1/2
6 / cos(2mv) du—i—/ cos?(2mv) dv | .
1/2 ~1/2

La primera integral es cero y

1/2 1
/ cos?(2mv) dv = 2

1/2

por lo que

Para h = 2:

1/2
v(2) = 6/ (14 cos(27v)) cos(4nv) dv.

1/2

Ambos términos integran a cero por ortogonalidad trigonométrica en (—1/2,1/2),
de modo que

En resumen,
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(b) El filtro es

yr = Xy — 2X 1 + Xyg,

con coeficientes ag = 1, a; = —2, as = 1. Su funcién de transferencia es

AB)=1-2B+B? ~ B=e ™",

es decir,
Alv)=1- Qe T 4 pAmiv
Factorizando,
Aw) = (1 - ey,
y por tanto

AW))P =1 —e ™| = (2 Sin(wy))4

= |4sin*(7v) |.

(b)(ii) El espectro del proceso filtrado es

fy(v) = |A(W)|?f(v) = 4sin*(7v) - 6(1 + cos(27v)).

(c) La varianza del proceso filtrado es

1/2 1/2
Var(y;) = 7,(0) = fy(v)dv = / 4sin(7v) - 6(1 + cos(27v)) dv.
~1/2 ~1/2

Partimos de

1/2

Var(y;) = 24/ sin®(7v) (1 + cos(27v)) dv.

—-1/2

Usamos la identidad
1+ cos(27v) = 2 cos?(7v),

con lo que

1/2
Var(y;) = 48/ sin*(7v) cos? (7v) dv.

—-1/2

Haciendo el cambio de variable 2 = v (de modo que dv = dz/m), los limites
pasan a x € [—7/2, /2|, y obtenemos

48 w/2
Var(y;) = —/ sin®(x) cos® () du.

T J_n)2

Como el integrando es par,
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9% (7, 2
Var(y;) = —/ sin®(x) cos®(x) du.
0

™

Usando la identidad estandar

/2 1 1 1
/ sin™(z) cos"(x) dr = 5 B (u, nr ) :
0

con m=4yn=2, se tiene

/2 1 1 TEre
/o sin(z) cos®(x) dox = 5 B <g, ;) =3 (12)(452)
Como
5 3 3 1
r=]=- '=)=-= I'(4) =
(3)-vm r(3)-pv" rw-o
resulta
/W/Q sin*(x) cos®(x) dv = =
0 32
Finalmente,
9%
V. =—.—=3
ar(y:) T 39
Por tanto,
Var(y;) = 3.
(d) Como

|A(v)|* = 4sin*(7v),

se tiene |A(0)|> = 0 y el comportamiento cerca de v = 0 es de orden v*. Por
tanto, el filtro anula completamente la componente de frecuencia cero y atentua
fuertemente las bajas frecuencias.

En consecuencia:

e Elimina tendencias (frecuencia v = 0).
e Atentia componentes de baja frecuencia.
e Deja pasar relativamente mas las frecuencias medias y altas.
Este filtro actiia como un filtro pasa-altos de orden dos.
Ejercicio 28. Sea un proceso {X;} con densidad espectral definida por

6(1 — 4v?), VS%,
MZ{( ) vl

0, | > 1.
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(a) Verifica que f(v) es una funcién par.

(b) Interpreta la forma del espectro. ;Qué tipo de frecuencias predominan y qué
propiedades temporales esperas del proceso?

(c) Calcula la funcién de autocovarianza y(h) para h =0y h = 1.

(d) ;Qué efecto tendria ampliar el soporte del espectro a [—1/2,1/2]? ;Cdémo
cambiarian v(0) y v(1)?

Solucién.
(a) Observamos que

fl=r) = 6(1 —4(-v)*) = 6(1 — 4%) = f(v),
por lo que f(v) es una funcién par.

(b) La funcién f(r) = 6(1 — 4v?) es una parabola invertida centrada en v = 0,
con soporte en [—i, %] Su valor maximo se alcanza en v = 0 y decrece hasta anularse
en v = :i:}l.

Esto indica que predominan las bajas frecuencias. En el dominio temporal se
espera un proceso suave, con cambios lentos y fuerte dependencia entre observaciones
cercanas.

(c) La funcién de autocovarianza viene dada por

1/2 ‘ 1/4 |
’}/(h) = f'(y>62ﬂ'wh dv = / 6(1 _ 4y2)627T’Ll/h dv.

—1/2 1/4

Como f(v) es par,
1/4
v(h) = 2/ 6(1 — 4v?) cos(27mvh) dv.
0

Caso h=0

1/4
11\ 11
A =2(3-5) -
. 4 48) 4

Caso h=1

1/4
(1) = 12/ (1 — 4v%) cos(27v) dv.
0
Evaluando esta integral (por partes o con ayuda simbdlica) se obtiene

3

w2

v(1) =

Por tanto,

- 134 —



(1 1]
Universidad
Rey Juan Carlos Bloque 3: Filtrado, suavizado,

prediccién y filtrado de Kalman

(d) Si el soporte del espectro se ampliara a [—1/2,1/2], se incorporarfan com-
ponentes de mayor frecuencia.
En consecuencia:

e 7(0) aumentaria, ya que creceria el area total bajo el espectro (mayor vari-
anza).

e La autocovarianza decaeria més rapidamente con h; en particular, (1) ten-
deria a disminuir en valor relativo, reflejando menor suavidad temporal.

Esto corresponde a un proceso con mayor contenido de altas frecuencias y menor
correlacién entre observaciones cercanas.

Ejercicio 29. Considera el siguiente modelo de estado lineal con observaciones
ruidosas:

Ty — 0.7l't_1 + Wy, Wi ~ N(O,O’?H = 1),
2 = Ty + Uy, v, ~ N(0,0% = 2).

Se parte de la estimacién inicial
To =0, Py =1,
y se dispone de las observaciones
z1 = 1.2, 2o = 0.9.

(a) Aplica el filtro de Kalman para calcular &y, &5 y sus respectivas varianzas Py,
Ps.

(b) Realiza los cdlculos paso a paso (prediccién, ganancia de Kalman y actual-
izacién).

(c) Comenta el comportamiento de la ganancia de Kalman y de la varianza con
el tiempo.

Solucion.
Aqui®=07,Q=1, A=1y R=2.

(a)—(b) Aplicacién del filtro de Kalman
Paso 1: Prediccion para t =1

i’”o - (I)QAS'()‘O = 07 . O - O,
Pio=®Pyo®" +Q =0.7-1+1=049+1 = 1.49.

Ganancia de Kalman
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Py AT 1.49 1.49
K =10 = = "~ 0.427.
AP AT+ R 1.49+2 349
Actualizacién

T1p = 10 + Ki(z1 — AZqp) = 0+ 0.427(1.2 — 0) =~ 0.5124,
Py = (1 - K1A)Pyo = (1 —0.427) - 1.49 =~ 0.8562.

Paso 2: Prediccién para t =2

Pyy = ®Pp 7 + Q = 0.72- 0.8562 + 1 ~ 0.4195 + 1 = 1.4195.

Ganancia de Kalman

Py 14195

Ky, = =
2T P+ R 14195+ 2

~ 0.415.

Actualizacion

Tojp = Top + Ka(2o — Top1)
= 0.3587 + 0.415(0.9 — 0.3587) ~ 0.5834,
Pyp = (1 — Ky)Pyy = (1 — 0.415) - 1.4195 ~ 0.8305.

Resumen

F1p A~ 0.5124, Py ~ 0.8562,
R~ 0.5834, Py ~ 0.8305.

(c) La ganancia de Kalman decrece ligeramente con el tiempo (K ~ 0.427 frente
a Ky ~ 0.415), lo que indica que el filtro va confiando progresivamente mas en el
modelo dindamico a medida que incorpora observaciones.

Asimismo, la varianza de estimacion disminuye (P0|0 =1, Pip ~ 0.856, Py =
0.831), mostrando que la incertidumbre sobre el estado se reduce conforme se dispone
de mas informacion.

Ejercicio 30. Sea el siguiente modelo de estado:

1 1
Ty = {gj ) Ty = [0 1] Tp_1 + Wy,

2y = []_ O] $t+’l}t,
donde
w, ~ N(0,Q), v ~ N (0, R), Q=021 R=o"
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(a) Interpreta este modelo: ;qué significan u; y 57
(b) Escribe las ecuaciones del filtro de Kalman para este sistema.

(c) iQué ocurre si 02 — 0?7 ;Qué interpreta el filtro en ese caso?

Soluciodn.
(a) El vector de estado es

Ty = |:g1t€:| )

donde:

e 4, representa el nivel del proceso observado z;.

e [, representa la tendencia o pendiente (ritmo de cambio del nivel).
La ecuacién de transicion
11
Te= g 1| %1+ W
equivale a

fe = -1 + Bro1 + Wiy, By = Bi—1 + way.

Se trata de un modelo de nivel local con tendencia, en el que el nivel evolu-
ciona segun la pendiente y esta, a su vez, sigue una caminata aleatoria.

(b) Identificamos las matrices del modelo:

11
@:{O J, A=1[1 0], Q=021 2,

Las ecuaciones del filtro de Kalman son:
Prediccion

Ttjt—1 — (I)l’t—ut—h

Py = cI)Pt—1|t—1(I)T +Q.

Ganancia de Kalman

K, = Py AT (AP, AT + R) .
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Actualizacién

Ty = Ty + K (Zt - Ait\tfl) )
Py = (I — KtA)Pyy—y.

(c) Si o2 — 0, entonces @ — 0y el modelo de estado se vuelve esencialmente
determinista:

Ty = q)l'tfl.

En este caso, el filtro de Kalman asume que el nivel y la tendencia evolucionan
sin perturbaciones aleatorias. Como consecuencia:

e Kl filtro confia casi completamente en el modelo dindmico.
e La ganancia de Kalman disminuye, dando menos peso a las observaciones.

e La matriz de covarianza P, se reduce, reflejando una mayor confianza en la
trayectoria estimada.

Desde el punto de vista interpretativo, el filtro entiende que la tendencia y el
nivel son préacticamente fijos (o perfectamente suaves), y solo utiliza las observaciones
para pequenas correcciones debidas al ruido de medicién.

Ejercicio 31. Considera el siguiente modelo de movimiento uniforme:

B {posiciént} _— [1 At
) t —

= velocidad, 0 1 } Te-1+ W,

Zr = [1 0} l't+Ut,

donde
thN(OaQ)7 Q:U'?UI7 UtNN(O7R)7 RIO‘?)

(a) Interpreta qué estima el filtro de Kalman en este contexto fisico.

(b) Explica como se comporta el filtro cuando tinicamente se observan las posi-
ciones.

(c) Calcula los dos primeros pasos del filtro de Kalman con:

At=1, o2 =01 o>=1,

v

.@0:|:8:|, P(]:[, 21:1.2, 22:2.1.

Solucioén.
(a) El filtro estima el estado

posicién,
Tt = . .
velocidad,

A partir de observaciones ruidosas de la posicién, reconstruye simultaneamente:
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e la posicién del objeto,
e la velocidad (aunque no se observe directamente),

usando el modelo de movimiento uniforme para ligar ambas magnitudes.

(b) Aunque solo se observa la posicién, la velocidad se infiere indirectamente
porque determina como cambia la posicion entre instantes. Con suficientes obser-
vaciones, el filtro reduce la incertidumbre sobre la velocidad, que al inicio suele ser
mayor que la de la posicién.

(c) Aqui

11
@:{O 11, A=11 0], Q =0.11, R=1.

Paso 1: Prediccién (t = 1)

) . 1 1] [0 0
m=aann= 1] o] = o
Py =0P0" +Q

=l allo Al o= 5

Ganancia de Kalman

1 ]2.1 0.677
. T T -1 _ ~~

Actualizacion

T = T1po + Ki(21 — AZq)o)
0] . [0.677 0.812
- M * [0.323] (12) ~ [0.388] '

0.677 0.323]

Py = (I — KiA)Pyo ~ {0_323 0.777

Paso 2: Prediccion (t = 2)

s _ [1 1] [0.812] _ [1.200
T2 =20 =g 1| 0388 ~ 10.388]
2.9 1.1}

Py = Pt + @~ {1.1 0.877

Ganancia de Kalman

KoL [22]_ 1 J22] _ [o.688
279911 1.1 ~ 32|11 T |0.344]
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Actualizacién

Como zy — Ao = 2.1 —-1.2=0.9,

Z1A3’2|2 - 5%2‘1 + K2(09)

~ [ 1:200) 5o [0-688) _ 1.819]
T 10.388] T T 0.344] T [0.697]

0.688 0.344]
0.344 0.499| "

PQ‘Q = (I — KQA)PQH ~ |:

En particular,

- fos12] . [1.819
TILS g388] 0 227 |0.697|
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Bloque 4: Métodos avanzados (enunciados)

Ejercicio 1. Sea {X;} una serie temporal m-variante con

Xn
X = :
Xtm
Definimos
e = E[X4], Lt + h,t) = Cov(Xppn, X;) = B[(Xen — pran)(Xe — ) ']

(a) Da la definicién de estacionariedad débil multivariante.

(b) Muestra que, si {X;} es débilmente estacionaria, entonces

Ejercicio 2. Sea el proceso bivariante estacionario {X;} definido por

Xn=172
he {Z,} ~WN(0,1).
Xt? — Zt + 075 Zt—lO;

Calcula:
(a) El vector de medias p.
(b) La matriz de covarianza I'(h) = Cov(Xyip, X¢).
(¢) La matriz de correlacién R(h).

Ejercicio 3. Sea {Z;} ~ WN(0,X) con ¥ una matriz m x m simétrica definida
positiva.

(a) Escribe py I'z(h).

(b) Si X; = AZ, para una matriz fija A € R™ ™, demuestra que {X;} es ruido
blanco multivariante e identifica su matriz de covarianza.

Ejercicio 4. Sea un proceso lineal multivariante
Xo= Y CiZ;,  Z~WN(0,3),
Jj=—00

donde C; son matrices m x m absolutamente sumables.
Muestra que

T(h)= Y CinxCy.

j=—o0
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Ejercicio 5. Sea {X;} una serie estacionaria m-variante con matriz de covarianza
I'(h), y sea 7;;(h) su entrada (i, 7).
Muestra que para todo 7,7 y todo h,

i ()] < 4/7:(0)755(0).-

Ejercicio 6. Sea el proceso bivariante

X = X ) Xi =AXi 1 + Zy,
Xoy

0.6 0.2 1 03
A= <0.1 0.5)’ Zi~WNO.E), X= (0.3 2 )

con

a) Determina si el proceso es débilmente estacionario.

(a)
(b) Halla la matriz de covarianza contemporanea I'(0).
(c) Obtén I'(1).

(d) Calcula la correlacion cruzada pi2(0).

Ejercicio 7. Sea

Xy = CoZy + C1Zy_y, Zy ~ WN(0, L),

10 0.5 0
CO_(O 1)’ 01_(0.2 0.4)'

(a) Calcula I'(0) y I'(1).

con

(b) Encuentra el BLUP de X;,; basado en Xj.

(c) Calcula la matriz de covarianza del error de prediccién.

Ejercicio 8. Sea (X;,Y;) un proceso bivariante estacionario con densidades espec-
trales:

y espectro cruzado

fxy (V) =2e 2™,

(a) Calcula la funcién de coherencia cuadrada Cxy (v).

(b) Interpreta el resultado.

(¢) Calcula la fase.
)

(d) ;Qué relacién temporal sugiere entre X, y Y;?
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Ejercicio 9. Sea el proceso bivariante

Yo = Xi1 + W,

donde X; es estacionario con espectro fx(v)y Wy es ruido blanco independiente
con varianza o?.

(a) Halla fy(v).
(

)
b) Halla el espectro cruzado fxy (v).
(c) Calcula la coherencia.
(d) ;Cudndo es maxima?

Ejercicio 10. Una empresa quiere predecir el nimero de llamadas que recibe su
centro de atencion al cliente cada dia. Para ello, dispone de datos histéricos diarios
durante los tltimos dos anos, incluyendo:

e Numero de llamadas y; cada dia.
e Dia de la semana (lunes, martes, etc.).
e Indicador de si fue festivo o no.

e Temperatura media del dia.

(a) {Qué tipo de modelo de aprendizaje automético (lineal o no lineal) propondrias
para este problema? Justifica tu respuesta considerando la naturaleza de las
variables.

(b) ¢{Por qué puede ser 1til incluir el dia de la semana o si es festivo como variables
de entrada al modelo?

(¢) Supém que entrenas un modelo LSTM. ;Cémo estructurarfas los datos para
alimentar al modelo LSTM teniendo en cuenta la secuencia temporal?

(d) ;Cémo evaluarias si el modelo generaliza bien en diferentes tipos de dias (lab-
orables, festivos, fines de semana)?

Ejercicio 11. Se entrena una LSTM y una GRU para predecir ventas diarias y; a
partir de su histoérico y algunas variables de calendario.

(a) ;jPor qué una GRU puede entrenar mas rapido que una LSTM?

(b) El error de entrenamiento es bajo pero el de test es alto. ;Qué fenémeno esta
ocurriendo?

(c) Nombra dos técnicas para reducir este problema.

(d) ;/Qué indicios te harfan pensar que la longitud de ventana temporal usada es
demasiado pequena?
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Ejercicio 12. Se desea predecir los proximos 7 dias de una serie y; usando una red
recurrente.

Ejercicio 13. Se dispone de una serie temporal diaria y; con clara estacionalidad
semanal y dindmica no lineal residual. Se propone un modelo hibrido:

Y = giARIMA + 7y,
donde gAFMA eg la prediccién de un modelo SARIMA y r, son los residuos, que se

modelan con una LSTM.

(a) Explica la motivacién de este enfoque hibrido.

(b) ;Qué propiedades deberfan tener los residuos r; antes de entrenar la LSTM?
(c) Describe el flujo completo de entrenamiento del sistema hibrido.

(d) (Qué ventaja tiene este enfoque frente a usar tinicamente una LSTM?

Ejercicio 14. Un modelo LSTM entrenado para predecir trafico web muestra un
aumento progresivo del error durante varios meses.
(
(

a) ;Como se denomina este fendmeno en aprendizaje automatico?

)
b) Da dos posibles causas en un contexto real.
(c) Propén dos estrategias para mitigarlo.

)

(d) ;Cémo disenarias una validacién que permita detectar este problema?
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Bloque 4: Métodos avanzados (soluciones)

Ejercicio 1. Sea {X;} una serie temporal m-variante con

Xn

Definimos
Ut = E[Xt], F(t + h, t) == COV(Xt+h, Xt> == E[(Xt+h - ,ut—i-h)(Xt - Mt)—r} .
(a) Da la definicién de estacionariedad débil multivariante.

(b) Muestra que, si {X;} es débilmente estacionaria, entonces

Soluciodn.
(a) {X,} es débilmente estacionaria si:

e iy no depende de ¢, es decir p; = .

e ['(t + h,t) depende solo del retardo h, es decir ['(t + h,t) = I'(h).

(b) Para cualquier h,
F(h) - COV(Xt+h, Xt)

Por propiedades de la covarianza matricial,
COV(Xt+h, Xt> = COV(Xt, XtJrh)T.

Pero Cov(Xy, Xi4s) = I'(—h). Por tanto,

Ejercicio 2. Sea el proceso bivariante estacionario {X;} definido por

Xu=27
ne {Z,} ~WN(0,1).
th — Zt + 075 Zt—107

Calcula:
(a) El vector de medias p.
(b) La matriz de covarianza I'(h) = Cov(X;ip, X;).

(c¢) La matriz de correlacién R(h).
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Solucién.
Como E[Z,] = 0, se tiene p = E[X,] = ({).
Denotemos vz (h) = Cov(Z4h, Z;). Para ruido blanco con varianza 1:

I h=0
h: ) b
Vz(h) {o, h+ 0.

1(h) ma2(h)
Recordemos I'(h) = (121(}1) 122(]1)).
1) ’Yll(h).

1, h=0,

11(h) = Cov(Ziyn, Zi) = vz(h) = {O h 0.

2) 2(h).

’}/12(h) = COV(XH_}LJ, Xt,g) = COV(ZH_h, Zt + 0.75Zt_10> = ’7Z<h) 4+ 0.75 ’)/Z(h + 10)

Por tanto,
1, h =0,
mz2(h) =14 0.75, h = —10,
0, en otro caso.

3) 721(h). Usando la propiedad 791 (h) = y12(—h),

1, h =0,
Y21(h) =<1 0.75, h =10,
0, en otro caso.

4) va2(h).

’722<h) = COV(Zt+h + 0‘75Zt+h—10> Zt -+ 0.75Zt_10)
= v2(h) + 0.757v5(h + 10) + 0.757vz(h — 10) 4 0.75*y4(h).

Luego
1+ 0.75% = 1.5625, h =0,
0.75 h =10
h — ) )
e h = —10,
0, en otro caso.

En conjunto:

( vz(h) vz (h) 4+ 0.75v2(h + 10) )
Vz(h) '

I'(h) =
(h) +0.7572(h —10) (1 + 0.75%)yz(h) + 0.75vz(h + 10) + 0.757z(h — 10)

Para la correlacion: )

Yij

plh) = ——2)__
%i(o)%j(o)
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Aqui 711(0) = 1, 792(0) = 1.5625. Por tanto,

1 1 0.75
0) = = =0.8 —10) = ——=10.6
p12(0) 1.15625 1.25 ’ pr2(=10) 1.25 ’

y analogamente py;(10) = 0.6, etc.

Ejercicio 3. Sea {Z;} ~ WN(0,X) con ¥ una matriz m x m simétrica definida
positiva.

(a) Escribe py I'z(h).

(b) Si X; = AZ, para una matriz fija A € R™*™ demuestra que {X;} es ruido
blanco multivariante e identifica su matriz de covarianza.

Solucién.
(a) Por definicién de ruido blanco multivariante:

S, h=0,

p=E[Z] =0, Tz(h) = {0 h # 0.

(b) Como X; = AZ,,

Ademas,
Tx(h) = Cov(Xyin, X;) = Cov(AZin, AZ)) = ACov(Zyyn, Z) AT = AT z(h) AT

Por tanto,

ASAT. h =0,
I'x(h) = {0 h 0

v {X;} ~WN(0,ATAT).
Ejercicio 4. Sea un proceso lineal multivariante
Xo= Y CiZj,  Z~WN(0,3),
Jj=—00

donde C; son matrices m x m absolutamente sumables.
Muestra que

L(h)= Y Cin2Cy.

j=—o00

Soluciodn.
Como E[Z;] = 0, se tiene E[X;] = 0. Ademas,

Xen =) CuZeinry  Xe=) CiZp .
k J
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Entonces

L(h) = Cov(Xyn, X;) = E[X; 10 X,]
.
—E <Z Cth+h_k> (Z Cth_j)
k J
=> Y CGE[ZrZ] ;] C .

ko J
Como Z; es ruido blanco,

S, tdh—k=t—j & k=j+h,

L
E[Zﬁi’h*th*j] o {07 en otro caso.

Por tanto solo sobrevive k = j 4+ h, y queda

D(h) = Y Cin3SCy.

j==oc

Ejercicio 5. Sea {X,} una serie estacionaria m-variante con matriz de covarianza
I'(h), y sea 7;;(h) su entrada (i, 7).
Muestra que para todo 7, 7 y todo h,

1735 (R)| < 1/7::(0)7;5(0).
Solucion.

Considera las variables escalares U = X1, v V = X;;. Entonces 7;;(h) =
Cov(U,V), 7i(0) = Var(U), ~,,(0) = Var(V).
Por la desigualdad de Cauchy—Schwarz,

|Cov(U, V)| < /Var(U)Var(V).

i ()] < 4/7:(0)75(0)-

Ejercicio 6. Sea el proceso bivariante

Sustituyendo:

Xy = X ) X =AXi 1 + Zy,
Xoy

0.6 0.2 1 03
A_<O.1 0.5)’ Zi ~ WN(Q, %), Z‘(o.g 2)'

(a) Determina si el proceso es débilmente estacionario.

con

(b) Halla la matriz de covarianza contemporanea I'(0).

(c) Obtén I'(1).
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(d) Calcula la correlacién cruzada pi2(0).

Solucién.
(a) Un VAR(1) es estacionario si el radio espectral de A es menor que 1. Los
autovalores de A satisfacen

|A— M| = (0.6 —A)(0.5—\) —0.02 =0.

Esto da
A — 11X+ 0.28 =0,

cuyas raices son aproximadamente
A = 0.7, Ao = 0.4

Ambas tienen médulo menor que 1, luego el proceso es estacionario.

(b) Para un VAR(1),
I'(0) = AT(0)AT + X.

Esta es una ecuacion de Lyapunov matricial.

Escribiendo
F(O) _ (gll 912)
g12  g22

y sustituyendo, se obtiene el sistema lineal:

g1l = 036911 + 024912 + 004922 + 1
gi12 = 006911 -+ 032912 + 010922 + 0.3
922 = OOlgH + 010912 + O25g22 + 2

Resolviendo:

1.86 0.63
1) ~ <0.63 2.77)'

(c) Para VAR(1):
I'(1) = AT(0).

(1) — 06 0.2) /186 0.63\ (130 1.03
~\0.1 05/)\0.63 2.77) \0.50 1.46)"

(d) La correlacién cruzada contemporanea es

Asi,

Vo192 /1.86-2.77 o

p12(0)

Ejercicio 7. Sea

Xt - COZt + Cth_l, Zt ~ WN(O, ]2),

10 0.5 0
CO:(O 1>’ Cl:(o.z 0.4)'
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(a) Calcula I'(0) y I'(1).
(b) Encuentra el BLUP de X;,; basado en X.

(c) Calcula la matriz de covarianza del error de prediccién.

Solucién.
(a) Para un proceso lineal:

T(h) = CjnCy.
J

Solo existen Cy, C.

025 010\ (125 0.10
L(0) = GoCy + 10y =T+ <o.10 0.20) - (0.10 1.20)‘

(b) El BLUP viene dado por

Xipape = T(T(0) 71X

(081 —0.07
L) “<—0.07 0.84 )

Invertimos:

Por tanto,

Sustituyendo:

s ~ (075 0.02
¢~ \0.02 086/

Ejercicio 8. Sea (X;,Y;) un proceso bivariante estacionario con densidades espec-

trales:

y espectro cruzado

fxy(l/) = 26_i27w.

(a) Calcula la funcién de coherencia cuadrada Cxy (v).
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(b) Interpreta el resultado.
(c) Calcula la fase.

d) ;Qué relacién temporal sugiere entre Xt y Y;g7
G g
Solucion.

(a) La coherencia cuadrada es:

sy e 4
_fx(V)fy(V) = 7.3 —E—O.QS

ny<V)

(b) Existe dependencia lineal parcial entre ambas series en todas las frecuencias,
pero no perfecta (coherencia < 1).

(c) La fase es:

o(v) = arg fxy(v) = —2mv.
(d) Indica que Y; es aproximadamente una version retardada de X; en una unidad

temporal.

Ejercicio 9. Sea el proceso bivariante

Y, =X + W,

donde X} es estacionario con espectro fx(v) y W; es ruido blanco independiente

con varianza o2.

(a) Halla fy(v).
(

)
b) Halla el espectro cruzado fxy (v).
(c) Calcula la coherencia.

)

(d) ;Cudndo es maxima?
Solucion.
(a) Como Y, = X; 1 + W,,

2 0_2

Fr(v) = e ™2 fx(v) + ;’—W = fx(v) + o

(b) El espectro cruzado es:
fxy(v) =™ fx(v).
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(c¢) La coherencia:

_ |fXY(V)|2 _ fX(V)2 _ fX(V> _
W) fx) (fx0) +2)  fx)+ 5

ny<V)

(d) Es maxima cuando fx(v) es grande frente al ruido, es decir, en las frecuencias
dominantes del proceso X;.

Ejercicio 10. Una empresa quiere predecir el nimero de llamadas que recibe su
centro de atencion al cliente cada dia. Para ello, dispone de datos histéricos diarios
durante los tltimos dos anos, incluyendo:

e Numero de llamadas y; cada dia.
e Dia de la semana (lunes, martes, etc.).
e Indicador de si fue festivo o no.

e Temperatura media del dia.

(a) ;Qué tipo de modelo de aprendizaje automatico (lineal o no lineal) propondrias
para este problema? Justifica tu respuesta considerando la naturaleza de las
variables.

(b) ;Por qué puede ser 1til incluir el dia de la semana o si es festivo como variables
de entrada al modelo?

(¢) Supén que entrenas un modelo LSTM. ;Cémo estructurarias los datos para
alimentar al modelo LSTM teniendo en cuenta la secuencia temporal?

(d) ;Cémo evaluarias si el modelo generaliza bien en diferentes tipos de dias (lab-
orables, festivos, fines de semana)?

Solucion.

(a) Para este problema puede funcionar tanto un modelo lineal como uno no lin-
eal. Sin embargo, debido a posibles interacciones entre variables (por ejemplo,
temperatura y festivo) y relaciones no lineales, es razonable proponer modelos
no lineales como arboles de decision, random forests o redes neuronales, que
capturan dependencias complejas entre las variables de entrada y la respuesta

Yt-

(b) Elntimero de llamadas suele depender del calendario: hay patrones sistematicos
por dia de la semana (p. ej. lunes vs. sdbado) y cambios relevantes en festivos.
Estas variables aportan informacién estacional/ciclica que ayuda al modelo
a diferenciar comportamientos esperables segun el tipo de dia y, por tanto,
mejora la prediccion.
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(¢) En una LSTM los datos se organizan como secuencias. Cada ejemplo se con-
struye con una ventana temporal deslizante. Por ejemplo, con una ventana de
tamano L = 7, para predecir y; se usa como entrada

[(yt—7aut—7)7 (Ye—6,Ut—6), - - -, (yt—l,ut—l)},

donde w,_; incluye las variables exégenas (dia de la semana codificado, festivo,
temperatura). La salida asociada a esa secuencia es y;.

(d) Para evaluar generalizacion, se puede segmentar el conjunto de test por tipo
de dia (laborables, fines de semana y festivos) y calcular métricas como MAE
o RMSE en cada subconjunto. Si el error es mucho mayor en festivos que
en laborables, el modelo no generaliza bien a ese contexto. También es re-
comendable usar particiones temporales (validacién tipo walk-forward) para
evitar fuga de informacién.

Ejercicio 11. Se entrena una LSTM y una GRU para predecir ventas diarias y; a
partir de su historico y algunas variables de calendario.

(a) ;jPor qué una GRU puede entrenar mas rapido que una LSTM?

(b) El error de entrenamiento es bajo pero el de test es alto. ;Qué fenémeno esta
ocurriendo?

(c) Nombra dos técnicas para reducir este problema.

(d) ;/Qué indicios te harfan pensar que la longitud de ventana temporal usada es
demasiado pequena?

Solucién.

(a) La GRU tiene menos pardametros que la LSTM (estructura de puertas mas
simple), lo que reduce el coste computacional por iteracién y suele acelerar el
entrenamiento.

(b) Esté ocurriendo sobreajuste (overfitting): el modelo se ajusta demasiado a
patrones especificos del entrenamiento y no generaliza bien a datos no vistos.

(c¢) Por ejemplo:

e Regularizaciéon (dropout en capas recurrentes/densas, penalizacién Ls).

e Farly stopping usando un conjunto de validacion temporal.

e Reducir la complejidad del modelo (menos unidades/capas).

e Aumentar datos o hacer data augmentation temporal (cuando proceda).
(d) Sila ventana es demasiado pequena, el modelo no captura estacionalidades o

dependencias largas (p.ej. semanales/mensuales). En la préctica se observa
que:

e Las predicciones reaccionan solo a cambios recientes (muy “miopes”).
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e Fallan sistematicamente en patrones recurrentes de mayor periodo (p. €j.
fin de semana).

Ejercicio 12. Se desea predecir los proximos 7 dias de una serie y; usando una red
recurrente.

(a) Explica la diferencia entre forecasting directo y recursivo para horizonte 7.
(

b

., Cual de los dos enfoques acumula més error y por qué?

(c

(d) Propén una métrica adecuada para evaluar simultdneamente las 7 predicciones.

., Cémo adaptarias la arquitectura para producir una salida multistep directa?

)
)
)
)

Solucion.

(a) Directo: el modelo predice en una sola pasada el vector (yii1,...,yr+7). Re-
cursivo: el modelo predice ;11 y luego usa ;.1 como entrada (junto con el
resto de variables) para predecir y; o, y asi sucesivamente hasta ;7.

(b) El enfoque recursivo suele acumular més error porque los errores de prediccién
se realimentan: un fallo en ¢,,, afecta a ¥,,2, etc.

(c) Una opcién tipica es usar una salida densa de dimension 7:
RNN/LSTM — Dense(7),
entrenando con una funcién de pérdida sobre el vector completo de horizonte.

(d) Por ejemplo, un RMSE multihorizonte:

RMSE;.; =

Z (yt+k: - ?Jt+k:)27

7
k=1

1l =

o también MAE promedio en el horizonte.

Ejercicio 13. Se dispone de una serie temporal diaria y; con clara estacionalidad
semanal y dindmica no lineal residual. Se propone un modelo hibrido:

ye = g0 A oy,
donde §AFMA e 1a prediccion de un modelo SARIMA y r; son los residuos, que se
modelan con una LSTM.

(a) Explica la motivacién de este enfoque hibrido.
(b) ;Qué propiedades deberfan tener los residuos r; antes de entrenar la LSTM?

(c) Describe el flujo completo de entrenamiento del sistema hibrido.
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(d) ;Qué ventaja tiene este enfoque frente a usar tinicamente una LSTM?
Solucion.

(a) El ARIMA captura estructura lineal y estacional explicita, mientras que la
LSTM modela patrones no lineales restantes. El hibrido combina interpretabil-
idad estadistica con flexibilidad no lineal.

(b) Idealmente los residuos deben ser estacionarios, de media cercana a cero y con-
tener la parte no explicada por el ARIMA (estructura no lineal o dependencias
complejas).

(¢) Flujo tipico:
e Ajustar SARIMA sobre ;.

e Calcular residuos r, = y, — g/ M4,

e Entrenar la LSTM usando ventanas de r;.

e En predicciéon: sumar ambas salidas

~  ~ARIMA ~LSTM
Yt = Yy + 7y .

(d) Reduce carga de la LSTM (no aprende estacionalidades simples), mejora esta-
bilidad, requiere menos datos y suele generalizar mejor al separar componentes
lineales y no lineales.

Ejercicio 14. Un modelo LSTM entrenado para predecir trafico web muestra un
aumento progresivo del error durante varios meses.

(a) (Cdémo se denomina este fenémeno en aprendizaje automéatico?
(b) Da dos posibles causas en un contexto real.
(¢) Propén dos estrategias para mitigarlo.
(d) ;Cémo disenarias una validacién que permita detectar este problema?
Solucién.
(a) Se denomina concept drift o cambio de régimen.
(b) Por ejemplo:
e Cambio en comportamiento de usuarios.
e Nuevas campanas, productos o eventos externos.
(c) Algunas estrategias:

e Reentrenamiento periddico con datos recientes.
e Ventanas deslizantes.

e Modelos adaptativos u online learning.

e Deteccion explicita de drift.

(d) Validacién temporal continua: evaluar error por bloques de tiempo y monitor-
izar métricas. Un incremento sistematico del error indica drift.
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