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Resumen

Las redes de transporte (RdT en el resto del documento, tanto para singular como plural) son
columnas vertebrales de la interacción humana y el desarrollo social. Desempeñan un papel clave en la
generación de progreso económico a través del comercio y la movilidad laboral, siendo también un factor
crítico para reducir las desigualdades económicas. Esto ha supuesto que el papel de las RdT en nuestra
sociedad, en especial el del transporte público, haya crecido constantemente a lo largo de las últimas
décadas. Más importante si cabe desde el punto de vista ingenieril, este crecimiento ha conllevado
también un incremento del tamaño, la complejidad y la heterogeneidad de las RdT contemporáneas,
haciendo que su planificación y operación sean más desafiantes.

El uso de herramientas de optimización para el diseño de RdT tiene una larga tradición en el
ámbito de la investigación operativa, con técnicas de programación entera mixta (MIP, por sus siglas en
inglés Mixed Integer Programming) jugando un papel preponderante. Problemas variados y relevantes,
como la localización de estaciones o el diseño de rutas, han sido resueltos de manera exitosa mediante
modelos MIP. No obstante, el creciente tamaño de las RdT y la presencia de incertidumbre y dinámicas
no lineales suponen un desafío desde el punto de vista de la programación entera. En paralelo, el uso
de técnicas de optimización no lineal y convexa ha ganado preponderancia en multitud de ámbitos de
ciencia e ingeniería, revolucionando disciplinas como la ciencia de datos. Sin embargo, el uso de técnicas
de optimización convexa para el control y el diseño de RdT es sorprendentemente escaso, debido en
parte a que múltiples aspectos del diseño de RdT involucran variables de naturaleza discreta.

En este contexto, la primera mitad del presente Trabajo Fin de Grado (TFG) propone una nueva
metodología de optimización convexa para el diseño de RdT, con el objetivo de: 1) decidir el conjunto
de estaciones y enlaces que se construyen, así como sus capacidades, y 2) realizar dicho diseño teniendo
en cuenta los costes de construcción de la infraestructura y los costes de operación, así como las
decisiones de los usuarios, que utilizarán la nueva infraestructura en función de su precio y tiempo
de viaje de acuerdo a un modelo logit. Dos son las innovaciones principales consideradas en el TFG.
En primer lugar, el uso de regularizadores que promueven sparsity1 en la infraestructura mediante el
uso de la norma 1 reponderada. El aspecto clave en este caso consiste en modelar conjuntamente y de
forma convexa tanto la decisión de construir un enlace (estación) como la capacidad del mismo. En
segundo lugar, el uso de regularizadores basados en la función de entropía sobre los flujos de pasajeros
para tener en cuenta los modelos logit de demanda. De esta manera, se consigue una formulación
convexa que tiene en cuenta las interrelaciones entre los distintos elementos y actores de la red y que
puede resolverse con una complejidad computacional polinómica. Los resultados teóricos y numéricos
demuestran la validez de la propuesta, consiguiendo soluciones con pérdidas de optimalidad pequeñas
y tiempos de ejecución sustancialmente menores que los de las alternativas MIP.

La segunda mitad de este TFG se centra en demostrar el valor práctico de la metodología propuesta
aplicándola a dos casos de uso reales: una red de metro (de la ciudad de Sevilla) gestionada por un
operador público y una red aérea (del mercado doméstico de EE.UU.) con topología de hub & spoke
gestionada por un operador privado. En ambos casos resulta necesario realizar pequeñas modificaciones
de la formulación original, con el objeto de adaptarse a la idiosincrasia y necesidades de cada una

1De manera general, se intentará evitar el uso innecesario de extranjerismos en el documento. No obstante, en aquellos
casos en los que el uso del término en inglés esté generalizado en el ámbito científico-tecnológico, se utilizará la versión
inglesa, escribiéndola en cursiva. Así mismo, la memoria adoptará la convención inglesa de utilizar un punto en lugar de
una coma para separar la parte entera de la parte decimal en una cifra numérica.
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de estas redes. Más relevante desde un punto de vista tecnológico, para ambas redes los algoritmos
propuestos son capaces de encontrar soluciones de calidad en tiempos de cómputo razonables. Esto
abre la puerta a la realización de análisis de robustez o de incertidumbre con respecto a un conjunto
amplio de variables, lo que permite a operadores y reguladores una mejor toma de decisiones.

El trabajo futuro incluye extensiones a otro tipo de RdT, incorporación de modelos probabilísticos
o formulaciones de problemas de optimización multinivel, por nombrar algunos ejemplos relevantes.
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Abstract

Transport Systems and Networks (TSNs) are the backbone of human interaction and social deve-
lopment. They play a key role in generating economic progress through trade and labor mobility and
are also a critical factor in reducing economic inequalities. This has led to the role of TSNs in our so-
ciety, particularly public transportation, growing steadily over the past few decades. More importantly,
from an engineering perspective, this growth has also brought an increase in the size, complexity, and
heterogeneity of contemporary TSNs, making their planning and operation more challenging.

The use of optimization tools for designing TSNs has a long tradition in the field of operations
research, with Mixed-Integer Programming (MIP) techniques playing a predominant role. Various
significant problems, such as station location or route design, have been successfully solved using MIP
models. However, the increasing size of TSNs and the presence of uncertainty and non-linear dynamics
pose a challenge for integer programming. Simultaneously, the use of non-linear and convex optimization
techniques has gained prominence in many areas of science and engineering (revolutionizing disciplines
such as data science). However, their application in TSN control and design is surprisingly limited,
partly due to the fact that many aspects of TSN design involve discrete variables.

In this context, the first half of the present Bachelor’s Thesis (BT) proposes a new convex opti-
mization methodology for TSN design. The objective is: 1) to decide the set of stations and links to
be constructed, along with their capacities, and 2) to perform the design considering infrastructure
construction costs, operating costs, as well as the decisions of users, who will use the new infrastructure
based on its price and travel time according to a logit model. There are two main innovations consi-
dered in the BT. Firstly, the use of regularizers that promote sparsity in the infrastructure through
the use of reweighted norm-1. The key aspect in this case is to model both the decision to construct a
link (or a station) and its capacity jointly and in a convex manner. Secondly, the use of entropy-based
regularizers on passenger flow variables to account for logit demand models. This results in a convex
formulation that takes into account the interrelations between the different elements and actors of the
network, which can be solved with polynomial computational complexity. The theoretical and nume-
rical results demonstrate the validity of the proposal, achieving solutions with small optimality losses
and substantially shorter execution times compared to MIP alternatives.

The second half of this BT focuses on demonstrating the practical value of the proposed metho-
dology by applying it to two real use cases: a metro network (in the city of Seville) managed by a
public operator and an air network (in the U.S. domestic market) with a hub & spoke topology ma-
naged by a private operator. In both cases, it is necessary to make small modifications to the original
formulation, adapting to the needs of each network. More relevant from a technological point of view,
for both networks, the proposed algorithms are capable of finding high-quality solutions in reasonable
computation times. This opens the door to robustness or uncertainty analysis regarding a broad set of
variables, allowing operators to make better decisions.

Future work includes extensions to other types of transport networks, incorporation of probabilistic
models, or formulations of multilevel optimization problems, to name a few relevant examples.
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Capítulo 1

Introducción

El Trabajo Fin de Grado (TFG) que se resume en esta memoria aborda el diseño de redes de
transporte (RdT) mediante el uso de herramientas de optimización convexa, proponiendo formulaciones
novedosas que permiten modelar e integrar de manera e�ciente en la optimización tanto los costes
construcción y operación de la infraestructura como las preferencias de los usuarios descritas a través
de modelos de elección, los cuales explican y predicen las decisiones entre dos o más alternativas
discretas, como elegir entre modos de transporte.

Tomando como punto de partida lo expuesto en el párrafo anterior, este capítulo introductorio se
articula en torno a 5 secciones. La sección 1.1 proporciona una motivación general sobre el problema
estudiado y sobre el papel de la optimización en el diseño de RdT, realizando una revisión histórica
del estado del arte. La sección 1.2 detalla las contribuciones cientí�cas y tecnológicas de este TFG. La
sección 1.3 describe la estructura del resto de capítulos. La sección 1.4 describe de forma detallada las
principales tareas llevadas a cabo y presenta una estimación del tiempo total dedicado a este TFG.
Finalmente, la sección 1.5 proporciona detalles sobre las publicaciones cientí�cas asociadas a las tareas
realizadas y el código utilizado.

1.1. Motivación y estado del arte

En esta sección se motiva de forma general el problema estudiado y se proporciona una descripción
del estado del arte de alto nivel en tres ámbitos: la plani�cación de los sistemas de transporte público
(TP), los modelos de elección de la demanda y la optimización de los sistemas de TP.

1.1.1. Plani�cación en TP

El TP abarca los servicios de transporte compartido que utilizan infraestructuras como carreteras
o vías férreas, junto con vehículos como autobuses o trenes [1]. El TP engloba tanto el transporte
urbano como el interurbano, ambos caracterizados por tener rutas y horarios �jos disponibles para
todos los usuarios que abonen la tarifa establecida [2]. Nótese que los servicios de TP los articula
de forma general el estado, para ofrecer así a la sociedad una mejor calidad de vida y promover la
igualdad de oportunidades. A menudo, estos servicios son �nanciados con recursos públicos, ya sea
de manera directa o indirecta. Y aunque existan modos de transporte, como el aéreo, que no reciben
�nanciación estatal (al menos en igualdad de condiciones que otros modos), se ajustan a la de�nición
de servicios de TP proporcionada previamente. El TP ha ido adquiriendo importancia debido a que
la sostenibilidad se ha convertido en uno de los principales objetivos de la sociedad. En comparación
con otros modos de transporte motorizado, el TP muestra tasas de e�ciencia más altas en términos de
consumo de energía, emisiones de gases de efecto invernadero, contaminación acústica y uso del espacio
público. Sin embargo, tanto el establecimiento como la operación de los sistemas de TP conllevan costes
signi�cativos. Además, el rendimiento de estos sistemas tanto desde la perspectiva de los operadores
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como de los usuarios es fundamental para proporcionar un servicio exitoso, lo que implica una necesidad
de metodologías de plani�cación efectivas que tengan en cuenta las sinergias entre los distintos actores.

La plani�cación de los sistemas de TP, que ofrece diversas oportunidades de optimización, suele
dividirse en varias etapas. Dicha división da lugar a una secuencia de decisiones jerárquicas, que incluye
tareas como el diseño de la red, la determinación de frecuencias y horarios o la programación de �otas
y recursos humanos [3, 4, 5, 6, 7]. De acuerdo con este enfoque, el diseño de la red desempeña un
papel crucial en el proceso de plani�cación en su conjunto, ya que impacta en cada etapa posterior
y, por lo tanto, en cada componente de costes del sistema. En otras palabras, la forma en la que
se diseña la infraestructura en una RdT constituye una parte fundamental en la plani�cación de los
sistemas de transporte, estando factores como el rendimiento, la e�ciencia y la robustez fuertemente
in�uenciados por la selección de nodos (estaciones) y la forma en que se interconectan [8]. Por ejemplo,
el objetivo principal de una red de tránsito rápido es mejorar la movilidad en áreas urbanas, de forma
que se incentiven tiempos de viaje más cortos, menor contaminación y un consumo de energía reducido,
promoviendo así una movilidad más sostenible. En este contexto, el concepto de red de TP adquiere
signi�cados especí�cos según el modo de transporte.

Por un lado, sistemas como los basados en autobuses que comparten la vía con vehículos privados
(principalmente automóviles) se caracterizan por costes de construcción de infraestructura nulos o
insigni�cantes. Por otro lado, los sistemas de transporte aéreo, ferrocarril y metro implican grandes
inversiones debido a la construcción de infraestructuras exclusivas, tales como aeropuertos, estaciones,
corredores dedicados, vías férreas y túneles. Estos elementos se conocen como �red física�. Además, en
los sistemas de TP existe un segundo nivel de red, que se de�ne por los servicios que operan sobre la red
física, y que consiste en las rutas seguidas por los vehículos. Este nivel se conoce como �red de rutas�.
La operación de estas rutas determina un componente importante del coste operativo del sistema, en
términos de costes de vehículos y personal por distancia y unidad de tiempo, respectivamente. Así
mismo, tanto la estructura topológica como la frecuencia (número de vehículos que pasan por unidad
de tiempo) de las rutas determinan en gran medida el nivel de servicio ofrecido a los usuarios en
términos de tiempo de viaje total, que incluye el tiempo dedicado a caminar hasta/desde las paradas
o estaciones de origen y destino, el tiempo de espera y el tiempo a bordo del vehículo.

En un problema de diseño de redes, tanto los modelos de las redes físicas como los de las rutas
representan las estaciones o aeropuertos como nodos de la red y las vías (ya sean férreas, aéreas,
marítimas o públicas) como sus enlaces. En el caso más general, cada nodo tiene como atributo el coste
de construcción y la capacidad, y cada enlace el coste de construcción, el tiempo de viaje y la capacidad.
Dichos atributos pueden ser parámetros dados por la topología de la red subyacente (caracterizada por
la conexión de todos los nodos potenciales entre sí), como el tiempo de viaje o el coste de construcción,
o variables de decisión que el problema de optimización ha de obtener, como la capacidad de nodos y
enlaces.

En lo que respecta a la demanda, se suele representar por grupos especí�cos de personas que viajan
desde algún nodo de origen hasta otro nodo de destino. El objetivo es acercar la infraestructura a los
potenciales usuarios, estando las decisiones relacionadas con la inclusión o exclusión de los nodos y de
los enlaces en el diseño, así como con la capacidad que se le asigna a cada uno de ellos.

1.1.2. Modelos de demanda

Existen características distintivas de los sistemas de TP que presentan di�cultades inherentes. Al
modelar el diseño de las rutas, las decisiones no están relacionadas con enlaces individuales, sino que
se re�eren a una secuencia de enlaces. Además, el sistema está compuesto por varias rutas que pueden
superponerse, es decir, pueden compartir enlaces comunes. Así mismo, la evaluación del rendimiento
del sistema desde el punto de vista de la demanda implica modelar su comportamiento con respecto
al conjunto de enlaces o rutas habilitadas. Esta es una característica muy particular de los modelos de
diseño de redes de TP, ya que los usuarios se comportan de manera autónoma y sus intereses pueden
entrar en con�icto con los del operador, lo que implica considerar características especí�cas en los
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modelos correspondientes de diseño de redes.

Es común describir la demanda mediante pares de puntos origen-destino (usualmente denomina-
dos mercados), cada uno con un peso que representa el �ujo de trá�co entre ellos. Esta demanda se
representa típicamente mediante una matriz origen-destino. Al plani�car una nueva red, es probable
que ya exista una red en funcionamiento que sirva al mismo conjunto de pares origen-destino. A modo
de ilustración, podría considerarse el diseño de un nuevo sistema de transporte rápido para mejorar
la movilidad en una gran ciudad o área metropolitana donde ya exista otro sistema de transporte,
además del transporte privado. Aunque el sistema de transporte actual pueda ser más denso que el
plani�cado, es probable que sea más lento debido al hecho de compartir el mismo derecho de paso que
el trá�co privado. Por consiguiente, ambos sistemas compiten entre sí y con el transporte privado, y en
consecuencia, el �ujo de trá�co entre un origen y un destino se distribuye entre los diferentes sistemas
que ofrecen el servicio.

Principalmente, hay dos formas de modelar la distribución de la demanda. La primera es el enfoque
binario de �todo o nada�, donde la demanda es atendida exclusivamente por una de las alternativas
propuestas. De forma habitual, la demanda se considera satisfecha si recibe servicio dentro de un rango
de calidad prede�nido, como se indica en [9]. La segunda se basa en alguna función continua, utilizando,
por ejemplo, una distribución de probabilidadmulti-logit [10, 11]. Ambos métodos se fundamentan en
la comparación de distancias, tiempos, costes o utilidades generalizadas.

1.1.3. Optimización en el diseño de RdT público

En el contexto de las RdT, la optimización desempeña un papel fundamental por varios motivos. En
primer lugar, la optimización puede ayudar a minimizar costes y maximizar e�ciencia. Factores como
la distancia, la capacidad y la congestión pueden afectar signi�cativamente a los costes operativos y la
experiencia del usuario. Al optimizar la RdT, es posible encontrar con�guraciones que minimicen los
tiempos de viaje, reduzcan los costes operativos y de mantenimiento y maximicen la capacidad de la
red para satisfacer el �ujo del trá�co.

Así mismo, la optimización puede contribuir a mejorar la accesibilidad y la conectividad. Al diseñar
una RdT, es importante garantizar que los puntos de origen y destino estén bien conectados y que
haya rutas e�cientes entre ellos. La optimización puede ayudar a identi�car las localizaciones óptimas
para aeropuertos, estaciones, paradas de autobús o intercambiadores, así como a plani�car las rutas
más e�cientes entre ellas.

Sin embargo, a pesar de la importancia de la optimización en el diseño de las RdT, esta enfrenta una
serie de desafíos signi�cativos. Uno de los principales retos es la complejidad inherente de los sistemas
de transporte, que pueden involucrar múltiples modos de transporte y una gran cantidad de variables
interrelacionadas, como la demanda, las condiciones del trá�co y la infraestructura disponible. Otro
desafío es la incertidumbre. Los patrones de viaje pueden variar de acuerdo con factores como el tiempo,
eventos especiales o cambios en la demografía, lo que di�culta la predicción precisa de la demanda futura
y, por lo tanto, la optimización de la RdT para satisfacer esa demanda de manera e�ciente. A su vez, la
optimización de las RdT a menudo implica tomar decisiones que afectan a múltiples partes interesadas
y pueden tener consecuencias sociales, económicas y ambientales signi�cativas. Por lo tanto, es crucial
considerar una amplia gama de criterios y objetivos al diseñar y optimizar las RdT, lo que puede
complicar aún más el proceso de optimización.

Además de todo lo anterior, múltiples elementos de la infraestructura de una RdT (o las decisiones
asociadas al diseño, construcción y operación de la misma) son de naturaleza discreta e involucran
costes �jos relacionados con la selección de nodos y enlaces, así como costes variables asociados con los
�ujos (de personas, bienes, información, etc.). Por este motivo, las metodologías clásicas de diseño de
infraestructura en RdT se basan en formulaciones de programación entera mixta (MIP, por sus siglas
en inglésMixed Integer Programming). A pesar de sus ventajas, las formulaciones MIP presentan una
serie de inconvenientes, que incluyen la di�cultad de incorporar funciones o dinámicas no lineales, la

3



complejidad de manejar la incertidumbre o estocasticidad en las variables de estado o parámetros de
la red y, sobre todo, el alto coste computacional asociado. Este último aspecto es especialmente crítico
en RdT, donde, por ejemplo, el número potencial de arcos en una red escala cuadráticamente con el
número de nodos y las variables de �ujo (que dependen tanto de los enlaces como de los pares origen-
destino) escalan como una potencia cuarta del número de nodos. Esto conlleva que, en la práctica, el
diseño de RdT con más de unas pocas decenas de nodos continúe siendo hoy en día un reto signi�cativo
para la comunidad investigadora.

La optimización de problemas de diseño de RdT ha sido un campo muy productivo en la investiga-
ción operativa durante décadas recientes, abordando una variedad de problemas tanto teóricos como
prácticos. En [12] se realiza una clasi�cación de los problemas fundamentales de diseño de redes, in-
cluyendo problemas clásicos como el árbol de expansión mínima, el árbol de Steiner, el camino más
corto, la localización de infraestructuras y los problemas del agente viajero. Estos se consideran casos
especí�cos dentro de un modelo general de programación matemática.

A lo largo de la historia, la investigación en el diseño de RdT se ha enfocado en primer lugar en
determinar una alineación única y la ubicación de estaciones a lo largo de ella. En [13] se proporciona
una revisión que analiza los principales métodos disponibles para problemas de diseño de redes. En
[14] se busca maximizar la cobertura de la demanda mediante la localización de una línea de tránsito
rápido. Por otro lado, en [15] se incorporan datos de origen y destino de la demanda.

Posteriormente, en [16] se integran los problemas de localización de estaciones y enlaces en los
modelos de diseño de RdT, proponiendo un conjunto de alternativas posibles para maximizar la co-
bertura de la demanda e incluyendo restricciones presupuestarias como limitación adicional. Nótese
que, debido al elevado coste generalmente asociado con la conexión de todos los nodos potenciales,
es crucial determinar una �subred� que pueda satisfacer de manera óptima la demanda. En [17] se
presenta un modelo de diseño de red de tránsito rápido que tiene como objetivo minimizar el coste de
viaje y maximizar la captura de trá�co, mientras que en [18] se explora una formulación robusta para
el problema de diseño de redes de tránsito rápido, introduciendo restricciones para desarrollar una red
con múltiples rutas alternativas para pares origen-destino especí�cos.

Debido a la naturaleza combinatoria y la complejidad de las funciones objetivo y restricciones
de los problemas de diseño de RdT, estos son intrínsecamente difíciles (la mayoría de ellos son NP-
difíciles). Por ello, los modelos y algoritmos para resolver problemas de diseño de redes requieren
enfoques provenientes de diversas áreas de la optimización combinatoria y la programación matemática.
Aunque los métodos exactos ofrecen una vía para resolver casos de estudio que han experimentado un
crecimiento signi�cativo en tamaño a lo largo del tiempo, es esencial reconocer que no constituyen la
única forma de abordar estos problemas y que tampoco son capaces de resolver casos de estudio de
gran escala, como aquellos comúnmente encontrados en el contexto de aplicaciones del mundo real.
Resulta necesario, por lo tanto, explorar y desarrollar enfoques alternativos que puedan complementar
y enriquecer la capacidad de resolver desafíos complejos a gran escala.

En las últimas décadas se han propuesto diversos enfoques (e.g., heurísticas y metaheurísticas)
para obtener soluciones aproximadas a varios tipos de problemas de diseño de redes. Estos enfoques se
han utilizado principalmente para trabajar con instancias más grandes que no pueden ser tratadas con
métodos exactos o en los que las restricciones de tiempo para obtener soluciones factibles de calidad
para problemas complejos han sido signi�cativas. Debido a que la mayoría de los problemas de diseño
de redes son NP-difíciles (véase, por ejemplo, [19]), los esfuerzos de investigación más recientes se
han centrado en la aplicación de algoritmos metaheurísticos para obtener soluciones en un tiempo
computacional razonable. En el ámbito del diseño de RdT se han empleado algoritmos genéticos [20],
procedimientos de búsqueda aleatoria adaptativagreedy[21], procedimientos de búsqueda en vecindario
grande adaptativo [22] y matheurísticos [23], y se han aplicado con éxito en instancias de tamaño
mediano. No obstante, las metodologías que se acaban de mencionar no proporcionan garantías de
optimalidad y, además, son difíciles de caracterizar desde un punto de vista teórico.
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1.2. Contribuciones

De manera general, este TFG trata con el problema de cómo formular problemas de diseño de RdT
que tengan en cuenta: 1) los intereses del operador, 2) las preferencias de los usuarios y 3) las condiciones
de operación de la RdT en cuestión. El objetivo principal es el desarrollo de una metodología rigurosa
capaz de abordar el diseño de RdT como un problema de optimización convexa. Esto abriría la puerta
a que la optimización de la red pudiera llevarse a cabo con una complejidad computacional moderada
(tiempo polinómico), permitiendo de esta manera su aplicación a RdT de gran tamaño, así como la
integración e�ciente de fuentes de incertidumbre y de métricas de diseño no lineales. Dentro de este
contexto, pueden distinguirse dos categorías de contribuciones especí�cas asociadas a este TFG: unas
relacionadas con aspectos metodológicos y teóricos y otras relacionadas con la aplicación. En lo que
respecta a las contribuciones metodológicas fundamentales, deben destacarse dos:

El uso de funciones logarítmicas seguidas de una aproximación de mayorización-minimización
(MM) para tener en cuenta costes �jos y lineales y, simultáneamente, dar lugar a soluciones
sparse1. El uso de aproximaciones convexas o pseudoconvexas a la norma`0 para conseguir
solucionessparsese ha utilizado masivamente en aplicaciones de procesamiento de señal, regresión
y aprendizaje automático (incluidoactive learning) [24]. Más recientemente, han sido utilizadas en
aplicaciones como el aprendizaje de grafos, la selección de muestras, la elección de localizaciones
para colocar sensores o la detección y seguimiento de fuentes. No obstante, el énfasis en todas
esas aplicaciones está en conseguir soluciones frugales en las que solo unos pocos elementos
se activen. En el caso de este TFG, las novedades en el uso de regularizadores que induzcan
soluciones consparsity son varias: i) no se persigue únicamente que el número enlaces seasparse,
sino que se implementa una estrategia conjunta en la topología de red obtenida para que sea
sparsetanto en enlaces como en nodos, ii) se pretende que los aproximadores de la norma`0 no
se centren únicamente en promover solucionessparse, sino que sirvan para modelar, de forma
simultánea, una componente de costes �jos y otra componente de costes variables y iii) se obtiene
de manera aproximada la solución de un problema originalmente MIP con una fracción del coste
computacional, permitiendo abordar problemas de mayor tamaño (en términos de número de
nodos y de enlaces potenciales). En este sentido, el uso de técnicas de MM que aproximan,
de forma sucesiva, el regularizador pseudoconvexo por un polinomio de orden uno (con una
componente �ja y otra lineal) resultan esenciales.

El uso de funciones de entropía para tener en cuenta las preferencias de los usuarios. En lugar
de imponera fortiori un mecanismo de elección basado en modeloslogit, que obliga a considerar
restricciones no lineales y no convexas, utilizamos una estrategia de ingeniería inversa en la que
se añade a la función objetivo una función de entropía cuyas condiciones KKT2 dan lugar a un
mecanismo de elección basado en modeloslogit. Las funciones de entropía se utilizan ampliamente
en el contexto de algoritmos de clasi�cación en ciencia de datos y aprendizaje automático. No
obstante, el uso que se le da en este TFG supone una novedad en la formulación de problemas
de optimización aplicados al diseño de RdT, ayudando a reducir de manera drástica el tiempo
de cómputo de los modelos formulados.

En lo que respecta a las contribuciones relacionadas con la aplicación, el TFG presenta y analiza
los resultados asociados al diseño óptimo de dos tipos de RdT:

Diseño de RdT con operador público. Concretamente, este trabajo analiza en el primer caso de
estudio el diseño de una red de metro en la ciudad de Sevilla. El diseño parte de un estudio de

1Sparse: voz inglesa. Dicho del conjunto numérico o estructura matemática que poseesparsity, i:e:, una matriz sparse.
Sparsity : voz inglesa. Propiedad que poseen los conjuntos numéricos o estructuras matemáticas en las que la mayor parte
de los elementos son nulos. En este TFG se aplica principalmente a matrices y vectores.

2En optimización matemática, las condiciones Karush-Kuhn-Tucker (KKT), son condiciones necesarias y su�cientes
de primer orden para que una solución en programación no lineal sea óptima, siempre y cuando se cumplan ciertas
condiciones de regularidad [25].
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atracción de demanda, que permite comprender los �ujos de personas dentro de la ciudad y las
áreas de mayor concentración de viajes. El estudio incluye factores como la densidad poblacional,
los centros de actividad económica, las zonas residenciales y comerciales, entre otros. Además,
en la estrategia de diseño propuesta en el TFG para este caso, se considera la situación de
los barrios deprimidos o con di�cultades de accesibilidad, ya que el diseño de la red de metro
podría contribuir signi�cativamente a mejorar su conectividad y calidad de vida. Esto puede
implicar la inclusión de estaciones estratégicamente ubicadas para atender estas áreas y facilitar
el acceso a servicios y oportunidades. Así mismo, se analizan los potenciales cambios en los
patrones de movilidad de la población, especialmente aquellos impulsados por factores como el
desarrollo urbano, cambios demográ�cos, tendencias de trabajo y estudios, entre otros. Estos
cambios pueden in�uir en la demanda de TP y en la con�guración óptima de la red de metro.

Diseño de RdT aéreo con operador comercial. En el segundo caso de estudio se analiza el diseño
de una RdT aéreo para el transporte de pasajeros en el mercado doméstico de EE.UU. Este
problema presenta características distintivas en comparación con el transporte urbano mediante
metro. En concreto, los costes �jos son menores, mientras que los costes variables asociados a la
operación y mantenimiento de aeronaves son mucho más elevados. Para optimizar la e�ciencia y
la rentabilidad, es crucial considerar la necesidad dehubs o centros de concentración estratégi-
camente ubicados. Estoshubs permiten consolidar el trá�co de pasajeros y optimizar las rutas,
reduciendo los costes operativos y maximizando la utilización de las aeronaves. En este sentido,
este TFG representa una contribución signi�cativa al campo de la ingeniería aeroespacial en el
ámbito del transporte aéreo. Especí�camente, se aporta en áreas clave como el funcionamiento y
la gestión del sistema de transporte aéreo, así como en la distribución, la gestión y la economía del
mismo. Esto se consigue tanto mediante la plani�cación de la ubicación dehubs, como mediante
el modelado de rutas que facilitan el uso e�ciente y la administración del trá�co aéreo.

Por último, debe señalarse que, debido a su carácter general y relativa versatilidad, la metodología
de diseño presentada en este TFG puede: 1) aplicarse a un amplio abanico de RdT y 2) generalizarse
desde distintas vías teóricas. Remitimos al lector al capítulo �nal (sección de líneas de trabajo futuro)
para obtener más detalles con respecto a estos dos aspectos.

1.3. Estructura del documento

Este documento se articula en torno a cuatro capítulos principales. A continuación, se proporciona
una breve descripción de cada uno de ellos.

En el capítulo 2 se discute el rol de la optimización en las RdT, se analiza una primera for-
mulación (simpli�cada) del problema y se presentan los dos pilares fundamentales en los que se
sustenta la propuesta de diseño de RdT: los mecanismos de optimizaciónsparsepara las decisio-
nes de despliegue de la infraestructura y el uso de funciones de entropía para tener en cuenta las
preferencias de los usuarios.

En el capítulo 3 se presenta, de forma rigurosa e integral, la metodología para el diseño de RdT.
En concreto, se formula un problema de optimización cuyo objetivo está compuesto por dos
términos principales (uno asociado a los costes del operador y otro a las utilidades de los usuarios)
y en cuyas restricciones se codi�can la conservación de �ujo, las limitaciones de capacidad y la
congestión. Además de analizar las condiciones de optimalidad del problema formulado, se realiza
un análisis numérico para: i) encontrar el punto óptimo de equilibrio entre costes de operador
y usuarios, ii) caracterizar la potencial pérdida de optimalidad con respecto a una formulación
MIP y iii) realizar un análisis de sensibilidad de la solución con respecto a los parámetros más
relevantes.
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En el capítulo 4 se aplica el marco genérico propuesto a una potencial red de metro en la ciudad
de Sevilla operada por una sociedad concesionaria de la Junta de Andalucía, donde se exploran
distintas con�guraciones presupuestarias, llegando a un punto de equilibrio entre la inversión
necesaria y el impacto social. Además, se tienen en cuenta diversos factores como pueden ser la
renta media o el índice de crecimiento poblacional, desagregados por distritos, de cara a obtener
formulaciones socialmente responsables y orientadas al futuro de la ciudad. Cabe destacar que la
propuesta de diseño basada en optimización convexa consigue resolver el problema de diseño de
infraestructuras en unos pocos minutos, mientras que los diseños existentes basados en MIP no
son capaces de encontrar la solución después de un periodo de 48 horas.

En el capítulo 5 el marco genérico de optimización convexa propuesto se aplica a una RdT aé-
reo, donde el operador es una aerolínea comercial que pretende comenzar a operar el mercado
doméstico estadounidense. En este contexto, se diseñan las rutas a operar y se identi�can los
aeropuertos estratégicos para establecer bases operativas, conocidas comohubs. Se presenta la
estructura inicial de datos, para posteriormente discutir las modi�caciones necesarias en la for-
mulación del modelo (particularmente relevantes dado que se trata de un medio de transporte
distinto y la entidad operadora es privada). La parte �nal del capítulo se dedica a la exposición
y el análisis de los resultados experimentales obtenidos.

Las conclusiones y las líneas futuras de trabajo, que se proporcionan en el capítulo 6, cierran este
TFG.

1.4. Grupos de tareas y tiempo dedicado

El TFG que se resume en esta memoria se diseñó con unos objetivos relativamente ambiciosos,
combinando una dimensión teórica (formulación de nuevos problemas de investigación y diseño de los
algoritmos asociados a los mismos) con una dimensión práctica (diseño de dos RdT reales). Desde un
punto de vista formativo, se considera que la realización de este TFG ha supuesto poner en práctica
conocimientos, competencias y habilidades diversas, aprendidas a lo largo de toda la titulación (diseño y
operación de redes aéreas, programación, optimización lineal. . . ). También ha supuesto la adquisición
de nuevos conocimientos y nuevas habilidades. Entre los nuevos conocimientos deben destacarse la
optimización convexa y las técnicas desparsity y, entre las nuevas habilidades, deben destacarse la
lectura de artículos cientí�cos, la redacción de documentos en inglés o la colaboración con grupos
internacionales.

En lo que a la plani�cación y ejecución se re�ere, el trabajo realizado puede articularse en torno a
grupos de tareas, que se describen muy brevemente a continuación:

Revisión del estado de arte (lectura de artículos de investigación en el ámbito de diseño de RdT,
sparsity, redeshub & spoke y modelos de demanda). Esta tarea se llevó a cabo a través de la
lectura de artículos cientí�cos. Los artículos iniciales fueron propuestos por los directores del TFG
y, según avanzó el trabajo, el estudiante encontró también referencias que resultaron relevantes
para el diseño de la solución �nal propuesta.

Aprendizaje de manejo de herramientas de optimización (CVX y MOSEK). Esta tarea se llevó
a cabo principalmente mediante la lectura y visionado de tutoriales, la realización de pequeños
ejemplos de juguete y la discusión con los directores del TFG.

Formulación de los problemas de optimización y técnicas de resolución asociadas. El rol de los
tutores fue crítico en los primeros pasos, ganando el estudiante autonomía en las fases de diseño
�nal, donde se presentaban varias opciones a los tutores y se decidía de forma colegiada.
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Programación de algoritmos de optimización. La práctica totalidad de la programación se ha
llevado a cabo en Matlab, comenzando por casos más sencillos y construyendo poco a poco
versiones más complejas.

Acceso y procesamiento de bases de datos públicas. Se utilizaron tanto bases de datos públicas
como privadas (a disposición de los grupos de investigación dirigidos por los tutores de este
TFG). El procesamiento se ha llevado a cabo fundamentalmente en Matlab, aunque para casos
especí�cos se ha utilizado Excel y Python.

Diseño de experimentos numéricos y ejecución de análisis de resultados. Las tareas en este caso
van más allá de programar los experimentos, incluyendo también la selección de los casos de
estudio que resultaban más signi�cativos para mostrar los bene�cios de la metodología propuesta,
así como decidir la forma en la que se visualizarían y representarían los resultados.

Redacción de documentos cientí�co-técnicos, incluyendo la presente memoria, así como los ar-
tículos cientí�cos derivados del trabajo de este TFG.

De forma general, las tareas previamente listadas se han ejecutado de una forma secuencial. No obstan-
te, en ocasiones, los resultados intermedios en alguna de las tareas han revelado problemas o aspectos
no previstos inicialmente, lo que ha exigido revisitar las tareas precedentes. Entre los ejemplos en esta
última categoría, pueden mencionarse la modi�cación de la formulación en función de los resultados
obtenidos durante las simulaciones o la lectura de literatura adicional cuando, en la formulación, se ha
decido incorporar una nueva característica o particularidad de la RdT.

El trabajo aquí presentado se ha llevado a cabo durante 9 meses (agosto de 2023 a mayo de 2024) y
ha supuesto la inversión de unas 900 horas de trabajo por parte del estudiante. De forma aproximada,
las tareas de revisión del estado del arte y aprendizaje de herramientas consumieron un 10 % del
tiempo. La formulación, diseño y programación de algoritmos consumió en torno al 40 % del tiempo.
El procesamiento de datos, diseño y ejecución de simulaciones consumió un 25 % del tiempo y el análisis
y visualización de resultados un 10 %. La redacción de los documentos consumió un 15 % del tiempo.

1.5. Colaboraciones, publicaciones y repositorio de código

El trabajo presentado en esta memoria se enmarca dentro de una colaboración entre dos grupos
de investigación de alto rendimiento de la Universidad Rey Juan Carlos (URJC): el Grupo de Inves-
tigación en Sistemas Aeroespaciales y Transporte (GISAT-URJC) y el Grupo de Ciencia de Datos
y Procesamiento de Señal (GICDPS-URJC). Más especí�camente, las tareas de investigación y de-
sarrollo realizadas en este TFG se asocian a paquetes de trabajo de los proyectos de investigación
competitivos �Procesamiento de señal para datos de�nidos sobre grafos: aprovechando la estructura en
dominios irregulares� (MCI/AEI/PID2019-105032GB-I00) e �Integración de las ciencias del transporte
y de los datos para impulsar una movilidad en red socialmente responsable y un entorno sostenible�
(MCI/AEI/TED2021-130347B-I00). Debo por tanto, agradecer la ayuda prestada por los directores
de esos dos grupos (tutores de este TFG) como del resto de los miembros. También debo reconocer el
apoyo �nanciero de la Agencia Estatal de Investigación, que me ha permitido llevar a cabo las tareas
asociadas a este TFG, así como la asistencia a conferencias y las visitas a los grupos de investigación
que colaboran en los proyectos anteriormente mencionados. En este sentido, quiero expresar mi gratitud
a los profesores Geert Leus (Delft University of Technology, Países Bajos), Vikrant Vaze (Dartmouth
College, EE.UU.) y Tianyi Chen (Rensselaer Polytechnic Institute, EE.UU.) por su ayuda y su cola-
boración en las tareas llevadas a cabo en este proyecto. Los consejos y contribuciones del Prof. Leus
(métodos de optimización inductores desparsity), el Prof. Vaze (modelado de preferencias de pasajeros
en RdT) y el Prof. Chen (optimización binivel y multiobjetivo) en distintos ámbitos no solo me han
ayudado a adquirir nuevos conocimientos teóricos y a manejar nuevas herramientas, sino que han sido
extremadamente valiosos para llevar a cabo el trabajo que se detalla en los capítulos de esta memoria.
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En lo que a publicaciones se re�ere, en la actualidad se está trabajando en 3 artículos de revista
(Q1) y 2 artículos de conferencia (uno de ellos ya aceptado). Los tres artículos de revista son:

F. Real-Rojas, V. M. Tenorio, L. Cadarso, and A. G. Marques, �Rapid transit network design
via convex optimization: The role of sparsity and entropy-based regularizers�, Transportation
Research Part B: Methodological (to be submitted), 2024.

P. Singh, F. Real-Rojas, V. M. Tenorio, L. Cadarso, A. G. Marques, and V. Vaze, �Optimal design
of logit-based capacitated transportation networks: Convex vs. MIP approaches�, Trasportation
Science (to be submitted), 2024.

F. Real-Rojas, V. M. Tenorio, L. Cadarso, and A. G. Marques, �A convex sparsity-promoting
approach for designing hub-and-spoke air transportation networks�, Transportation Research
Part C: Emerging Technologies (to be submitted), 2024.

Los dos primeros artículos están relacionados con los capítulos 3 y 4 de esta memoria. El primero de
ellos se centra en la introducción de las funciones logarítmicas y las funciones de entropía para el diseño
de RdT, así como su aplicación a redes de metro. El segundo de ellos aplica la metodología propuesta
en este TFG a redes ferroviarias, estudiando también la modi�cación de las funciones de entropía, para
poder cubrir un mayor espectro de modelos de preferencias por parte de los usuarios (esta aplicación
no se ha incluido en el presente TFG por limitaciones de espacio). Por último, el tercer artículo se
centra en el diseño de RdT aéreo del tipohub & spoke(correspondiente al contenido del capítulo 5).

Finalmente, el código utilizado para ejecutar los experimentos numéricos presentados en los distintos
capítulos se encuentra disponible en:

https://github.com/frealr/TFG-RdT
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Capítulo 2

La optimización en RdT: formulaciones
enteras y una propuesta convexa

El crecimiento sin precedentes de los recursos computacionales a nuestro alcance, así como el acceso
a una cantidad ingente de bases de datos, ha provocado que las herramientas de optimización se hayan
convertido en un actor principal y transversal en el ámbito de la ingeniería y las ciencias aplicadas.
Las RdT no son una excepción y, tal y como se mencionaba en el capítulo introductorio, los avances
fundamentales en el diseño y control de RdT inteligentes exigen un planteamiento holístico riguroso
en el que la optimización matemática desempeñe un papel protagonista. Desde este punto de vista, el
presente capítulo discute el rol de la optimización en el diseño de RdT, describe las aproximaciones
de diseño clásicas basadas en MIP y explica cómo el uso combinado de regularizadores que promueven
sparsity en la infraestructura y de funciones de entropía aplicadas a �ujos de pasajeros permiten atacar
el diseño de RdT desde un punto de vista convexo.

Este capítulo se estructura como sigue. La sección 2.1 proporciona una breve introducción a la me-
todología del diseño de redes basada en optimización, identi�cando los distintos elementos clave a tener
en cuenta. A continuación, la sección 2.2 presenta dos formulaciones MIP (simpli�cadas) que sirven
para ilustrar tanto distintos modelos de demanda, como las limitaciones de este tipo de metodologías.
La segunda mitad del capítulo (secciones 2.3 y 2.4) describe dos de las contribuciones fundamentales
de este TFG: el uso de técnicas desparsity para el modelado de los costes de construcción de la in-
fraestructura de la red (estaciones y enlaces) y el uso de funciones de entropía para el modelado del
comportamiento de los usuarios. Tal y como se detallará en el capítulo siguiente, la implementación
simultánea de estas dos estrategias permite diseñar la RdT mediante técnicas de optimización convexa.

2.1. Formalización del problema de diseño de RdT

En este TFG los esquemas para el diseño de RdT se obtienen como soluciones de un problema de
optimización meticulosamente formulado. En este sentido, la selección de una formulación de optimiza-
ción adecuada (interpretable y que equilibre la precisión del modelo con la complejidad computacional
asociada a su optimización) es fundamental para lograr un diseño satisfactorio. Esto no es trivial y,
en general, requiere un diseño iterativo de la formulación del problema, replanteando o modi�can-
do formulaciones iniciales en función de los resultados intermedios que se van obteniendo. Para ser
más precisos, hay 5 elementos clave a considerar cuando se diseña la formulación de un problema de
optimización:

E1. Variables de estado, que sirven de �entrada� para la optimización y dan cuenta de la naturaleza
distribuida, dinámica (y potencialmente incierta) del estado de la red y de los actores que la
utilizan.
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E2. Variables de diseño, que son la �salida� de la optimización y representan los recursos que pueden
emplearse durante la monitorización y operación de la RdT -las variables de diseño dependen del
segmento de la red, del horizonte temporal y del participante en el transporte-.

E3. Restricciones, que modelan (hacen cumplir) las relaciones entre las variables de diseño y de
estado y dan cuenta tanto de las condiciones de la red (tales como las restricciones de capacidad
o de restricción de �ujo) como de posibles requisitos de rentabilidad económica o de calidad de
servicio.

E4. La función objetivo a optimizar (bene�cios, costes, satisfacción del usuario, etc.), que debe tener
en cuenta los servicios prestados, los costes de explotación de la red y las necesidades de los
distintos actores (operadores, usuarios, reguladores...), así como la variabilidad, la incertidumbre
y los distintos horizontes temporales de las RdT.

E5. La técnica de resolución a utilizar, que es particularmente importante en esta propuesta debido
a la alta dimensionalidad y el fuerte acoplamiento entre las variables de una RdT.

Los elementos listados son críticos para la formulación de cualquier problema de ingeniería como un
problema de optimización. A continuación, se proporcionan más detalles sobre cómo este TFG aborda
cada uno de estos elementos dentro del contexto del diseño de una RdT.

2.1.1. Variables de estado

Una de las características de las RdT es que, en su diseño, intervienen tanto variables continuas
como discretas. Entre las variables de estado discretas se incluyen: el listado de orígenes y destinos; el
listado de estaciones y enlaces (tanto existentes como potenciales despliegues), la topología de la red
competidora (en caso de que exista) o las rutas que siguen los usuarios en algunas de esas redes. Entre
las variables de estado continuas más relevantes se encuentran: el tiempo de viaje entre estaciones, la
demanda existente por parte de los pasajeros y las características o propiedades del servicio ofrecidas
por la competencia (precio, tiempos de viaje...), sobre las cuales no tenemos control directo.

Otras variables de estado que impactan en el diseño incluyen los costes de construcción de la
infraestructura, los costes de operación de la red, la capacidad de los vehículos de transporte (trenes,
aviones...) o los coe�cientes que modelan la sensibilidad de la utilidad percibida por los usuarios frente
a distintos factores (precio, tiempo de viaje...). Es importante señalar que, mientras que en el capítulo
3 estas variables tomarán valores obtenidos del estado del arte [26, 27, 18, 28], en los capítulos 4 y 5
se estimarán a partir de bases de datos relacionadas con la aplicación de transporte estudiada.

Por último, es importante hacer notar que la (topología de la) red suele representarse a través
de un grafo, donde los nodos se corresponden con las estaciones y los arcos indican enlaces directos
entre estaciones. Así mismo, muchas de las variables de estado descritas anteriormente se representan
comúnmente como vectores, cuya longitud coincide con el número de nodos del grafo (e:g:, el coste de
construcción de cada estación), o como matrices cuadradas donde �las y columnas indexan nodos y
cada entrada representa un par de nodos especí�co (e:g:, la matriz de tiempos de viaje a un solo salto
o la matriz de demanda origen-destino).

2.1.2. Variables de diseño

En el contexto de este TFG, las variables asociadas al diseño de la RdT pueden agruparse en torno
a tres categorías:

1. Variables asociadas con la construcción de la red. Podemos distinguir dos subgrupos: a) variables
asociadas a la construcción de nodos en la red y b) variables asociadas a la construcción de enlaces
entre nodos. Estas variables tienen un signi�cado dicotómico, en el sentido de que, si valen cero,
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indican que la estación (o el enlace) no se construye y, si toman un valor positivo, indican que
la infraestructura se construye. En el estado del arte, este tipo de variables suele representarse
con variables binarias [26, 27], aunque existen aproximaciones en las que son continuas [29, 30],
correspondiéndose en este caso su valor con la capacidad dimensionada.

2. Variables asociadas con los �ujos de pasajeros que utilizan la red para viajar de un determinado
origen a un destino. Debe distinguirse entre variables de �ujo agregado origen-destino (que indican
el número de pasajeros asociados a un determinado mercado) y variables de �ujo origen-destino
por enlace (que indican el número de pasajeros de un determinado mercado que están utilizando
un determinado enlace). Al igual que las variables de construcción, tienen un comportamiento
dicotómico.

3. Variables secundarias. Este grupo engloba las variables auxiliares de los modelos, que son impor-
tantes para obtener modelos e�cientes que se puedan resolver en tiempo polinómico. También
incluye aquellas variables que pretenden capturar algunos de los efectos que se dan en RdT reales,
como puede ser la congestión de los enlaces o la holgura en el diseño de la infraestructura. Por
lo tanto, en función del tipo de variables, podrán estar asociadas, a un nodo, a un enlace, a un
�ujo origen-destino o a una combinación de varios de ellos.

2.1.3. Restricciones

De forma general, una restricción se puede formular como una condición que se impone al valor
de una función que depende tanto de las variables de diseño como de las variables de estado. En su
forma más sencilla, una restricción impone una condición al valor de la variable de diseño (e:g:, no ser
negativa o ser binaria). Así mismo, las restricciones pueden modelar condiciones de operación de la red
o requisitos de calidad de servicio para el operador o los usuarios. En el ámbito de las RdT, algunas
de las restricciones que impactan de forma crítica en el diseño de la red son:

Restricciones de conservación de �ujo. Imponen que el �ujo total que llega a un nodo (sumado
a través de todos los enlaces entrantes) es igual al �ujo total que sale del nodo (sumado a través
de todos los enlaces salientes), exceptuando los nodos que ejercen de origen o de destino.

Restricciones de capacidad para la infraestructura. Imponen que el uso de un determinado recurso
no puede exceder la capacidad máxima del mismo. En el caso de los enlaces, establecen que el
número de usuarios que utiliza un determinado enlace tiene que estar por debajo de la capacidad
máxima de dicho enlace. En el caso de las estaciones, establecen que la estación debe tener una
capacidad su�ciente para gestionar todos los usuarios (o vehículos) que llegan a través de sus
respectivos enlaces. Así mismo, dentro de este grupo de restricciones pueden incluirse otras como
una restricción presupuestaria (e.g., los costes de construcción no pueden superar un determinado
nivel de inversión) o una restricción de �ota (e.g., la capacidad agregada de la red no puede
superar el resultado de multiplicar el número de vehículos disponibles por la capacidad de estos
vehículos).

Restricciones de calidad de servicio. Destacan restricciones de satisfacción de la demanda, que
garantizan que bien la totalidad o bien un porcentaje alto de la demanda de los usuarios queda
satisfecha. Del mismo modo, pueden considerarse restricciones que estipulan que una RdT debe
construirse para garantizar la atracción de un porcentaje mínimo de demanda o, en el caso
de operadores privados, restricciones que garanticen que rutas con bene�cios por debajo de un
umbral mínimo no se operen. Así mismo, dentro de este grupo se consideran las restricciones de
holgura, que imponen que la capacidad �nalmente construida para un día tipo sea mayor que la
inicialmente plani�cada. Se utilizan para mantener la congestión bajo control y ser capaces de
hacer frente a cambios repentinos, �uctuaciones en la demanda o, incluso, disrupciones en la red.
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Las restricciones anteriores son algunas de las más representativas en el diseño de RdT. A lo largo
de esta memoria, se formularán otras que se irán introduciendo a medida que se vayan necesitando.

2.1.4. Función objetivo

La función objetivo es aquella que asigna un valor de mérito (o de coste) a cada una de las soluciones
factibles y, por lo tanto, nos permite identi�car la solución óptima. En el contexto de este TFG, debe
tenerse en cuenta que las RdT son sistemas distribuidos con múltiples actores y horizontes temporales,
lo que complica la de�nición de una única función objetivo que tenga en cuenta toda la complejidad de
la red. Los objetivos a maximizar incluyen bene�cios económicos y tasas de cobertura, entre otros, y
los objetivos a minimizar incluyen costes �jos, costes de operación, congestión y retardos, entre otros.
Los actores a considerar incluyen los operadores, los usuarios y, en ocasiones, el propio regulador.
Una metodología razonable consiste en agrupar los distintos objetivos en función de los horizontes
temporales o los actores involucrados, otorgando un peso distinto a cada uno de esos roles. En los
problemas investigados en este TFG, se considerarán tres objetivos principales: i) costes de construcción
de la red (véase,e.g., [31]), ii) costes e ingresos de la operación de la red (véase,e.g., por ejemplo [23])
y iii) satisfacción de los usuarios (véase,e.g., [32]). En función del tipo de problema considerado, estos
objetivos se podrán formalizar (modelar) de manera ligeramente distinta, siendo la función objetivo a
optimizar una combinación lineal de cada uno de ellos, con los pesos asociados teniendo en cuenta tanto
la importancia relativa del objetivo como el margen dinámico de la métrica que se está optimizando.

2.1.5. Algoritmo de solución

El último aspecto a considerar es la técnica utilizada para resolver el problema de optimización.
El diseño de algoritmos de optimización es un área amplia y diversa, con resultados muy distintos en
función de las propiedades del problema en cuestión.

Los problemas convexos con variables continuas y diferenciables se caracterizan por una estructura
favorable que facilita la aplicación de algoritmos iterativos de descenso. Entre los más destacados se
encuentran los algoritmos de gradiente, de Newton y los algoritmos acelerados, todos ellos reconocidos
por su e�cacia y versatilidad en la optimización de este tipo de problemas [33]. A pesar de no ser
diferenciables, los problemas lineales con variables continuas y restricciones presentan una estructura
que permite aplicar métodos e�cientes. El métodosimplex [34], introducido hace más de 70 años, sigue
siendo una opción viable y e�caz para resolver este tipo de problemas, demostrando consistentemente
su e�cacia a lo largo del tiempo. En el caso de problemas MIP, la elección del algoritmo adecuado puede
depender de diversos factores, como la naturaleza especí�ca del problema, el tamaño del modelo y la
disponibilidad de recursos computacionales. Desde métodos exactos, como elBranch-and-Bound [35],
hasta enfoques heurísticos, como la metaheurística de búsqueda local [36], existe una amplia gama de
técnicas disponibles para abordar e�cazmente los problemas MIP. Es crucial evaluar cuidadosamente
las características del problema y las limitaciones computacionales para seleccionar la estrategia más
adecuada que garantice resultados óptimos en un tiempo razonable. Un aspecto crítico en cualquiera
de estos métodos consiste en cómo tratar con las restricciones. En formulaciones convexas es habitual,
por ejemplo, utilizar métodos de punto interior basados en barreras logarítmicas. Otra aproximación
consiste en recurrir a los métodos duales, los cuales son de aplicación general y de�nen un multipli-
cador de Lagrange asociado a cada una de las restricciones, para formar un objetivo aumentado sin
restricciones y optimizar simultáneamente sobre variables primales y duales.

Cada uno de los algoritmos anteriores tiene una complejidad computacional y tasa de convergencia
diferente. Para problemas en los que la complejidad es crítica (bien por el gran tamaño del modelo
o bien porque resulta necesario resolverlo en tiempo real) los algoritmos pueden diseñarse de mane-
ra individualizada, teniendo en cuenta las particularidades del objetivo y restricciones del problema
en cuestión. En la mayoría de las aplicaciones es más habitual utilizar software de optimización ge-
neralista (conocido en inglés comosolver) en el que el problema de optimización se describe a alto
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nivel (especi�cando las funciones consideradas en el objetivo y las restricciones) y el propio software
se encarga de desarrollar y ejecutar los algoritmos asociados. Entre lossolvers más populares pueden
destacarse CPLEX, GUROBI o MOSEK (para problemas lineales o MIP) o SeDuMi, SCS, ECOS
(para problemas convexos). Si bien dichossolvers permiten implementar directamente los problemas
a resolver, es habitual utilizar herramientas de más alto nivel (como CVX), que se integran de manera
natural en lenguajes de programación generalistas como Python o Matlab, y que llaman a lossolvers
anteriormente listados, ofreciendo una interfaz más amigable para el usuario.

En este sentido, es importante destacar que también pueden plantearse formulaciones híbridas que
combinan ambas metodologías. Así, por ejemplo, las variables pueden agruparse en dos subconjuntos y
optimizarse de forma iterativa, utilizando para un subconjunto un tipo de algoritmo (e:g:, un algoritmo
de descenso de segundo orden) y utilizando unsolver genérico para el segundo subconjunto.

Un aspecto fundamental cuando se elige cualquiera de estos algoritmos osolverses la complejidad
computacional asociada a los mismos. De manera general, la complejidad será mayor cuanto mayor sea
el número de variables a optimizar y el número de restricciones a resolver. Si las variables son continuas
y el problema de optimización es lineal o convexo, la complejidad computacional escala de forma poli-
nómica, con un exponente de entre 3 y 4 [37]. El caso MIP es más complejo y depende enormemente del
problema, siendo muchos de ellos NP-difíciles y, por lo tanto, teniendo una complejidad computacional
exponencial. Gracias a las mejoras algorítmicas y el incremento de la capacidad de computación, en
la actualidad es factible resolver una amplia gama de problemas MIP del mundo real que involucran
millones de decisiones discretas y continuas, proporcionando soluciones óptimas o aproximadas según
las necesidades especí�cas del problema.

La enorme diferencia en términos de complejidad computacional entre problemas convexos y proble-
mas MIP es una de las principales motivaciones de este TFG. Puesto que el diseño de infraestructuras
de RdT se ha venido modelando habitualmente como un problema MIP y una red involucra un gran nú-
mero de variables y restricciones, obtener su solución en un tiempo reducido es prácticamente inviable.
Como se demostrará en el resto de esta memoria, modelando el problema como una optimización con-
vexa, se obtiene la solución óptima de manera mucho más rápida, pudiendo utilizar incluso ordenadores
personales para la ejecución de los algoritmos de diseño de RdT.

En lo que a los algoritmos propuestos en este TFG se re�ere, se utilizará un método híbrido en el
que, por un lado, se emplearan algoritmos de MM iterativos para un subconjunto de variables [38] y
el solver genérico MOSEK-CVX para el resto de variables.

2.2. Diseño de RdT vía MIP

En esta sección se presentan dos variantes de formulación matemática para abordar el problema del
diseño de una RdT. En primer lugar, se introduce al lector en la estructura de las RdT y en la notación
utilizada en la de�nición del modelo matemático para su optimización. Posteriormente, se describe un
modelo matemático que se fundamenta en el reparto binario de la demanda, también conocido como
�todo o nada� (all-or-nothing, en inglés). A continuación, se procede con una formulación que se basa
en la distribución de la demanda utilizando modelos del tipologit, típicamente empleados para modelar
la elección de rutas por parte de los usuarios de una red. Este tipo de modelo se basa en la función
logística, que relaciona la probabilidad de que un individuo (pasajero) elija una opción particular con
una combinación lineal de variables explicativas.

2.2.1. Topología y variables de estado

Antes de comenzar con la formulación es importante familiarizarse con la estructura de una RdT.
En la �gura 2.1 se puede ver una red de ejemplo. Se plantea la construcción de una RdT que pretende
comunicar los nodos recogidos en el conjuntoS mediante los enlaces pertinentes recogidos en el conjunto
A . El número de nodos es, por lo tanto,jSj y el número de enlaces esjAj . La red construida se dedicará
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a transportar �ujos de pasajeros asociados a distintos mercados. Los mercados existentes se recogen en
el conjunto K. Puesto que cada mercado se corresponde con un par origen-destino, el número máximo
de mercados esjKj = jSj2 � jSj . A continuación se de�nen formalmente los conjuntos y parámetros
del modelo. Para denotar los conjuntos, se utilizarán letras caligrá�cas, mientras que los parámetros
se denotan con letras minúsculas del alfabeto latino y griego.

Figura 2.1: Ejemplo simpli�cado de grafo que representa a una RdT, donde S es el conjunto de nodos yA � S � S es el
conjunto de enlaces. En el grafo representado el conjunto de nodos esS = f 1; 2; 3; 4; 5; 6; 7; 8; 9g y, por lo tanto, el número
de nodos esjSj = 9 . El número de enlaces esjAj = 30 (15 segmentos con dos potenciales sentidos cada uno), frente a un
máximo posible de 72. Así, por ejemplo, (1; 2) 2 A pero (1; 4) =2 A . Para cada enlace se muestra tanto la capacidad del
mismo como el tiempo de viaje entre los nodos incidentes al enlace. Pese a que de forma general la matriz de capacidad
de enlacesA no será simétrica, para facilitar su representación, en este ejemplo se asume queA ij = A ji 8(i; j ) 2 A .

Conjuntos

S es el conjunto de estaciones candidatas para ser construidas. Las estaciones se indexan nor-
malmente utilizando el índicei = 1 ; :::; jSj y, ocasionalmente, utilizando el índicej .

A � S � S es el conjunto de enlaces candidatos para construir. Los elementos deA se denotan
típicamente como(i; j ) y suponemos que(i; j ) es diferente de(j; i ).

Nout (i ) y N in (i ) son los subconjuntos de estaciones candidatas a las que se puede construir un
enlace desde o haciai , respectivamente. Es decir,Nout (i ) = f j j(i; j ) 2 Ag y N in (i ) = f j j(j; i ) 2
Ag.

K es el conjunto de mercados formados por pares origen-destino entre los que existe demanda. Los
pares origen-destino son referidos con el par(o; d), que indexa el nodo origen y el nodo destino
de dicha demanda, respectivamente.

F es el conjunto de �ujos de pasajeros que viajan a través de los enlaces. Dado que se consideran
múltiples mercados, tenemos queF = A � K . Los elementos deF se indexan mediante dos pares
(( i; j ); (o; d)) .

Q es el conjunto de alternativas de viaje entre las que escogen los pasajeros.

Parámetros

csi es el coste �jo de construcción de la estacióni 2 S.

�ci es el coste variable (por unidad de capacidad) de construcción de la estacióni 2 S.
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cA ij es el coste �jo de construcción del enlace(i; j ) 2 A .

�cA ij es el coste variable (por unidad de capacidad) de construcción del enlace(i; j ) 2 A .

� i 2 (0; 1] es el factor de carga asociado a la estacióni 2 S. Este parámetro tiene en cuenta el
hecho de que no todos los pasajeros (vehículos) que pasan por la estacióni durante el horizonte
de plani�cación lo hacen simultáneamente.

anom es la capacidad nominal del vehículo, que es igual al número de pasajeros que el vehículo
puede transportar de forma simultánea.

amax es la capacidad máxima de la red. Representa una cota superior al número de vehículos a
operar, aproximado como el valor máximo que puede tomar la suma de las capacidades en los
enlaces(i; j ) 2 A de la red. Si tal límite no existe, entonces su valor se �ja comoamax = 1 .

t ij es el tiempo de viaje asociado al enlace(i; j ) 2 A en la nueva red.

tod
ext es el coste de viaje entreo y d para los pasajeros cuando utilizan una RdT alternativa, es

decir, cuando viajan con la competencia.

! t es el coe�ciente de sensibilidad de los pasajeros al tiempo de viaje en la función de utilidad.

wod es la demanda total del mercado(o; d) 2 K , es decir, el número de pasajeros que desean
viajar del nodo o al nodo d.

b es el presupuesto disponible para la construcción de la nueva RdT.

� es un parámetro auxiliar al que se le da un valor alto. Se utiliza para relacionar variables
binarias y continuas, normalmente para restricciones en las que para activar la variable continua
es necesario activar también la binaria.

Una vez que se han presentado los conjuntos y parámetros más relevantes para nuestro problema,
se procede a presentar la formulación del modelo matemático (formulación) considerando dos aproxi-
maciones diferentes para la demanda. Los modelos de demanda de transporte se utilizan para obtener
pronósticos sobre el uso de la infraestructura que, para cada uno de los mercados, los pasajeros llevarán
a cabo. Habitualmente estos pronósticos se basan en modelos no lineales que tienen en cuenta atribu-
tos tales como las tarifas promedio, las frecuencias de servicio, las características demográ�cas o las
condiciones económicas [39]. Una vez estimada la demanda total, se utilizan modelos de elección para
estimar, para cada operador competidor y cada mercado, la proporción de demanda que ese operador
captura en ese mercado. Para ello, se consideran las características especí�cas del mercado, incluyendo
las preferencias de modo de transporte y de operador de los pasajeros, las tarifas, las frecuencias de
servicio y otros potenciales. Las secciones 2.2.2 y 2.2.3 presentan la formulación MIP para dos modelos
(aproximaciones) diferentes en lo que a la elección de mercado por parte de los pasajeros se re�ere. En
la primera de ellas, se presenta el modelo con una aproximación de elección de mercado �todo o nada�
(all-or-nothing, en inglés). En la segunda, se presenta el modelo para una aproximación tipologit .

2.2.2. Formulación basada en aproximación all-or-nothing para la demanda

En esta sección se presenta un modelo matemático para abordar el problema de diseño de redes,
donde el objetivo es maximizar la demanda atraída o, equivalentemente, minimizar el número de
usuarios que optan por redes competidoras para sus viajes.

Para modelar la elección de los pasajeros, se emplea un enfoque de elección discreta conocido
como all-or-nothing. Los modelos de elección discreta han desempeñado un papel importante en la
modelización del transporte en las últimas décadas. Estos modelos consideran que la demanda es el
resultado de las decisiones de cada individuo en la población bajo consideración (i:e:, de cada potencial
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pasajero de la RdT). Estas decisiones suelen consistir en una elección entre un conjunto �nito de
alternativas.

En primer lugar, es necesario de�nir las características de los individuos, las alternativas como
las opciones posibles del individuo, los atributos de cada alternativa potencial que el individuo está
considerando y las reglas de decisión que describen el comportamiento del individuo.

Los individuos con características similares se agregan en grupos. Es posible distinguir diferentes
grupos de pasajeros, por ejemplo, según su forma de pago de transporte (e:g:, el grupo de personas
jubiladas, el grupo de trabajadores activos, el grupo de turistas y el grupo de estudiantes).

El modelo all-or-nothing parte del supuesto de que los pasajeros fundamentan su elección en la
comparación de un coste generalizado o función de utilidad (uod

q ) de la alternativa q, la cual es una
función de los atributos de la misma y del individuo en el mercado(o; d). En este caso, los pasajeros
siempre optan por la alternativa que presenta el menor coste o la mayor utilidad. Bajo la hipótesis de
que los pasajeros se agregan en grupos homogéneos, este modelo supone que la demanda para cada
mercado no se divide entre las opciones disponibles, sino que el grupo elige una única alternativa para
viajar. Este enfoque simpli�cado permite una representación clara y directa de las decisiones de los
usuarios, dando lugar, además, a problemas de optimización más sencillos.

Usandotod
q para denotar el tiempo de viaje de la alternativaq para el mercado(o; d) y asumiendo

que la función de utilidad de una alternativa es función únicamente del tiempo de viaje necesario para
trasladarse desde el origen hasta el destino (uod

q = f (tod
q )), un pasajero en el mercado(o; d) optará por

una alternativa q 2 Q si y solo si se satisface queuod
q � uod

q0 para toda alternativa q0 compatible conq.

Una vez de�nido el modelo de elección de los usuarios, se formula a continuación el problema de
diseño óptimo de la RdT. Para ello, se comienza declarando las variables sobre las que se va a optimizar
(distinguiendo entre las del operador y las de los usuarios) y, a continuación, se detalla el modelo de
optimización asociado.

Variables

Variables de construcción

Sb
i 2 f 0; 1g toma el valor de 1 si se construye una estación en el nodoi 2 S. Toma el valor 0 en

cualquier otro caso.

Si 2 R� 0 es la capacidad que se construye en la estación del nodoi 2 S.

Ab
ij 2 f 0; 1g toma el valor de 1 si se construye el enlace entre los nodos(i; j ) 2 A . Vale 0 en

cualquier otro caso.

A ij 2 R� 0 es la capacidad que se construye para el enlace(i; j ) 2 A .

Variables de �ujo

F od
ext 2 f 0; 1g toma el valor de 1 si los pasajeros del mercado(o; d) 2 K viajan por la RdT

alternativa para ir a su destino. Vale 0 en cualquier otro caso.

F od 2 f 0; 1g toma el valor de 1 si los pasajeros del mercado(o; d) 2 K viajan por la red construida
para ir a su destino. Vale 0 en cualquier otro caso.

F od
ij 2 f 0; 1g toma el valor de 1 si los pasajeros del mercado(o; d) 2 K recorren el enlace(i; j ) 2 S

de la red construida en la ruta hacia su destino. Vale 0 en cualquier otro caso.

Con el objetivo de simpli�car la notación, se introducen los conjuntos de variablesXcons y Xf low ,
de�nidos en (2.1) y (2.2), respectivamente. Esta de�nición permite una representación más compacta
y clara de los distintos problemas estudiados en este TFG.
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Xcons = f Si g8i 2S [ f Sb
i g8i 2S [ f A ij g8(i;j )2A [ f Ab

ij g8(i;j )2A (2.1)

Xf low = f F od
ext g8(o;d)2K [ f F odg8(o;d)2K [ f F od

ij g8(( i;j );(o;d)) 2F (2.2)

Introducidas las variables de optimización y las variables de estado (véase la sección 2.2.1), el
siguiente paso consiste en formular el problema de optimización, lo que requiere especi�car la función
objetivo y las restricciones. La función objetivo se de�ne en (2.3) y las restricciones se de�nen en
(2.4)-(2.12). Tanto en este como en el resto de problemas de optimización de este documento, �mín�
indica �mínimo� y �s. a� indica �sujeto a�.

m��n
Xcons ;X f low

X

8(o;d)2K

wodF od
ext (2.3)

s. a:

P
8(o;d)2K F od

ij wod

anom
� A ij 8(i; j ) 2 A (2.4)

� i

X

8j 2N in (i )

A ji � Si 8i 2 S (2.5)

� i

X

8j 2N out (i )

A ij � Si 8i 2 S (2.6)

X

8(i;j )2A

A ij � amax (2.7)

A ij � � Ab
ij 8(i; j ) 2 A (2.8)

Si � � Sb
i 8i 2 S (2.9)

X

8i 2S

(csi S
b
i + �ci Si ) +

X

8(i;j )2A

(cA ij Ab
ij + �cA ij A ij ) � b (2.10)

F od + F od
ext = 1 8(o; d) 2 K (2.11)

X

8(i;j )2A

F od
ij t ij � (1 � F od

ext )t
od
ext 8(o; d) 2 K (2.12)

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji =

8
><

>:

F od i = o;

0 i 6= o 6= d;

� F od i = d

8i; (o; d) 2 S � K (2.13)

La función objetivo (2.3) minimiza el número de pasajeros que utilizan la red alternativa de trans-
porte (o, de forma equivalente, maximiza el número de pasajeros que utiliza la red a construir). Las
restricciones de capacidad (2.4)-(2.6) limitan el número de pasajeros que pueden utilizar un enlace y
el número de vehículos que pueden procesar las estaciones, desagregando en trá�co de llegada y salida.
Si resultase necesario, estas restricciones se podrían reescribir para que se aplicase al volumen total
de trá�co en la estación. La restricción (2.7) limita la capacidad máxima que se puede asignar a los
enlaces, lo que equivale a limitar el número máximo de vehículos que pueden desplegarse en la red. Las
restricciones (2.8) y (2.9) aseguran que se activa la variable binaria de construcción de enlaces y esta-
ciones cuando se asigna capacidad a los mismos. La restricción (2.10) impone el límite presupuestario
en la construcción de la infraestructura. El grupo de restricciones (2.11) obliga a todos los pasajeros
a escoger entre la red nueva y la alternativa, puesto que la suma de los �ujos para la red nueva y la
alternativa ha de ser igual a uno para todos los mercados(o; d), mientras que las restricciones (2.12)
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establecen que los pasajeros eligen la ruta con la mayor utilidad (i:e:, la de menor tiempo de viaje).
Por último, las restricciones de conservación de �ujo (2.13) para cada estación y mercado garantizan
que, si la estación no es origen ni destino del mercado, se conserva el �ujo (los pasajeros que llegan
a la estación procedentes del mercado(o; d) son iguales a los que salen), mientras que las estaciones
origen y destino del mercado(o; d) serán, respectivamente, fuente y sumidero para pasajeros de dicho
mercado.

Tal y como se ha mencionado al inicio de la sección, el modelo (2.3)-(2.13) genera soluciones donde
todos los pasajeros de un mismo mercado(o; d) eligen la misma ruta, ya sea por la red alternativa o por
la construida. Sin embargo, es importante tener en cuenta que este modelo no re�eja completamente
la complejidad del comportamiento humano en la realidad, donde las decisiones están in�uenciadas
por una variedad de factores que hacen que no todos los pasajeros en un mercado sean puramente
racionales y elijan la misma alternativa para viajar. Por este motivo, en la sección 2.2.3 se describe
un modelo de demanda más so�sticado, bajo el cual los pasajeros eligen una alternativa u otra de
forma probabilística, estando las probabilidades determinadas por el nivel de utilidad que los pasajeros
asocian (perciben) a cada una de las alternativas. Como se describirá a continuación, esta distribución
de la demanda se realiza a través de una funciónlogit o softmax.

2.2.3. Formulación basada en aproximación logit para la demanda

Esta sección introduce un modelologit multinomial, ampliamente aceptado en la práctica, para
representar el comportamiento de los pasajeros [10, 40, 41].

El modelo all-or-nothing presentado en la sección anterior, además de solo considerar un proceso
de elección determinista, no considera que puedan existir efectos no observables por los atributos
considerados. El modelologit multinomial que se presenta a continuación salva estas dos limitaciones.
Por un lado, es un modelo de elección probabilístico y, por otro lado, considera que la función de
utilidad se compone de un término determinista y de un término de error. La parte determinista de la
utilidad que un individuo en un mercado (o; d) percibe de una alternativaq 2 Q esvod

q , mientras que
� od
q es una desviación aleatoria que contiene todos los factores no observados de la utilidad.

La parte determinista de la función de utilidad para cada alternativa se calcula como la suma de
diferentes términos, dependientes de métricas como la distancia del viaje, la tarifa del viaje y el tiempo
de viaje. Estos valores pueden, a su vez, depender de la ruta en cuestión. Por ejemplo, el tiempo de
viaje se corresponde con la suma del tiempo de recorrido de cada enlace de la ruta, el tiempo de
transbordo y el tiempo de espera. Independientemente de este último aspecto, la función de utilidad
se calcula como una suma ponderada de los distintos parámetros a los que los usuarios son sensibles.
Matemáticamente, el nivel de utilidad �determinista� de la alternativa de viaje q en el mercado(o; d)
se expresa como

vod
q = ! ddod

q + ! ppod
q + ! t tod

q 8(o; d) 2 K ; q 2 Q od; (2.14)

dondedod
q es la distancia de viaje,pod

q es la tarifa del viaje y tod
q es el tiempo de viaje, todos ellos para

la alternativa q en el mercado(o; d). Los coe�cientes f ! d; ! p; ! t g representan la sensibilidad de los
usuarios a la distancia, tarifa y tiempo de viaje, respectivamente. Nótese que, puesto que los usuarios
reaccionan negativamente ante un incremento en los tres parámetros y el término (2.14) representa una
utilidad (métrica positiva), los coe�cientes f ! d; ! p; ! t g serán negativos. El subconjuntoQod contiene
las alternativas compatibles que sirven el mercado(o; d). Finalmente, el nivel de utilidad �real� de una
alternativa q para un individuo en el mercado(o; d) queda como:

uod
q = vod

q + � od
q 8(o; d) 2 K ; q 2 Q od; (2.15)

donde es� od
q un término aleatorio de error. Suponiendo que los errores de la función de utilidad� od

q son
i) distribuidos de manera independiente, ii) distribuidos de manera idéntica y iii) distribuidos Gumbel,
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la probabilidad de elegir la alternativa q 2 Q od para en el mercado(o; d) por parte de los pasajeros es
[10, 40]:

P(qjod) =
e(� od

q + vod
q )

P
q02Q od e(� od

q0 + vod
q0 )

8(o; d) 2 K ; q 2 Q od; (2.16)

donde P(qjod) es la probabilidad de que un pasajero del mercado(o; d) elija la alternativa q. Aquí,
� od

q es un parámetro que representa la atracción relativa de una alternativaq para la demanda(o; d)
debido a factores no incluidos en la función de utilidad, como pueden ser la seguridad, la comodidad, la
emisión de boletos, etc. Para introducir el modelologit multinomial de captura de la demanda descrito
en (2.16) dentro del problema de optimización formulado en (2.3)-(2.13), se realizan las siguientes
suposiciones (hipótesis):

Todos los pasajeros en un mismo mercado(o; d) 2 K forman parte de un único grupo de iguales
características.

Se considera como único atributo en la función de utilidad el tiempo de viajetod
q , por lo que

vod
q = ! t tod

q . Así mismo, los pasajeros no tienen en cuenta otros factores no recogidos en la
función de utilidad, implicando que � od

q = 0 ; 8q 2 Q ; 8(o; d) 2 K .

Se considera una única red competidora frente a la nueva red a diseñar, cuya función de utilidad
para el mercado(o; d) vendrá dada porvod

ext = ! t tod
ext .

Es importante destacar que las hipótesis enunciadas no constituyen una limitación para la apro-
ximación presentada y no implican una pérdida de generalidad en el análisis. En el caso de contar
con los datos pertinentes, estas hipótesis pueden relajarse sin introducir una mayor complejidad tanto
en los modelos matemáticos como en las aproximaciones de solución expuestas. La �exibilidad para
ajustar las hipótesis según la disponibilidad de datos contribuye a mejorar la robustez y la utilidad de
la metodología introducida en la resolución de problemas del mundo real.

La sustitución de la aproximación all-or-nothing en el modelo matemático dado por (2.3)-(2.13)
por el modelologit multinomial presentado en esta sección, requiere la introducción de nueva notación
y restricciones, como se expone a continuación.

Variables de �ujo

F od
ext 2 [0; 1] indica la proporción de pasajeros del mercado(o; d) 2 K que viajan por la red

alternativa para ir a su destino.

F od 2 [0; 1] indica la proporción de pasajeros del mercado(o; d) 2 K que viajan por la red
construida para ir a su destino.

F od
ij 2 f 0; 1g es una variable binaria que es igual a 1 en caso que pasajeros del mercado(o; d)

viajen por el enlace(i; j ) 2 A , siendo 0 en caso de que no usen dicho enlace para su viaje.

Z od 2 f 0; 1g es una variable binaria que es igual a 1 si al menos una fracción de pasajeros del
mercado(o; d) viaja por la nueva red, siendo 0 en caso de que no usen la nueva red.

Restricciones

La función objetivo permanece coincide con la formulada en (2.3) para en el modeloall-or-nothing,
al igual que las restricciones (2.4)-(2.11). Por el contrario, las restricciones (2.12)-(2.13) se sustituyen
por las restricciones (2.17)-(2.19). Las restricciones (2.17) son equivalentes a (2.13), pero utilizando la
variable binaria Z od en lugar de la variableF od que, en este modelo, es continua. Para cada mercado,
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en las estaciones que no son ni origen ni destino de dicho mercado se conserva el �ujo. Además, las
estaciones origen y destino del mercado actúan como fuente y sumidero del �ujo, respectivamente. Las
restricciones (2.18) introducen el modelologit multinomial para la elección de la demanda. Por último,
las restricciones (2.19) relacionan las variables de �ujo para cada mercado,F od, con su proyección
binaria, Z od, multiplicada por un número de gran escala,� , de tal forma queF od sea mayor que cero
únicamente siZ od está activa.

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji =

8
><

>:

Z od i = o;

0 i 6= o 6= d;

� Z od i = d

8i; (o; d) 2 S � K (2.17)

F od �
e

P
8 ( i;j ) 2A F od

ij ! t t ij

e! t tod
ext + e

P
8 ( i;j ) 2A F od

ij ! t t ij
8(o; d) 2 K (2.18)

F od � � Z od 8(o; d) 2 K (2.19)

Resolviendo el modelo basado en la distribuciónlogit encontramos soluciones en las que los pasajeros
eligen la nueva red o la alternativa con una probabilidad que viene dada por la función logística de la
restricción (2.18), es decir, la probabilidad de elegir una red depende de la utilidad de la misma y de
la competencia. Tal y como se formula el objetivo en (2.3), siempre que haya capacidad su�ciente por
la nueva red, la restricción (2.18) se satisfará con igualdad. En cambio, en caso de no haber capacidad
su�ciente en la red para todos los mercados, la red absorberá una demanda menor a la que le vendría
dada por el reparto logit en algunos casos.

Estrictamente, la no linealidad de la restricción (2.18) impide, en principio, la resolución del pro-
blema de optimización mediante unsolver MIP. Una de las metodologías más aceptadas para sortear
este obstáculo consiste en la linealización por trozos de la función no lineal, lo que, en este caso, supone
linealizar la función logística que aparece a la derecha de la restricción (2.18). En el apéndice A se
explica detalladamente el procedimiento a seguir para linealizar por trozos la función logística, pro-
porcionando un modelo equivalente a (2.3)-(2.11), (2.17)-(2.19) que puede ser abordado por unsolver
MIP. La linealización a trozos obliga a dividir el dominio de entrada en un conjuntoR de regiones no
solapantes, una por trozo. Cuantas más regiones o trozos se consideren, mayor será la precisión de la
linealización, pero mayor coste computacional implicará a la hora de resolver el problema, dado que
es necesario introducir 2 variables, una de ellas binaria, para cada región. Así, parajRj regiones yjKj
pares origen-destino, deben introducirse2jRjjKj nuevas variables. Por lo tanto, la linealización de la
función logística supone una sobrecarga sustancial a la hora de resolver el problema MIP, incremen-
tando el tiempo de cómputo respecto al modeloall-or-nothing. A modo de ejemplo, para un problema
relativamente pequeño en el que se intenta optimizar la RdT mostrada en la �gura 2.1 considerando 72
posibles mercados (tantos como pares origen-destino), el tiempo de solución del MIP utilizando elsol-
ver comercial CPLEX en un portátil promedio pasa de ser de 5 minutos para el modeloall-or-nothing
a no ser capaz de obtener la solución del problema transcurridas 48 horas para el modelo que linealiza
la restricción (2.18) conjRj = 6 regiones.

Complejidad computacional de la formulación MIP con decisiones logit

Tal y como se ha visto en esta sección, el número de variables binarias necesario para resolver la
optimización de redes dejSj nodos escala de manera polinómica conjSj4 debido a las variables de
�ujo. Así mismo, la linealización de las restricciones de preferencias de usuarios suponen la inclusión
de 2jRj (jSj2 � jSj ) nuevas variables, la mitad de ellas binarias. Desafortunadamente, los problemas de
optimización que involucran variables binarias o enteras carecen de convexidad, con lo que la comple-
jidad computacional de los mismos crece exponencialmente a medida que aumenta el tamaño de la
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red. Por este motivo, no haysolvers actuales que puedan resolver problemas de este tipo para redes
de unas dimensiones signi�cativas en un tiempo moderado.

Como se ha mencionado en el capítulo introductorio, en este TFG se busca abordar la resolución de
este tipo de problemas desde la formulación de modelos continuos y convexos. Para ello, las principales
contribuciones para resolver esta problemática consisten en:

Formulación no lineal, utilizando funciones convexas o convexi�cables para modelar comporta-
mientos más realistas.

Uso de logaritmos seguidos de un algoritmo de MM para considerar las variables de decisión
discretas, así como los costes �jos y lineales asociados a la construcción de nodos y arcos.

Uso de funciones de entropía para obtener un modelo convexo de absorción de demanda basado
en una distribución logit.

En las dos secciones siguientes, se describen en mayor detalle el segundo y tercer punto.

2.3. Algoritmos de sparsity aplicados a RdT

Una de las contribuciones más importantes de este TFG al estado del arte es la optimización de
RdT con variables de decisión binarias mediante la formulación y resolución de problemas continuos
relacionados. Para ello, se han aplicado técnicas desparsity, ampliamente extendidas en otros campos
como la ciencia de datos, pero que hasta ahora apenas se habían utilizado para problemas de RdT.

2.3.1. Introducción a sparsity

La posibilidad más simple para recuperar la continuidad en problemas de optimización con variables
binarias es relajarlas al intervalo [0; 1] y, luego, proyectar la solución relajada al conjunto discreto
f 0; 1g. Un problema asociado a este método es que, al trabajar con cada variable de forma individual,
la solución proyectada no tiene por qué encontrarse necesariamente cerca de la solución óptima al
problema binario. Un segundo problema de mayor gravedad es que la solución proyectada no suele
ser factible, por lo que se hace necesario recurrir a técnicas heurísticas como por ejemplofeasibility
pump [42]. En lugar de simplemente proyectar la solución relajada sobref 0; 1g, los algoritmos basados
en sparsity aumentan el objetivo con un regularizador que fomenta que las variables relajadas sean
cero. El bene�cio de potenciar soluciones con muchos ceros es triple:

1. Las soluciones obtenidas tienden a estar más cerca de las del problema MIP.

2. Incluso cuando las variables no son binarias, tener solucionessparse tiene un valor práctico en
muchas con�guraciones del mundo real (e:g:, si no se desea construir muchos enlaces o estaciones
simultáneamente).

3. En casos en los que existe una variable de decisión (e:g:, construir o no el enlace) conjuntamente
con una variable de dimensionamiento (e:g:, capacidad del enlace en caso de que se construya), el
uso de técnicassparsepermite combinar ambas variables en una sola. De esta forma si la variable
de capacidad es cero, signi�ca que no se construye. Por otro lado, si es positiva, indica que se
construye, así como su capacidad.

De forma rigurosa, para fomentar lasparsity de un conjunto de variables, deberá aumentarse la
función objetivo a minimizar con la norma `0 del conjunto de variables que se desea seasparse. La
(pseudo-)norma `0 de un vector x 2 RI se de�ne como el número de entradas del vector que son
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Figura 2.2: Ejemplo de � log(� jxj + " ) (una aproximación cóncava y quasi convexa de la norma `0) para una variable
escalar, para varios valores de� y � , siendo " un número pequeño.

distintas de cero, es decir,

`0(x) = kxk0 =
IX

i =1

I f x i 6=0 g; (2.20)

dondeI f�g 2 f 0; 1g es la función indicador. Como la normà 0 es discontinua y, por lo tanto, no convexa,
es conveniente encontrar un enfoque manejable (si es posible convexo) para inducir solucionessparse.
Es bien sabido que la normà 1, de�nida como

`1(x) = kxk1 =
IX

i =1

jx i j1 =
IX

i =1

jx i j; (2.21)

es el sustituto convexo más cercano a la normà0. Desde un punto de vista de optimización, el
gradiente de la norma`1 es discontinuo en torno al origen, lo que hace que la minimización de la
norma `1 promueva soluciones que igualen varias de las variables a cero [43]. Sin embargo, en escenarios
complejos con dependencias cruzadas entre variables, la minimización de`1 puede ser menos efectiva
para generar solucionessparse. Una solución e�caz para mitigar este efecto, que es la utilizada en este
TFG, consiste en utilizar una norma `1 reponderada, que se describe a continuación.

En el enfoque reponderado dè1, conocido comoreweighted`1, de ahora en adelantè 1rw , la norma
`0 no se sustituye por la norma`1, sino por la función no convexa

`1rw (x) =
X

i

� log (� jx i j + " ); (2.22)

siendo" un número pequeño y(�; � ) dos parámetros positivos utilizados para determinar el ajuste de
la función logarítmica a la norma`0. En la �gura 2.2 se representa la función logarítmica para varios
valores de estos parámetros, mientras que en la �gura 2.3 es posible comparar la norma`0 con las
normas `1 y `1rw . El logaritmo no es una función convexa (de hecho, es cóncava). No obstante, sí es
una función continua y monótona, lo que supone que sulevel-set1 sea convexo. Por ello, tal y como
demuestra [38], el algoritmo para minimizar la norma`1rw siempre aporta una solución al problema

1 level-set: Para una función f (x), se de�ne como el conjunto de valores dex tal que f (x) es menor a una cota superior
L . Matemáticamente, se denota como f xjf (x) � L g.
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Figura 2.3: Ejemplo de la norma `0(x), `1(x) (su relajación convexa), y `1rw (x) = � log(� jxj + " ) (una aproximación
cóncava y quasi convexa) para una variable escalar, con� = 0 :2 y � = 100.

original igual o mejor que la que se consigue minimizando la normà1. Para hacer frente a la no
convexidad del logaritmo, se implementa un enfoque de MM [38, 44], donde en cada iteración se utiliza
una aproximación lineal del logaritmo (serie de Taylor de primer orden), como se puede ver en la �gura
2.4.

Así, en lugar de minimizar la función no convexà 1rw (x), se implementa un algoritmo recursivo
donde, en la iteraciónk, el objetivo es minimizar

^̀k
1rw

(x jx (k� 1)) =
IX

i =1

 

jx(k� 1)
i j +

1

" +
�
�x(k� 1)

i

�
�
jx i j

!

: (2.23)

Dado que los términos constantes en el objetivo son irrelevantes para la optimización, se eliminan, por
lo que el algoritmo puede centrarse en minimizar

^̀k
10

rw
(x jx (k� 1)) =

IX

i =1

1

" + jx(k� 1)
i j

jx i j; (2.24)

que puede entenderse como una minimización ponderada`1, donde los pesos de cada término están re-
lacionados con la solución en la iteración anterior. Claramente, los valores bajos dejx(k� 1)

i j aumentarán
mucho el coste de la variablei para la siguiente iteración, y por lo tanto, el problema de optimización
establecerá un valor para la variablei muy cercano a cero, logrando una soluciónsparse.

No obstante, es conocido que los algoritmos que utilizan la normà1 (o sus versiones reponderadas)
para inducir sparsity suelen inducir un sesgo en la solución. Como ilustración, considérese un escenario
donde se quiere obtener una soluciónsparse para un problema diagonal (separable) de ajuste por
mínimos cuadrados por medio de la penalización de la normà1. La función objetivo a minimizar en
este caso viene dada por

m��n
x

ky � diag(a)xk2
2 + � kxk1 = m��n

x

IX

i =1

(yi � ai x i )2 + � jx i j; (2.25)

donde � es el valor del regularizador de lasparsity. La solución óptima para este problema se muestra
en (2.26) y, tal y como es apreciable, está sesgada con respecto de la solución natural al problema de

24



Figura 2.4: Linealización ^̀k
1rw (xjx ( k � 1) ) de `1rw (x) alrededor de distintos puntos para una variable escalar.

ajuste de mínimos cuadrados por un factor�2 :

x �
i = sign(yi =ai ) m�ax

n
0; jyi =ai j �

�
2a2

i

o
; 8i: (2.26)

A partir de la solución en (2.26) se pueden obtener los conjuntos de índicesI 0 = f i jx �
i = 0g (que

identi�ca las variables que serán cero) eI c
0 = f i jx �

i 6= 0g. El procedimiento habitual para eliminar el
sesgo en las variables indexadas porI c

0, consiste en resolver una última optimización en la que: i) el
objetivo se corresponde con el objetivo original sin regularizador -es decir, el primer término en (2.25)-
y ii) se fuerzan a cero las entradasx i tales quei 2 I 0. Expuesto de manera rigurosa, la solución re�nada
insesgada�x � se obtiene como�x �

i = 0 para todo i 2 I 0 y como f �x �
i gi 2I c

0
= arg m��n f x i gi 2I c

0

P
i 2I c

0
(yi �

ai x i )2 para el resto de índices. Puesto que el problema vuelve a ser separable, la expresión de la solución
óptima para i 2 I c

0 es simplemente�x �
i = yi =ai , lo que ilustra que, efectivamente, se ha eliminado el

sesgo presente en (2.26).

Algoritmo 1: Algoritmo MM para minimizar la norma `1rw

Entradas: � , X
1 Inicialización: x (0)

i = 10 6 8i 2 X
2 para k = 1 ; 2; : : : ; K � 1 hacer
3 Obtener x � ( k )

i 8i 2 X resolviendo

�x � ( k ) = arg m��n
X

f (x ) + �
jX jX

i =1

1

" + jx ( k � 1)
i j

jx i j;

utilizando x ( k � 1)
i 8i 2 X .

4 Establecer x ( k )
i = x � ( k )

i 8i 2 X .
5 �n

6 Construir el conjunto X0 :=
�

i jx ( K � 1)
i � " i

	

7 Obtener la solución al problema resolviendo

�x � ( K ) = arg m��n
X

f (x )

s. a: x i = 0 8i 2 X 0 :

Salidas: �x � ( K )

Los pasos para llevar a cabo la optimización se explican detalladamente en el algoritmo 1, donde
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se pretende minimizar la función genéricaf (x) y, a la vez, se buscan solucionessparse. Para ello,
se aumenta el objetivo con la normà 1rw y se implementa un esquema de MM. El re�namiento de
la solución es un aspecto importante en la mayoría de algoritmos que promuevensparsity y, tal y
como se describe en las secciones subsiguientes, se utiliza también en los algoritmos de diseño de RdT
desarrollados en este TFG.

2.3.2. Sparsity aplicada a RdT

Uno de los principales obstáculos al que se enfrentan los problemas de optimización de diseño de
RdT es la necesidad de emplear variables binarias para modelar la construcción de estaciones y enlaces
en la red, dado que se pierde la continuidad en el modelo y, por lo tanto, la di�cultad computacional
del problema crece sustancialmente. Estas variables de construcción aparecen asociadas a unos costes
�jos, cuyo modelado requiere la de�nición de una variable binaria (o, alternativamente, el uso de la
función indicador).

La idea de aplicarsparsity a estos problemas tiene como objetivo evitar la utilización de variables
binarias en la optimización de RdT, recuperando la continuidad del problema. Concretamente, se
propone: i) aumentar la función objetivo con la norma`1rw aplicada a las variables asociadas a la
construcción de estacionesSi y enlacesA ij y ii) adoptar un algoritmo iterativo basado en MM. De esta
manera, se obtienen expresiones como [cf: (2.24)]

X

i 2S

ci

" + S(k� 1)
i

Si ;
X

ij 2A

cij

" + A (k� 1)
ij

A ij ; (2.27)

dondeci representa el coste �jo de activarSi y cij representa el coste �jo de activarA ij . Para entender

este último comentario, nótese que si la solución converge y se tiene queS�
i � S(k� 1)

i , el primer

término de (2.27) puede aproximarse como
P

i 2S ci
S�

i

"+ S( k � 1)
i

�
P

i 2S ci I f S�
i > 0g, que re�eja el coste �jo

de construcción. Análogamente,cij es el coste �jo de construir el arco entre los nodos del par(i; j ).
La justi�cación de la adopción de la norma `1rw es, por lo tanto, doble: i) por un lado, da lugar a
soluciones mássparse y ii) por otro lado, para el problema en cuestión, permite modelar de manera
más �dedigna la presencia de unos costes �jos y unos costes variables de construcción. Esto contrasta
con la norma`1, que únicamente modela de forma �dedigna los costes variables. La utilización de una
variante del algoritmo 1 adaptada a nuestro problema permite reducir el tiempo de cómputo de la
optimización de forma exponencial, mejorando la escalabilidad del problema de una forma notoria, lo
que abre la puerta a la optimización de RdT de mayor complejidad y dimensiones. Además, como se
verá en el capítulo 3, tras comparar las soluciones que generan la formulación MIP y la formulación
con sparsity para una red de ejemplo, los resultados son también muy prometedores en términos de
optimalidad (valor de la función objetivo).

2.4. Funciones de entropía aplicadas a RdT: formulación convexa con
reparto logit

Otra contribución importante de este TFG al estado del arte consiste en la formulación de problemas
de optimización computacionalmente e�cientes que permiten la inclusión de modeloslogit de reparto
de demanda en el diseño de RdT. En concreto, nuestra propuesta consiste en formular un problema
de optimización que, en vez de imponer el repartologit a través de una restricción no convexa como
en (2.18), regulariza el objetivo con funciones convexas de entropía para los �ujos de pasajeros. Esta
propuesta, inspirada por el trabajo seminal de [45], implementa una metodología de �ingeniería inversa�,
en la que, en lugar de forzar unas restricciones de forma explícita, se introduce un objetivo cuyas
condiciones de optimalidad (basadas en los gradientes de las funciones de entropía) dan lugar a la
forma explícita deseada.
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Una ventaja adicional de la introducción de las funciones de entropía en el objetivo es que la
restricción (2.18), que incluía variables binarias y que, por lo tanto, era no convexa, se elimina del
modelo. Combinando la formulación con funciones de entropía en el objetivo junto con algoritmos de
sparsity para el modelado de costes �jos, es posible emular un problema MIP de una forma continua
y convexa, reduciendo el tiempo de cómputo en varios órdenes de magnitud.

2.4.1. Aplicación de regularizadores de entropía a un problema simpli�cado

Para explicar esta nueva formulación de forma más didáctica, consideremos en primer lugar una
versión simpli�cada del problema de diseño de RdT en el que se incluye un solo mercado (es decir,
un único par origen-destino) y en el que sólo se mantienen en la formulación el objetivo (2.28) y la
restricción (2.29). Las únicas variables de optimización necesarias para este problema simpli�cado son:

Fext 2 [0; 1], que es una variable que indica la proporción de la demanda que elige la red alter-
nativa para realizar su viaje.

F 2 [0; 1], que es una variable que indica la proporción de la demanda que elige la nueva red
para realizar su viaje.

Así mismo, se emplea� para denotar el multiplicador de Lagrange asociado a (2.29) yv para la parte
determinista de la utilidad percibida por los pasajeros en la nueva red, correspondiéndosevext con la
utilidad percibida en la red alternativa. El problema de optimización que, tras su resolución, resulta
en un reparto logit entre ambas redes en función de la utilidad en cada una de ellas es

m��n
F;F ext

F (log(F ) � 1) + Fext (log(Fext ) � 1) � Fv � Fext vext (2.28)

s. a: F + Fext = 1 ( � ) (2.29)

Este problema utiliza funciones de entropía (cóncavas) invertidas (signo opuesto, y por lo tanto
convexas) en el objetivo y funciones lineales en el objetivo y la restricción, por lo que se trata de un
problema estrictamente convexo en todo su dominio. Esto supone que el óptimo global del problema
puede encontrarse como la solución única de las condiciones KKT. Dichas condiciones se corresponden
con un punto estacionario del lagrangiano asociado al problema de optimización (2.28)-(2.29). Para
obtener el lagrangiano, denotado comoL(F; Fext ; � ), se dualizan las restricciones del problema y se
�suben� a la función objetivo [45]. Puesto que el problema (2.28)-(2.29) tiene una sola restricción, el
lagrangianoL asociado es:

L (F; Fext ; � ) = F (log(F ) � 1) + Fext (log(Fext ) � 1) � Fv � Fext vext + � (F + Fext � 1): (2.30)

Las condiciones de optimalidad KKT del modelo son:

1. Condiciones de factibilidad primal. Debido a que el modelo cuenta con una única restricción
y a que esta debe estar obligatoriamente activa, la solución óptima del problema satisface

F � + F �
ext = 1 : (2.31)

2. Condiciones de factibilidad dual. Puesto que no hay restricciones de desigualdad en esta
formulación, no hay condiciones de este tipo.

3. Condiciones de holgura complementaria. Puesto que no hay restricciones de desigualdad
en esta formulación, no hay condiciones de este tipo.

4. Condiciones de gradiente nulo . El gradiente del lagrangiano ha de ser el vector nulo, puesto
que la solución óptima del problema de optimización se encuentra en un punto de silla del
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lagrangianoL (mínimo en las variables primalesF y Fext , máximo en el multiplicador de Lagrange
� ). Esto implica que

@L
@F

(F � ; F �
ext ; � � ) = log( F � ) � v + � � = 0 ; (2.32)

@L
@Fext

(F � ; F �
ext ; � � ) = log( F �

ext ) � vext + � � = 0 : (2.33)

DespejandoF � y F �
ext de las ecuaciones (2.32) y (2.33), se llega a las expresiones:

F � =
ev

e� � ; F �
ext =

evext

e� � : (2.34)

Sustituyendo estas expresiones en (2.31), se obtiene:

F � + F �
ext =

ev

e� � +
evext

e� � = 1 ) e� �
= ev + evext : (2.35)

Introduciendo esta última expresión en (2.34) se llega al repartologit de la demanda:

F � =
ev

ev + evext
; F �

ext =
evext

ev + evext
; (2.36)

demostrando la validez de la metodología propuesta. A modo de recapitulación, en lugar de forzar la
expresión en (2.36)para todo valor de �ujos mediante una restricción, se sugiere la introducción de
unas funciones de regularización que garantizan que lasolución óptima satisface dicha restricción.

2.4.2. Aplicación de regularizadores de entropía al problema original

Una vez explicado el efecto de introducir los términos de entropía en la formulación de un problema
sencillo, la parte �nal de este capítulo ilustra cómo aplicar esta metodología al problema formulado en
la sección 2.2.3 sin tener aún en cuenta los costes �jos. Para ello, se plantean y resuelven las nuevas
condiciones KKT considerando todos los �ujos y restricciones. Cabe recordar que, aunque el número de
variables primales y duales sea relativamente elevado, como el problema regularizado con entropías es
continuo y convexo, la optimización podrá ejecutarse con una complejidad computacional moderada.
El primer paso para reformular el problema de optimización de la sección 2.2.3 con entropías consiste
en identi�car las variables de estado y optimización. Los parámetros y conjuntos coinciden con los
descritos en la sección 2.2.1 y las variables de optimización se agrupan, una vez más, en los conjuntos

Xcons = f Si g8i 2S [ f A ij g8(i;j )2A ; (2.37)

Xf low = f F od
ext g8(o;d)2K [ f F odg8(o;d)2K [ f F od

ij g8(( i;j );(o;d)) 2F ; (2.38)

donde no �gura ninguna variable binaria asociada a la construcción de arcos y estaciones. Como se
ha mencionado, aún no se tienen en cuenta los costes �jos de construcción, puesto que el propósito de
esta sección es demostrar la validez de la metodología propuesta para imponer un repartologit de la
demanda. El objetivo a formular se de�ne en (2.39), mientras que las restricciones se especi�can en
(2.40)-(2.46), donde, junto a cada restricción, se denota entre paréntesis el multiplicador de Lagrange
asociado.

m��n
Xcons ;X f low

X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1) +
X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) (2.39)

�
X

8(o;d)2K

wod! t tod
ext F

od
ext �

X

8(i;j );(o;d)2F

wod! t t ij F od
ij

s. a:
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P
8(o;d)2K F od

ij wod

anom
� A ij (� A ij ) 8(i; j ) 2 A (2.40)

� i

X

8j 2N in (i )

A ji � Si (� in Si
) 8i 2 S (2.41)

� i

X

8j 2N out (i )

A ij � Si (� out Si
) 8i 2 S (2.42)

X

8(i;j )2A

A ij � amax (� ) (2.43)

X

8i 2S

�ci Si +
X

8(i;j )2A

�cA ij A ij � b (� ) (2.44)

F od + F od
ext = 1 ( � od) 8(o; d) 2 K (2.45)

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji =

8
><

>:

F od i = o;

0 i 6= o 6= d;

� F od i = d

(� od
i ) 8i; (o; d) 2 S � K : (2.46)

Cabe mencionar que las restricciones (2.46) utilizan únicamente variables continuas, puesto que, gracias
a la introducción de las funciones de entropía en el objetivo, se consigue modelar el repartologit de
la demanda desapareciendo tanto las restricciones (2.18)-(2.19) como las variables binarias asociadas
(incluyendo la variable Z od utilizada en (2.18)). En cuanto a la restricción de presupuesto (2.44), su
principal diferencia respecto a (2.10) es la ausencia de costes �jos, dado que en este caso de ejemplo
no se tienen en cuenta. Estos costes se incluirán en las formulaciones propuestas en el capítulo 3.

Al igual que en el problema simpli�cado en (2.28)-(2.29), dualizamos las restricciones para obtener
el lagrangianoL (Xcons; Xf low ; � ), donde � denota un conjunto que contiene todos los multiplicadores
de Lagrange asociados a (2.40)-(2.46).

L (Xcons; Xf low ; � ) =
X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1) +
X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) (2.47)

�
X

8(o;d)2K

wod! t tod
ext F

od
ext �

X

8(i;j );(o;d)2F

wod! t t ij F od
ij +

X

(i;j )2A

� A ij

�
P

8(o;d)2K F od
ij wod

anom
� A ij

�

+
X

i 2S

� in Si
(� i

X

8j 2N in (i )

A ji � Si ) +
X

i 2S

� out Si
(� i

X

8j 2N out (i )

A ij � Si ) + � (
X

(i;j )2A

A ij � amax )

+ � (
X

8i 2S

�ci Si +
X

8(i;j )2A

�cA ij A ij � b) +
X

(o;d)2K

� od(F od + F od
ext � 1)

+
X

(o;d)2K

(� od
o (

X

8j 2N out (o)

F od
oj �

X

8j 2N in (o)

F od
jo � 1 + F od

ext ) + � od
d (

X

8j 2N out (d)

F od
dj �

X

8j 2N in (d)

F od
jd + 1 � F od

ext )

+
X

i 6= o6= d2S

� od
i (

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji )) :

Describiendo las condiciones KKT del problema2, se obtiene:

1. Condiciones de factibilidad primal. Imponen que todas las restricciones del problema, plan-
teadas en (2.40)-(2.46), han de satisfacerse.

2Para aligerar la notación, en el resto de la sección se obviará la dependencia deL de (Xcons ; X f low ; � ) y se considerará
que todos las variables primales y duales son óptimas, prescindiendo así del uso de la notación� .
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2. Condiciones de factibilidad dual. Todos los multiplicadores de Lagrange asociados a restric-
ciones de desigualdad de la forma menor o igual (� ) han de ser positivos. Matemáticamente se
traduce en

� A ij � 0 8(i; j ) 2 A ; � in Si
� 0 8i 2 S; � out Si

� 0 8i 2 S; � � 0 � � 0: (2.48)

3. Condiciones de holgura complementaria. El producto del multiplicador de Lagrange aso-
ciado a una restricción de desigualdad por la diferencia entre los términos de la desigualdad ha
de ser siempre nulo. Es decir, el multiplicador de Lagrange de dicha restricción será distinto de
cero únicamente cuando la restricción se satisfaga con igualdad. Para el problema en cuestión,
esto supone que

� A ij

� P
8(o;d)2K F od

ij wod

anom
� A ij

�
= 0 8(i; j ) 2 A (2.49)

� in Si

�
� i

X

8j 2N in (i )

A ji � Si

�
= 0 8i 2 S (2.50)

� out Si

�
� i

X

8j 2N out (i )

A ij � Si

�
= 0 8i 2 S (2.51)

�
� X

(i;j )2A

A ij � amax

�
= 0 (2.52)

�
� X

8i 2S

�ci Si +
X

8(i;j )2A

�cA ij A ij � b
�

= 0 : (2.53)

4. Condiciones de gradiente nulo. Tomando el gradiente deL con respecto a las variables
primales e igualando a cero, se obtienen las condiciones estacionarias del problema:

@L
@Fod

ext
= wod log(F od

ext ) � wod! t tod
ext + � od

o � � od
d + � od = 0 8(o; d) 2 K (2.54)

@L
@Fod = wod log(F od) + � od = 0 8(o; d) 2 K (2.55)

@L
@Fod

oi
= � wod! t toi + � od

o � � od
i + � A oi a

� 1
nom wod = 0 8(o; i); (o; d) 2 A � K (2.56)

@L
@Fod

ij
= � wod! t t ij + � od

i � � od
j + � A ij a� 1

nom wod = 0 8(i; j ); (o; d) 2 A � K (2.57)

@L
@Fod

jd

= � wod! t t jd + � od
j � � od

d + � A jd = 0 8(j; d ); (o; d) 2 A � K : (2.58)

Despejando� od
i de (2.56), se obtiene:

� od
i = � wod! t toi + � od

o + � A oi a
� 1
nom wod: (2.59)

Si se introduce (2.59) en (2.57), se llega a que

� od
j = � wod! t toi � wod! t t ij + � A oi a

� 1
nom wod + � A ij a� 1

nom wod + � od
o : (2.60)

Por otro lado, despejando� od
j de (2.58), se obtiene:

� od
j = � od

d + wod! t t jd � � A jd : (2.61)
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Igualando (2.60) y (2.61) y despejando� od
o � � od

d , se deduce que

� od
o � � od

d = wod! t (toi + t ij + t jd ) � a� 1
nom wod(� A oi + � A ij + � A jd ): (2.62)

Una vez que se tiene la expresión de� od
o � � od

d , se introduce en (2.54) y se despejaF od
ext :

F od
ext =

e! t tod
ext

e
� od

o � � od
d

w od

e
�

w od =
e! t tod

ext

e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd )

e� �
w od : (2.63)

DespejandoF od de (2.55), se obtiene:

F od = e� � od

w od : (2.64)

Por último, agrupando (2.63) y (2.64), teniendo en cuenta (2.45), se concluye que

e� � od
=

e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd )

e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd ) + e! t tod

ext

; (2.65)

y, por lo tanto, se llega a la expresión del repartologit de la demanda:

F od =
e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1

nom (� A oi + � A ij + � A jd )

e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd ) + e! t tod

ext

; (2.66)

F od
ext =

e! t tod
ext

e! t (toi + t ij + t jd )� a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd ) + e! t tod

ext

: (2.67)

Hay que tener en cuenta que el multiplicador de Lagrange� A ij hace referencia a la restricción de
capacidad en el enlace entre los nodos(i; j ) 2 A . De esta forma, en caso de no haber capacidad su�ciente
para acomodar a todos los pasajeros, el multiplicador� A ij se activará, incrementando el coste percibido
por los pasajeros para viajar por la nueva red. En caso de haber capacidad su�ciente, el valor de dicho
multiplicador será 0, de forma que el reparto de demanda se basará únicamente en el tiempo de viaje.
Este comportamiento puede relacionarse con la restricción de reparto de demanda (2.18) presente en la
formulación MIP. La activación del multiplicador � A ij supondría no saturar la restricción (2.18) debido
a que los pasajeros perciben un coste adicional asociado a la saturación de capacidad (congestión)
de algunos de los enlaces de la ruta. Esta congestión también estaba contemplada en el modelo MIP,
a través de la restricción (2.4). Por el contrario, cuando� A ij = 0 y el reparto de demanda se basa
únicamente en el tiempo de viaje, la restricción (2.18) se cumplirá con igualdad.

Nótese que el resultado obtenido en (2.66) y (2.67) depende solamente de los multiplicadores� A ij

y de los tiempos de viajet ij , puesto que, en aras de simpli�car el desarrollo, el tiempo de viaje es el
único atributo que se ha considerado en la función de utilidad. Sin embargo, en escenarios realistas,
la función de utilidad de los pasajeros depende de más atributos, como, por ejemplo, el precio o la
distancia. Así, denotando el precio de un par origen destino comopod, con coe�ciente en la función de
utilidad asociado ! p, e introduciéndolo en el objetivo de forma análoga a como se ha realizado con el
tiempo en (2.39), se obtiene el siguiente reparto:

F od =
e! t (toi + t ij + t jd )+ ! p pod � a� 1

nom (� A oi + � A ij + � A jd )

e! t (toi + t ij + t jd )+ ! p pod � a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd ) + euod

; (2.68)

F od
ext =

euod

e! t (toi + t ij + t jd )+ ! p pod � a� 1
nom (� A oi + � A ij + � A jd ) + euod

: (2.69)

Por lo tanto, una vez conocido el resultado de introducir los términos de entropía en el objetivo,
queda demostrada la posibilidad de plantear un modelo alternativo para la optimización de RdT con
reparto de demanda basado en modelos tipologit. Esta aproximación, en combinación con técnicas de
sparsity, permite la posibilidad de obtener una formulación convexa y continua para la optimización
de RdT, computacionalmente mucho más e�ciente que el modelo clásico MIP. Este es, precisamente,
el objetivo del siguiente capítulo de esta memoria.
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Capítulo 3

Formulación general del problema de
optimización convexa para RdT

En este capítulo se formaliza la metodología de diseño de RdT con técnicas de optimización convexa,
empleando regularizadores logarítmicos para modelar los costes de construcción de estaciones y enlaces
y el uso de funciones de entropía para modelar las preferencias de los usuarios.

A diferencia del capítulo anterior, en este caso se consideran todas las variables de diseño y estado,
discutiendo de forma detallada la formulación de todas las restricciones y términos de la función
objetivo, dotando al modelo de más realismo e introduciendo nuevos tipos de variables relacionadas
con la congestión de la red. El modelo de la congestión se introduce en la sección 3.1, lo que cierra
el marco teórico de la formulación propuesta. A continuación, la sección 3.2 describe las variables
y objetivos planteados. La sección 3.3 presenta de forma detallada la formulación convexa propuesta,
mientras que la sección 3.4 introduce el modelo MIP equivalente, enfatizando las principales diferencias
con la formulación convexa planteada en este TFG. Dado que el problema formulado combina objetivos
de operadores y pasajeros, la sección 3.5 describe la metodología empleada para tratar con más de una
función objetivo. Por último, la sección 3.6 presenta un análisis cuantitativo de la metodología de
diseño que se propone en una red sintética de 9 nodos. El motivo fundamental para elegir una red de
este tamaño es poder estudiar las diferencias entre el planteamiento convexo y un diseño basado en
programación entera.

La evaluación y el estudio numérico presentados en este capítulo incluyen:

La búsqueda del punto de utopía, determinado por el valor óptimo de los distintos objetivos
(operador y pasajeros) de forma independiente, y la determinación de la curva de Pareto con el
�n de ajustar la ponderación de cada objetivo.

El análisis de la topología de red construida para distintos valores de costes �jos y presupuesto
disponible.

La comparación con la solución proporcionada por la formulación MIP, tanto en términos de
valor de la función objetivo, como de tiempo de ejecución.

La realización de análisis de sensibilidad para estudiar las variaciones del valor óptimo de la
función objetivo frente a cambios en los precios, la demanda, costes de operación y construcción.
Por motivos de espacio, los resultados numéricos de este análisis se detallan en el apéndice B. Se
insta al lector a revisarlo una vez concluido el presente capítulo.
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3.1. Aproximación convexa a la congestión en la red

En las RdT, la congestión es un fenómeno con impacto signi�cativo en el tiempo de viaje y en
el grado de satisfacción de los pasajeros. Cuando el volumen de trá�co operado por la red está cerca
o incluso supera la capacidad de diseño, los niveles de congestión y, consecuentemente, los tiempos
de viaje aumentan considerablemente. Numerosos trabajos en el estado del arte se han dedicado a
modelar los efectos de la congestión, desarrollando modelos matemáticos basados en datos empíricos
para estimar el impacto en los pasajeros. En [46] se realiza una revisión sistemática de la literatura,
analizando diversos modelos de congestión como, por ejemplo, la linealización por tramos de una función
de coste de congestión tipoKleinrock [47], la integración de decisiones de capacidad con efectos en el
coste de congestión [48], o la consideración de teoría de colas para extender la función de utilidad con
atributos adicionales como tiempos de espera y probabilidades de no poder acceder al servicio [49],
dando lugar en ambos casos a funciones no lineales de las variables de trá�co.

Los modelos más simpli�cados expresan el nivel de congestión como una función no lineal depen-
diente del volumen de trá�co. En [50] se agrega un término de congestión explícitamente en la función
objetivo que crece exponencialmente a medida que aumenta el trá�co. Sin embargo, la congestión está
más relacionada con la diferencia relativa entre el �ujo y la capacidad que con el �ujo únicamente [47].
Cuanto más cerca esté el �ujo total de la capacidad, más severa será la congestión. Una alternativa
consiste en formular la tasa de congestión como el cociente entre el �ujo y la diferencia entre la capa-
cidad y el �ujo. Este modelo hiperbólico se puede obtener de forma independiente cuando se considera
un servidor para el que la tasa de llegada del trá�co sigue una distribución de Poisson y los tiempos
de procesamiento siguen una distribución exponencial, pudiéndose entonces modelar la dinámica como
una red de colas M/M/1 [47]. En el estacionario, siendo el trá�co inferior a la capacidad, el tiempo
de espera promedio se calcula como la inversa de la diferencia entre la capacidad y el �ujo, mientras
que el tiempo de espera promedio total se calcula como el cociente entre el �ujo y la diferencia entre
la capacidad y el �ujo.

De forma similar, la propuesta en este TFG para modelar la congestión consiste en un modelo
hiperbólico. Bajo este prisma, el nivel de congestión en una determinada estación o enlace tiende a
valores muy altos cuando se opera una capacidad cercana a la diseñada, como se muestra en la �gura
3.1. Recordando queF od

ij y A ij denotan el volumen de trá�co del par (o; d) en el enlace(i; j ) y la
capacidad diseñada para el enlace(i; j ), respectivamente, el nivel de congestión total en dicho enlace
se aproxima como

P
8(o;d)2K F od

ij

(A ij �
P

8(o;d)2K F od
ij )hA + � H

; (3.1)

dondehA y � H son constantes. La primera cuanti�ca el impacto que la congestión tiene sobre el tiempo
de viaje, mientras que la segunda (que se �ja a un número pequeño) establece una cota superior al
nivel de congestión (véase la �gura 3.1). El nivel de congestión total se modela por tanto como un
cociente entre el volumen de trá�co (

P
8(o;d)2K F od

ij ) y la holgura (A ij �
P

8(o;d)2K F od
ij ) en el enlace

(i; j ). Y consecuentemente, el tiempo de viaje totaltc
ij por pasajero viene dado por

tc
ij = t ij +

1
(A ij �

P
8(o;d)2K F od

ij )hA + � H
; (3.2)

donde t ij es el tiempo de viaje en ausencia de congestión.
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Figura 3.1: Modelo hiperbólico de congestión. Se representa el tiempo de viajetc
ij por pasajero para el arco (i; j ) en

función de la diferencia entre capacidad diseñadaA ij y capacidad operada
P

8 ( o;d ) 2K F ij para dicho arco. Se ha �jado
A ij = 10 , t ij = 3 , hA = 0 :5 y � H = 0 :15.

Tal y como se ha introducido en esta sección, existen distintas alternativas con niveles de resolución
diferentes para tener en cuenta la congestión. Por ejemplo, la modi�cación de los repartoslogit teniendo
en cuenta el nuevo tiempo de viaje. O la penalización en la función objetivo con los niveles (o tiempos)
de congestión, de forma que el operador haga un esfuerzo explícito por reducirlos. Para implementar
esta última opción (que es la estrategia seguida en este TFG), conviene tener en cuenta que el modelo
de congestión en (3.1) es convexo enF od

ij , pudiéndose incorporar en problemas en los que la capacidad
esté �jada o pertenezca a un conjunto �nito [47]. Sin embargo, el modelo en (3.1) no es convexo
conjuntamente enF od

ij y A ij . Por ello, en este TFG se considera el incremento en el tiempo de viaje
para un único pasajero en un enlace debido a la congestión, el cual viene determinado por la expresión
(cf: término derecho en (3.2))

1
(A ij �

P
8(o;d)2K F od

ij )hA + � H
; (3.3)

que únicamente depende de la holgura entre capacidad diseñada y volumen de trá�co soportado en el
enlace(i; j ) 2 A (i:e:, A ij �

P
8(o;d)2K F od

ij ). La expresión en (3.3) es conjuntamente convexa enA ij

y F od
ij , por lo puede incorporarse fácilmente en el problema de diseño de RdT tratado en este TFG.

Concretamente, se propone aumentar la función objetivo con un término de la forma de (3.3) para
cada uno de los enlaces(i; j ) y estacionesi .

De�niendo � A ij como la diferencia entre la capacidad dimensionada y la utilizable en cada enlace
(i; j ) 2 A , y � Si como la diferencia entre la capacidad dimensionada y la utilizable en la estación
i 2 S, el modelo de congestión en la ecuación (3.3) se sustituye por el modelo

X

8(i;j )2A

1
� A ij hAij + � H

+
X

i 2S

1
� Si hSi + � H

: (3.4)

En este nuevo modelo, se detalla de forma explícita un primer término para los enlaces y un segundo
término para las estaciones. Dado que los sistemas de transporte habitualmente tienen como objetivo
maximizar la cobertura, la capacidad utilizable es una buena aproximación al trá�co en el enlace o
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estación, y la diferencia entre la capacidad dimensionada y la capacidad utilizable es una cota inferior
razonablemente ajustada a la holgura entre la capacidad diseñada y el volumen de trá�co soportado. Por
lo tanto, el modelo en (3.4) proporciona una cota superior a la congestión que experimenta el usuario,
proporcionando en cualquier caso soluciones en las que el nivel de servicio es igual o superior al del
proporcionado por el modelo en (3.3). Además, la dualidad en la capacidad (dimensionada-utilizable)
en el contexto de los sistemas de transporte tiene un propósito adicional al enunciado anteriormente.
En la plani�cación de este tipo de sistemas, eldía tipo es un día representativo que se utiliza como
modelo para analizar y plani�car operaciones y servicios. Este día se selecciona porque sus patrones de
demanda y operación son típicos o promedio para el sistema de transporte en cuestión. Por lo tanto,
desde la concepción de estos tipos de sistemas se admite que habrá determinados periodos en los que
operarán por encima de la capacidad nominal.

Es en este contexto, congestión percibida por el usuario y operación del sistema, en el que se incor-
poran al modelo los conceptos de capacidades utilizable y dimensionada (véase apartado de variables
de construcción y auxiliares de la sección 3.2.2 para una descripción completa).

3.2. Variables y objetivos del modelo matemático

A lo largo de esta sección se describen de forma detallada las variables y objetivos del problema
introducido en el capítulo 2. Para facilitar la lectura, se listan y describen brevemente todas las variables
participantes en la formulación (incluidas las ya de�nidas en capítulos anteriores). En el listado se
diferencia entre variables de estado (las cuales vendrán dadasa priori ) y variables de diseño (sobre
las que se optimizará). Estas últimas se dividen, según su naturaleza, en variables de construcción,
variables de �ujo y variables secundarias o auxiliares. Concluido el listado, se explica en cierto nivel de
detalle cada uno de los términos de la función objetivo, incidiendo en los aspectos más relevantes para
entender las propiedades de la solución óptima del modelo matemático que se presenta en la sección
3.3.

3.2.1. Variables de estado

Las variables de estado y parámetros que intervienen en el modelo se listan a continuación:

wod es la demanda del mercado(o; d) 2 K .

tod
ext es el tiempo de viaje para el par(o; d) 2 K por la red alternativa.

pod
ext es el precio que pagan los pasajeros del par(o; d) 2 K por la red alternativa.

t ij es el tiempo de viaje por el arco entre los nodos(i; j ) 2 A por la nueva red.

! t es el coe�ciente asociado al tiempo de viaje en la función de utilidad de los pasajeros.

pij es el precio que pagan los pasajeros por recorrer el enlace(i; j ) 2 A en la nueva red.

! p es el coe�ciente asociado al precio en la función de utilidad de los pasajeros.

hA ij es el coe�ciente asociado a la congestión del enlace entre los nodos(i; j ) 2 A .

hSi es el coe�ciente asociado a la congestión de la estación en el nodoi 2 S.

� H es un parámetro que impone una cota superior a la congestión.

coij es el coste de operación por unidad de capacidad del enlace(i; j ) 2 A .

�cA ij es el coste por unidad de capacidad construida asociado al enlace(i; j ) 2 A .
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�cSi es el coste por unidad de capacidad construida asociado a la estación en el nodoi 2 S.

cA ij es el coste �jo de construcción del enlace(i; j ) 2 A .

cSi es el coste �jo de construcción de la estación en el nodoi 2 S.

b es el presupuesto del que se dispone para la construcción de la nueva red.

� ij es el factor de carga u ocupación promedio en el enlace(i; j ) 2 A , es decir, la relación entre
la carga de pasajeros y la capacidad total disponible. Se trata de un parámetro que depende del
modo de transporte. A modo de ejemplo, en transporte aéreo, el factor de carga promedio suele
estar en torno al 80-85 %, mientras que en transporte terrestre varía más ampliamente.

� i es el porcentaje de vehículos sobre el total que llegan a la estacióni 2 S en hora punta. Sirve
para relacionar la capacidad dimensionada en enlaces y estaciones.

anom es igual a la capacidad nominal de los vehículos, es decir, el número de pasajeros que un
vehículo puede transportar simultáneamente.

amax es la capacidad total máxima que se puede diseñar para los enlaces. Representa el número
máximo de vehículos o frecuencias que la red puede operar.

3.2.2. Variables de diseño

Es posible distinguir entre tres tipos de variables de diseño, según su naturaleza: variables �ujo,
variables de construcción y variables auxiliares. Estas últimas están relacionadas con las variables de
construcción, por lo que se detallan de forma conjunta.

Variables de �ujo

Las variables de �ujo modelan el movimiento de los pasajeros por la red, además de indicar el
reparto de los mismos entre la red a construir y la alternativa. Dichas variables son:

F od
ext 2 [0; 1] es la proporción de pasajeros de un mercado(o; d) 2 K que viajan por la red

alternativa.

F od 2 [0; 1] es la proporción de pasajeros de un mercado(o; d) 2 K que viajan por la nueva red.

F od
ij 2 [0; 1] es la proporción de pasajeros de un mercado(o; d) 2 K que viajan por el enlace

(i; j ) 2 A en su ruta.

Variables de construcción y auxiliares

Las variables de construcción modelan la capacidad constituida en estaciones y enlaces. Aunque se
han introducido en capítulos anteriores, en la formulación de�nitiva resulta necesario rede�nir ligera-
mente las variables, de forma que se facilite la incorporación de los términos de congestión. Concreta-
mente, en la formulación de�nitiva, se consideran las siguientes variables de construcción:

A0
ij 2 R� 0 es la capacidad construida en el enlace(i; j ) 2 A .

S0
i 2 R� 0 es la capacidad construida en la estacióni 2 S.

Asociadas a las anteriores, se consideran así mismo las siguientes variables auxiliares:

A ij 2 R� 0 es la capacidad utilizable por los usuarios en el enlace(i; j ) 2 A . Esta variable
representa, por lo tanto, el �ujo máximo permitido en el enlace(i; j )
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� A ij 2 R� 0 es igual a la diferencia entre la capacidad dimensionada y la utilizable en el enlace
(i; j ) 2 A . Puesto que A ij representa el �ujo máximo, la variable � A ij representa una cota
inferior a la holgura en el enlace(i; j ) [c.f. (3.3)]. Por consiguiente, 1

� A ij hA ij + � H
representa una

cota superior a la congestión que existe en el enlace(i; j ).

Si 2 R� 0 es la capacidad utilizable por los usuarios en la estacióni 2 S.

� Si 2 R� 0 es igual a la diferencia entre la capacidad dimensionada y la utilizable en la estación
i 2 S. Al igual que en el caso de� A ij , esta variable representa una cota inferior a la holgura en
la estación, sirviendo así para limitar la congestión sufrida por los pasajeros.

De forma similar a como se ha procedido anteriormente, se de�nen los siguientes conjuntos com-
pactos de variables:

Xf low = f F od
ext g8(o;d)2K [ f F odg8(o;d)2K [ f F od

ij g8(( i;j );(o;d)) 2F ; (3.5)

Xcons = f S0
i g8i 2S [ f A0

ij g8(i;j )2A ; (3.6)

Xaux = f Si g8i 2S [ f � Si g8i 2S [ f A ij g8(i;j )2A [ f � A ij g8(i;j )2A : (3.7)

3.2.3. Descripción del objetivo

A continuación se proporciona una explicación detallada de todos los términos que forman parte
de la función objetivo, distinguiendo los intereses de los pasajeros y del operador. Además, se incluyen
los términos necesarios para obtener el modelo de elección de la demanda basado en la distribución
logit, así como para modelar la congestión en la red.

Se considera un caso de un operador público, cuyo objetivo es maximizar la demanda capturada o
servida (bienestar social) con el mínimo coste de operación posible (intereses del operador). Por esta
razón, se busca una solución de compromiso entre los costes de operación de la RdT y el número de
pasajeros que viajan por la nueva red.

Objetivo del operador

El objetivo del operador es minimizar los costes de operación, que van asociados a la capacidad
dimensionada en los enlaces de la nueva red. Por ello, en la función objetivo del problema aparece el
término OP, de�nido como

OP(Xcons) =
X

8(i;j )2A

coij A0
ij : (3.8)

En lo referente a los costes de construcción, tal y como se discute en detalle en la siguiente sección,
se formulan o bien como una restricción o bien como parte del objetivo. Por último, cabe hacer notar
que, desde el punto de vista de nuestra formulación, podríamos haber considerado cualquier función de
coste convexa. No obstante, siguiendo la tradición de formulaciones MIP, se ha adoptado una función
lineal.

Objetivo de los pasajeros

Al considerar un operador público, el diseño de la RdT debe perseguir también prestar un servicio
a la sociedad. Esto supone que hay que tener en cuenta la preferencia de los usuarios por rutas con
bajo coste en términos de tiempo de viaje y de precio del billete. Tal y como se demostró en la sección
2.4, para obtener un modelo de elección de la demanda basado en una distribución tipologit mediante
una formulación convexa, hay que añadir a la función objetivo: i) términos de entropía relacionados
con los �ujos y ii) la función de utilidad de los pasajeros para cada una de las redes competidoras.
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Adicionalmente, para considerar los efectos de la congestión del sistema, es necesario incorporar a la
función objetivo el modelo introducido en la sección 3.1.

Por tanto, los costes asociados a los pasajeros que se tendrán en cuenta en la función objetivo a
minimizar se pueden clasi�car en cuatro grupos:

Función de utilidad de los pasajeros en la nueva red. Uno de los objetivos del problema de
optimización es maximizar la utilidad percibida por los pasajeros en la nueva red. Puesto que
el problema de optimización se formula como una minimización, la utilidad de los pasajeros se
multiplica por � 1 y, tras esa multiplicación, se añade al objetivo de la minimización. De esta
forma, el término de coste asociado a los pasajeros considerado en la función aminimizar es

�
X

(( i;j );(o;d)) 2F

wod(! t t ij + ! ppij )F od
ij : (3.9)

Función de utilidad de los pasajeros en la red competidora. Puesto que la proporción de demanda
absorbida por cada red en un mercado(o; d) 2 K viene dada por la utilidad de las distintas redes
para ese mercado, es necesario incluir la utilidad de cada una de las redes competidoras en la
función objetivo. Esto supone que debe incluirse

�
X

8(o;d)2K

wod(! t tod
ext + ! ppod

ext )F
od
ext : (3.10)

En este punto es importante señalar que en la aproximación que se presenta en este TFG, el
diseño de la red alternativa es conocido y �jo, es decir, no es susceptible de ser optimizado.

Entropías de los �ujos en las redes nueva y competidora. Tal y como se demostró en la sección
2.4, para obtener un modelo de elección de la demanda basado en una distribución tipologit entre
distintas redes competidoras, es necesario incluir en la función objetivo términos de entropía de
las variables que modelan el �ujo por las distintas redes. En este caso, esto supone tener en
cuenta los siguientes términos:

X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) +
X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1): (3.11)

Congestión en los arcos de la nueva red. En este TFG se utiliza el modelo de congestión basado
en una función hiperbólica descrito en la sección 3.1, que proporciona una cota superior a la
congestión del sistema. De esta forma, se añade a la función de coste los siguientes términos de
congestión:

X

8(i;j )2A

1
� A ij hA ij + � H

+
X

i 2S

1
� Si hSi + � H

: (3.12)

Una vez de�nidos todos los términos que modelan el interés de los pasajeros, se de�ne de forma
completa el coste de los pasajeros, funciónPAX , como:

PAX (Xf low ; Xaux ) =
X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) �
X

(( i;j );(o;d)) 2F

wod(! t t ij + ! ppij )F od
ij

+
X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1) �
X

8(o;d)2K

wod(! t tod
ext + ! ppod

ext )F
od
ext

+
X

8(i;j )2A

1
� A ij hA ij + � H

+
X

i 2S

1
� Si hSi + � H

: (3.13)
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Objetivo combinado

El último paso consiste en de�nir una función objetivo que balancee adecuadamente el objetivo de
los pasajeros y el coste del operador. La manera clásica de abordar el diseño consiste en combinar los
dos términos de una forma lineal, asignando un coe�ciente positivo a cada uno de ellos.

En problemas en los que, como en el que aquí se presenta, se tiene únicamente dos objetivos,
el procedimiento habitual consiste en: i) de�nir un parámetro escalar� 2 (0; 1) y ii) �jar que los
coe�cientes de cada uno de los dos términos en la función objetivo sean� y (1 � � ). Esto supone que
el objetivo a minimizar es

�PAX (Xf low ; Xaux ) + (1 � � )OP(Xcons): (3.14)

Esta aproximación plantea un interrogante adicional: la selección del valor de� . En determinados
escenarios, su valor venir dado en función de algún criterio preestablecido, como, por ejemplo, la
importancia estratégica de los objetivos o las preferencias del usuario, ya sea gestor u operador. Sin
embargo, es habitual realizar un análisis multiobjetivo de suma ponderada [51] que, haciendo un
barrido en valores de� , permite obtener el conjunto de soluciones Pareto dominantes. A partir de
ellas, el usuario puede escoger cuál de esas soluciones se ajusta más a la realidad de su escenario de
aplicación. Para facilitar la exposición, la metodología seguida en este TFG para �jar el valor de� (que
involucra la obtención de la curva de Pareto y del punto de utopía) no se detallará hasta la sección
3.5, una vez que ya se haya introducido el problema de optimización completo.

3.3. Formulación convexa del problema

Habiendo introducido la notación, las variables de estado y diseño y la función objetivo, es momento
de describir el modelo de optimización completo. En esta sección se detallan las distintas restricciones
y se proporcionan los detalles necesarios para la implementación del algoritmo de MM para promover
solucionessparsepara la infraestructura.

Teniendo en cuenta lo expuesto en las secciones anteriores, el modelo matemático que describe el
problema de optimización a resolver es el siguiente:

m��n
Xcons ;X f low ;Xaux

�PAX (Xf low ; Xaux ) + (1 � � )OP(Xcons) (3.15)

s. a:
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P
8(o;d)2K F od

ij wod

anom
� � ij A ij 8(i; j ) 2 A (� ij ) (3.16)

� i

X

8j 2N in (i )

A0
ji � Si 8i 2 S (� in i ) (3.17)

� i

X

8j 2N out (i )

A0
ij � Si 8i 2 S (� out i ) (3.18)

A0
ij = A ij + � A ij 8(i; j ) 2 A (� ij ) (3.19)

S0
i = Si + � Si 8i 2 S (
 i ) (3.20)
X

8(i;j )2A

A0
ij � amax (� ) (3.21)

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji =

8
><

>:

F od i = o;

0 i 6= o 6= d;

� F od i = d

8i; (o; d) 2 S � K (� od
i ) (3.22)

F od + F od
ext = 1 8(o; d) 2 K (� od) (3.23)

X

8i 2S

�c Si I f S0
i > 0g + �cSi S

0
i +

X

8(i;j )2A

�c A ij I f A 0
ij > 0g + �cA ij A0

ij � b (� ): (3.24)

La función objetivo en (3.15) minimiza la suma ponderada de los términosPAX y OP. Las
restricciones (3.16)-(3.18) limitan la cantidad de pasajeros en los enlaces y estaciones, respectivamente.
El grupo de restricciones (3.16) establece que el número de pasajeros usando un enlace (transformado
a unidades de capacidad) ha de ser menor o igual a la capacidad operada multiplicada por el factor de
carga de los vehículos� ij . Las restricciones (3.17) y (3.18) fuerzan que la capacidad de operación de una
estación sea mayor o igual al �ujo de vehículos que recibe en hora punta, para operaciones de llegada
y salida, respectivamente. Las restricciones (3.19) y (3.20) relacionan las variables de capacidad en
enlaces y estaciones con las variables auxiliares utilizadas para modelar la congestión, respectivamente.
En concreto, fuerzan a que la capacidad dimensionada en enlaces y estaciones sea igual a la suma de
la capacidad operable y el término de holgura, limitando la congestión máxima de la infraestructura.
La restricción (3.21) limita la capacidad máxima agregada de la red (e:g:, debido a la existencia de
un número máximo de vehículos disponible). Las restricciones (3.22) garantizan la conservación de
�ujo en todos los nodos de la red para todos los mercados. Nótese que el �ujo generado en origen
ha de ser igual a la proporción de pasajeros que viajan por la red que se construye y que lo mismo
debe ocurrir con el trá�co absorbido en destino. Por el contrario, en nodos intermedios no puede ni
aparecer ni desaparecer trá�co. Las restricciones (3.23) obligan a clasi�car a todos los pasajeros de un
mercado(o; d) 2 K de acuerdo con su elección de viaje, ya sea por la nueva red o su alternativa. Por
último, (3.24) es la restricción de presupuesto, que limita la inversión máxima en la construcción de
la red. El parámetro � indica la importancia relativa del coste �jo con respecto a los costes lineales
de construcción. Estos costes son, habitualmente, muy difíciles de cuanti�car y existe un nivel de
incertidumbre sobre los mismos, por lo que, durante las simulaciones, se considerarán distintos valores
de � . Tal y como se ha explicado en capítulos anteriores, la estrategia adoptada para lidiar con la
restricción de presupuesto consiste en mover los términos de la restricción de presupuesto a la función
objetivo (siendo � un multiplicador de Lagrange / hiperparámetro que re�eja el peso relativo que debe
darse a la restricción) y, además, utilizar un algoritmo de MM que permita reemplazar la normà0 con
una norma `1 reponderada (véase la sección 2.3 para obtener detalles adicionales con respecto a este
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Algoritmo 2: Algoritmo MM para el diseño de una RdT
Entradas: � , � , K , S, A , variables de estado y parámetros.

1 Inicialización: A
0(0)
ij = 10 6 8(i; j ) 2 A y S

0(0)
i = 10 6 8i 2 S

2 para k = 1 ; 2; : : : ; K � 1 hacer

3 Obtener A
0� ( k )
ij y S

0� ( k )
i resolviendo

( �X � ( k )
cons ; �X � ( k )

f low ; �X � ( k )
aux ) = arg m��n

X cons ;X f low ;X aux
(3.25) s. a: (3.16) � (3.23);

utilizando A
0( k � 1)
ij , S

0( k � 1)
i .

4 Establecer A
0( k )
ij = A

0� ( k )
ij 8(i; j ) 2 A y S

0( k )
i = S

0� ( k )
i 8i 2 S .

5 �n

6 Construir los conjuntos S0 :=
�

i jS
0( K � 1)
i � " S

	
y A 0 :=

�
(i; j ) jA

0( K � 1)
ij � " A

	
.

7 Fijar cS i = 0 8i 2 S , cA ij = 0 8(i; j ) 2 A .
8 Obtener la solución al problema resolviendo

( �X � ( K )
cons ; �X � ( K )

f low ; �X � ( K )
aux ) = arg m��n

X cons ;X f low ;X aux
(3.25)

s. a:

(3.16) � (3.23)

A0
ij = 0 8(i; j ) 2 A 0

S0
i = 0 8i 2 S0 :

Salidas: ( �X � ( K )
cons ; �X � ( K )

f low ; �X � ( K )
aux )

último asunto). Teniendo en cuenta esta estrategia, el objetivo penalizado del problema pasa a ser

�PAX (Xf low ; Xaux ) + (1 � � )OP(Xcons)

+ �

0

@
X

8i 2S

�
cSi

S
0(k� 1)
i + � S

S0
i + �cSi S

0
i +

X

8(i;j )2A

�
cA ij

A
0(k� 1)
ij + � A

A0
ij + �cA ij A0

ij

1

A : (3.25)

donde k denota el índice de iteración asociado al algoritmo MM y el valor de� se escogerá para que
se satisfaga la restricción de presupuesto.

De esta manera, el problema a resolver queda como se muestra a continuación:

m��n
Xcons ;X f low ;Xaux

(3.25) s. a: (3.16)� (3.23): (3.26)

Este problema es convexo y, por lo tanto, puede resolverse de forma óptima de múltiples maneras
(incluyendo la utilización de un solver genérico de programación convexa) en un tiempo polinómico.
El algoritmo �nal utilizado en este TFG para el diseño de una RdT se resume en el algoritmo 2.

El algoritmo, cuyo cuerpo principal se corresponde a un esquema de MM en el que en cada iteración
se resuelve una instancia de la minimización de (3.26), resuelve el problema de optimización de RdT
planteado en este capítulo. Es importante tener en cuenta dos aspectos. El primero es que, �nalizadas
las K iteraciones del bucle, en el paso 6 se identi�can los conjuntosS0 y A 0, que representan las
estaciones y enlaces que el método de MM ha decidido no construir (con una pequeña tolerancia
representada por"S y "A ). Una vez identi�cados las estaciones y enlaces enS0 y A 0, el algoritmo
resuelve una última instancia del problema (pasos 7 y 8) en la que se �jan a cero las capacidades de
las estaciones y enlaces que no se van a construir y se eliminan todas las penalizaciones asociadas a
la sparsity de la infraestructura (se remite al lector a la discusión de la eliminación del sesgo en la
parte �nal de la sección 2.3.1). El segundo aspecto es que el algoritmo 2 resuelve un problema para un
valor de � determinado. Si se desea alcanzar un nivel de presupuesto especí�co, deberá realizarse una
búsqueda sobre� (e:g:, con un método dual o de bisección) para encontrar la solución asociada a un
presupuesto determinado.
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3.4. Versión MIP del problema convexo con variables de construcción
binarias

En esta sección se presenta un modelo de optimización híbrido que: i) considera las funciones no
lineales de entropía para llevar a cabo el repartologit y ii) no incorpora sparsity, sino que considera
variables binarias para decidir si se construye o no la infraestructura. El modelo en esta sección puede
verse como una versión MIP del modelo convexo propuesto en la sección 3.3. La principal motivación
detrás de este modelo es poder comparar su solución con la generada por el algoritmo 2, para poder
así validar la aproximación presentada.

Para presentar el modelo MIP, es necesario en primer lugar rede�nir alguna de las variables de
trabajo. En concreto, se introducen nuevas variables de diseño (de naturaleza binaria) para modelar la
construcción de estaciones y enlaces. Las variables de estado, por otro lado, son iguales a las descritas
en la sección 3.2. Una vez explicadas las nuevas variables de diseño, se procede a presentar el nuevo
modelo de optimización.

En lo que a las variables de diseño se re�ere, las variables de �ujo (agrupadas enXf low ) y las variables
auxiliares (agrupadas enXaux y orientadas a modelar la congestión), no sufren cambios. Las variables
de construcción de enlaces y estaciones (agrupadas enXcons), sí sufren cambios. Concretamente, en
esta sección se consideran las siguientes variables:

A0
ij 2 R� 0, que hace referencia a la capacidad construida en el enlace entre los nodos(i; j ) 2 A .

S0
i 2 R� 0, que es igual a la capacidad construida en la estación en el nodoi 2 S.

Ab
ij 2 f 0; 1g, que es una variable binaria que vale 1 si se construye el enlace entre los nodos

(i; j ) 2 A .

Sb
i 2 f 0; 1g, que es una variable binaria que vale 1 cuando se construye la estación en el nodo

i 2 S.

Para distinguir estas variables de las de�nidas enXcons en (3.6), el nuevo conjunto de variables de
construcción se de�ne como:

X b
cons = f S0

i g8i 2S [ f Sb
i g8i 2S [ f A0

ij g8(i;j )2A [ f Ab
ij g8(i;j )2A (3.27)

El siguiente paso consiste en introducir el modelo de optimización. Como ya se ha visto en la sección
3.2, la función objetivo se puede agrupar en dos términos: objetivo del operador,OP, que permanece
de�nido de la misma forma que en (3.8), y objetivo de los pasajeros, ahoraPAX b, debido a que el
término asociado a la congestión cambia ligeramente, tal y como se muestra a continuación:

PAX b(Xf low ; Xaux ) =
X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) �
X

(( i;j );(o;d)) 2F

wod(! t t ij + ! ppij )F od
ij (3.28)

+
X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1) �
X

8(o;d)2K

wod(! t tod
ext + ! ppod

ext )F
od
ext

+
X

8(i;j )2A

1
�(1 � Ab

ij ) + hA ij � A ij + � H
+

X

i 2S

1
�(1 � Sb

i ) + hSi � Si + � H
:

En los dos últimos términos de la expresión (3.28), la constante� es un número de gran magnitud.
El rol de esta constante es doble: i) que el nivel de congestión en enlaces y estaciones que no se
construyen es, en la práctica, nulo y ii) que si la estación o enlace se construye, el término asociado
a la congestión sea igual que el considerado en la sección anterior. Teniendo en cuenta esta ligera
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rede�nición, el problema a resolver es

m��n
X b

cons ;X f low ;Xaux

�PAX b(Xf low ; Xaux ) + (1 � � )OP(X b
cons) (3.29)

s. a:
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A0
ij � MA b

ij 8(i; j ) 2 A (3.33)
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S0
i = Si + � Si 8i 2 S (3.36)
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b
i + �cSi S

0
i +

X

8(i;j )2A

�c A ij Ab
ij + �cA ij A0

ij � b: (3.40)

Las restricciones (3.30)-(3.32), (3.35)-(3.36) y (3.37)-(3.39) son iguales a las que se impusieron en la
sección anterior, por lo que no hace falta comentarlas en más detalle aquí. Las restricciones (3.33)-
(3.34), no presentes en la sección anterior, garantizan que si la variable binaria de construcción es cero,
la capacidad asociada también es cero. Por último, la restricción (3.40) limita el presupuesto máximo
a emplear y, tal y como se puede apreciar, su forma es ligeramente distinta de la restricción (3.24) de
la sección anterior, puesto que en (3.40) se hace uso de las variables binarias.

La solución de (3.29)-(3.40) deberá atacarse con unsolver que sea capaz de manejar simultánea-
mente variables enteras, variables lineales y funciones convexas. La complejidad del problema escalará
exponencialmentecon el número de variables enteras, que, en este caso, se corresponde conjSj + jAj .

3.5. Optimización multiobjetivo: búsqueda del punto de utopía y cur-
va de Pareto

Antes de presentar los resultados numéricos que analizan el comportamiento de los modelos propues-
tos en este capítulo, en esta sección se explica la propuesta adoptada para �jar el valor del coe�ciente
� que determina el balance entre los costes del operador y de los pasajeros en la función objetivo.

El primer paso para determinar el valor de� consiste en normalizar los dos términos de la función
objetivo de forma que los rangos dinámicos sean similares. Para esto, se calculará el punto de utopía
[52]. En un problema de optimización cuya función objetivo es la combinación lineal deL objetivos,
el punto de utopía se de�ne como el punto perteneciente a un espacio deL dimensiones dado por el
valor óptimo de cada una de las funciones objetivo optimizadas por separado.
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En un problema de minimización de una única variablex con L funciones objetivo, denotadas como
f 1; :::; f L , el procedimiento para calcular el punto de utopía y normalizar lasL funciones objetivo sería
el siguiente:

1. Resolver el problema optimizandof 1; :::; f L por separado, obteniendo la solución óptimaf x �
f i

gL
i =1

para cada uno de ellos, dondex �
f i

= arg m��n x f i (x). Obtener el punto de utopía,f UP 2 RL , como:

f UP = ( f 1(x �
f 1

); :::; f L (x �
f L

))T : (3.41)

2. Calcular el margen dinámico de cada función objetivo,�f , que se de�ne como la diferencia entre
el valor óptimo y el peor valor (máximo en este caso) que toma la función objetivo al ser evaluada
en las soluciones óptimas del resto de funciones objetivo:

�f =
�

m�ax f f 1(x �
f i

)gL
i =1 � [f UP ]1; : : : ; m�ax f f L (x �

f i
)gL

i =1 � [f UP ]L
� T

: (3.42)

Finalmente, los márgenes dinámicos se utilizan para normalizar las funciones objetivo, de forma que
se minimicen las funcionesf 1=[�f ]1; :::; f L =[�f ]L . Es decir, ahora se considera la minimización de la
combinación lineal de las funciones como sigue:

m��n
x

LX

i =1

� i
f i (x)
[�f ]i

; (3.43)

donde la suma de todos los coe�cientes� i � 0 debe valer uno. Resolviendo el modelo multiobjetivo
para diferentes combinaciones de� i , se obtiene la frontera Pareto, la cual contiene el conjunto de
soluciones no dominadas.

Nótese que cuando, como en el caso que se presenta en este TFG, se trata con un problema con
L = 2 funciones objetivo, la frontera Pareto colapsa en una curva en el plano. Así pues, para calcular la
curva (frontera) de Pareto hay que tener en cuenta queL = 2 , que f 1(�) = PAX b(�), que f 2(�) = OP(�)
y que las variables de optimización son las incluidas en los conjuntos(X b

cons; Xf low ; Xaux ), de�nidos
en (3.27), (3.5) y (3.7). Teniendo esto en cuenta, en primer lugar es necesario resolver dos problemas
de optimización para el mismo escenario: uno minimiza el objetivoPAX b(�) y otro el objetivo OP(�).
Cada problema aporta una solución diferente, de donde se obtiene el punto de utopía(PAX b� ; OP � )
y los márgenes dinámicos� PAX b y � OP. Con ellos, se resuelve el problema de optimización cuya
función objetivo es

m��n
X b

cons ;X f low ;Xaux

�
PAX b(Xf low ; Xaux )

� PAX b + (1 � � )
OP(X b

cons)
� OP

; (3.44)

sujeto a las restricciones (3.30)-(3.40). Como se ha indicado anteriormente, este problema se resuelve
para distintos valores del parámetro� . De este barrido se obtiene una serie de soluciones al problema,
que se representan en el mismo plano que el punto de utopía. Esta representación se conoce como
diagrama de Pareto.

Una vez que se ha obtenido el diagrama de Pareto, es habitual elegir como valor de� aquel que
se corresponde con el punto de la frontera que se encuentra a una menor distancia Euclídea del punto
de utopía [52]. Dicho valor será el que se utilice en las simulaciones que se presentan en la siguiente
sección.

3.6. Análisis cuantitativo de resultados

A lo largo de esta sección se realiza una serie de simulaciones con los modelos propuestos en este
capítulo, de cara a validar la formulación convexa propuesta en la sección 3.3. Para ello, en primer lugar

44



se describe detalladamente el escenario sobre el que se han realizado las simulaciones. En segundo lugar,
se realiza un análisis multiobjetivo para determinar el valor numérico del parámetro que pondera los
términos de la función objetivo. Para �nalizar, se realiza un análisis comparativo entre las soluciones
propuestas por la formulación convexa en combinación con el algoritmo 2 y por la versión MIP en
(3.29)-(3.40) para distintas con�guraciones de las variables de estado. Además, en el apéndice B se
proporciona un análisis de sensibilidad, en el que se estudia la variación de la solución óptima dada por
el algoritmo 2 frente a perturbaciones en las variables de estado, describiendo así el comportamiento
del modelo frente a la incertidumbre en la estimación de los parámetros que intervienen en el mismo.

El objetivo principal de esta sección consiste en validar la metodología de diseño de RdT propuesta
en este TFG. Dicha validación justi�ca la aplicación de nuestra metodología a los casos de estudio
realistas que se presentarán en los capítulos 4 y 5.

3.6.1. Caso de estudio

Los experimentos realizados en este capítulo se apoyan en la red presentada en la �gura 2.1, cuyo
estudio se plantea en [53]. La red máxima se compone de un conjuntojSj de 9 nodos y un conjuntojAj de
30 enlaces. Se consideranjKj = 72 mercados origen-destino cuya demanda es conocida. Cada estación
i 2 S y enlace(i; j ) 2 A tienen asociado un coste �jo de construccióncSi y cA ij , respectivamente. Puesto
que la modelización con la que se trabaja en este capítulo contempla el diseño de una RdT capacitada,
es necesario introducir también costes de construcción dependientes de la capacidad diseñada para las
estacionesi 2 S y enlaces(i; j ) 2 A . En este caso, se considera que los costes son lineales, por lo que
su valor por unidad de capacidad viene dado por�cSi y �cA ij , y se obtiene como un porcentaje de los
costes �jos. Además, también se introducen costes de operación sobre los enlaces(i; j ) 2 A de la red,
de nuevo linealmente dependientes de la capacidad. Su coste unitario está representado porcoij , y se
establece en base a los costes operativos de los vehículos de RENFE Cercanías. Al igual que ocurrirá en
el capítulo siguiente, los valores de referencia se han obtenido a través de colaboraciones previas entre
RENFE y el grupo de investigación GISAT-URJC. La distancia entre las estaciones de la red también
viene dada en [53], por lo que asumiendo una velocidad media de los vehículos de 30 km/h, es posible
determinar el tiempo t ij de viaje para cualquier enlace(i; j ) 2 A . El precio asociado a cada enlace
(i; j ) 2 A , pij , se calcula mediante una función cóncava monótonamente creciente dependiente del
tiempo de viaje asociado al mismo. Por su parte, la distancia de viaje alternativa para cada mercado
(o; d) 2 K se proporciona en [53]. Asumiendo de nuevo una velocidad media de 30 km/h, se obtiene
el tiempo de viaje tod

ext . De igual forma, el precio del viaje para el mercado(o; d) 2 K asociado a la
red alternativa, pod

ext , se determina mediante una función cóncava monótonamente creciente sobre el
tiempo de viaje tod

ext . De acuerdo con los datos proporcionados por RENFE Cercanías, se estima que
la ocupación media de los trenes,� , es del 57 %, y que en la hora punta del día se operan el 25 % de
los viajes, tomando� este valor. La capacidad nominalanom de los vehículos se extrae también de los
datos de RENFE Cercanías, donde cada unidad de capacidad (cada vehículo) puede acomodar hasta
588 pasajeros. El valor del todos los parámetros y variables de estado que forman parte del modelo
se puede consultar en el repositorio de código de este TFG (https://github.com/frealr/TFG-RdT ),
por lo que los experimentos expuestos a continuación son reproducibles.

Finalmente, en lo que a lossolversse re�ere, tanto el modelo convexo como la versión MIP se han
resuelto utilizando MOSEK (versión 10.1.13 para Matlab), al que se llama dentro del entorno CVX
(versión 2.2) utilizando Matlab (versión 2023b). Los algoritmos han sido ejecutados en un ordenador
con sistema operativo MacOS con 1 procesador de 2 núcleos y frecuencia de 2.8 GHz, y 8GB de memoria
RAM. Parámetros como el tiempo de ejecución dependerán, naturalmente, del tipo de ordenador y el
tipo y versión de solvers utilizados. En las simulaciones realizadas, se ha �jado el tiempo máximo de
cómputo a 1000 segundos.
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Modelo Núm. V.C. Núm. V.B. Núm. Restr. Núm. NZE

Convexo 6789 0 17092 4606
MIP 14663 81 10313 6873

Tabla 3.1: Comparación entre el modelo convexo y MIP para el caso de referencia, con� = 5 y � = 1 :25. Se reporta el
número de: variables continuas (�Núm. V.C.�), variables binarias (�Núm. V.B.�), restricciones (�Núm. Restr.�) y non-zero
elements (�Núm. NZE�), entradas distintas de cero en el modelo matemático de optimización.

3.6.2. Valor de � en la función objetivo

Tal y como se describió en la sección 3.5, se ha llevado a cabo un análisis multiobjetivo para la
selección del valor de� . Puesto que se pretende validar el algoritmo de optimización convexo tomando
como referencia el modelo MIP de la sección 3.4, dicho análisis se ha realizado utilizando las funciones
objetivo y restricciones del modelo MIP. Para la red descrita en la sección 3.6.1, el punto de utopía se
corresponde con el origen(0; 0) y los valores de la curva de Pareto más cercanos al mismo se obtienen
en el rango� 2 [0:4; 0:6], con el punto de mínima distancia al origen estando muy cercano a� = 0 :5.
Tras un análisis preliminar de resultados, en los experimentos presentados en el resto del capítulo,
se utilizará un valor de � = 0 :6, que prioriza sensiblemente a los pasajeros con respecto al punto
� = 0 :5. La principal motivación tras esta decisión es que la solución óptima del diseño de la RdT es
más sensible cuando el valor de� se �ja a 0:6 (en parte porque para este valor la nueva red capta una
mayor proporción de la demanda). Esta mayor sensibilidad hace que el análisis numérico al cambiar los
valores de los distintos parámetros y la con�guración de los experimentos sea más rico, lo que permite
entender mejor las ventajas y limitaciones del diseño propuesto.

3.6.3. Comparación cuantitativa de la formulación convexa y la formulación MIP

Para comparar la formulación convexa frente a la formulación MIP, se han simulado una serie de
escenarios para la red de 9 nodos descrita en la sección 3.6.1, variando: i) el presupuesto disponibleb (o,
de forma equivalente, el valor del parámetro� ) y ii) la importancia de los costes �jos de construcción
en el presupuesto, cuanti�cada en el parámetro� . En concreto, � es un coe�ciente que ajusta los
costes �jos de construcción de estaciones y enlaces, permitiendo explorar cómo varían estos costes en
diferentes escenarios. Al modi�car� , se ponderan los valores base de los costes �jos. Antes de realizar
un barrido de parámetros, en la tabla 3.1 se muestran los tamaños de las formulaciones convexa y MIP.

Con el �n de entender mejor el comportamiento de ambos modelos, en la �gura 3.2 (compuesta
por 4 grá�cas) se proporcionan los valores de 4 métricas distintas (una por grá�ca) para los modelos
convexo y MIP y para distintas combinaciones de� y � . Más concretamente, se consideran dos valores
de � y se hace un barrido sobre� . De esta manera, el eje vertical de cada una de las grá�cas se
corresponde con la métrica analizada (valor objetivo, arcos o enlaces construidos, demanda absorbida
y tiempo de cómputo), el eje horizontal se corresponde con el barrido en� y las distintas líneas se
corresponden con diferentes combinaciones de modelo y valor de� . Más concretamente, se utilizan
líneas de color azul para� = 5 , líneas de color rojo para� = 6 , líneas continuas para los resultados del
modelo convexo y líneas discontinuas para los resultados del modelo MIP. A continuación se comentan
los resultados clave observados en cada una de las grá�cas de la �gura 3.2 :

En la grá�ca 1 se compara el número de arcos o enlaces construidos en ambas soluciones. Com-
parando las soluciones de los dos métodos, se comprueba que esta métrica es muy similar para
las soluciones de ambas formulaciones. Observando las variaciones con cambios en� y � , se apre-
cia que menores valores de� (mayores presupuestos) dan lugar a más arcos construidos y que
mayores valores de� (costes �jos más altos) dan lugares a redes mássparse.

En la grá�ca 2 de la �gura 3.2 se representa la demanda atraída, donde se observa que: a) ambos
modelos generan resultados similares para todos los presupuestos y b) la demanda atraída decrece
cuando el presupuesto es más limitado.
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La grá�ca 3 de la �gura 3.2 representa el valor objetivo obtenido. Cabe destacar que ambas
soluciones se evalúan en la función objetivo de la formulación MIP, para poder realizar así una
comparación homogénea. Pese a que la formulación MIP siempre obtiene un mejor valor objetivo
(como es de esperar, porque se evalúa en su objetivo y por tanto representa un límite inferior),
la diferencia es muy poco signi�cativa, alcanzando el0:6 % en el peor de los casos. Así mismo, se
aprecia que, cuanto menor es el presupuesto, mayor es el valor del coste en la función objetivo
(es decir, peor es la solución obtenida).

Por último, en la grá�ca 4 de la �gura 3.2 se representa el tiempo computacional necesario para
obtener cada una de las soluciones. En este aspecto, se observa cómo el tiempo de cómputo de la
formulación convexa es básicamente plano, mientras que el tiempo de cómputo de la formulación
MIP crece de manera exponencial (recuérdese que el tiempo máximo de cómputo se ha �jado a
103 segundos). Es interesante observar que, cuando el límite presupuesto es alto (valores bajos
de � ), la restricción (3.40) del problema MIP (que es la que involucra combinaciones lineales de
variables binarias) es bastante laxa, lo que reduce el tiempo de cómputo necesario para encontrar
la solución. Sin embargo, al aumentar el valor de� (restringir el presupuesto en el problema
MIP), la resolución del problema se vuelve computacionalmente más compleja, puesto que la
restricción (3.40) toma gran relevancia.

Las cuatro conclusiones fundamentales de los resultados presentados son: i) el diseño convexo es
efectivamente capaz de generar solucionessparse, ii) el comportamiento de distintas métricas con
respecto a la variación de parámetros del presupuesto sigue lo esperado de una forma intuitiva, iii)
las soluciones y el valor objetivo del modelo convexo y el modelo MIP son muy similares y iv) la
complejidad computacional del modelo convexo es signi�cativamente menor. Esto no solo valida la
metodología de diseño propuesta en este TFG, sino que permite poder atacar problemas de mayor
escala que traten con RdT reales.
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Figura 3.2: Comparativa de distintas métricas entre la propuesta convexa de�nida en la sección 3.3 y su versión MIP
de�nida en la sección 3.4, para una red de 9 nodos. Las métricas estudiadas son: 1. Número de arcos o enlaces construidos.
2. Porcentaje de demanda atendida. 3. Valor objetivo evaluado en la formulación MIP. 4. Tiempo de cómputo.
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Capítulo 4

Optimización de una RdT de metro con
operador público

En este capítulo, se aplica la metodología propuesta de diseño convexo de RdT a un escenario real.
El caso de estudio que se va a analizar se corresponde con el diseño de la red de metro de la ciudad
de Sevilla, explotada por una sociedad concesionaria de la Junta de Andalucía. Concretamente, se
considera la construcción de hasta 24 estaciones localizadas en lugares estratégicos de la ciudad, así
como la potencial interconexión de estas. Los datos de demanda se corresponden con valores estimados
por el propio municipio y, tal y como se hizo en el capítulo anterior, los valores de construcción y
capacidad se �jarán a partir de valores realistas utilizados por otros operadores de TP.

La sección 4.1 proporciona una breve introducción al problema y revisa el estado del arte especí�-
camente relacionado con el diseño de RdT de tránsito rápido. La sección 4.2 describe en mayor detalle
la RdT considerada. La sección 4.3 se dedica a explicar las modi�caciones (relativamente menores) que
deben realizarse a la formulación presentada en el capítulo anterior para adaptarse a las necesidades
y particularidades del escenario considerado en este capítulo. Tal y como se expondrá en detalle, la
diferencia principal consiste en aplicar una metodología de diseño multiobjetivo en la que uno de los
objetivos se tiene en cuenta por medio de una restricción de desigualdad, de forma que se establezcan
límites en su rango dinámico. Así, se llevará a cabo un diseño de la red que permite estudiar cómo
evolucionan los costes de construcción en función de la demanda atraída. Este análisis permite al ope-
rador público elegir el punto de funcionamiento de la red, de forma que pueda valorar adecuadamente
el esfuerzo económico a realizar frente a los potenciales bene�cios en términos de movilidad y cohesión
social. La sección 4.4 se dedica implementar los algoritmos de optimización de la RdT considerando
distintos escenarios de estudio. Entre los aspectos que se analizarán se encuentran el impacto de los
costes �jos, el impacto del potencial crecimiento de la demanda en los barrios de nueva construcción
o cómo debería modi�carse el diseño de la red si el regulador decide primar a los pasajeros de las
zonas más deprimidas o desfavorecidas de la ciudad, de acuerdo con el objetivo 11 de los objetivos de
desarrollo sostenible (�lograr que las ciudades sean más inclusivas, seguras, resilientes y sostenibles�).

4.1. Estado del arte

Esta sección presenta una revisión del estado del arte en el problema de diseño de RdT de tránsito
rápido. Este tipo de RdT está habitualmente gestionado por operadores públicos cuyo propósito es
impulsar la conectividad socio-económica de una región especí�ca, donde, a pesar de que la minimiza-
ción del coste de inversión es importante, se busca garantizar un mínimo de demanda atendida por la
nueva RdT.

Debido al aumento de la población y la expansión de las zonas urbanas, muchas ciudades y áreas
metropolitanas alrededor del mundo están plani�cando, construyendo o ampliando sus sistemas de TP.
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Entre estos, los sistemas de metro son de los más e�cientes porque consumen menos energía y pueden
transportar una gran cantidad de pasajeros por unidad de super�cie. Los sistemas de metro ayudan
a disminuir el trá�co de automóviles privados, reduciendo así la congestión y la contaminación. A
veces se utiliza el término metro como sinónimo de transporte/tránsito rápido, pero este último tiene
una aceptación más amplia. El transporte rápido generalmente abarca no solo el metro, sino también
trenes de cercanías, metro ligero, tranvía, monorraíl y otros sistemas urbanos de TP rápido masivo.
La plani�cación del transporte rápido ferroviario se encuentra dentro del campo más amplio de la
plani�cación de redes. El diseño de la RdT rápido está compuesto por dos problemas interrelacionados:
la localización de las estaciones y la determinación de los enlaces entre las mismas.

El objetivo principal de un sistema de transporte colectivo es mejorar la movilidad de la población.
Otra característica importante es su in�uencia en la estructuración de las ciudades, ya que proporcionan
la columna vertebral para el desarrollo de áreas residenciales, comerciales y empresariales. Los sistemas
de transporte rápido requieren inversiones de alto nivel, tanto para su construcción como para su
mantenimiento, generalmente relacionadas con la construcción de túneles, vías elevadas o a nivel del
suelo, sistemas de comunicación y la compra de material rodante. Los costes operativos incluyen costes
�jos y variables en base diaria.

Sin pérdida de generalidad, los proyectos de construcción de RdT rápido pueden clasi�carse en
tres grupos: aquellos en los que se plani�ca una sola línea desde cero, aquellos en los que se plani�can
simultáneamente varias líneas desde cero y aquellos en los que se planea extender una red existente, lo
que corresponde a un problema de expansión de capacidad.

Aquí se considera el problema de diseñar una RdT rápido desde cero. El primer intento de modelar
y resolver el problema general de diseño de RdT rápido se presenta en [16], que proporciona un enfoque
computacionalmente viable dividido en tres etapas. La primera es la selección de estaciones clave, que
son los principales puntos de atracción (estaciones de tren o autobús, aeropuertos, hospitales, campus
universitarios, centros comerciales, áreas densamente pobladas lejos del área central de la ciudad, etc.).
La segunda etapa consiste en conectar las estaciones clave para formar una red central. Finalmente,
las estaciones intermedias se localizan en la alineación resultante de la segunda etapa. En el mismo
trabajo, se utiliza un modelo lineal de programación entera con el objetivo de maximizar la cobertura
de viajes para resolver el problema de diseño de la red central en presencia de un modo de transporte
alternativo. Con el objetivo de modelar el comportamiento del usuario, [54] introduce una funciónlogit
para distribuir los viajeros entre la RdT rápido y los modos privados. Para mantener el carácter lineal
del modelo, considera una interpolación lineal por trozos de la funciónlogit. Por otro lado, [17] resuelve
el problema de diseño de RdT rápido teniendo en cuenta que la red está compuesta por arcos que luego
se ensamblan en líneas. Los autores aplican dos criterios: minimizar el coste de construcción y maximizar
la captura de trá�co origen-destino, obteniendo soluciones óptimas de Pareto. En [55] se estudia un
problema de expansión de capacidad multi-periodo, de forma que la infraestructura que se abrirá en
cada periodo se determina teniendo en cuenta una función objetivo que combina términos relativos a la
comunidad, a los pasajeros y al operador. Dado que el problema general no puede resolverse de manera
exacta, los autores diseñan un procedimiento heurístico. Otras aproximaciones para resolver el modelo
de programación matemática para problemas de diseño de RdT rápido se basan en la descomposición
de Benders [28], en algoritmos genéticos [56] o en la búsqueda adaptativa de vecindarios grandes [23].

Otra línea de investigación trata aspectos de robustez de la RdT. Se han estudiado varias formas
de tratar la robustez: mediante la aplicación de teoría de juegos [57], proporcionando rutas alternativas
para ser utilizadas en caso de interrupción [18], a través del concepto de robustez recuperable [27] o
mediante la aplicación de ungreedy randomized adaptive search procedureal problema de diseño de la
red ferroviaria [21].

Todas las referencias anteriores contemplan el coste del viaje como el tiempo empleado en viajar (o
la distancia recorrida), sin considerar ningún coste de transbordo. Algunos autores estudian el problema
de diseño de red teniendo en cuenta los transbordos entre diferentes líneas. En este contexto, [58], [26] y
[59] abordan el problema haciendo algunas suposiciones sobre la velocidad de los trenes y la frecuencia
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de los servicios, aunque no logran resolver problemas de diseño de redes a escala real.

4.2. Datos básicos y descripción de la red

En este capítulo se diseña la construcción de una potencial red de metro para la ciudad de Sevilla.
Tal y como se menciona en la sección introductoria de este capítulo, al tratarse del diseño de una red de
tránsito rápido por parte de un operador público, el bene�cio social, asociado al número de pasajeros
atendido, tendrá una importancia mayor que los costes de inversión (que, aun así, serán tenidos en
cuenta).

Los nodos de la red son las hipotéticas ubicaciones donde se emplazarán las estaciones a considerar,
y se corresponden con los centroides de demanda considerados. Los enlaces indican las estaciones a
unir de manera directa, dimensionando a su vez la frecuencia de viaje. El problema de optimización
a resolver se basa en los datos de demanda para undía tipo, por lo que hay que adaptar los costes
de construcción y calcular el coste repercutido diario. Para dimensionar la capacidad necesaria en las
estaciones, se utiliza el máximo volumen de trá�co simultáneo diario. A continuación, se detallan las
fuentes de información consultadas para determinar el valor de las variables de estado a la hora de
resolver el problema de optimización planteado.

El conjunto de potenciales estacionesS y los candidatos a enlaces directosA , así como la matriz
de demandaW entre centroides, proceden del estudio realizado en [53]. La ubicación de los nodos
se detalla en la tabla 4.1.

Los valores de distancia para los enlaces entre estaciones se han establecido mediante la distancia
de Haversine para coordenadas sobre la super�cie terrestre. Para obtener el tiempo de viajet ij

8(i; j ) 2 A se ha considerado una velocidad media de 30 km/h.

El precio de viaje para cada enlace,pij , se calcula mediante una función cóncava monótonamente
creciente dependiente únicamente de la distancia de dicho enlace.

Los costes de operación,coij , se establecen de acuerdo al coste operativo en la red de RENFE
Cercanías, incluyendo gasto de combustible y coste de personal, entre otros. Estos datos se
obtienen de colaboraciones previas entre RENFE y el grupo de investigación GISAT-URJC.

Los costes �jos de construcción de estacionescSi 8i 2 S y enlacescA ij 8(i; j ) 2 A se extraen del
estudio realizado en [27]. Por su parte, los costes por unidad de capacidad tanto en estaciones
�cSi 8i 2 S como en enlaces�cA ij 8(i; j ) 2 A se establecen como un porcentaje de los costes �jos.

El máximo volumen de trá�co simultáneo soportado en cada estación,� , se estima en un 25 %
sobre el trá�co total diario en cada estación, según datos de la red de RENFE Cercanías obtenidos
del GISAT-URJC.

El factor de ocupación medio de cada vehículo,� , toma un valor del 57 % sobre la capacidad
nominal del vehículo, según datos procedentes de la red de RENFE Cercanías obtenidos del
GISAT-URJC.

La capacidad nominal asociada a cada vehículo,anom , es de 588 pasajeros. Esta es la capacidad
máxima promedio para un tren de la red de RENFE Cercanías obtenida del GISAT-URJC.
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1 Bellavista 7 Triana - Cartuja 13 Camas 19 Triana - Cartuja
2 Bellavista 8 Remedios 14 Macarena 20 San Jerónimo - Norte
3 Centro 9 Centro 15 Cerro Amate 21 Centro
4 Sur 10 Triana - Cartuja 16 Santa Justa 22 Sevilla Este
5 Camas 11 Sevilla Este 17 Triana - Cartuja 23 Sur
6 Sevilla Este 12 San Jerónimo - Norte 18 Nervión 24 Tomares

Tabla 4.1: Ubicación de los nodos de la red de Sevilla.

Figura 4.1: Distribución geográ�ca de los nodos (estaciones candidatas) para el diseño de una red de metro.
La imagen del mapa de Sevilla ha sido extraída de Google Maps (https://www.google.es/maps/@37.3833902,-
6.0051874,12z/data=!5m1!1e2?entry=ttu) .

Explicados los valores de los parámetros, en las siguientes secciones: i) se detalla la metodología
para la optimización de la red, ii) se presenta la formulación completa del problema de optimización y
iii) se presentan y analizan los resultados de los experimentos numéricos llevados a cabo.

4.3. Modi�caciones en la formulación del problema de optimización

Tal y como se ha mencionado, la �losofía (�nalidad) de la optimización en este capítulo es lige-
ramente diferente de la de la sección 3.3. En este caso, se busca minimizar el presupuesto utilizado,
garantizando un mínimo de demanda atendida por la nueva infraestructura. Esta garantía se modela
habitualmente mediante la restricción

X

(o;d)2K

wodF od � �
X

(o;d)2K

wod; (4.1)

donde � establece el porcentaje mínimo de la demanda total que debe ser atendido por la nueva red.
De esta manera, la atracción de demanda se garantiza y, solo entonces, se permite al modelo reducir
los costes. Esto contrasta con los capítulos anteriores, donde el presupuesto disponible se imponía
mediante una restricción. No obstante, aunque la restricción (4.1) es tratable y preserva la convexidad,
introducirla de forma directa como restricción provoca que su multiplicador de Lagrange asociado
aparezca en el reparto logístico de la demanda. Para evitar esto, se propone eliminar esta restricción
y asegurar la demanda atendida mediante una búsqueda exhaustiva sobre un nuevo parámetro
 ,
que represente eltrade-o� entre el objetivo de los pasajeros y del operador. Esto permitirá estudiar
distintos niveles de despliegue (dimensión de la red) en función de la demanda mínima que se quiera
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atender (parámetro � ). En lo que resta de sección se formula el modelo de optimización, centrándose
principalmente en las diferencias con respecto a capítulos anteriores.

4.3.1. Función objetivo

Las variables de estado, los parámetros y las variables de diseño (�ujos, construcción y auxiliares)
son las mismas que las del capítulo anterior (véanse las ecuaciones (3.5)-(3.7)), por lo que se remite al
lector a dicho capítulo para la descripción de las mismas y se centra la discusión en la formulación de
la función objetivo.

Tal y como se menciona en la sección introductoria de este capítulo, el objetivo del problema de
optimización viene dado únicamente por los intereses del operador público: reducir los costes. Sin
embargo, también es necesario considerar el objetivo de los pasajeros para asegurar el mínimo de
demanda atendida (véase la discusión de la sección anterior) y el reparto logístico de la demanda.

Objetivo del operador

El objetivo del operador se de�ne como

OP(Xcons) =
X

8(i;j )2A

coij A0
ij +

X

8i 2S

�
cSi

S
0(k� 1)
i + � S

S0
i + �cSi S

0
i +

X

8(i;j )2A

�
cA ij

A
0(k� 1)
ij + � A

A0
ij + �cA ij A0

ij :

(4.2)

En esta ocasión se agregan tanto los costes de construcción como los de operación, puesto que el
objetivo del operador es minimizar el conjunto de los costes, incluyendo la inversión inicial.

Objetivo de los pasajeros

En este caso, el objetivo de los pasajeros se mantiene igual que en la sección 3.2.3, de�nido como
en la ecuación (3.13) y reproducido a continuación por comodidad de lectura.

PAX (Xf low ; Xaux ) =
X

8(o;d)2K

wodF od(log(F od) � 1) �
X

(( i;j );(o;d)) 2F

wod(! t t ij + ! ppij )F od
ij (4.3)

+
X

8(o;d)2K

wodF od
ext (log(F od

ext ) � 1) �
X

8(o;d)2K

wod(! t tod
ext + ! ppod

ext )F
od
ext

+
X

8(i;j )2A

1
� A ij hA ij + � H

+
X

i 2S

1
� Si hSi + � H

:

4.3.2. Formulación del problema de optimización

Una vez que las variables involucradas en el modelo se han presentado y el objetivo está de�nido, es
momento de introducir la formulación del problema de optimización a resolver, dado por (4.4)-(4.13)
donde, nuevamente, se utilizan los conjuntos de variables de�nidos en (3.6)-(3.7). Así, el problema
viene de�nido por

m��n
Xcons ;X f low ;Xaux


PAX (Xf low ; Xaux ) + OP(Xcons) (4.4)

s. a:
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P
8(o;d)2K F od

ij wod

anom
� � ij A ij 8(i; j ) 2 A (4.5)

� i

X

8j 2N in (i )

A0
ji � Si 8i 2 S (4.6)

� i

X

8j 2N out (i )

A0
ij � Si 8i 2 S (4.7)

A0
ij = A ij + � A ij 8(i; j ) 2 A (4.8)

S0
i = Si + � Si 8i 2 S (4.9)
X

8(i;j )2A

A0
ij � amax (4.10)

A0
ij = A0

ji 8(i; j ) 2 A (4.11)

X

8j 2N out (i )

F od
ij �

X

8j 2N in (i )

F od
ji =

8
><

>:

F od i = o;

0 i 6= o 6= d;

� F od i = d

8i; (o; d) 2 S � K (4.12)

F od + F od
ext = 1 8(o; d) 2 K ; (4.13)

donde las únicas novedades en la formulación respecto al modelo dado por (3.26) son la función objetivo
(4.4) y la restricción (4.11). Como ya se ha mencionado, con el objetivo (4.4) se pretende minimizar
los gastos del operadorOP(Xcons) garantizando un mínimo de demanda atendida. Para mantener la
demanda atendida sobre el umbral deseado, se realizará una búsqueda exhaustiva sobre el valor de
 ,
el cual indica la importancia del objetivo de los pasajeros en relación con el objetivo del operador.
Al aumentar el valor de dicho parámetro, se atraerá a más demanda, construyendo una mayor infra-
estructura que dé lugar a menores tiempos de viaje y por tanto mayores utilidades. Ajustando dicho
coe�ciente, se consigue el efecto deseado: minimizar costes asegurando un valor umbral de demanda
atendida. Por otro lado, la restricción (4.11) impone que la red ha de ser simétrica, es decir, que las
capacidades dimensionadas para los enlaces han de ser idénticas en ambos sentidos, lo cual es habitual
en el diseño de redes urbanas de metro.

4.4. Presentación y análisis de los resultados numéricos

Los resultados numéricos y las simulaciones en esta sección se estructuran en torno a tres subsec-
ciones:

1. Caso base y diseño óptimo.En primer lugar, se describe el caso base y se resuelve el modelo para
obtener la red óptima para distintos niveles de despliegue. Esto corresponde a un barrido sobre el
parámetro 
 relativo a la importancia dada al bene�cio social y la atracción de demanda. Dicho
barrido permite explorar la relación entre el bene�cio social y el presupuesto invertido, revelando
los límites de operación y permitiendo al responsable del despliegue elegir el nivel de servicio en
el que desea operar la red, buscando un punto de equilibrio entre ambos objetivos.

2. Sobreponderación de usuarios provenientes de zonas deprimidas.La segunda parte de la sección
analiza cómo cambia el diseño al sobreponderar el bene�cio social por la atracción de la demanda
procedente de los barrios más deprimidos de la ciudad.

3. Crecimiento de la demanda y adaptación futura.Por último, se analiza cómo cambia el diseño de
la red cuando se tienen en cuentan las previsiones de crecimiento demográ�co en cada uno de los
distritos de la ciudad. Los dos pasos clave para llevar a cabo este análisis son: i) para cada nodo,
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se de�ne un coe�ciente de crecimiento de demanda asociado al plan de desarrollo urbanístico y
al plan de nueva vivienda en el distrito donde se ubica el nodo y ii) se modi�ca el patrón de
demanda, multiplicando la demanda actual por el coe�ciente calculado en el paso anterior. Esto
permite entender qué cambios serían necesarios en el diseño de la RdT si se desease hacer frente
a la demanda futura de la ciudad.

Debido a las limitaciones en el número de páginas de este documento, la presentación y el análisis
de los resultados se circunscriben a los aspectos más importantes. Se remite al lector al repositorio de
código y a los artículos relacionados para consultar detalles adicionales. Para el análisis, se reportarán
métricas que aporten intuición sobre la evolución de las soluciones a medida que se modi�ca el pará-
metro 
 . Además, también se presentará la topología de la red construida para varias simulaciones,
comparándolas entre sí y visualizando la evolución de la infraestructura a construir a medida que crece
el presupuesto disponible. A continuación, se listan las métricas (�guras de mérito) que se analizarán
en el resto del capítulo:

Demanda atraída (�D.A.�) por la nueva red: mide el impacto que la nueva red tiene sobre la
población de la ciudad. También sirve para medir la magnitud (dimensión) de la infraestructura
construida.

Presupuesto utilizado (�Pres.�) para la construcción de la nueva red: reporta el gasto monetario
en el que se incurre al construir una infraestructura determinada. Junto con la demanda atraída,
sirve para estimar la magnitud de la red.

Número de estaciones construidas (Nodos) para la nueva red: ayuda a comprender la topología
de la solución, así como la magnitud de la red construida.

Número de enlaces construidos (Arcos) en la nueva red: sirve para medir el grado de interconexión
de las estaciones, así como la posible robustez de la red ante disrupciones.

Capacidad operada (�Cap.�) por la nueva red: se trata de una medida importante, ya que hace
alusión a los recursos humanos y físicos que serán necesarios para operar la red diseñada.

Tiempo medio por pasajero en la nueva red y la red competidora (�tP AX y �tP AX ext [min], res-
pectivamente): resulta interesante analizar la evolución de estas métricas para comprender el
crecimiento y la interconexión de la nueva red a medida que aumenta el valor de
 , así como el
impacto que tiene dicho crecimiento sobre las decisiones de los pasajeros y, por lo tanto, para
medir el impacto en la red competidora.

Tiempo medio por ruta (�t ruta [min]) en la nueva red: es una métrica relevante para evaluar la
magnitud y el desempeño de la red construida.

Tiempo de cómputo (tcomp): resulta crítico obtener un tiempo de cómputo reducido cuando el
nivel de incertidumbre es signi�cativo, siendo en estos casos conveniente el estudio de numerosas
con�guraciones y escenarios. En este aspecto, la formulación propuesta en este TFG aporta
resultados muy prometedores. Las simulaciones presentadas en este capítulo se han ejecutado en
una máquina con 64 GB de RAM y un procesador de 8 núcleos a 3 GHz de frecuencia de reloj. El
software utilizado ha sido el entorno CVX (versión 2.2) ejecutado desde Matlab (versión 2023b)
y seleccionando MOSEK (versión 10.1.13) comosolver.

4.4.1. Caso base y diseño óptimo

El caso base de estas simulaciones consiste en la resolución del problema de optimización planteado
en este capítulo para distintas con�guraciones y escenarios. Estas con�guraciones hacen alusión al grado
de importancia otorgado al objetivo de los usuarios en la función objetivo (medido por el parámetro
 ),
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Núm. V.C. Núm. V.B. Núm. Restr. Núm. NZE

333282 0 726275 304563

Tabla 4.3: Métricas del problema de optimización para la red de Sevilla, para el caso concreto de � = 10 y 
 = 6 :7.
Se reporta el número de variables continuas (�Núm. V.C.�), número de variables binarias (�Núm. V.B.�), número de
restricciones (�Núm. Restr.�) y número de non-zero elements (�Núm. NZE�), entradas distintas de cero en el modelo
matemático de optimización.

de donde el responsable de la construcción podrá elegir la magnitud de la red. Además, se consideran
varios escenarios donde se varía el valor de� , la constante de regularización relacionada con los costes
�jos, debido a que no se conoce con exactitud la relación entre dichos costes �jos y los lineales. Así pues,
se hará un barrido del parámetro
 en el problema declarado en (4.4)-(4.13), para distintos valores del
regularizador � . Antes de presentar los primeros resultados, resulta pertinente establecer el valor de
los parámetros que permanecen estáticos durante las simulaciones. Dichos valores están recogidos en
la tabla 4.2.

Parámetro ! t ! p " S = " A = " H hS i hA ij

Valor � 0:1 � 1 1 � 10� 4 0:1 0:1

Tabla 4.2: Parámetros para el diseño de la red de metro de Sevilla.

Una vez �jados los valores de los parámetros (tabla 4.2) y de las variables de estado (estudios refe-
renciados en la sección 4.2), es momento de comenzar a explicar en detalle las simulaciones ejecutadas
y los resultados numéricos obtenidos. En la tabla 4.3 se muestran varias métricas del modelo para el
caso concreto de� = 10 y 
 = 6 :7, relacionadas con las dimensiones del modelo, como el número de
variables, de restricciones y denon-zero elements(i.e., el número de entradas activas en el modelo de
optimización [60]).

Barrido de con�guraciones de red: determinación del punto de operación

El primer estudio consiste en explorar distintas con�guraciones de la red según el nivel de servicio,
medido como demanda atendida, que se pretenda obtener y el presupuesto invertido. Este tipo de
estudio es habitual en el estado del arte cuando se busca optimizar un problema multiobjetivo. Sin
embargo, dado el tiempo que requieren los modelos MIP para ser resueltos en casos de estudio realistas,
hay que elegir un número limitado de escenarios. Una de las ventajas de la formulación propuesta en
este TFG es la reducción sustancial del tiempo de cómputo, bene�cio ampli�cado por la necesidad de
resolver el problema en múltiples ocasiones, por ejemplo, debido a la existencia de incertidumbre en
parámetros o, como es el caso, cuando se quieren obtener distintas con�guraciones de la red (una por
cada valor de
 ) para compararlas.

Así pues, en este estudio se realiza un barrido sobre parámetro
 y, para cada valor, se resuelve una
versión del algoritmo 2 (véase sección 3.3) adaptada a las particularidades del problema de optimización
en (4.4)-(4.13). En lo que respecta a la importancia de los costes �jos, el valor del parámetro� se �ja
a 10. Los resultados mostrados en esta sección se agrupan en tres categorías: a) resumen de métricas
obtenidas (tabla 4.4), b) grá�cas detalladas de demanda frente a presupuesto invertido y
 , y tiempos
frente a 
 (�guras 4.2 y 4.3, respectivamente) y c) grá�cas con las topologías de la red construida
(�gura 4.4).

En primer lugar, la tabla 4.4 resume las principales métricas para distintos valores de
 . Como es
de esperar, cuanto mayor es el valor de
 mayor es la demanda atraída y el presupuesto necesario.
También es interesante analizar el número de arcos y nodos construidos. Se observa un salto notable
de demanda atraída cuando la red alcanza el 50 % de los nodos (12 estaciones), así como cuando
alcanza el 100 % de los mismos (24 nodos para
 = 7 :1). Por otro lado, se observa que, una vez que

56




 D.A. [ %] Pres. [ AC] Arcos Nodos Cap. �t P AX �t P AX ext
�t ruta t comp [s]

5.0 0.00 0:00 � 100 0 0 0 - 18.86 - 2474
5.9 1.99 1:07 � 105 12 6 33 5.62 19.12 6.04 2484
6.3 10.93 2:47 � 105 40 12 212 9.66 20.02 10.50 3098
6.7 28.54 4:52 � 105 60 19 680 15.90 20.02 16.72 2354
7.1 43.40 6:25 � 105 80 24 1098 18.84 18.92 20.68 3045
10 45.84 6:78 � 105 96 24 1126 18.58 18.88 20.30 2290
100 52.21 1:32 � 106 230 24 1456 17.98 18.32 18.64 2272

Tabla 4.4: Métricas extraídas de las soluciones para la red de metro de Sevilla con un valor de� = 10 , haciendo un
barrido en 
 .

se alcanza el número máximo de nodos, pasar de 80 a 240 arcos, supone un incremento modesto de
la demanda atraída, mientras que requiere duplicar el presupuesto. Por útlimo, cabe destacar que el
tiempo de ejecución en todos los casos está por debajo de los 3600 segundos. Esto quiere decir que,
con la metodología propuesta en este TFG, el diseño de una red real puede realizarse en menos de una
hora en un ordenador de prestaciones intermedias.

Con el �n de ganar más intuición sobre la evolución y sensibilidad de algunas de las métricas, en
las �guras 4.2 y 4.3 se representan una serie de grá�cas que resultan particularmente interesantes. En
concreto, se representa y analiza:

La demanda atraída frente a presupuesto. Es una grá�ca que resulta muy útil para medir el
esfuerzo necesario para atraer a cierta demanda. La inversa de su derivada indicará el coste
marginal necesario para captar más pasajeros. Los resultados se muestran en la grá�ca superior de
la �gura 4.2. La grá�ca se analiza de izquierda a derecha y se distinguen tres regímenes diferentes.
En primer lugar, se observa que, al principio (valores bajos de presupuesto), la demanda crece
muy lentamente con la inversión. De hecho, los resultados parecen indicar que es necesario que la
inversión supere un umbral mínimo para comenzar a atraer un valor perceptible de demanda. Esto
es razonable, puesto que, para poder ofertar múltiples mercados origen-destino y aprovechar las
economías de red, es necesario construir varias estaciones. La parte central de la grá�ca muestra
que, una vez que dicha infraestructura mínima existe, el coste marginal decrece, aumentando
la pendiente de la función representada. Esto se debe que las nuevas estaciones y arcos que se
incorporan a la red obtienen una conexión inmediata a múltiples destinos. Finalmente, la parte
�nal de la grá�ca (valores altos de presupuesto) revela que, cuando la red comienza a tener un
alto grado de conexión, la adición de nuevos enlaces tiene un impacto pequeño en la distancia de
viaje y, por lo tanto, la cantidad de nuevos pasajeros atraídos es menor. Esto supone que para
atraer más demanda sea necesario aumentar considerablemente la inversión.

La demanda atraída frente a
 . Sirve para ver la evolución de la demanda atraída de acuerdo
a la evolución del coe�ciente asociado al bene�cio social en el objetivo. Está representada en
la grá�ca inferior de la �gura 4.2. Como es de esperar, se obtiene una función monótonamente
creciente donde, a medida que aumenta la importancia del bene�cio social en (4.4), crece la red
construida y, por lo tanto, la demanda atendida. La grá�ca también muestra que la pendiente en
el intervalo 
 2 [5; 10] es muy alta, lo que indica que la infraestructura construida es altamente
sensible a la variación del parámetro
 . Esta observación pone en valor los bene�cios asociados a
poder ejecutar múltiples simulaciones con una complejidad computacional moderada, pudiendo
realizar un barrido más �no y garantizando así que el valor de
 se escoge para trabajar en la
zona deseada.

El tiempo de viaje medio por pasajero�tP AX frente a 
 . Se representa tanto para la red de metro
construida como para las alternativas competidoras. Sirve para visualizar el tipo de rutas operadas
en cada con�guración y las sinergias obtenidas cuando se construye una red considerablemente

57



grande. Los resultados se muestran en las dos grá�cas de la columna izquierda de la �gura 4.3.
En la grá�ca superior izquierda de dicha �gura se observa cómo, para valores altos de
 , a medida
que aumenta el valor de
 y por tanto aumenta la infraestructura construida, los pasajeros ven
disminuido su tiempo de viaje por ambas redes. Para la red de metro, esto se debe a que los
pasajeros obtienen continuamente mejores rutas para realizar sus viajes. Para la competencia,
el tiempo medio por pasajero disminuye debido a que, a medida que la red de metro crece, los
pasajeros solo utilizan las rutas más atractivas de la alternativa competidora. Cuando el valor
de 
 es bajo, se observa cómo, al principio, la red construida se basa en conectar centroides de
demanda cercanos entre sí, expandiéndose hacia centroides más lejanos a medida que crece la red.
Llama la atención la fase de transición que ocurre en la región
 2 [4; 8:5], donde el tiempo de
viaje por ambas redes se iguala y se observa una pérdida de monotonicidad en el tiempo medio
por pasajero para la red competidora. Para analizar mejor este efecto, la grá�ca inferior izquierda
de la �gura 4.3 proporciona una visualización centrada únicamente en el intervalo
 2 [4; 8:5].
Esta región se corresponde con un escenario en el que la topología de la nueva red se focaliza en
conectar las estaciones del centro de la ciudad, no proporcionando servicio a las zonas periféricas.
Esto supone que la nueva red �roba� a la red competidora pasajeros que realizan trayectos cortos
mientras que la red competidora tiene que seguir dando servicio a los pasajeros de la periferia
que, en general, recorren rutas más largas.

El tiempo medio por ruta �t ruta frente a 
 . Ayuda a entender el tipo de rutas que se operan en
las distintas con�guraciones obtenidas según el nivel de despliegue de la red. Los resultados se
muestran en las dos grá�cas de la columna derecha de la �gura 4.3. En la grá�ca superior derecha
de dicha �gura se validan las conclusiones discutidas en el punto anterior. En concreto, cuando la
red de metro construida es pequeña (poca inversión y pocas estaciones), los destinos que se unen
están más cercanos entre sí. Por otro lado, a medida que aumenta la red, comienzan a operarse
rutas más largas. Esto es aún más visible en la grá�ca inferior derecha de la �gura 4.3, que se
centra en los resultados obtenidos en la región
 2 [4; 8:5]. Por último, una vez que se supera el
valor de 
 = 7 :1, el tiempo medio por ruta operada disminuye, debido a que se ofrecen mejoras
para dichas rutas mediante la construcción de nuevos enlaces.

Figura 4.2: Representación de la demanda en función del presupuesto gastado (grá�ca superior) y del parámetro
 (grá�ca
inferior) para el caso base� = 10 .
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Figura 4.3: Representación del tiempo medio percibido por pasajero (grá�ca superior izquierda) y el tiempo medio por
ruta operada (grá�ca superior derecha) en función del parámetro 
 para el caso � = 10 . De color azul se reportan las
métricas para la red de metro, mientras que en naranja aparecen las métricas para las redes competidoras alternativas al
metro. Las grá�cas de la parte inferior de la �gura amplían la información mostrada en las grá�cas de la parte superior,
focalizándose en la región
 2 [4; 8:5].

Por último, la �gura 4.4 proporciona representaciones de la topología de la RdT obtenida para
distintos valores de
 , permitiendo visualizar de una forma alternativa la evolución de la construcción
de la red y proporcionando evidencias adicionales para algunos de los comportamientos que se han
discutido en los párrafos precedentes. En concreto, se representa la red obtenida para tres valores de
 ,
todos en la región crítica en torno a
 = 7 . En la grá�ca superior de la �gura 4.4 (asociada a
 = 6 :3, el
más pequeño de los tres valores escogidos) se veri�ca que, inicialmente, los nodos conectados por la red
de metro son los más cercanos entre sí, ubicados además en las inmediaciones del centro de la ciudad.
En la grá�ca central de la �gura 4.4 (asociada a 
 = 6 :7, correspondiente a un valor intermedio) se
observa la expansión de la red de metro hacia los barrios situados en la periferia, como es el caso de
los nodos 11 y 22, ubicados en Sevilla Este. Finalmente, en la grá�ca inferior de la �gura 4.4 (asociada
a 
 = 7 :1, el mayor de los tres valores escogidos) se observa cómo no solo se construyen los nodos 6
(Aeropuerto) y 20 (Pino Montano), sino que, además, se crean nuevos enlaces entre nodos ya existentes,
incluyendo los de los nodos 7 (Isla Mágica) o 14 (Macarena). Esta última observación, con�rma que
la mejora de la conexión de varios nodos con el resto de la red conlleva el descenso de tiempo de viaje
percibido por los pasajeros que se observó en la �gura 4.3.
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Figura 4.4: Topología de la red de metro para 
 = [6 :3; 6:7; 7:1] y � = 10 . El tamaño de los nodos hace referencia a la
capacidad construida en cada estaciónvy el grosor y color de los enlaces se representa en función de la capacidad diseñada
para los mismos. Los colores se han normalizado para que el amarillo se corresponda con el enlace de mayor capacidad
(valor normalizado unitario).

Resultados para distintos escenarios de costes �jos de construcción

Para completar el caso de estudio base, se presentan los resultados de una serie de simulaciones
en las que se varía el valor del parámetro� que pondera los costes �jos de construcción de enlaces
y estaciones. El valor de
 se adapta de tal forma que el porcentaje de la demanda atraída no varíe
de forma signi�cativa (con una tolerancia máxima del 5 %) con respecto al caso base, donde� = 10
y 
 = 6 :7 . De esta manera, se facilita el análisis y comparación de los resultados. Los valores de�
elegidos han sido� 2 f 5; 10; 12g. Para hacer más sencilla la interpretación de los resultados, se emplea
una visualización similar a la de la �gura 4.4, donde se representa la topología de la red obtenida.
Las topologías asociadas a los tres valores de� considerados se muestran en la �gura 4.5, mientras
que las métricas más importantes se reportan en la tabla 4.5. La principal diferencia con respecto al
caso de estudio anterior se observa en el número de arcos construidos, que decrece con el valor de� .
Valores de � mayores suponen mayores costes �jos y, por lo tanto, aumentando el presupuesto para
mantener nivel de demanda atraída, la red tiene: i) menor cantidad de arcos construidos y ii) arcos con
mayor capacidad. Es posible apreciar cómo, en la grá�ca superior de la �gura 4.5, los nodos 2 (Sur)

60



y 24 (Tomares) tienen más conexiones directas que en las soluciones obtenidas en la grá�ca central e
inferior de la �gura 4.5. Por otro lado, la mayor diferencia entre las redes para� = 10 y � = 12 es
que, para la red de� = 12, no se construye estación en el nodo 7 (Isla Mágica) y se construyen menos
enlaces en torno al nodo 23 (Bellavista).

Figura 4.5: Topología de la red de metro construida para � = 5 y 
 = 3 :7 (grá�ca superior), � = 10 y 
 = 6 :7 (grá�ca
intermedia) y � = 12 y 
 = 7 :7 (grá�ca inferior). El valor de 
 en cada escenario se han ajustado para dar lugar a una
atracción de demanda en el entorno del 25 %. El tamaño de los nodos hace referencia a la capacidad construida en cada
estaciónvy el grosor y color de los enlaces se representa en función de la capacidad diseñada para los mismos. Los colores
se han normalizado para que el amarillo se corresponda con el enlace de mayor capacidad (valor normalizado unitario).

4.4.2. Sobreponderación de usuarios provenientes de zonas deprimidas

La tabla 4.6, obtenida de la base de datos del INE para 2021 [61], pone de mani�esto que la renta
per cápita de los distritos de la ciudad de Sevilla es muy heterogénea. Esto supone que haya una gran
disparidad económica entre los usuarios de cada una de las estaciones de la red de metro. La �gura 4.6
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� 
 D.A. [ %] Pres. [ AC] Arcos Nodos Cap. �t P AX �t P AX ext
�t ruta t comp [s]

5 3.7 26.88 2:64 � 105 64 19 596 15.74 20.32 16.60 2510
10 6.7 28.54 4:52 � 105 60 19 680 15.90 20.02 16.72 2354
12 7.7 24.20 4:63 � 105 54 17 569 15.12 20.40 15.26 2233

Tabla 4.5: Métricas reportadas para simulaciones considerando distintos escenarios de coste �jo y ajustando el valor de

 para obtener una cobertura de demanda en el entorno del 25 %.

Distrito Renta per cápita [ AC] Distrito Renta per cápita [ AC]

Centro 17577 Macarena 11124
Nervión 18554 Cerro Amate 8809

Sur 13270 Triana - Cartuja 15123
San Jerónimo - Norte 10612 Santa Justa 14035

Sevilla Este 11388 Bellavista 14309
Remedios 18682 Camas 9419
Tomares 14906

Tabla 4.6: Renta per cápita por distrito en Sevilla.

realiza una representación de esta disparidad, asumiendo que la renta de los pasajeros que usan una
estación se corresponde con la renta media del distrito en el que la estación se encuentra.

En este caso de estudio, se pretende analizar cómo cambia la topología de la red si en el diseño de
la misma se priman a zonas económicamente más deprimidas. La metodología propuesta para llevar a
cabo este estudio supone: 1) postular la existencia de un coe�ciente asociado a cada mercado(o; d) 2 K ,
2) establecer un mecanismo que haga que los pasajeros de zonas deprimidas tengan un coe�ciente más
alto y 3) formular un nuevo problema de optimización en el que los términos de la función objetivo
asociados a la captación de la demanda (3.9)-(3.11) de cada mercado(o; d) 2 K estén multiplicados
por los coe�cientes obtenidos en el paso anterior. Para llevar a cabo el diseño, se establece lo siguiente:

a) Cada distrito tiene asociado un coe�ciente entre 1 y 3, estando el valor máximo asociado al
distrito más pobre (Camas) y el valor mínimo asociado al más rico (Remedios). Para el resto
de distritos se asignan valores entre 1 y 3 de forma proporcional a la diferencia de renta con los
distritos extremos.

b) Cada estacióni tiene como coe�ciente multiplicador de demanda (denotado como� i ) el coe�ciente
del distrito en el que esté ubicada.

c) Cada mercado(o; d) 2 K tiene como coe�ciente (denotado como� od), que se de�ne a partir de
los coe�cientes de estación mediante la regla� od = m�ax f � o; � dg.

Debe hacerse notar que la decisión de diseño� od = m�ax f � o; � dg promueve soluciones donde la red
de metro se expande hacia los barrios con menor nivel económico (sin importar si dicho barrio es origen
o destino del �ujo), facilitando la comunicación de estos distritos con el resto de la ciudad, para así
ayudar a un mayor desarrollo social en estas áreas. Por último, antes de pasar a la presentación y
análisis de resultados, conviene señalar que el mecanismo de sobreponderación de demanda propuesto
es una solución particular para dar mayor prioridad a la construcción de infraestructura en zonas
deprimidas. No obstante, otras muchas aproximaciones son posibles y, en el futuro, se estudiarán otras
alternativas.
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Figura 4.6: Representación geográ�ca de los nodos potenciales de la red de metro. El tamaño de los nodos hace referencia
al coe�ciente asociado a los mismos según la renta per cápita media del distrito al que pertenecen (a mayor tamaño,
menor renta).

La metodología de sobreponderación de zonas deprimidas se aplica a dos escenarios: uno donde

 = 3 :1 (menor nivel de despliegue) y otro donde
 = 3 :3 (mayor nivel de despliegue). En ambos
escenarios se �ja� = 10, siendo también iguales los valores para el resto de parámetros y variables
de estado. Los resultados obtenidos para estas dos con�guraciones se reportan en la tabla 4.7 y la
�gura 4.7. Los resultados con�rman que para menores valores de
 el despliegue de la red (capacidad,
presupuesto y demanda atraída) es mayor y que el tiempo de cómputo es similar. Resulta especialmente
interesante comparar los resultados con los obtenidos para el caso base original (sección 4.4.1), donde no
se primaban los pasajeros de las zonas deprimidas. Estas diferencias se aprecian mejor en la �gura 4.7.
Concretamente, en la grá�ca superior de dicha �gura se observa que la red tiende a conectar los nodos
22 (Sevilla Este), 13 y 5 (ambos pertenecientes a Camas) con el centro de la ciudad, siendo estos dos
de los distritos con menor nivel de renta. Comparando la grá�ca superior de la �gura 4.7 con la grá�ca
superior de la �gura 4.4 y revisando el presupuesto utilizado en las tablas 4.4 y 4.7, se comprueba
como, para valores similares de presupuesto, la red en este caso de estudio es más descentralizada,
buscando atender zonas deprimidas. Esto contrasta con el comportamiento del caso base, donde para
valores intermedios de presupuesto el foco se centraba en absorber la demanda de la mayoría de nodos
situados en el centro de la ciudad. En la grá�ca inferior de la �gura 4.7 se representa la red obtenida
para un mayor nivel de despliegue (un mayor
 , lo que se traduce en una mayor capacidad, demanda
y presupuesto) . En este caso, cabe destacar el mayor desarrollo de la red en Sevilla Este, conectando
el nodo 11 además del 6 (Aeropuerto - Sevilla Este), así como la inclusión del nodo 20 (Pino Montano
- Norte), otro de los barrios más deprimidos de la ciudad. Comparando la grá�ca inferior de la �gura
4.7 con la grá�ca central de la �gura 4.4, se puede observar cómo, al tenerse en cuenta la renta de los
distritos, se incluye antes al nodo 20 (Pino Montano - Norte) que a nodos procedentes de distritos con
mayor nivel de renta, como pueden ser 24 (Tomares), 2 (Sur) o 7 (Cartuja - Triana).
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 D.A. [ %] Pres. [ AC] Arcos Nodos Cap. �t P AX �t P AX ext
�t ruta t comp [s]

3.1 14.43 2:89 � 105 36 14 298.73 14.78 19.96 14.94 3240
3.3 28.09 4:56 � 105 56 19 666.39 17.94 19.52 19.24 2189

Tabla 4.7: Métricas reportadas para las simulaciones priorizando demanda según nivel de renta para un valor de� = 10 .

Figura 4.7: Topología de la red de metro para � = 10 y 
 = f 3:1; 3:3g, priorizando la demanda procedente de barrios con
menor nivel de renta. El tamaño de los nodos hace referencia a la capacidad construida en cada estaciónvy el grosor y
color de los enlaces se representa en función de la capacidad diseñada para los mismos. Los colores se han normalizado
para que el amarillo se corresponda con el enlace de mayor capacidad (valor normalizado unitario).

4.4.3. Crecimiento de la demanda y adaptación futura

En esta subsección, en lugar de trabajar con los datos de demanda obtenidos de [27], se ha decidido
hacer una predicción demográ�ca a medio plazo, observando la tasa de crecimiento para cada distrito y
las promociones de viviendas de obra nueva existentes. De esta forma, se puede adaptar la construcción
de la red de metro a la demanda esperada en el futuro. Los resultados de dicha predicción permiten
calcular los coe�cientes de crecimiento de cada distrito en función de las promociones de obra nueva en
el mismo (véase tabla 4.8). Estos coe�cientes toman un valor entre0:9 y 1:6. Con esta predicción, la
demanda futura para un par origen-destino (de forma genérica, el par(o; d) 2 K ) se obtiene mediante
un sencillo modelo multiplicativo, donde la nueva demanda es igual a la demanda original multiplicada
por el producto entre el coe�ciente de crecimiento asociado al distrito donde se encuentre el origeno y
el coe�ciente asociado al distrito donde se encuentre el destinod. Al igual que se comentó en el caso de
estudio anterior, este mecanismo de asignación de coe�cientes es una aproximación particular, cuyo �n
último es ilustrar los bene�cios de la metodología de diseño de RdT presentada, siendo importante tener
en cuenta que existen muchas otras formas alternativas para predecir el crecimiento de la demanda y
evaluar su impacto en el diseño de la red.
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Distrito Promociones de obra nueva Distrito Promociones de obra nueva

Centro 10 Macarena 0
Nervión 16 Cerro Amate 11

Sur 0 Triana 6
San Jerónimo - Norte 5 Santa Justa 0

Sevilla Este 5 Bellavista 21
Remedios 0 Camas 6
Tomares 4

Tabla 4.8: Promociones de viviendas de obra nueva por distrito en Sevilla.

Figura 4.8: Representación geográ�ca de los nodos potenciales de la red de metro. El tamaño de los nodos hace referencia
al coe�ciente asociado a los mismos según el crecimiento demográ�co esperado del distrito al que pertenecen.

Como en la subsección anterior, se simulan dos escenarios, cada uno con un despliegue de la red
(valor del parámetro 
 ) distinto. En ambos escenarios se establece� = 10, siendo también iguales
los valores para el resto de parámetros y variables de estado. Los resultados obtenidos se resumen
en la tabla 4.9 (métricas más relevantes) y en las dos grá�cas de la �gura 4.9. Las conclusiones más
signi�cativas se obtienen al comparar la topología de las redes construidas con la topología de la red
para el caso base. Concretamente, comparando la grá�ca superior de la �gura 4.9 con la grá�ca central
de la �gura 4.4, se observa cómo la red de metro en este caso se extiende hacia los barrios de Bellavista
y Cerro Amate, puesto que estas son las zonas con una mayor proyección de crecimiento de población.
Esto también es visible, aunque de manera más sutil, al comparar la grá�ca inferior de la �gura 4.9
con la grá�ca inferior de la �gura 4.4, dado que los nodos situados en la periferia, como pueden ser 20
(Pino Montano) o 2 (Bellavista) presentan un mayor nivel de conexión que en la solución presentada
en el escenario base.
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