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Introduccion

El objetivo de este trabajo serd presentar la teoria de la integral de Lebesgue
asi como algunos resultados importantes sobre ella, con el fin de solventar las
limitaciones y deficiencias que presenta la més conocida y estudiada integral de
Riemann.

Para ello, comenzaremos con un capitulo donde revisitaremos la integral de
Riemann y exploraremos de forma superficial su teoria y algunos resultados im-
portantes sobre esta. Tras ello, dedicaremos el capitulo 3 a exponer las limitacio-
nes y deficiencias de esta integral. Veremos aquellos problemas que presenta la
integral de Riemann o que no consigue resolver y que mas tarde provocarian los
intentos por desarrollar una nueva teoria de integracién.

Estas nuevas teorias de integracion quedarian finalmente culminadas gracias
a Henri Lebesgue y el desarrollo de su teoria de la medida. Es por ello que dedi-
caremos el capitulo 4 completo a desarrollar esta teoria, la cual sera la base para
la construcciéon de la integral de Lebesgue. En este capitulo también explorare-
mos el problema de la medida, el cual determina que es imposible desarrollar una
medida sobre todos los conjuntos de R de forma que asocie a cualquier intervalo
(a,b) su longitud b — a.

Una vez expuesta la teoria de la medida, con sus principales resultados y
problemas, nos adentraremos en la construccion de la integral de Lebesgue. Defi-
niremos la integral de Lebesgue para un grupo de funciones que seran las funciones
simples, y a partir de ahi generalizaremos la definicién a grupos de funciones mas
extensos fundamentandonos en la aproximacién de funciones por sucesiones de
funciones simples.

Por dltimo, veremos algunos resultados que derivan del desarrollo de esta
teoria de integracion, enfocandonos sobre todo en cémo resuelve la integral de
Lebesgue los problemas y limitaciones que presentaba la integral de Riemann.



Integral de Riemann

2.1. Definiciones previas

Primero desarrollaremos la teoria en la que se basa la integral de Riemann, con
algunas de sus propiedades y veremos sus limitaciones. Plantearemos el desarrollo
de la integral de Riemann sobre R™.

Para ello, presentemos unas definiciones previas.

Particién de un intervalo: Sean a,b € R / a < b, P es una particién
del intervalo [a, b] si :

P Cla,b] a,be P y P esfinito

Rectangulo n-dimensional: R C R" tal que:

R = [ay,b1] X [ag,bs] X ... X [an,b,]| con —o0 <a; <b <400, Vie{l, .., n}

Volimen de un rectangulo: |V(R) = H(b@ —a;)
i=1

1
2

Didmetro de un rectingulo: |d(R) = (Z(bz - ai)2>
i=1
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Capitulo 2. Integral de Riemann

» Particién de un rectidngulo: (P ={P,P,,...,P,}| donde cada P; es

una particién del intervalo [a;, b;].

Si S es un subrectangulo de R formado a partir de P lo notaremos como
SeP.

Denotaremos como P(R) al conjunto de todas las posibles particiones del
rectangulo R.

» Particién maés fina: Sean P;, P, € P(R). Diremos que P, es mas fina
que P, P, < Py, si cada subrectangulo de P; se encuentra en Ps.

Sea R C R™ un rectangulo n-dimensional, f : R — R una funcién acotada y
P una particiéon de R. Para cada subrectangulo S € P definimos:

ms(f) =f{f(z) [z €S}  Ms(f) =sup{f(z) / z € 5}

Entonces definimos las siguientes sumas:

» Suma Inferior de f respecto a P: | L(f, P) := Z V(R) - mg
SeP

» Suma Superior de f respecto a P: |U(f, P) := Z V(R) - Mg

SeP

Veamos algunas propiedades que derivan de las definiciones de estas sumas.
Sean R C R un rectangulo, f : R — R una funcién acotada, y P, P',Q € P(R)
particiones de R con P < P’. Entonces:

i |L(f,P) SU(f,P)

ii. |L(f,P) < L(f,P') SU(f,P) SU(f,P)

iii. |L(f,P) <U(f,Q)

iv. \mg(f)-V(R) < L(f, P) SU(f, P) < Mg(f) - V(R)

2.2. Integrales de Darboux y de Riemann

Sea R C R™ un rectdangulo n-dimensional y sea f : R — R una funciéon
acotada. Definimos:



2.2. Integrales de Darboux y de Riemann

» Integral Inferior de Darboux: /f(x) dx :=sup{L(f, P)/P € P(R)
R

» Integral Superior de Darboux: /f(x) dx .= mf{U(f, P)/P € P(R)
R

Para cualquier funcion f : R — R se cumple :

/Rf(x) dx §7Rf(x) dx

» Funcién integrable Riemann: Se dice que una funciéon f : R — R
acotada es integrable Riemann cuando se da la igualdad entre las integrales
superior e inferior de Darboux:

Lf(w) dx :Zf(x) dx

= Integral Riemann: En el caso de que una funcion sea integrable Riemann
se define la integral de Riemann de la funcién f : R — R como:

Lf:zgmwmzlgmwm:zywwm

» R(R) :={f: R— R/ f funcién integrable Riemann}

Veamos algunas propiedades de las funciones integrales Riemann:

Linealidad respecto al integrando:

b b b
ﬁgeRm>ymﬁeR=$aﬂﬂwﬂamyf/@ﬁ+ﬁm=a/f+ﬁ/g

Linealidad respecto al intervalo: Si Ry, R, C R” son dos rectangulos
n-dimensionales disjuntos tales que R; U Rs = R es un rectangulo n-
dimensional, y f € R(R;) N R(Ry), entonces:

feRW)y(éﬂwszf@Mw%Rﬂ@M

Monotonia: Si f,g € R(R),y f(z) < g(z), Vz € R, entonces: / f(z) doz < / g(x) dx
R

WM%WESLﬂ@MSMﬁ%WE
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Capitulo 2. Integral de Riemann

2.3. Condiciones de Integrabilidad Riemann

Veamos ahora algunas condiciones que deben cumplir las funciones para ser
integrables Riemann o que cumplen por el hecho de ser integrables Riemann.

- Condicién de Riemann: Sea R C R" un rectangulo n-dimensional y sea
f : R — R. Entonces f es integrable Riemann si y solo si para cualquier
nimero £ mayor que 0 se puede encontrar una particion de R tal que la
diferencia entre la suma superior y la suma inferior sea menor que &:

feR[ab < Ve>0, IPeP([R) /U(f,P)—L(f,P)<e

- Condiciones Suficientes:

» Sea I C R un intervaloy f: I — R monétona = f € R(R)
» Sea f: R — R continua = f € R(!)
Es decir:  |C(R) C R(R)

Por tltimo, vamos a ver una condicion necesaria y suficiente que expreso
Lebesgue para la integrabilidad RIemann de las funciones acotadas. Para ello,
primero veremos algunas definiciones previas y algunos resultados previos que
nos ayudaran a demostrar el teorema de Lebesgue.

= Medida Nula: Se dice un conjunto A C R" tiene medida nula si Ve > 0,
I{ R, }neny C R™ un recubrimiento de A por rectdngulos de forma que:

f: V(R,) <e

Este concepto esta fuertemente relacionado con la teoria de la medida que
desarrollaremos posteriormente en los capitulos de la integral de Lebesgue.

= Oscilacion: Dada una funcién f : A — R acotada y B C A, se llama
oscilacién de f en B a:

O(f, B) = MB(f) - mB(f)

siendo Mp(f) =sup{f(z) / x € B} y mg(f) =f{f(z) / v € B}.

Y se llama oscilacién de f en x € A a:
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2.3. Condiciones de Integrabilidad Riemann

Of.) = W{O(f. B(.5) N 4) = mfO(f..2)

siendo B(x,¢) la bola abierta de centro z y radio .

El concepto de oscilacién nos ayuda a comprender lo “bien” o “mal”que se
comporta una funcién en relacién a su continuidad. Es facil observar que Vo € A,
O(f,z) >0,y que f continua en z si y solo si O(f,z) = 0.

Por tltimo, veamos un lema que nos ayudara en la demostracién del teorema
de Lebesgue.

- Lema : Sea R C R” un rectangulo n-dimensional y sea f : R — R una
funcién acotada. Si 3¢ > 0 / Vo € R, O(f,z) < g, entonces 3P € P(R)
particion de R tal que:

U(f,P)— L(f,P) <q-V(R)

* Demostracion:

Por la hipétesis, tenemos que Vo € R, 3¢ > 0 / O(f,z,¢) < q. Sea @), un
rectdngulo abierto tal que z € Q, C Q, C B(xz,¢). Entonces, es facil observar
que R C J,cp @z asi que {Q; }2er es un recubrimiento por rectangulos abiertos
de R, un compacto. Por lo que existe un subrecubrimiento finito {Qy,, ..., @z, } C

{Qx}xeR tal que R g Uf:1 Qxl g U§:1 Q_xl

Si tomamos P € P(R) la particiéon de R determinada por los vértices de los
rectangulos abiertos @, y sea Q' un rectangulo contenido en @),, N R, tenemos:

O(f.Q") < O(f,Qs N R) < O(f, B(wi,e) NR) = O(f,zi,¢) < q

Entonces:

U(f,P)— L(f.P) =Y (My(f) = mo(f)HV(Q) =

QepP

=2 0LQWV(@) <a Y V(Q) =aV(R)

Q/ep Q/ep

g

Veamos por ultimo el Teorema de Lebesgue, el cual serd una forma de
caracterizar a las funciones acotadas que son integrables Riemann, pues es una
condicién necesaria y suficiente de integrabilidad Riemann.
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Capitulo 2. Integral de Riemann

- Teorema de Lebesgue: Sea R C R" un rectangulo n-dimensionaly f : R — R
acotada. Sea D := {xz € R / f discontinua en z}, entonces:

D tiene medida nula <= f € R(R)

* Demostracion:

Supongamos que D tiene medida nula. Sea € > 0. Entonces, como f es conti-
nua en x si y solo si O(f, x) = 0, tenemos:

D.:={xe€R/O(f,x) >e} CD ysepuede ver que D:UDa.

e>0

Veamos que Ve > 0, D, es un conjunto compacto. Dado ¢ > 0, D. C R, por
lo que, obviamente, D, es un conjunto acotado. Ahora, Vo ¢ D., tenemos que
O(f,x) < e, de lo que se deduce que 3 § > 0 tal que B(z,§) N R C (R\ D.)NR.

Es decir, D, es cerrado. Como D, es cerrado y acotado, entonces es compacto.

Por tanto, tenemos que Ve > 0, D. es un conjunto compacto de medida nula,
asi que existe un recubrimiento finito {Q1, ..., Qx.} de rectdngulos abiertos tal
que:

ke ke
DEQUQi con Ri=Q; vy ZV(Ri)<€'
i—1 i—1

Sea P € P(R) la particién de R definida por los vértices de los rectdngulos
R;. Entonces, para cualquier subrectangulo S € P se tiene que o esta contenido
en algin R; o es disjunto a los interiores de los R; con i € {1, ..., k.}. Entonces
podemos dividir los subrectdangulos de P en dos subgrupos:

R :={SeP/Fief{l, . k},SCR;}
Ry:={SeP/SNQ, =0, Vie{l,. . k}}

Si Sy € My tenemos que Sy N D, = (), es decir, Vo € Sy, O(f,z) < e. Por el
lema anterior, tenemos que existe Ps, € P(S2) una particién de Sy tal que:

U(f, Ps,) = L(f, Ps,) <&-V(52)

Sea P’ € P(R) la particién de R formada por los vértices de todas las parti-
ciones Pg, con Sy € Ry junto con la particién inicial P. Entonces P’ es mas fina
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2.3. Condiciones de Integrabilidad Riemann

que Py para cada Sy € Ry define una particion Pg, € P(S;) més fina que Ps,.
Por lo que:

> (Mo (f) = ms(f)) - V(S') = U(f, Ps) = L(f, Ps:) <

S'esSs
< U(fapsz)_L(f7P52) SEV(SQ)

Para los subrectangulos S; € Ry, y como f es acotada, IM >0 / |f| < M.
Entonces:

> (Mo(f) —ms(f)-V(S)<2M Y V(S)=2M-V(S)

S’eS1 S’eS1

Entonces obtenemos:

U(f,P)=L(f, P)= > > (Ms(f) —ms(f)V(S)+

S1€R1 S’eSt

+ 3 3 Me () —me (V) <2M Y V(S +e Y V(S) <

5269%2 S’eSy S1€m1 Sgemz

< QMZE V(R;) +eV(R) <2Me +V(R)e = 2M + V(R))e

Por lo que se cumple la condicién de Riemann, es decir, que f € R(R) es
integrable Riemann.

Veamos ahora la otra implicacién. Supongamos que f € R(R). Queremos
demostrar que D = {z € R/ f es discontinua en z} tiene medida nula. Definimos
los siguientes conjuntos Dy, := {# € R / O(f,x) > *} para n € N. Es facil ver

que D = |J D;/,. La unién numerable de conjuntos de medida nula es también
neN
un conjunto de medida nula, por lo que bastara con demostrar que los conjuntos

Dy, tienen medida nula.

Seann € Ny e > 0. Como f es una funcién integrable Riemann, por el
criterio de Riemann tenemos que 3 P € P(R) / U(f,P) — L(f, P) < <.

Para cualquier punto de D1 tenemos dos posibles casos: o bien se encuentra
. . n Vd . . 7 .
en el interior de alguno de los rectangulos que define la particiéon P, o bien se
encuentra en su frontera.

Dl =D (U Int()) D3 = Dapun (| Fr(S))

Sep SeP



Capitulo 2. Integral de Riemann

Veamos que cada uno de estos conjuntos tiene medida nula. Como para cual-
quier rectangulo su frontera es uniéon numerable de conjuntos de medida nula
en R"™, entonces D% In tiene medida nula. Por otro lado, sean Sy,...,S, € P los
rectdngulos definidos por P que tienen algin punto x; € Dy, en su interior. En
ese punto la oscilacion es O(f, ;) > L. Tomando 6 > 0 / B(x;,0) C S;, entonces:

O(f,8:) = O(f, B(x:,6)) = O(f,xi,0) > O(f, ;) >

S|

De lo que se deduce:

k k
EZV(&) < ZO(f, SOV (S;) < U(f,P) — L(f, P) < %

n <
=1

Por lo que se obtiene que Vn € N, D/, tiene medida nula. En consecuencia,
D tiene medida nula.

2.4. Integral de Riemann en R

Por dltimo, cabe destacar algunos teoremas importantes sobre integracion
Riemann definidos para funciones definidas en un intervalo [a,b] C R, es decir,
en una dimension.

» Primitiva: Sean [a,b] C R intervalo y f : [a,b] — R una funcién. Se dice
que F : [a,b] — R es una primitiva de f si :

F'(z) = f(x)| Vz € |a,b]

donde f es una funcién integrable Riemann en [a, b].

9



2.4. Integral de Riemann en R

- Si f € Rla,b] entonces es facil demostrar que su integral indefinida es
continua en [a, b].

» Primer Teorema Fundamental del Célculo: Sea f € Rla,b] y F su
funcién integral indefinida. Entonces:

f continua en xg € [a,b] — F derivable en xy y | F'(z¢) = f(z0)

» Segundo Teorema Fundamental del Célculo: Sean f € Rla,b] y
g : [a,b] — R una funcién primitiva de f en [a, b]. Entonces:

/abf = g(b) — g(a)

Algunos resultados ttiles que se derivan de la deficion de integral de Riemann
son los siguientes:

» Integracién por partes: Sean f,g: [a,b] — R integrables y F,G: [a,b] —
R continuas en [a, b] y derivables en (a, b) con F’ = fy G’ = g, entonces:

/Fg:FG—/fG

» Cambio de Variable: Sean g € C'([a,b]) y f : g([a,b]) — R continua

entonces:
g(b) b ,
| t=[ens
g(a) a

10



Limitaciones de la Integral de Riemann

A pesar de la gran utilidad de la integral de Riemann, esta resulta ineficiente
en algunos aspectos de las matematicas. Veamos algunas de las limitaciones que
tiene la integral de Riemann:

1. Unicamente las funciones acotadas definidas sobre rectangulos compactos
son susceptibles de ser integrables Riemann. Esto deja fuera a una enorme
parte de las funciones.

2. Sea una sucesién de funciones integrables Riemann {f,},en € R(R) que
convergen puntualmente a una funcién limf,(z) = f(z), Vo € R. Esta
n

funcién puede no ser integrable Riemann f ¢ R(R), o, incluso en el caso de
que si lo sea, el valor de su integral no tiene por qué coincidir con el valor
del limite de las integrales de f,,.

Por ejemplo, consideremos la sucesién de funciones { f,, },en definidas en el
intervalo [0,1] como:

_ 1 si x€ {Q1,Q2,.-‘;qn}
falz) = { 0 si ze€[0,1]\{q1,92, - qn}

donde {¢;}ien es una enumeracién del conjunto de niimeros racionales. En-
tonces, es una sucesion de funciones integrables Riemann. Sin embargo, el
limite de la sucesién es:

lim f,,(z) = f(z) =

n—0o0

1 si 2z€Q
0 si z€[0,1]\Q

11



Esta fucién, conocida como la funcién de Dirichlet, no es una funcién inte-
grable Riemann, pues es discontinua en todos los puntos del dominio [0,1].

Otro ejemplo, para el segundo caso, es la sucesién de funciones {f,} C

R([0,1]):

[ n s o2e(0,1)
f"(x)_{ 0 si zel0,1]\(0,1)
Esta sucesién tiende puntualmente a f = 0, que también es integrable
Riemann. Sin embargo:

1 1
1= lim [ f.(z)dzx %/ f(z)dr=0
. Pueden existir funciones f,g : R — R iguales salvo en un conjunto de
medida nula de R, pero de forma que una sea integrable Riemann y la otra
no.

Por ejemplo, si f es la funcion de Dirichlet que hemos visto en el ejemplo
anterior, Vr € R\ Q, f =0, es decir, que la funcién es igual a 0 excepto en
un conjunto de medida nula. Tenemos que 0 € R([0, 1]), pero f ¢ R([0, 1]).

. Existen funciones diferenciables F' : R — R tales que Vx € R, F'(z) =
f(z), con f acotada, pero que sin embargo f no es integrable Riemann,

f ¢ R(R).

12



Medida de Lebesgue

Debido a estas limitaciones, la integral de Riemann se empez6 a sentir in-
suficiente. Es por ello que los matematicos de finales del siglo XIX y principios
del XX dedicaron sus esfuerzos a desarrollar una nueva teoria de integracién que
resolviera estas limitaciones. Fue el matemético Henri Lebesgue el que consigui
ofrecer el desarrollo méas completo de una nueva integral.

Para ver como se desarrolld la integral de Lebesgue debemos adentrarnos
primero en la teoria de la medida, base para la construccién de la integral de
Lebesgue. Veamos algunas definiciones previas.

Si X # () un conjunto no vacio, se define:

» o-dlgebra sobre X: M C P(X) que cumple:

i [X e M|

.| Ae M= A=X\AecM

ifi. | {Aybnen €M = | A, e M

n=1

» Espacio Medible: Dupla (X, M) tal que:

e X = () es un conjunto no vacio

e M es una o-algebra sobre X

13



Los conjuntos de una o-algebra, A € M, se denominan conjuntos medibles.

- Sea M una o-dlgebra. Entonces, se comprueba facilmente que M contiene los
siguientes elementos:

i. El conjunto vacio:

ii. La unidn finita de elementos de M: |[{A4,}" |, C M = U A, e M

n=1

iii. Las intersecciones finitas e infinitas numerables de elementos de M:

{An}nGNCMjﬁAneMa ﬁAnEM
n=1

n=1

iv. La diferencia de elementos de M:|A, Be M = A\ Be M

» Medida positiva: Aplicacién p: M — [0, +00] que cumple:

i {p@) =0

i (| An) = n(An) V{Afnen CM [ AN A; =0 (i #j)

Tipos especiales de medidas:

- Medida finita: Si u(X) < +o0
- Medida de probabilidad: Si u(X) =1

- Medida o-finita: Si 3{ A, },en C M/ Vn e N, p(A,) <+ooy JA, =X

n=1

- Medida completa: SiVA € M / u(A) =0 setieneque BC A= Be M

Espacio de medida: Terna (X, M, p) tal que:

e (X, M) es un espacio medible

e 1 es una medida positiva definida sobre M

14



Capitulo 4. Medida de Lebesgue

Algunas propiedades que cumplen los espacios de medida son las siguientes:
- Sea (X, M, pt) un espacio de medida, entonces:

i. p finitamente aditiva: V{A,}", Cc M / AiNA; =0 (i #j)

PJ(U A,) = ZPJ(AN)

ii. 4 monétona: A, Be M: |AC B = u(A) < u(B)

iii. A BeM y u(A) < +oo: |u(B\A) =pu(B)— p(A)

iv. {An}neny C M, entonces: ,u(U A, < Zp(An)
n=1 n=1

<

- { A ey € M tal que Vn € N A, C A,41, entonces:

n—o0

lim p(An) = p(| An)

vi. {Aptnen C M talqueVn e N A, C A,y u(A;) < 400, entonces:

lim p(An) = p([) An)

n—oo

Sin embargo, de la definicién de medida positiva surge un problema, el proble-
ma de la medida. Y es que (asumiendo el axioma de eleccién) se puede demostrar
que resulta imposible definir una aplicacién sobre los subconjuntos de R de forma
que la medida de un intervalo [a,b], a > b € R sea siempre b — a, que sea cons-
tante por traslaciones (es decir, que VA C R, Va € R, pu(A+a) = pu(A)) y que
ademas cumpla las propiedades de una medida. Es por ello que denominamos a
los conjuntos de la o-algebra como conjuntos medibles, pues son aquellos sobre
los que se define la medida. Es por ello también que veremos una definicién menos
restrictiva de las medidas, las medidas exteriores:

» Medida exterior: p* : P(X) — [0, +00] que cumple:
Lo (0)=0

15



ii. AC B= p*(A) < p*(B)

iii. {An}neny C P(X) = p( QlAn) < Zl,u*(An)
Recordemos qué es la longitud de un itervalo.

= Longitud de un itervalo: Sea [ un intervalo, se define su longitud como:

b—a si I esacotado (a,b), [a,b), (a,b] 6 [a,b]
+o0o st I no es acotado

one(r) 111 = {

Queremos crear una medida m sobre R de forma que mantenga la medida
para los intervalos, es decir, que si I es un intervalo, m(/) = long([).

= Medida exterior de Lebesgue:

m*: P(R) — [0, +o0]

Ar— m*(A) = inf {Z |Ix] | AC U I. y VEeN, I CR intervalo}
k=1 k=1

- Esta funcion m* es una medida exterior.

* Demostracion:
Veamos que m* es mondtona. Sean A, B C R tales que A C B. Enton-

o0
ces, para cualquier recubrimiento de B por intervalos {Ix}ren, B C U I,

k=1
obviamente se tiene que también es un recubrimiento de A por intervalos:

A C B C | Ix. Por lo que es facil ver que m*(A4) < m*(B).

k=1
Veamos que la medida de un punto {z} C R cualquiera es 0. Sea x € R, ¢ >
0, tomando la familia de intervalos { I, }ren con I, := [z—e27%71 x+e27F1]
es un recubrimiento de {z}, y:

Z I = Z(:v +e27F g 27 = Ze?‘k =
k=1 k=1 k=1

Por lo que Ve > 0, m*({z}) < e = m*({z}) = 0. Ahora, por monotonia,
como ) C {z} = m*(0) < m*({z}) =0=m*(0) = 0.

Falta por demostrar la subaditividad numerable. Sea {A,},en. Si Ing €

N/ m*(A,,) = +oo, entonces obviamente: m*( | J A,) < 400 = > m*(4,).
n=1 n=1
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Capitulo 4. Medida de Lebesgue

Supongamos entonces que Vn € N, m*(A,) < 4o00. Sea ¢ > 0. Enton-
ces Vn € N, 3{[, ;}ren un recubrimiento por intervalos de A, tal que

o
donkl < m*(A,) + €27, Entonces {[,k}nren €8 un recubrimiento de
=1

o0
J A,, por intervalos de manera que:

n=1
o o0 o
D2 il < 3 mi(4
n=1 k=1 n=1
Luego:

V€>O,m*(DA Zm )+e= m UA <Zm

n=1

Por lo que m* es una medida exterior.

- Ademas, esta medida exterior cumple las siguientes propiedades:

i. VACR, VaeR |m"(a+A)=m"(A)

. VACR, VAER [m*(AA) = [A\|m*(A)

iii. VE C R numerable |m*(E) =0

iv. VI C R intervalo m*(I) = |1

* Demostracion

Las dos primeras propiedades son facilmente demostrables teniendo en cuenta
que si I = (a,b) es un intervalo, entonces ¢+ I = (a + ¢,b+¢) y M = (Aa, Ab) si
A>0y A = (A, Aa) si A <O.

La propiedad iii. se tiene porque al ser F numerable, £ = {z, }nen, por lo que

por subaditividad numerable:

e}

m*(E) =m*(| ) zn Z “{z,}) =0

n=1

17



Por dltimo, veamos que la medida de un intervalo I cualquiera coincide con
su longitud.

Consideremos el siguiente recubrimiento de I, {I }ren, donde Iy = I,y I =
v —e27F 2 +e27%], Vk € {2,3,...} con un z € R cualquiera. Entonces:

Ve >0, Y || = 1|+ &= m"(I) < [I| + £ = m*(I) < [I|
k=1

Sea ahora {Ij}reny un recubrimiento por intervalos cualquiera de I. Sustitu-
yendo [ por I N [} sigue siendo un recubrimiento por intervalos de /. Tomemos

k—1
ahora J; = Iy, Jo = I\ I1, ..., Jy = I \ U In. Por propiedades de los intervalos,

m=1

nE
tenemos que cada Jj; es una unién finita de intervalos: J, = | J ;-
Jj=1

Entonces, tenemos que {J;} con k € N, 1 < j < ng, es un recubrimiento por

0o N
intervalos de I, pues I = |J |J Ji; ¥ tenemos:
k=1j=1
00 0o Nk
DY D Nl == m (1) 2 1]
k=1 k=1 j=1

Por lo que se tiene m*(I) = |1|.
O

Veamos ahora el teorema de Carathéodory, el cual permite construir una o-
algebra a partir de una medida exterior. Una vez obtenida la o-4lgebra, si restrin-
gimos la medida exterior a ese conjunto obtendremos una medida, que ademas
serd una medida completa.

» Teorema de Carathéodory: Sea p* : X — [0, +00], una medida exterior
sobre X. Definimos el siguiente conjunto:

M={McX /VACX, puA)=pANnM)+u (AnM)}

Entonces se cumple que:

i. M es una o-algebra sobre X

ii. p:= p*|p es una medida sobre M

18



Capitulo 4. Medida de Lebesgue

iii. p es completa y ademas: p*(M)=0= M ¢ M

Este conjunto se denomina la o-algebra de conjuntos medibles-Carathéodory
relativa a la medida exterior p*.

* Demostracion:

Sea A C X cualquiera. Como p*(f)) = 0, tenemos:
W(AND) + i (ANT) = 4 (AND) + 5 (AN X) = 5 (0) + 1 (A) = °(A)

Por lo que ) € M

Como la definiciéon del conjunto es simétrica para M y M€ se tiene que, si
M e M,y dado A C X cualquiera,

pt(A) MEM (AN M) + (AN M) = (AN (M) + (AN M)

Por lo que, si M € M, entonces también M € M.

Nos falta demostrar que las uniones infinitas numerables de elementos de M
pertenecen a M. Para ello, antes veamos que la interseccion de dos elementos de
M también pertenece a M.

Sean M, N € M y sea A C X cualquiera:
(A E (AN M) 4 (AN ME) =
NEM AN MAN) + 51 (AN M NN + (AN MC A N°) + p* (AN M N N) =

MEM AN MNAN) + p (AN N®) + p (AN M N N) =
=u (AﬂMﬂN)—l-,u (AN(MAON)NN)+p (AN(MNN)NN°) =

NEM AN (M N N)) + (AN (M AN
Entonces si M, N € M se tiene M NN € M. De esto se deduce también

que MUN = (M°NN)YeMyM\N=MnNN¢e My, por induccién, si
{M;}™, € M entonces ", M;, i~y M; € M.

Por otro lado, si tenemos M, M, € M tal que M;NM, = (), entonces VA C X:

(AN (MU M) MEM (M N AN (MU M,)) + u*(M@ NAN (M UM,)) =

(AN M)+ p (AN My) = ZF‘ (AN M)
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Por induccién, tenemos que V{M;}7, C X / M;nM; =0 (i # j) y VA C X:

p AN (M) =) (An M)
3=1 j=1
De ello se deduce que:
i (A) = 3w (AN M)+ (An (M) vAC X
j=1 j=1

Sea ahora {M;};en, veamos que (o, M; € M.

Podemos suponer que {M,};cn es una sucesion de elementos disjuntos dos a
dos (si no es asf sustituimos la sucesién por My, My \ My, ..., M, \ U= M;, ...).

Sea entonces A C X un conjunto cualquiera:

pA) = Y (AN M)+ (An (Jasy) =

s

ﬁ
Il
—
-
Il
—

(G

pAN M) + (AN (M)

M-

@
Il
,_.
.
Il
,_.

Por ultimo, tomando limites respecto a m y por subaditividad de la medida
exterior:

Por lo que todas las desigualdades deben ser igualdades:

p(A) = (AN (M) + i (An (M)

=1 =1

Por lo que |J;2; M; € M, y queda demostrado que M es una o-algebra.

Veamos que la restriccién p := p*|p es una medida.
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Capitulo 4. Medida de Lebesgue

Obviamente, por propiedades de la medida exterior tenemos que:

Sea {M;}ien tal que M; N M; = (0 si i # j, es decir, disjuntos dos a dos.
Utilizando las tltimas igualdades con A = J;°, M;:

I
NE

p(Jam) = (M) = 3w (2 0005 + (U a0 0 (U M)%) =

1

J

M

(M) + () = Z (M) = ZM(MJ')

1

J

Por lo que se cumple la aditividad numerable y ;1 es una medida positiva.

Por ultimo, veamos que es una medida completa, y quesi M C X y pu*(M) =0
entonces M € M.

Si A C X cualquiera, tenemos:
ANMCM = pw(ANM)<pu"(M)=0= p"(ANM)=0
ANM C A= p (AN M) < u*(A)
pr(A) S p (AN M)+ p* (AN M) =0+ p (AN M) = p* (AN M*) < p(A)
Por lo que todas las desigualdades son igualdades:
p(A) = p (AN M) + (AN M°)

Y, como A es un conjunto genérico de X, tenemos que M € M.

Por ltimo, si M € M con u(M) =0y N C M, tenemos por monotonia que:

pr(N)<p(M)=0=p"(N)=0= N eM

Por lo que ¢ es una medida completa.
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4.1. Conjuntos Medibles Lebesgue

Se define el conjunto de medibles Lebesgue como aquellos conjuntos de
R que son medibles Carathéodory respecto a la medida exterior de Lebesgue. Es
decir:

L:={MCR/VAeR m"(A)=m"(ANM)+m* (AN M)}

Por el teorema de Carathéodory, el conjunto £ es una o-algebra, y la medida
exterior de Lebesgue restringida a este conjunto m := m*|, es una medida positiva
completa. A esta medida exterior de Lebesgue restringida al conjunto de medibles
Lebesgue es a la que se conoce como medida de Lebesgue.

4.1. Conjuntos Medibles Lebesgue

Los siguientes conjuntos son medibles en esta o-algebra de Lebesgue:

1. Abiertos

2. Cerrados

3. FeF,:={F,/ F, cerrado} Uniones Numerables de Cerrados.

n=1
4. G € Gs:={() G, / G, abierto} Intersecciones Numerables de Abiertos.
n=1

5. Intervalos
* Demostracion:

Como los abiertos en R son uniones numerables de intervalos abiertos aco-
tados si probamos que los intervalos son medibles lebesgue, entonces, por las
propiedades de las o-dlgebras, los abiertos también lo seran. Si los abiertos son
medibles, los cerrados (su complementario) son medibles, y entonces las uniones
finitas de cerrados y las intersecciones finitas de abiertos también lo son.

Veamos entonces, que los intervalos abiertos y acotados (a,b) C R son con-
juntos medibles Lebesgue.

Si A C R, entonces tenemos que m*(A) < m*(ANI)+ m*(AnN I por
subaditividad de la medida exterior. Para la otra desigualdad, si m*(A) = +oo,
entonces es obvio m*(ANI)+m*(ANI° < +oo = m*(A). Supongamos que
m*(A) < +o0. Sea £ > 0, sabemos que I{I }ren recubrimiento de A por inter-
valos, tal que > ;- |[Ix]| < m*(A) + e. De esta familia de intervalos sabemos que
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Capitulo 4. Medida de Lebesgue

son acotados (pues si no lo fueran y .- | |I;| = co < m*(A) y habfamos supuesto
m*(A) < 00), y podemos suponer que I,, N I # () (si para algin n la interseccién
fuera vacio, podemos eliminar ese I,, de la familia y seguiria cumpliendo lo ante-
rior). Entonces I,, = (I, N I)U (I, NI¢), de donde I, N I puede ser vacio, o tener
1 0 2 componentes conexas. Supongamos que tiene dos componentes conexas (los
casos en los que es vacio o solo tiene una componente conexa se razonan de forma
similar) I, N I¢ = J, U K,, con J, N K, = 0, entonces {J, }nen U { K, }nen €8 un
recubrimiento de A N I¢ por intervalos.Tenemos entonces que:

m(ANT) +m (ANT) <D (LT[ + ) [Tl + D K[ =) [ <m*(A) +¢
n=1 n=1 n=1 n=1

Como se cumple para cualquier € > 0, tenemos que m*(ANI)+m*(ANI°) <
m*(A). Porlo que I € £. Ademas, a través de uniones o intersecciones numerables
se pueden obtener que el resto de intervalos no abiertos ([a, b], [a, b), (a, b])
también son medibles Lebesgue.

Algunas propiedades de la medida de Lebesgue son las siguientes:

i. Si I C R es un intervalo: |m([) = |1|

ii. Sea A C R:|A compacto = m(A) < +o00

iii. m es completa y o-finita
x Demostracion:

Anteriormente vimos que la medida exterior de un intervalo coincide con su
longitud, por lo que, como todos los intervalos son medibles, la medida de un
intervalo también coincide con su longitud.

Si K C R es un conjunto compacto, es medible (pues es cerrado). Ademas,
por ser compacto en R, eso implica que 3/ C R un intervalo acotado tal que
K C I, y por monotonfa de m tenemos que m(K) < m(I) < +oo, por ser [
acotado.

Ver que m es o-finita es facil, pues R = | J)7 [-n,n] con m([—n,n]) = 2n <
00, Vn € N. Y que m es completa lo vimos por el teorema de Carathéodory.

= Teorema de Caracterizacién de Conjuntos Medibles Lebesgue:

Si A C R, los siguientes enunciados son equivalentes:
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4.1. Conjuntos Medibles Lebesgue

i. Ael

ii. Ve >0, 3G C R abierto /ACG y m* (G\A) <e
ili. 3H € G5, IBCRconm*(B)=0/ A=H\ B

iv. Ve >0, JF CR cerrado /| FCA y m*(A\F)<e
v. IK € F,,3aC CRcon m*(C)=0/ A=KUC

* Demostracién:

i. — ii. Supongamos que A € L. Si m(A) < o0, por la definicién de la medida
de Lebesgue, 3{I, }en un recubrimiento de A por intervalos de forma que
Y orei [ n] < m(A) + 5. Aumentando el tamano de cada intervalo podemos
obtener otro recubrimiento de A por intervalos abiertos {J, },en de manera
que Vn €N, I,, C J, y || < |In] + 555 Sea G = U, Jn, entonces G es
abierto y G, A\ G € L. Como A C G y m(A) < oo, entonces:

m(G\ A) = m(G\ A) = m(G) —m(4) <

SOl =Y L+ <Y ot s=c
n=1 n=1 n=1

En el caso en que m(A) = +o00, como m es o-finita, tenemos que I3{ A, }>2, C
L una familia numerable de conjuntos tal que A = |J2, A, vy Vn €
N, m(A,) < oo. Dado € > 0, aplicando el resultado anterior a cada conjun-
to A, obtenemos que Vn € N, 3G, C R conjunto abierto tal que A, C G,
y m*(Gy \ Ay) < 55, por lo que G = J;~; G, es abierto con A C Gy :

m*(G\ A) =m(G\ A) <m(( (G \ 4,) <

n=1

2n

n=1

<Y m(Ga\ A) = m(G) —m(A) <Y o=

ii. — iii. Tomando e = >0, 3G, € R abierto tal que A C G,, y m*(G, \ 4) <
1.8i H:=(,_,Gn, entonces H € G5, AC H y Vn € N:

m*(H\ A) <m*(G, \ A) < %

Entonces, si B := H \ A, tenemos m*(B) =0y A= H \ B.

i. — iv. Como A€ € L, entonces, por i. — ii., sea ¢ > 0, IG C R abierto, tal
que A° C G con m*(G \ A°) < e. Entonces, F' := G es cerrado, F' C Ay
se tiene:

m (A\ F)=m(A\ F)=m(G\ A°) < ¢
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Capitulo 4. Medida de Lebesgue

iv. — v. De forma andloga a ii. — iii.

iii. — i. Tenemos que A = H \ B con H € G, por lo que H € L, y como
m*(B) =0y m es una medida completa, B € L. Entonces: A= H\ B € L

v. — i. De igual manera, A= KUC con K € F, = K e Lym*(C)=0,m
completa = C' € L. Entonces A= KUC € L

0

Podriamos caer en el error de pensar que cualquier conjunto de R es medi-
ble Lebesgue (£ = P(R)). Sin embargo, como hemos expresado al principio del
capitulo, si asumimos el axioma de eleccion, el problema de la medida no tiene
solucién. El axioma de eleccién es un axioma que fue formulado por Ernst Zer-
melo, el cual postula que dada una familia de conjuntos no vacios, siempre existe
otro conjunto que contiene un elemento de cada uno de los conjuntos. Esto es
trivial para el caso de una familia de conjuntos finita; sin embargo, en el caso de
una familia infinita arbitraria el axioma es indispensable. Asumiendo el axioma
de eleccién, no es posible crear una medida sobre R de forma que se le asigne a
cada conjunto un valor de [0, +00] de manera que cumpla la definicién de medida.
La medida de Lebesgue no es ninguna excepcion. Por tanto, existen conjuntos
de R que no son medibles Lebesgue. A continuacién vamos a ver uno de estos
conjuntos no medibles.

4.2. El conjunto de Vitali

Para definir el conjunto de Vitali, primero debemos definir una relacién binaria
sobre el conjunto [0, 1]. Diremos que z,y € [0, 1] estan relacionados si y solo si su
resta es un numero racional:

’x~y<—>x—y€@‘

Esta es una relacién de equivalencia pues:

1. Reflexiva: Yz € [0,1],  —2=0€ Q=2 ~=x
2. Simétrica: Sizx ~y=—=2-y€Q=—(r—y) eQ=y—-2cQ=y~z

3. Transitiva: Siz ~y,y~z=c—yy—2€Q=>(r—y)+(y—2) €Q=
r—2€Q=z~z2
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4.2. El conjunto de Vitali

Por lo que es una relacién de equivalencia, y se pueden crear entonces clases
de equivalencia.

Definimos ahora el conjunto de Vitali V' tomando exdctamente un unico re-
presentante de cada una de las clases de equivalencia formadas por la relacion
anterior (notemos que aqui estamos utilizando el axioma de elccién). Ahora, sea
{ri}ien una enumeracién del conjunto numerable [—1,1]NQ, de forma que r; # 7;
si i # j. Veamos que si i # j, entonces (r; + V)N (r; + V) = 0.

Supongamos que 3p € (r;+V)N(r;+V), entonces Jvy, v € V / p=r;+uv; =
9 + Vg, entonces 0 = p —p = (1, — ;) — (v —v1) = 1r; — 1; = v2 — v;. Como
ri —r; € Q, entonces vy —v; € Q = v; ~ vy, y como solo hay un tdnico
representante de cada clase de equivalencia en V| eso significa que v; = vy. Pero
entonces v —v; = 0 =1, —1; = 1; = 71, lo cual es una contradiccién con la
hipétesis. Por lo que (r; + V)N (r; + V) = 0.

Definamos ahora el conjunto M = (J7, (r,+V'). Este conjunto cumple [0, 1] C
M c[-1,2].

Sea x € [0, 1], veamos que dn € N / = € r,, + V, es decir, que In € N, Jv €
V / x=r,+v. Como z € [0, 1], pertenece a alguna de las clases de equivalencia
de la relacién que definimos al inicio, por lo que Jv € V' / z — v € Q. Como
0 <z,v <1, entonces z — v € [—1,1], por lo que In € N / r,, = 2 — v. Ahora,
mtv=r—v+v=xer,+V Cl (r,+V). Es decir, [0,1] C M.

Secax e M =, (r, +V), entonces In €N, Jv eV / x =r, + v. Como
—1<r, <1y0<wv<1,entonces r, +v € [—1,2]. M C [—1,2]. De esto se
deduce que:

1 =m([0,1]) < m(M) < m(]-1,2]) = 3

Por 1ultimo, como M es la union numerable de conjuntos disjuntos dos a dos,
por la aditividad numerable de la medida tenemos:

m(M) = m(

(@:

(ra+ V) =) mry+V)=>_ m(V)

n=1

Sin embargo, esto lleva a contradiccion, pues:

» Sim(V) =0, entonces m(M) = 0 < 1, contradiccion.

» Sim(V) > 0, entonces m(M) = +o00 > 3, contradiccion.

Por lo que no se puede asignar un valor a la medida de V', es decir, que no es un
conjunto medible de Lebesgue.
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Capitulo 4. Medida de Lebesgue

El problema de la medida nos decia que no existe ninguna aplicacién de los
subconjuntos de R a [0, +o0] de forma que a cada intervalo [a, b] le asigna su lon-
gitud b —a y que sea numerablemente aditiva. Hemos encontrado un subconjunto
de R que no es medible Lebesgue, por lo que la medida de Lebesgue no es una
medida positiva sobre P(R).

27



Integral de Lebesgue

Vamos a comenzar a definir la integral de Lebesgue sobre un conjunto de
funciones concretas muy reducido y a partir de ahi ampliaremos la definicién
para abarcar el mayor numero de funciones posibles. Comenzaremos el capitulo
recordando qué es la funcién caracteristica de un conjunto.

» Funcién Caracteristica: Dados X # () y A C X, definimos la funcién
caracteristica de A como:

XAiX—>R

s 1 si €A
0 si e X\A

- Veamos algunas propiedades que se deducen de esta definicién. Si A, B C X:

L xg=0y xx=1

. Xa°XB = XanB

. Yae=1—xa

iv. {xu=1}=4y {xu=0=X\4

Mientras que la integral Riemann se basa en la aproximacion de sumas infe-
riores y superiores de la funcién, la integral Lebesgue se basa en la aproximacion
de la funcién mediante funciones simples. Veamos qué son las funciones simples.

Sea (X, M) un espacio medible:
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

» Funcién Simple: ¢ : X — R tal que toma un nimero finito de valores.
Es decir, que |p(X)| < 400

= Funcion Simple Medible: ¢ : X — R funcién simple que toma los
valores en conjuntos medibles.

Es decir, si ¢ '(a) e M, Va € R

La definicién de funcién simple (resp. simple medible) se puede expresar de
la siguiente forma:

daq, ag, ...,y € Ry Ay Aoy ooy Ay C X (vesp. Ap, Ao,y Ay € M) disjuntos

dos a dos tal que:

Y= Z Qi X A;
=1

Evidentemente, podemos suponer X = [J A;.
i=1

- Las funciones simples (resp. simples medibles) constituyen un espacio vectorial,

ya que, por ejemplo, si ¢ = Y ", a;xa;, ¥ = Z?:l bjxp, son funciones

simples (resp. simples medibles) y «, 8 € R:

ap + B = Z Z(aai + ﬁbj)XAinBj

i=1 j=1
es una funcién simple (resp. simple medible).

Sea R = R U {—00, +00} la recta real ampliada.

» Funcién Medible: f : X — R tal que la imagen inversa de los conjuntos
abiertos son conjuntos medibles.

VG C R abierto , f1(G) € M

= Funcion Medible Lebesgue: Funcién medible sobre un espacio medible
(M,L) con M € L

Es facil ver que si f es una funcién simple, entonces f es una funcién medible
si y solo si f cumple la definiciéon de simple medible donde todos los conjuntos
A; en los que f toma valores distintos son conjuntos medibles.
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- Si (X, M) es un espacio medible y f : X — R, entonces son equivalentes:

i. f es medible

ii. Va e R, {f(z)<a/reX}eM

iii. Va e R, {f(z)<a/reX}eM

iv. VvaeR, {f(x)>a/reX}eM
(z)

>
v. VaeR, {f(z)>a/reX}eM

* Demostracion:
Como M es una o-algebra se tiene que para cualquier A C X, entonces
Ae M<+— A° e M, por lo que ii. <= v. y iii. < iv.
Sea ahora a € R.

ii. — iii. Sea {a,}nen una sucesién tal que Vn € N, a, > ap41 y ap — a.

n
Entonces tenemos que {f < a} = (), —,{f < a,}, por lo que, como Vn €
N, {f < a,} € M, entonces por ser interseccién numerable {f < a} € M

iv. — v. De la misma manera, si {a, },n sucesion tal que Vn € N, a, < a,41y
a, — a, entonces {f > a} = _{f >a,} € M
n

Por lo que queda demostrado que los enunciados ii. al v. son equivalentes.

i. — ii.-v. Como f es medible, y G = [~00,a) C R es un abierto, entonces:

J7HG) = [T ([=00,0)) = {f <a} e M

ii.-v. — i. Por ii. y por iv. se tiene que {f > a},{f < a} € M, entonces
{f>a}n{f <b} = f(a,b)). Como cualquier abierto de R estd formado
por uniones numerables de intervalos abiertos y acotados (an,b,), y las
preimagenes de cada uno de estos intervalos es medible, entonces VG C R
un abierto cualquiera:

f_l(G) = f_1 (U(ambn)) = U f_l(anvbn) eM

n=1

Por ultimo, falta ver que la preimagen de intervalos de los tipos (a, +0o0],
[—00, a) también son medibles. F4cilmente, se observa que f~!((a, +o00]) =

{f >a} e My [T ([-o0,a)) ={f <a} e M.
U

Veamos algunas propiedades de las funciones medibles de facil demostracién.
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

- Sea (X, M) un espacio medible:

11.

iii.

1v.

vi.

Vii.

f,9: X — R funciones medibles, « € R: af, f+g, fg ¥y % son medibles
(si g(x) # 0, Vo € X, en el caso de 5)

f: X — Rmedible y g : R — R continua: g o f es medible.
f,g: X — R funciones medibles: max{f, g}, min{f, g} son medibles.
f: X — R medible: f*, f~ y |f| son medibles.

fn: X — R (n € N) es una sucesion de funciones medibles: sup f,, inf f,,,

limsup f, y liminf f, son funciones medibles.
n n

f: X — R funcién medible y A € M conjunto medible: f|4 es medible en
el espacio medible inducido por A, (A, M|4), siendo M|4s={MNA/ A€
M}

fn: X — Rmediblesy L = {z € X/ 3 limf, () € R}: la siguiente funcién

es medible:

f:L—R
z +— limf,(x)

€1 (L,./\/”L)

El siguiente resultado que vamos a ver es muy importante, pues expresa que
las funciones medibles pueden ser aproximadas por funciones simples medibles,
lo cual va a ser clave para definir la integral de Lebesgue.

- Teorema de aproximacion por funciones simples:

Sea (X, M) un espacio medible:

1.

Si f: X — [0,400] una funcién medible, entonces existe una sucesion
de funciones simples medibles {p,},en tal que 0 < () < @uii(x) <
f(z), VneN, Vz € X de forma que:

lm ¢,(z) = f(z), VeelX

n—o0
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ii. Si f: X — R una funcién medible, entonces FH{n }nen sucesion de funcio-
nes simples medibles tal que |p,(z)| < |f(z)], Vn €N, Vz € X de forma
que:

lim ¢, (z) = f(z), VreX

n—oo

Ademas, si f es acotada, la convergencia puede conseguirse. uniforme.
* Demostracion:

Veamos que si se cumple para f : X — [0,+oc] funciones medibles no
negativas, también se cumple para cualquier funcién medible f : X — R, pues
f=ft+f con ff f7: X —[0,+00]. Entonces, I{ ¢, }nen, {tn}tnen tal que
Pn — fry v, — f~. Por lo que {¢,, — ¥, }nen sucesiéon de funciones simples

medibles tal que ¢, (x) — ¥, (x) — fH(x) — [~ (x) = f(z), Vo € X.

Veamos entonces que el teorema se cumple para funciones medibles no negati-
vas. Sea f : X — [0, +o0] medible. Entonces definimos los siguientes conjuntos:

1—1 1

En,i:fil([ 271 ’2_71

)) con i€ {l,2,..,n2"},neN
F,=f(n,+x]) neN

Observemos que 2, f~1(E,;) U f~(F,) = f~*(X) para cualquier n € N.
Definimos entonces la siguiente sucesién de funciones simples medibles no nega-
tivas:

n2" .

1—1
=1

Fijado n € Ny x € X, tenemos dos opciones:

i. Caso f(z) > n : Entonces p,(z) =n < f(z)

ii. Caso f(z) <n : Entonces Ji € {1,2,...,n2"} tal que L
que: () = ’2_—”1 < f(z)

< f(z) < 5&. Por lo

—1
27L 27L

En ambos casos tenemos que ¢, (x) < f(x)
Veamos que {@, nen €s una sucesién creciente Vo € X.

Sea x € X cualquiera, y sea n € N, entonces tenemos:
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

i. Caso f(x) >n+1 : Entonces ¢, (z) =n<n+1= p,1()

ii. Caso n < f(z) <n+1 :8i 475 < f(2) < 357 para algin n2"™ +1 < i <
(n 4 1)2™, entonces ¢, (z) =n < 2=k = pni1(2).

iii. Caso f(z) <n : Entonces f(z) < n + ly tenemos que Elz' e {1,.. n2”} y
37 € {1,... (n+ 1)2"*11 tales que L<flo) < &y 2n+1 < f(x ) ST,

Luego ¢, = 2—1 Y Ontl = 3m i1 De la de51gualdad anterior obtenemos
que 22_—,3 < 2n9+1, or loque 2(i — 1) < 7y 2(i—1) < j— 1. Entonces:
SDTL(:B) 2_1 S 2jn+1 - Spn-i-l( )

En cualquier caso se tiene que ¢, () < @,11(2).

Por tltimo, veamos que lim ¢,(x) = f(z) Vr e X.
n—oo

i. Caso f(z) =400 : Se tiene que p,(x) =n V€ X por lo que obviamente

lim o (2) = +o0 = f(x)

n—-+o0o

ii. Caso f( ) < +oo Entonces Ing € N/f(z) < ng = Vn > no, pu(z) =
< f(w) < & con i, € {1,...,n2"}. Por lo que:

on(z) — F(@)] = F(@) — gnlz) < = — 0= lm_o(z) = f(z)

M noo n—4o00

Ademas, si f es una funcion acotada, tenemos que el ng elegido anteriormente
no depende de x (M € N/f(x) < M Vz € X) y tendriamos:

1
Vn = ng / suplpn(z) — f(z)] < o — 0
zeX 2" n

de donde obtenemos la convergencia uniforme.

5.1. Integral de Lebesgue de funciones medibles
no negativas.

A partir de esta seccién, siempre consideraremos (X, M, 1) donde es un es-
pacio de medida completa.

Primero definiremos la integral de Lebesgue sobre el conjunto de funciones
simples medibles no negativas. A partir de ahi iremos extendiendo la definicién
a un grupo mas amplio de funciones hasta quedar definida para todo el conjunto
de funciones medibles.
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5.1. Integral de Lebesgue de funciones medibles no negativas.

= Integral de Lebesgue de funciones simples medibles no negativas:
Sea

p: X — [0,+00)
e S
i=1

una funcién simple medible no negativa, entonces definimos su integral Le-
besgue sobre X respecto a la medida p como:

/ o dp =Y au(A
X i=1

Si A € M, se define la integral de Lebesgue de ¢ sobre A como:

/Awdurz/so'xAdu:Zam(AmA)
X i=1

Veamos algunas propiedades elementales que surgen de estas definiciones.

- Sip, 1 : X — [0, +0o0] funciones simples medibles y a > 0, entonces:

i /I(Oéso)du=a/)(sodu y /x(¢+¢)du=/xsodu+/x¢du

ii. w§¢=>/sodu§/¢du
X X

iii. Si Ae M, M(A):O:>/g0du:0
A

iv. La siguiente funcién es una medida positiva:

M — [0

Al—)/ du

Es decir, que se cumple que V{FE,} C M sucesién de conjuntos medibles
disjuntos dos a dos:

w  pdp= /wdu
ool
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

Una vez definida la integral de Lebesgue sobre las funciones simples medibles
no negativas vamos a extender esta definicién para las funciones medibles no
negativas. Para ello usaremos el teorema de aproximaciéon por funciones simples.
Para cada funcién medible no negativa f existe una sucesion creciente de funciones
simples no negativas tal que su limite es f.

= Integral de Lebesgue de funcione medibles no negativas:

Sea f : X — [0,+00] una funcién medible no negativa, definimos su
integral de Lebesgue sobre X como:

/ f du = sup {/ ¢ dpu/p simple medible con 0 < ¢ < f}
s X

Si A € M, se define la integral de Lebesgue de f sobre A como:

/Afdu:/Xf-xAdu

Igual que antes, veamos algunas propiedades fundamentales que derivan de
estas definiciones:

- Sean f,g: X — [0, +00] funciones medibles, A, B € M conjuntos medibles y
a > 0:

iféw¢/f@§/gw
X X

ii. AgB:>/fd,u§/fd,u
A B

iii. /x(ozf)d/vb—a/xfd,u (con 000 =0)

iV£U+mw=wa+ng

v. [(f(z)=0Vze A V u(A):O):>/Afd,u:O

Vi. ;L(A):O:>/deu: fdu

xX\A
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5.1. Integral de Lebesgue de funciones medibles no negativas.

* Demostracion:

1.

11.

1i1.

1v.

Sea {¢f} :={p: X = [0,400) / ¢ simple medible y 0 < ¢ < f}, es decir,
el conjunto de funciones simples medibles no negativas que son menores o
iguales que f Vo € X.

Entonces, facilmente se ve que f < g = {¢s} C {¢,}. Por lo que:

/deuzsup{/xwdu/wewf}}ﬁ
Ssup{/xwdu/s%{sog}}—/xgdu

Como f-xa < f-xg, por ser A C B, entonces utilizando i. tenemos:

/Afd/L:/Xf‘XAd,US/Xf'XBd/vb:/deN

Sia=0:[,0-fdu=0],f dues trivial.
Si o > 0, entonces veamos que a{¢s} = {par}:

Sea ¢ € {ps} funcién simple medible no negativa, tal que 0 <

¢ < f.
Entonces ap es funcién simple medible no negativa tal que 0 < ap < «

f

Sea ¢ € {@ar} funcién simple medible no negativa tal que 0 < ¢ < af.
Entonces é(p es funcion simple medible no negativa con 0 < i(p < f. Por
lo que oty = ¢ € a{ps}.

Como sabemos que para funciones medibles no negativas se cumple que si
a >0, [yapdu=af,fdy, y utilizando que si C C [0,400] entonces
sup(aC') = a sup(C'), entonces:

/X@fdu—sup{/xsodu/soe{waf}}—

zsup{a/xsodu/wewf}}:afxfdu

Por el teorema de aproximacién por funciones simples, sabemos que existen

{©n }nen, {Un }nen dos sucesiones de funciones simples medibles crecientes y

no negativas tales que Vo € X, ¢,(z) — f(z) vy ¢¥n(z) — g(z). Por lo
n n

queVzr € X, (pn+vn)(r) — (f+g)(x). En el siguiente capitulo veremos

el teorema de convergencia mondtona para funciones medibles no negativas,
el cual no utiliza este resultado para su demostracién. Este teorema de
convergencia nos dice que si tenemos una sucesion creciente de funciones no
negativas que tienden puntualmente a una funcién, el limite de la sucesién
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

es integrable Lebesgue y que la integral de este limite coincide con el limite
de las integrales. Por este teorema, y por la aditividad de integrales de
funciones simples, entonces:

[ o) dn= i [ (o) du -

= lim gondu—l—lim/wndu:/fdu+/gd,u

v. Tenemos que si Vo € A, f(x)=0: [, fdu= [y fxadu= [,0dp=0

Por otro lado, pu(A) = 0: Vo : X — [0, +0o0] funcién simple medible,
sabemos que [, ¢ du =0, porlo que [, f du =20

vi. Descomponemos f en f = f-xa+ f-Xx\a y tenemos que:

/fduié/f-xAdm/f-xX\Adu:
X X X

=/Afdu+/X\Afdué/X\Afdu

4

De estas dos ultimas propiedades se deduce que los valores que toma una
funcién en un conjunto de medida nula no varfan el valor de la integral de la
funcion. Es decir, que podriamos obviar los conjuntos de medida nula.

Se dice que una propiedad P(-) definida sobre los elementos de X se verifica en
casi todo punto de A € M (en c.t.p de A), si se cumple para todo A, excepto
en un conjunto de medida nula. Es decir, si :

N={xeA/-Plx)}eM y uwN)=0
- Veamos algunas propiedades que surgen de esta definicion:

Sif,g: X —R/f=genctp x€X: fmedible <= g medible

Si fo,f : X — R /V¥n €N, f, medibles y para c.t.p de X se tiene
lim,, o fu(x) = f(x), entonces: f medible

Si f,g: X — [0, 4+00| medibles:
flz)=g(z) enctpre X = [, fdu= [,gdu

Si f: R — R continua en c.t.p de R, entonces: f es medible Lebesgue.
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5.2. Integral de Lebesgue de funciones medibles

5.2. Integral de Lebesgue de funciones medibles

Una vez definida la integral de Lebesgue para las funciones medibles no ne-
gativas, nos valdremos de que f = f* — f~ donde f*, f~ son dos funciones no
negativas para definir la integral de Lebesgue para cualquier funcién medible.

Dada f : X — R una funcién medible, se dice que f es integrable Lebesgue
sobre X respecto a la medida p si las integrales de Lebesgue de f* y f~ son
finitas.

/f+du<+oo y /f_d,u<—|—oo
X X

En el caso de que f sea integrable Lebesgue, se define su integral sobre X

Ccomo:
/de,ui:/Xerd/l—/Xf‘du

Sea A € M, f es integrable Lebesgue sobre A respecto a i si f-x4 es integrable
Lebesgue sobre X y su integral es:

/Afdﬂ:—/xf-xAdu

Definimos el conjunto de funciones integrables Lebesgue sobre X respecto a
una medida g como:

LYX,p) :=={f: X — R/ f integrable Lebesgue sobre X respecto de 1}

Aunque si no hay lugar a confusion con la medida que se esta usando se puede
omitir esta: £!(X).

Cuando alguna de las dos integrales de f* o de f~ sobre X sea finita mien-
tras que la otra no, se puede definir la integral de f sobre X como —oo 0 400
respectivamente, aunque no consideraremos que f sea integrable Lebesgue.

Algunas propiedades de las funciones integrables Lebesgue faciles de demos-
trar son:

i fel(X) yAe M= f|lae LYA)
ii. fe LY (X)= —oo < f(x) < oo parac.t.p de X
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Capitulo 5. Integral de Lebesgue

iii. f:X — R funcién medible con f =0 enctpde A€ M é pu(A) =0=
flaeLYA)y [y f dp=0

iv. f,g: X — R funciones medibles con f = g en c.t.p. de X, entonces:
flae LX) =ge LX)y / fduz/gdu
X X

. LY(X) es un espacio vectorial. Ademas, si f,g € LY(X) y a, 8 € R, entonces
af +Bge LYX)y:

/X(Oéf+69)du=cv/xfdu+ﬂ/)(gdu

vii AABeMcon ANB=0y fla€ L'A), f|lp € L(B), entonces
flaus € El(AU B) y:

AwaZAfm+wa

vil. f,g € LYX) con f(z) < g(z) en c.t.p de X, entonces:

/deuﬁ/xgdu

vili. f,g € LY(X) = max{f, g}, min{f, g} € L}(X)

<

ix. fel'(X)yVAeM, [,fdu=0= f=0enctpdeX
= Teorema de Caracterizacién de funciones integrables Lebesgue:

Sea f: X — R una funcién medible, entonces son equivalentes:

i feLYX)
i. |f|] e LYX)
iii. 39 € LY(X) / g(z) > 0,|f(z)| < g(z) en c.t.p de X

+ Demostracién:

i. = ii. Sea f € L}(X), entonces por fT = méx{f,0}, f~ = max{—f,0} se tiene
[, f~ € LYX). Entonces |f| = f+ + [~ € L1(X)

ii. — iii. Es trivial, pues con g = |f| € £L}(X) tenemos que |f| < gy g=]|f| >0
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iii. — i. Como f es medible, entonces f*, f~ son funciones medibles no negati-
vas. Si N :={x € X / |f(x)| > g(x)}, tenemos que u(N) = 0. La siguiente
funcién g := | f|xn + gxx\n, es una funcién medible no negativa, y, como
p(N) =0y Ve e X\N, glz) = g(x), tenemos que [, g du = [y g dp.
Entonces por monotonia, como fT,f~ < f* + f~ = |f| < ¢ tenemos

Jx frdu, [ f~du< [, dp<+oo. Porlo que fe LX)

Corolario : Sea f € £!(X), entonces:

/deu‘é/x|f|d/~b=/Xf+du+/Xf‘du

En particular, si f : X — R es una funcién medible y acotada, entonces
VAe M [ u(A) < +oo, f € LYA)y se tiene:

/s du‘ < u(4) - suplf|
X A

Y si f: R — R continua, entonces: VK C R compacto, f|x € L(K).
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Teoremas de Convergencia

Uno de los principales problemas que encontramos con la integral de Riemann
era su mal comportamiento con los limites de sucesiones. Si teniamos una sucesion
{fn} de funciones integrables Riemann, se podia dar el caso de que el limite de
la sucesién no fuese integrable Riemann. O incluso en el caso de que si fuese
integrable Riemann, podia ocurrir que el valor de la integral de ese limite no
coincidiese con el valor del limite de las integrales de f,.

Vamos a ver que la integral de Lebesgue soluciona, en gran parte, este pro-
blema, ya que bajo condiciones bastante generales, dada {f,} una sucesién cual-
quiera de funciones medibles, el limite de las integrales coincide con la integral
del limite:

n—oo

lim [ f, du :/ lim f, du (6.1)
X X n—oo

Igual que en el capitulo anterior, a excepcion de que se indique lo contrario,
supondremos que estamos trabajando sobre (X, M, u), un espacio de medida
completo.

Comenzaremos viendo un teorema de convergencia, en el cual la sucesién de
funciones medibles es una sucesion creciente.

» Teorema de Convergencia Monétona: Sean f, : X — R, (n € N)
una sucesién de funciones medibles tal que Vn € N, f,(z) < f,11(z) en
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c.t.p de X. Sea f :=lim f, = sup f, definida en c.t.p de X, entonces:

i. Sivn € N f,, > 0, entonces: lim fn du = / fdu

ii. SiVn e N, f, € L'(X), entonces f € L1(X) <= sup [ fn dpu < 400,
y, en ese caso: "

lim fndu=/fdu

* Demostracion:

Definimos Vn € N, L, := {x € X / fu(x) > fur1(2z)}, sabemos que Vn €
N, L, € My p(L,) = 0, entonces L := J, L, € My pu(L) = 0.Entonces
Ve € X\ L, {fn(x)}nen es una sucesién creciente, luego 3 lim f,,(z) = supf,(x) €

[0, +00].

Como ni la medibilidad ni la integrabilidad ni el valor de la integral (en caso
de que exista) varfan si se altera el valor de la funcién en un conjunto de medida
nula, podemos suponer Vn € N, Vo € X, f,(x) < fu.1(z) y f definida para todo
X. Por lo que f es medible.

Veamos i. Como Vn € N, f, < f, por monotonia tenemos que fX fn du <
Jx [ dpy, como Vn € N, f, < fay1, entonces { [y fn dpi}nen €s una sucesion
creciente. Por tanto, existe el limite de la sucesién, y coincide con el supremo.
Entonces:

lim fndué/fdu-

Veamos ahora la otra desigualdad. Por el teorema de aproximacién por fun-
ciones simples, Vn € N tenemos una sucesion de funciones simples medibles

{Qpn,m}mEN tal que Vo € X,Vm S Na 0 S @n,m(x) S (Pn,m-',-l(x) S fn(l'> y

Si tomamos la sucesién {¢, tneny donde 1, := max{y1,, ..., Pnn}, esta suce-
sion es creciente y esta igualmente formada por funciones simples medibles no
negativas, de forma que, Vn € N, Vo € X, 0 < ¢,(x) < Ypa(z) < fulz) y
dula) — /@),

Entonces:

/wndﬂﬁ/fndlh VneN.
X X
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Capitulo 6. Teoremas de Convergencia

Si conseguimos ver que | +Jdp <lim | « ¥n dp, entonces quedard demostrado.
n

Sea ¢ una funcién medible simple cualquiera con 0 < ¢ < f. Veamos que
Jx @ dp < lim [, dp Si@ = ¢ € [0,400) constante, entonces si ¢ = 0 es

trivial. Si ¢ € (0,+400), entonces fijemos a € (0,¢). Como ¢ < f = sup ¥y,

tenemos que Vo € X, Ing € N / Vn > ng ¢,(x) > a. Sea A, = {¢, > a},

entonces { A, }nen C M sucesién de conjuntos medibles creciente con X = (JA,,.
n

Por tanto, u(A,) T u(X).

Por otra parte, a - x4, < ¥, luego a - u(A,) < fX Uy, du, de donde se deduce
que ap(X) < lim [, v, du, entonces:

/@WZOMDSmn U dpo .
X n—oo X

En el caso general, si ¢ no es constante, entonces, como es simple, tenemos que
=" ¢ixg con¢ €[0,+00)y E; € M, Vie{1,..,p} tal que E, N E,, =0

p
sin#mycon X = |JE;. Cada funcién ¢; - xg, es constante en el conjunto E;,

=1
por lo que aplicando el resultado anterior tenemos:

p p
e dp = /@%iWZ /w@é

p p
<>t [ du=tin > [ v dn= lim [ v, d
i=1 Ei i=1 7 Bi X

Por lo que, para cualquier funcién simple medible ¢ tal que 0 < ¢ < f:

/wdué 1fm/¢ndu=>/fdus h’m/wndus h’m/fndu

Y entonces:

n—oo

/fWZMn fn dp
X X

Para la segunda parte del teorema, si f,, no tienen por qué ser no negativas,
entonces tomamos la sucesion { f,, — fi}nen que si es no negativa creciente y que
tiende a f — f;. Por lo que aplicando i.:
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lim <n—¢adu=[;f—ﬁwm

n—0o0 X

Entonces tenemos:

lim fnd,u—/fld,u:/fdu—/fld,uﬁh’m/fndu:/fd,u
n—oo [ X X X n—oo [ X

En lo anterior hemos supuesto [, fi du < +o0, pero el caso [y fi dp = 400
es trivial.

De este teorema se deduce el siguiente corolario:

» Corolario: Sean f,, f: X — [0, 400](n € N), entonces:

L /Xi::fnduzi::/xfndu

ii. Si Y7 [y fo du < 400, entonces Y. °, f, € L'(X) y entonces
Yo fu(z) converge en c.t.p de X.

iii. La siguiente funcion es una medida positiva:
v M — [0, +00]
Ar— / fdu

A

* Demostracion:

n
i. Aplicando el teorema de convergencia mondtona sobre la sucesion {Z fn}
2 neN

ii. Por i. tenemos que:
/andp<+ooz>2fn€£1()():>2fn<+ooenc.t.pdeX
X n=1 n=1 n=1

iii. Es claro salvo la aditividad numerable. Sea {A, },en C M / AiNA; =0 si

i # j. Entonces, si definimos f,, :== f - xa,, »_f. = f tenemos que:
i=1

U= [ S fau=3 [ fudu= 3 vs(a)

44
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Otro resultado importante que nos ayudara a demostrar el teorema de Lebes-
gue de la convergencia dominada es el lema de Fatou.

» Lema de Fatou: Sean f, : X — [0, +o0](n € N) una sucesién de funcio-
nes medibles. Entonces:

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn du
x " " X

* Demostracion:

Definimos la sucesion {g, }nen donde g, = inf{f,,, fns1, ...}, ¥n € N. Esta es
n
una sucesiéon de funciones medibles no negativas creciente con limg, = liminff,
n n
y, Vn € N; g, < fa.

Entonces, por el teorema de convergencia monodtona:

lim | ¢, du= / lim g, dpu = / liminf f,, du

Por otra parte, como g, < f,:

lim gn dp = lim inf/ n dp < lim inf/ frn du

n—o0

Por lo que:

/ liminf f,, dp < lim inf/ fn du
X - Jx

n—oo n
U

A continuacion, veremos el resultado que resuelve el problema de la itegral de
Riemann con los limites, el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada,
el cual determina que, bajo unas condiciones muy generales, dada una sucesion
de funciones, la integral del limite coincide con el limite de las integrales.

= Teorema de Lebesgue de la convergencia dominada:

Sean f,f, : X — R (n e N)yg: X — [0,+00] tal que ¥n € N, f,
medibles, |f,| < g en c.t.p de X, g integrable y f = limf, en c.t.p de X.

Entonces f € LY(X) vy :
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/fduzh’m/fndu
X n—oo X

* Demostracion:

Sea el conjunto Z formado por los puntos de X que no cumplen alguna de las
propiedades de la hipotesis:

Z={x e X | falw) » f@)} U (J{fal > 9})

Entoces, Z e My u(Z)=0

Como tnicamente no se cumplen en un conjunto de medida nula, al igual que
en anteriores demostraciones, podemos suponer que todos los limites y desigual-
dades de la hipétesis son para todo X. De manera similar, como g € £L1(X), se
tiene que g(z) < 400 excepto en un conjunto de medida 0, por lo que también
podemos suponer g(x) < 400, Vo € X.

Tenemos entonces que f es medible y que |f| < g € £1(X), luego:

/|f|du§/gdp<+oo=>f€£1(X)
X X

Consideramos la sucesion { g, }nen, donde g, = sup|fr — f|. Esta es una suce-
k>n

sién decreciente de funciones medibles sobre X que converge puntualmente a 0 en
X. Ademads, como 0 < g, < |f,, — f| < |fu| + || < 2g, se tiene que g, € L1(X).

La sucesion {g1 — gn }nen es entonces una sucesion creciente de funciones no
negativas integrables Lebesgue y se tiene que lim(g; — g,) = ¢g1-
n

Aplicamos el teorema de convergencia mondtona a esta sucesion

/ 9 duz/ lim (g1 — gp) dpp = lim /(gl—gn) duz/gl dp — lim / Gn dp

y obtenemos que lim [, g, du = 0.
n—oo

Por 1ltimo, como

/andu—/xfdu‘z

/X(fn—f)du‘S/XIfn—fl dué/xgndu

46
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se tiene que

/andu—/xfdu‘=0:>7gggo/anczu=/deu.

lim
n—oo

6.1. Relacién entre la Integral de Riemann y la
Integral de Lebesgue

En este apartado veremos la potente relacion que hay entre ambas integrales
y cémo la de Lebesgue generaliza a la de Riemann.

» Sea R C R™ un rectangulo n-dimensional, y sea f : R — R € R(R) una
funcién integrable Riemann. Entonces f € £L'(R,m) integrable Lebesge y:

/Rf(x)dx:/Rfdm

* Demostracion:

Como R es un rectangulo n-dimensional, R € £ es un conjunto medible.

Ademés, como f € R(R) integrable Riemann, entonces es acotada y el conjun-
to de puntos donde f es discontinua tiene medida 0. Porloque 3Z C R/ m(Z) =0
y f|ze es continua.

Veamos que entonces f es medible. Sea G C R abierto.
G = (UG n2)u(fH(G) Nz

Como f~HG)NZ cC Z Ao Y G)NZ e L. Y como f|ze continua y G

abierto, entonces f~!(G) es abierto, y por tanto f~1(G) N Z¢ € L. Como para
cualquier G abierto f~'(G) € L, entonces f medible.

Ademas, f es acotada, por lo que IM >0 / Vx € R, |f(x)| < M. Es decir,
|f| < M - xg. Utilizando propiedades de la integral de Lebesgue para funciones
medibles no negativas:

/|f|dm§/M~XRdm:M-m(R)<+oo
R R
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6.1. Relacion entre la Integral de Riemann y la Integral de Lebesgue

Si f fuese no negativa, entonces sea P € P(R) una particién del rectdngulo
n-dimensional R, y sean S C P los subrectangulos de la particiéon. Definimos las
siguientes funciones:

ppi= Y Ms(f)-xs(xr)  con Ms(f)=sup{f(z)/x €S}

ScPpP

vp =Y ms(f)-xs(x)  con ms(f) = inf{f(z) / = € S}

SCcP

Estas funciones son funciones simples medibles no negativas tales que Vx €
R, 0 <¢p(z) < f(x) < pp(x). Por lo que:

= S mslf) mi(S) = [ v dm < [ f =

ScP

/fdm</sopdm S Ms(f) U(f,P) .

SCcP

Luego

/Rf()dx—supo, /fdm<1nfoP /f

y, por lo tanto

/Rfdm:/Rf(:c)dx

Si f no fuese no negativa, la podemos representar como f = f* — f~, ambas
funciones medibles no negativas. Por lo que:

/f dx—/f+ dx—/f dx—/ﬁdm /fdm /fdm
O

Con esto se demuestra que la integral de Lebesgue es una generalizacion de
la de Riemann, pues toda funcion integrable Riemann lo es Lebesgue y coinciden
los valores de sus integrales. Sin embargo, el reciproco no es correcto, existen
funciones integrables Lebesgue que no son integrables Riemann. Por ejemplo, la
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Capitulo 6. Teoremas de Convergencia

funcién de Dirichlet, la cual vimos en el capitulo de limitaciones de la integral
Riemann, no era una funcién integrable Riemann, sin embargo si que es inte-
grable Lebesgue. La funcién de Dirichlet restringida es la funcién caracteristica
del conjunto de racionales yg. Como es discontinua en un conjunto de medida
no nula, entonces no es integrable Riemann, sin embargo, es una funcién simple
medible, por lo que es integrable Lebesgue, y:

/RXQ dn=1-m(Q)+0-mR\Q)=0.

49



Conclusion

A lo largo del trabajo hemos desarrollado tanto la teoria de integracion de Rie-
mann como la de Lebesgue, haciendo hincapié en las limitaciones que presentaba
la primera y como esta segunda resolvia estas deficiencias.

Se ha presentado y desarrollado la teoria de integracion de Riemann sobre
R™ destacando sus limitaciones, y exponiendo resultados importantes sobre esta
teorfa. Hemos estudiado las deficiencias de la integral Riemann, las cuales mo-
tivaron el desarrollo de nuevas teorias de integracion. Ademads, sobre la integral
de Riemann es importante destacar el teorema de Lebesgue, el cual determina
que cualquier funcién f definida en un rectdngulo R C R"™ y acotada es integra-
ble Riemann si y solo si el conjunto de puntos de R en los cuales la funcién no
es continua tiene medida nula. Este resultado consigue relacionar estrechamen-
te la teoria de integraciéon de Riemann con la teoria de la medida, la cual es el
fundamento en el cual se basa la teoria de integracion de Lebesgue.

Posteriormente, se ha desarrollado la teoria de la medida y la integral de Le-
besgue, destacando cémo resuelve esta integral las limitaciones de la primera.
Cabe recalcar el teorema de Lebesgue de la convergencia dominada, el cual de-
termina que dada una sucesion mondtona de funciones integrables Lebesgue, el
limite de la sucesién es una funcién integrable Lebesgue y que la integral de este
limite coincide con el limite de las integrales.

Por tultimo, hemos comprobado que la integral de Lebesgue constituye una
generalizacién de la integral de Riemann, es decir, que toda funcién integrable
Riemann lo es Lebesgue, y que en ese caso el valor de ambas integrales coincide.
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Capitulo 7. Conclusién

Es por ello que la obra de Lebesgue constituyé un gran avance para la teoria
de la integracién, pues, al suponer una generalizacion de la integral de Riemann,
permitié mantener intactos los calculos de estas integrales, pero de la misma
forma consiguié ampliar el conjunto de funciones que son integrables a la vez que
resolvio las limitaciones que presentaba la integral de Riemann.
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