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Abstract

Currently, thanks to advancements in new technologies, it has become possible to re-
present objects on a computer for visualization through screens. Computer vision is a
discipline that encompasses a series of techniques capable of producing artificially created
images on a computer that closely simulate the vision of a real object. These represen-
tations can be two-dimensional, like a photograph, or three-dimensional, simulating the
vision of a real object. Many methods have been developed to reproduce this sense of
depth characteristic of three-dimensional objects, and this is the starting point.

The objective of this final degree project (TFG) is to design an algorithm capable of
creating three-dimensional surfaces from their normal vectors using B-Splines as interpola-
tion functions. To achieve this, an algorithm has been created that converts normal vectors
into a surface as similar as possible to the original. The accuracy of this algorithm’s repro-
ductions has been evaluated with a series of surfaces to obtain diverse results in certain
aspects.

First, the surfaces used to examine the algorithm’s results are defined, chosen so that
each provides a different aspect to check various effects. From these surfaces, the normal
vectors used as input to the algorithm have been extracted.

The algorithm is based on a B-Spline function to interpolate the calculated points of
the surface, ensuring the transition is as closely adapted to the original surface as possible.
A series of parameters defining the B-Spline function, such as the order or the number
of points where the function is calculated, are set and varied to observe the distinct
characteristics of each obtained result. The output of the algorithm consists of a series
of surfaces reconstructed from the normals of the original surface, with visual differences
and error metrics depending on each of the experiments conducted. The obtained results
generally have error metrics with an average magnitude of approximately 10�3 metric
units (um) for synthetic surfaces and 10�3 millimeters (mm) for real surfaces. Additionally,
each different result helps to examine effects on aspects of the surfaces such as abrupt
transitions, maxima and minima, boundaries, curvature, and discontinuities.

This TFG demonstrates that the normal vectors of a surface contain sufficient infor-
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mation to reconstruct a surface from them. Furthermore, the creation of the algorithm
using a B-Spline highlights the qualities of this function, showcasing its effectiveness in
reproduction at minimal computational cost and mathematical simplicity. Finally, the
development of this algorithm opens up the possibility of integrating it with larger re-
construction systems, both at its input and output.
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Resumen

En la actualidad, gracias al avance de las nuevas tecnologías, se ha llegado a poder
representar objetos a partir de un ordenador para visualizarlas mediante pantallas. La vi-
sión por computador es una disciplina que recoge una serie de técnicas capaces de producir
imágenes creadas artificialmente en un ordenador que simulan una visión de un objeto
de la realidad de forma muy fiel. Estas representaciones pueden ser bidimensionales, co-
mo una fotografía, o tridimensionales, simulando la visión de un objeto en la realidad.
Para poder reproducir esta sensación de profundidad característica de los objetos tridi-
mensionales se han creado muchos métodos, y este es el punto de partida desde el que
partir.

Este TFG tiene como objetivo diseñar un algoritmo que sea capaz de crear superficies
tridimensionales a partir de sus vectores normales utilizando B-Splines como funciones de
interpolación. Para llegar a este punto, se ha creado un algoritmo que convierte vectores
normales en una superficie lo más parecida posible a la original. La exactitud de las
reproducciones de este algoritmo se ha evaluado con una serie de superficies para obtener
resultados diversos en ciertos aspectos.

En primer lugar, se definen las superficies utilizadas para examinar los resultados
del algoritmo, elegidas para que cada una proporcione un aspecto distinto sobre el cual
comprobar distintos efectos. De dichas superficies, se han extraído los vectores normales
que se utilizarán como entrada al algoritmo.

El algoritmo toma como base una función B-Spline para interpolar los puntos calcula-
dos de la superficie, de forma que la transición sea lo más adaptada a la superficie desde la
que se parte. Para ello, se fijan una serie de parámetros que definen a la función B-Spline,
como pueden ser el orden o el número de puntos donde se calcula dicha función, y se cam-
bian sus valores para observar las características distintas de cada uno de los resultados
obtenidos. Como salida del algoritmo se obtienen una serie de superficies reconstruidas
a partir de las normales de la superficie original, con diferencias visuales y en métricas
de error en función de cada uno de los experimentos realizados. Los resultados obtenidos
poseen, por lo general, unas métricas de error con una magnitud media aproximada de
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10�3 unidades métricas (um) para las superficies sintéticas, y 10�3 milímetros (mm) para
las reales. Además, cada uno de los resultados diferentes ayuda a comprobar efectos sobre
aspectos de las superficies como las transiciones abruptas, máximos y mínimos, límites,
curvatura y discontinuidades.

Este TFG prueba que los vectores normales de una superficie tienen la información
suficiente como para poder reconstruir una superficie a partir de ellos. Por otra parte,
la creación del algoritmo a partir de una B-Spline hace brillar las características de esta
función, destacando su calidad en la reproducción a costa de un mínimo coste compu-
tacional y simplicidad matemática. Por último, la creación de este algoritmo deja abierta
la posibilidad de acoplar a otros sistemas de reconstrucción mayores, tanto a su salida
como a su entrada.
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Capítulo 1

Introducción

1.1. Motivación

Desde el desarrollo de los primeros ordenadores, uno de los objetivos de estas nuevas

tecnologías ha sido replicar las percepciones humanas sobre los elementos de la naturaleza

mediante lenguaje comprensible por máquinas, para poder almacenar y replicar dichas

sensaciones. De este pensamiento surgen tecnologías encargadas de replicar sonidos, desde

el magnetófono representado en la Figura 1.1 hasta las tecnologías actuales, con archivos

en formato MP3 por ejemplo [1] o métodos para replicar el sentido de la vista mediante

imágenes, desarrollando diferentes dispositivos de captura de imágenes llamados cámaras a

lo largo de todo el siglo XX, como la representada en la Figura 1.2. Recientemente, incluso

se ha intentando replicar los pensamientos humanos mediante la inteligencia arti�cial.

Figura 1.1: Magnetófono antiguo [2].
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Figura 1.2: Primera cámara digital creada [3].

En los últimos años, la evolución de la representación de imágenes ha avanzado a

pasos agigantados, orientándose sobre todo en la recreación digital de objetos, imágenes

y super�cies. De esta forma, gracias a una visualización en una computadora, se pueden

obtener vistas exactas de las características de un objeto, o, incluso, crear objetos nuevos

[4]. Estos nuevos métodos se centran sobre todo en cómo conseguir una serie de imágenes

de la mejor calidad posible intentando disminuir al máximo su coste computacional. De

esta forma, estas tecnologías pueden ser utilizadas para recrear imágenes de forma casi

instantánea [5].

Los principales usos actuales de las tecnologías de reconstrucción de imágenes abarcan

una gran cantidad de campos, pasando desde el ámbito médico a la creación de efectos

especiales en películas gracias a la tecnología Computer Generated Image (CGI) como a la

creación de videojuegos. Uno de los primeros juegos en utilizar técnicas de reconstrucción

3D de super�cies fueThe Legend of Zelda: Ocarina of Time[6], que utiliza poligonos

triangulares para modelar los objetos que aparecen en pantalla, como se puede comprobar

en la Figura 1.3 en el modelado del escudo, en la capucha o en el árbol que aparece a la

izquierda, compuestos a partir de combinaciones de polígonos triangulares para conseguir

las diferentes formas.

Figura 1.3: Captura del juegoThe Legend of Zelda: Ocarina of Time.
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Este Trabajo de Fin de Grado (TFG) se centra en la reconstrucción de super�cies

tridimensionales a partir de las normales obtenidas de dicha super�cie. Siguiendo las

líneas de investigación actuales acerca de la reconstrucción 3D [7], en este TFG se busca

reconstruir imágenes en planos representados tridimensionalmente, Las dos principales

líneas de desarrollo se explicarán en profundidad en el Capítulo 3, y son las siguientes:

Utilización de las splines como sistema de interpolación de puntos [8], siendo su

principal característica tener una reconstrucción más natural sin utilizar una gran

cantidad de recursos computacionales.

Empleo de las normales a una super�cie como punto de partida en la perimétrico

de una super�cie. Los vectores normales contienen todos los datos necesarios sobre

una super�cie sin conocer directamente sus características.

1.2. Objetivos

El objetivo principal de este TFG es la de�nición, desarrollo y evaluación de un algo-

ritmo de reconstrucción de super�cies tridimensionales utilizando B-Splines como método

de interpolación. Para llegar a este punto, los objetivos parciales son los siguientes:

De�nir de forma teórica el algoritmo de reconstrucción de super�cies, ahondando

en todos los conceptos matemáticos que envuelve.

Programar y ejecutar el algoritmo en Matlab, utilizando diferentes entradas para

obtener un conjunto de de super�cies reconstruidas.

Evaluar los resultados obtenidos por medio de experimentos sintéticos y reales, com-

parando los resultados con la super�cie original y utilizando una serie de métricas

para medir los valores de error.

1.3. Estructura del documento

Este TFG se divide en los siguientes capítulos:

1. Capítulo 1 - Introducción : se presenta un breve resumen a los temas tratados a

lo largo del TFG.

2. Capítulo 2 - Estado del Arte : se desarrolla un contexto basado en las investiga-

ciones relacionadas con la reconstrucción de super�cies.
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3. Capítulo 3 - Marco Teórico : se encuadra la teoría y aspectos técnicos iniciales

que se usan en el desarrollo de la investigación.

4. Capítulo 4 - Metodología y desarrollo : se detalla el procedimiento seguido en

el TFG para reconstruir super�cies a partir de normales.

5. Capítulo 5 - Resultados y discusión : se explican los datos que se han obtenido

siguiendo los pasos del capítulo anterior.

6. Capítulo 6 - Conclusiones : se remarcan las principales conclusiones obtenidas

con el desarrollo del TFG, y se plantean posibles lineas de investigación futuras en

base a este TFG.



Capítulo 2

Estado del arte

El estudio de la reconstrucción 3D de imágenes posee unas características que lo des-

taca como uno de los campos más importantes de la actualidad: tiene utilidades en un

gran número de campos diversos, como la visualización del terreno desde una aeronave [9]

o como guía visual en cirugías para que sean mínimamente invasivas [10]; puede ir a la

par con el rápido avance de las tecnologías, y los estudios tienen una base sólida marca-

da por el empleo de técnicas matemáticas en la parametrización de los procedimientos

empleados.

Sobre los temas que se tocan a lo largo de este proyecto, se ha realizado una búsqueda

de publicaciones en tres de las bases de datos más completas de documentación cientí�ca,

siendo estas IEEExplore [11], Scopus [12] y Web of Science [13].

En la búsqueda en cada una de las bases de datos, se ha creado unaquery que abar-

que de la mejor forma posible todos los documentos que puedan ser relevantes para la

documentación completa de este TFG. Dichaquery es la siguiente:

(`3D reconstruction' OR `surface reconstruction' OR `image reconstruction') AND

(`splines' OR `shape from normals' OR `stereo reconstruction' OR `shadow image

reconstruction')

Una vez realizada una búsqueda preliminar en las tres bases de datos de documentos,

se han encontrado el siguiente número de documentos que cumplen las condiciones:

Analizando los resultados de las búsquedas en bases de datos representados en la Figura

2.1, se puede ver un aumento del estudio del campo de la reconstrucción 3D a lo largo de los

Ieeexplore Scopus Web of Science
974 15.862 431

Tabla 2.1: Resultados obtenidos mediante la búsqueda en las tres bases de datos.
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años. Esto hace ver que este campo está en desarrollo y en constante crecimiento, debido

a las nuevas innovaciones tecnológicas. La reconstrucción 3D es necesaria en campos de

estudio como la realidad virtual, hologramas, diseño grá�co, entre otros muchos.

Figura 2.1: Comparativa sobre la cantidad de resultados de documentos obtenidos
por la query en la web Scopus a día 6/4/2024 [12].

La Figura 2.1 muestra la evolución de las publicaciones en las bases de datos a lo

largo del tiempo. Conforme ha ido avanzando el tiempo, los estudios relacionados con la

reconstrucción 3D han aumentado. Esto hace evidente el interés de avanzar con nuevas

innovaciones dentro de este campo, para poder acompañar y apoyar al desarrollo de otros

campos.

2.1. Métodos sobre reconstrucción de imágenes

Existen una gran cantidad de experimentos, publicaciones y artículos teóricos sobre

diferentes métodos de reconstrucción de imágenes. Para este estado del arte, los artículos

y experimentos recopilados se dividen en tres puntos base sobre los que partir.

2.1.1. Reconstrucción de imágenes mediante el uso de sombras

La utilización de las sombras para la reconstrucción de imágenes se basa en uno de

los conocimientos más antiguos sobre imagen que existe, ya que, desde la antigüedad, se

conoce que todos los objetos tienen sombra [14].

Debido a que las sombras tienen una relación directa con la forma del objeto y el punto

de luz que la produce, aplicar una combinación de imágenes mostrando distintas sombras

de un objeto sirve para reconstruir de forma �el una imagen concreta. Es decir, el estudio

de la sombra puede dar características de la imagen de un objeto de forma precisa [15].
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Como ejemplo, en el artículo [16] se presenta un método para reconstruir la forma de

un objeto en 2D a partir de diferentes imágenes de las sombras producidas por focos de

luz incidentes desde diferentes ángulos del objeto. Como las imágenes de sombras pro-

porcionan información de forma mucho más simple al tratarse únicamente de variaciones

de luminosidad, son perfectas para utilizarlas como restricciones a la hora de reconstruir

el objeto. El resultado que se obtiene, a diferencia de las conclusiones de otros tipos de

experimentos, es más realista al considerar la sombra como un elemento más del objeto,

y así se evita que la imagen producida parezca arti�cial.

Figura 2.2: Imágenes desde las que se parte (a) y resultado del experimento de
reconstrucción de imágenes mediante sombra del artículo [16] (b, c).

En la Figura 2.2 se representan tanto elground truth del experimento y los resultados

obtenidos mediante la reconstrucción 3D mediante el uso de las sombras. Los resultados

son bastante similares a los valores originales que se pueden encontrar en el documento.

Otra de las ventajas del estudio de sombras se encuentra en aplicaciones de recons-

trucción 3D, donde los elementos son muy pesados de procesar debido a la gran cantidad

de puntos que se deben considerar. Una forma de aligerar la carga computacional es ana-

lizarlos mediante las sombras proyectadas desde un punto de luz conocido a un plano

de�nido y al propio objeto. Replicando los puntos de luz y el ojo humano mediante una

cámara que capte la imagen, se llega a una réplica del objeto a partir de las sombras

proyectadas, siendo importantes la reconstrucción de los bordes originales del objeto.Por

otro lado, otro experimento en el que se utilizan las sombras es el realizado por Michael

D. McCool [17], en el que se mapean las sombras de objetos poligonales tridimensionales

para utilizarlas como base para reconstruir dichos objetos.
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Como se puede observar en la Figura 2.3, el uso de las sombras como base de re-

construcción tridimensional está basado en un enfoque grá�co del problema, ya que usa

características de la propia imagen como parámetros sobre los que comenzar a hacer el

experimento.

Figura 2.3: Vista de las sombras tridimensionales de un objeto a reconstruir desde
el que se parte en el artículo [17].

2.1.2. Reconstrucción de imágenes a partir de las normales a una

super�cie

El uso de normales como base para la reconstrucción de imágenes propone un enfoque

más matemático a la hora de alcanzar ciertos resultados. Mapeando ciertas super�cies y

obteniendo los vectores normales a ella es su�ciente para poder obtener una réplica de

una su�ciente calidad.

En [7], se estudia un método de reconstrucción de objetos tridimensionales a partir de

normales a super�cies. Para recrear la suavidad de los contornos del objeto original, se

utilizan variables obtenidas por experimentación que hace que se recopilen más normales

en aquellas super�cies donde sea necesario por grandes variaciones de las super�cies.

En base a los resultados re�ejados en la Figura 2.4, en la reconstrucción del objeto

tridimensional, se obtiene una transición bastante suave en zonas con transiciones abrup-

tas. En este caso, esas zonas corresponden a los bordes de la carrocería del coche, sobre

todo en la parte de las ruedas.
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Figura 2.4: Reconstrucciones de coches como modelo tridimensional a partir de
sus normales procedentes del artículo [7].

El problema de interpolar y recrear super�cies en zonas donde hay bordes, disconti-

nuidades o interrupciones es especialmente complicada, principalmente por la aparición

de formas que no se adaptan a la forma original. Para intentar darle un enfoque más

preciso a esto, en [18] se propone un método para tratar con las discontinuidades en la

reconstrucción de objetos en 3D.

Para ello, se introduce un enfoque robusto para preservar la discontinuidad de la su-

per�cie de manera geométrica discreta. En primer lugar, se diseñan dos características

representativas de incompatibilidad de normales y se propone un esquema e�ciente de

detección de discontinuidades para determinar el patrón de división para una malla dis-

creta. En segundo lugar, se modela el problema de preservación de la discontinuidad como

un marco de optimización de energía liviana al considerar conjuntamente la detección de

discontinuidades y el error de reconstrucción general. Por último, se reduce aún más el

espacio de soluciones factibles para reducir la complejidad basándose en el conocimiento

previo. Los experimentos muestran que el método propuesto logra el mejor rendimiento en

un extenso conjunto de datos en 3D en comparación con los últimos avances en términos

de error angular medio y complejidad computacional.

Otro enfoque basado en el uso de normales como elemento básico de reconstrucción

de imágenes es en el que da en [19], que añade además el efecto que tiene el agua sobre la

luz, para reconstruir objetos sumergidos. La idea clave es aprovechar la absorción de luz

de múltiples longitudes de onda cercanas al infrarrojo a lo largo de diferentes trayectorias

de luz bajo el agua, junto con el sombreado de la super�cie.

Para conseguir ese objetivo, se deriva una teoría fundamentada para este método

de obtención de normales de super�cie y forma desde el agua, así como un método de
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calibración práctico para determinar los valores de sus parámetros de imagen. Por su

construcción, el método puede implementarse como un sistema de imágenes de un solo

disparo. La Figura 2.5 muestra los resultados 3D obtenidos mediante este algoritmo que

utiliza tanto el agua como las normales para reconstruir las super�cies deseadas.

Figura 2.5: Reconstrucciones de objetos sumergidos en agua utilizando el algo-
ritmo propuesto en el estudio [19].

Como conclusión, las normales son un elemento matemático que, aplicado al ámbito

de la imagen, permite una reconstrucción de objetos bastante precisa, aunque su coste

computacional medio es mayor que si se basase en sombras. Produce réplicas de mayor

precisión, aunque depende inversamente de la separación de los puntos tomados como

muestras.

2.1.3. Reconstrucción de imágenes mediante el uso de una o más

cámaras

Por último, habiendo visto un enfoque de reconstrucción de imagen relacionado con las

matemáticas como es el uso de normales, y otro enfoque ligado a propiedades grá�cas de

los objetos como utilizar las sombras de los objetos como parámetros de reconstrucción,

la base de los experimentos de este apartado va relacionada con la anatomía, más concre-

tamente con cómo el cerebro recibe la información de los ojos para crear la sensación de

profundidad.

El uso de las propiedades de una o más cámaras para replicar imágenes y objetos

tridimensionales está basado directamente en el sentido de la vista del ser humano, y de

qué forma utiliza los ojos para captar sensaciones como el color, la forma o la profundidad.

Una de las propiedades que tiene la visión humana es poder captar la profundidad. Esto

se debe a que el ser humano tiene dos órganos iguales para captar imágenes, que son los

ojos. Al estar en dos posiciones distintas, el cerebro puede triangular la posición de los

objetos para crear la sensación de profundidad.
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En [20] se utiliza como base esta propiedad de los ojos humanos. En un sentido amplio,

la visión se re�ere al conjunto de procesos que les permite a los individuos interpretar el

mundo que los rodea. Esta capacidad se basa en la recepción de los rayos de luz que llegan

a los ojos, los cuales les permiten discernir la forma de los objetos, detectar patrones de luz

y sombra, e incluso distinguir entre uno o varios elementos en su entorno. Por ejemplo, al

observar una fotografía familiar, las personas son capaces de identi�car a cada individuo

presente e, incluso, captar ciertas emociones expresadas en sus rostros.

Figura 2.6: Diferencia de vista entre las dos cámaras utilizadas para la recons-
trucción de objetos en el estudio [20].

Realizando una analogía entre los ojos humanos y las cámaras, se crea un algoritmo

para poder replicar el objeto tridimensional a partir de los rayos de luz recibidos por las

cámaras.

En el ejemplo anterior representado en la Figura 2.6, se utiliza la posición de los ojos

para poder reconstruir objetos tridimensionales. Por otro lado en [21] utiliza solamente

una posición de la cámara, y se basa en otros parámetros distintos para poder reconstruir

la vista tridimensional de la imagen. Los puntos donde se centra no son matemáticos, sino

que son más relacionados con el aprendizaje automático de prueba y error. Los puntos y

líneas de fuga, el reconocimiento de escenas y objetos, o la interpretación de perspectivas

son las bases sobre las que se recrea este proyecto.
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Figura 2.7: Representaciones RGB de diferentes imágenes con diferentes niveles
de ruido del estudio [21].

2.2. Aplicaciones de reconstrucción 3D y visión por compu-

tador

Los estudios anteriores son diferentes enfoques teóricos sobre cómo abordar la recons-

trucción de imágenes tridimensionales, pero, a su vez, existen actualmente muchos ámbitos

donde la reconstrucción 3D puede ser aplicada, como en los siguientes puntos.

En ámbitos médicos, la reconstrucción de imágenes es utilizada tanto como proce-

dimiento diagnóstico como para monitorizar ciertos procedimientos de forma más

precisa. Mediante el uso de dispositivos como escáneres y resonancias magnéticas,

se puede obtener una imagen bidimensional de la estructura interna del paciente,

ya sea captando los contornos de los huesos o los vasos sanguíneos mediante el uso

de elementos reactivos como el bario. A partir de esas imágenes, el ordenador puede

recrear una representación tridimensional del área que se necesite analizar dete-

nidamente. Como ejemplo, la representación de huesos mediante el uso de puntos

de referencia para obtener un modelo 3D preciso es muy útil como técnica poco

invasiva [10].
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Figura 2.8: Reconstrucción de vértebras utilizando métodos de imágenes tridi-
mensionales [10].

En la fabricación de aeronaves, es de gran utilidad conocer el terreno que se sobre-

vuela para no tener accidentes. Para esos casos, una imagen de la reconstrucción del

terreno mediante sistemas como el TAWS (Terrain Awareness and Warning System).

Este sistema utiliza algoritmos de reconstrucción de imagen para poder crear una

representación rápida sobre el escenario que se encuentra frente a la aeronave. Esta

información proporcionada al piloto puede servir para evitar un posible accidente

con una respuesta rápida. De forma estándar, las aeronaves incluyen los radares

como método de detección de obstáculos, pero el TAWS proporciona información

adicional sobre la forma del obstáculo [9].

Figura 2.9: Representación del entorno de la aeronave mediante la tecnología
TAWS [9].

Por último, la reconstrucción de imágenes tiene una gran sinergia con la creación

de redes neuronales. Por ejemplo, esta combinación puede ser utilizada para recons-

truir de forma inteligente imágenes obtenidas mediante resonancias magnéticas. Se

utilizan una serie de redes neuronales convolucionales para facilitar la obtención e

interpretación de los datos. Primero, se muestra que cuando cada cuadro de ima-

gen 2-D se reconstruye de manera independiente, el método propuesto supera a los
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enfoques de vanguardia en cuanto a la compresión 2-D, como la reconstrucción de

imágenes de resonancia magnética basada en aprendizaje de diccionario, en térmi-

nos de error de reconstrucción y velocidad de reconstrucción. En segundo lugar,

al reconstruir los cuadros de las secuencias conjuntamente, se demuestra que las

redes neuronales pueden aprender correlaciones espacio-temporales e�cientemente

mediante la combinación de enfoques de convolución y compartición de datos [22].

2.3. Línea de desarrollo del TFG

Para este trabajo de �n de grado (TFG), el enfoque del estado del arte que más se va

a seguir son los resultados obtenidos con estudios que utilizan las normales como base de

reconstrucción de imágenes [19], ya que serán los parámetros utilizados como entrada del

algoritmo utilizado.



Capítulo 3

Marco Teórico y Fundamentos

Matemáticos

3.1. Geometría Diferencial

3.1.1. Introducción

La geometría diferencial es una rama del campo de las matemáticas que se centra en el

estudio de las propiedades geométricas de curvas y super�cies, utilizando herramientas del

cálculo diferencial y del álgebra lineal. Esta disciplina es fundamental en varios campos

de la física y la ingeniería, como la teoría de la relatividad [23], la mecánica clásica y la

teoría de campos, entre otros. En la Figura 3.1 se representa la teoría de la relatividad

ideada por Einstein.

Figura 3.1: Imagen representativa de la teoría de la curvatura del espacio-tiempo
de Einstein. Tomada de [24].

Una de las ideas fundamentales en geometría diferencial es el concepto de variedad

15
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diferenciable. Una variedad es un espacio geométrico que localmente se asemeja al espacio

euclidiano, pero globalmente puede tener formas más complicadas. Las variedades pueden

ser de dimensiones diferentes, como curvas de una sola dimensión, super�cies bidimensio-

nales o espacios de dimensiones superiores. La geometría diferencial estudia cómo dichas

variedades se curvan y deforman en el espacio, y cómo estas curvaturas locales afectan

al comportamiento del espacio que lo rodea. En resumen, se trata de entender cómo las

formas cambian a medida que las observamos desde diferentes perspectivas o las movemos

en el espacio [25].

En la geometría diferencial, algunos conceptos sobre las super�cies destacados son

la curvatura (cómo de deformadas están las formas en diferentes puntos), las conexiones

(cómo se relacionan diferentes partes de una forma entre sí) y la topología (las propiedades

de las formas que no cambian cuando las deformamos sin romperlas). En resumen, la

geometría diferencial es una herramienta poderosa para comprender y modelar el mundo

que nos rodea, desde las galaxias en el espacio hasta las moléculas en un material [26].

3.1.2. Super�cies

Las super�cies son objetos geométricos bidimensionales que existen en un espacio

tridimensional. En geometría diferencial, el estudio de las super�cies es fundamental, ya

que proporciona una base para comprender conceptos más avanzados en geometría y

topología.

La geometría diferencial se centra en entender cómo las propiedades locales de una

super�cie, como la curvatura en un punto dado, afectan su comportamiento global y

viceversa. Por ejemplo, la curvatura de una super�cie en un punto determinado puede

determinar si la super�cie es cóncava o convexa en esa región, lo que a su vez afecta cómo

la super�cie se curva y retuerce en su conjunto [27]. En la Figura 3.2 se puede observar

el ejemplo de una super�cie representada en Matlab.

Figura 3.2: Super�cie tridimensional representada en Matlab [28].
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3.1.3. Derivadas parciales de super�cies

Una derivada de una función es la razón de cambio instantánea con la que varía el valor

de dicha función matemática, según se modi�que el valor de su variable independiente.

La derivada de una función es un concepto local, es decir, se calcula como el límite de la

rapidez de cambio media de la función en cierto intervalo, cuando el intervalo considerado

para la variable independiente se torna cada vez más pequeño [29].La Ecuación (3.1)

expresa la función general para calcular la derivada en un punto de una función tiene la

siguiente forma.

f (x) = l��m
h!1

f (x + h) � f (x)
h

(3.1)

Las derivadas permiten comprender el comportamiento de las funciones matemáticas.

Ayudan a identi�car los máximos y mínimos de una función, determinar su concavidad,

localizar puntos críticos y analizar la tendencia de una función en un intervalo determina-

do. Estas aplicaciones son esenciales en el análisis de datos y la toma de decisiones basada

en información numérica.

En el caso de super�cies, cobra gran importancia el cálculo y parametrización de las

derivadas parciales. Al ser las super�cies funciones de�nidas en dos dimensiones, se pueden

calcular la derivada con respecto a una de ellas, generalmente caracterizadas como X e Y.

Este resultado muestra la variación por intervalo de la super�cie [25]. La Ecuación (3.2)

representa la derivada parcial de una super�cie con respecto a una de las dimensiones.

@2f
@x2

= l��m
h! 0

f (x + h; y) � 2f (x; y) + f (x � h; y)
h2

(3.2)

3.1.4. Plano tangente y vector normal

En geometría diferencial, las tangentes a una super�cie son una herramienta funda-

mental para comprender la geometría local de la super�cie en un punto dado. La tangente

a una super�cie en un punto es un plano que toca a la super�cie en ese punto y coincide

con ella en esa vecindad, lo que signi�ca que comparte la misma dirección que la super�cie

en ese punto. Este plano puede ser calculado evaluando las derivadas parciales en el punto

elegido.

El concepto de tangente a una super�cie es crucial para entender la derivación de

curvas en la super�cie, así como para de�nir conceptos como la curvatura y la normal a

la super�cie en un punto dado. Por ejemplo, la dirección de la tangente a una curva en la

super�cie en un punto dado nos da información sobre cómo la curva se está moviendo a

lo largo de la super�cie en ese punto [27].
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Figura 3.3: Visualización de un plano tangente a una super�cie en un punto
determinado. Extraído de [30].

Los vectores normales a una super�cie son una herramienta de gran utilidad en geome-

tría diferencial y en diversas aplicaciones en física, ingeniería y computación grá�ca. Estos

vectores son perpendiculares a la super�cie en cada punto, lo que signi�ca que apuntan

hacia afuera o hacia adentro de la super�cie según la convención elegida, como se puede

visualizar en la Figura 3.4. En geometría diferencial, los vectores normales se utilizan pa-

ra de�nir la curvatura de la super�cie en un punto dado, lo que proporciona información

sobre cómo la super�cie se curva en ese punto especí�co.

Figura 3.4: Cálculo y representación de un vector normal a un plano a partir de
los vectores tangentes.

Los vectores normales también se utilizan para de�nir la segunda forma fundamental,

que describe cómo la curvatura de una curva sobre la super�cie varía a lo largo de su longi-

tud. Esta información es esencial en geometría diferencial para comprender la estructura
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geométrica de una super�cie y su relación con otros objetos geométricos, como curvas

y variedades. En resumen, los vectores normales a una super�cie son una herramienta

fundamental en geometría diferencial que permite analizar y caracterizar las propiedades

intrínsecas de las super�cies en términos de su curvatura y comportamiento local [27].

Los vectores normales contienen la su�ciente información para caracterizar la super�cie

de la que proceden. Por tanto, en este TFG se utilizarán como punto base sobre el que

operar mediante sistemas lineales para poder reconstruir la super�cie original.

3.2. Producto Tensorial

El producto tensorial es una operación algebraica que combina dos espacios vectoriales

para formar un nuevo espacio vectorial más grande. Existiendo dos espacios vectoriales

V y W, el producto tensorialV � W combina todos los posibles productos entre vectores

de V y vectores deW, manteniendo las propiedades algebraicas. El producto tensorial

se utiliza para construir la base de las funciones de spline bidimensionales, ya que actúa

como operación de un sistema lineal que permite calcular los coe�cientes de una spline

bidimensional.

3.3. Sistemas de ecuaciones con matrices

Un sistema de ecuaciones puede expresarse de forma matricial si se agrupan los com-

ponentes de forma que se puedan crear tres matrices distintas. De esta forma, se puede

calcular los valores de las incógnitas del sistema mediante operaciones con matrices.

La forma de resolver este sistema de ecuaciones puede de�nirse en función de la Ecua-

ción (3.3):

AX = B (3.3)

Las variables de esta ecuación son las siguientes:

X : son las incógnitas que debemos averiguar su valor.

A: los valores que multiplican a las incógnitas.

B : son los términos independientes que no dependen de una incógnita a los que se

igualan para obtener la solución al sistema.
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3.4. Splines

3.4.1. De�nición

Las splines son funciones polinómicas de�nidas a trozos, compuestas por polinomios

de bajo grado en segmentos de�nidos, utilizadas principalmente en campos como la inter-

polación y la aproximación de funciones.

Sus principales características son la baja tasa computacional que requiere mapear

una función, pero proporcionando al mismo tiempo una conexión suave entre puntos

discretos mediante curvas continuas. Lo que distingue a las splines es su habilidad para

ajustarse localmente a los datos, lo que signi�ca que las curvas creadas se adaptan bien a

la información en regiones especí�cas sin perturbar demasiado otras partes de la curva [8].

Figura 3.5: Aproximación de una función mediante splines [31].

Las splines tienen un trasfondo histórico que se remonta a principios del siglo XX,

siendo el término spline inicialmente utilizado en la industria del diseño naval para des-

cribir tiras de madera �exibles utilizadas en la elaboración de curvas suaves en el diseño

de barcos. No obstante, su aplicación en matemáticas y computación tuvo lugar más

tarde [8].

Durante los años 1940 y 1950, con el surgimiento de la computación, se comenzaron a

explorar métodos numéricos para la aproximación e interpolación de datos. En este con-

texto, se empezaron a emplear polinomios para representar curvas suaves y continuas. Sin

embargo, la utilización de polinomios de grado alto para construir estas curvas presentaba

desafíos, como la oscilación excesiva entre los puntos de datos [8].
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Figura 3.6: Composición de una B-Spline a partir de sus funciones polinómicas
[32].

Fue en la década de 1960 cuando Ivan Sutherland y David Evans introdujeron el

concepto moderno de splines en el campo de la computación grá�ca. Propusieron la uti-

lización de curvas suaves de�nidas localmente por polinomios de grado bajo, los cuales

se conectaban entre sí para formar una curva global, como se muestra en la Figura 3.6.

Esta innovadora idea posibilitó la representación e�ciente de formas complejas en grá�cos

generados por computadora [8].

3.4.2. B-Splines

Las B-Splines, también conocidas como Basis Splines, son un tipo particular de splines

que tienen la característica de estar compuestas por polinomios del menor grado posible,

de forma de que sean muy fáciles de procesar y representar [28]. La forma que poseen las

B-Splines es la siguiente:

s(t) =
nX

j =1

B j;k (t)aj (3.4)

La ecuación anterior se compone de los siguientes parámetros: aj son los coe�cientes

de la spline, y Bj,k son las B-splines. Esta expresión representa una B-Spline de ordenk,

que tendrá un número n de coe�cientes. Como se puede comprobar, los polinomios que

componen la B-Spline tienen una forma sencilla, por lo que son fáciles de operar con ellos.

La principal ventaja de utilizar polinomios en su composición es que proporcionan

ciertas características que otras formas más complejas no. Una de ellas es la de generar

una función derivable en todo su dominio, aspecto que es interesante a la hora de analizar

su curvatura u otros parámetros de la función.
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3.4.3. Parámetros de las B-Splines

Las B-Splines, para su construcción, necesitan una serie de parámetros �jados que

de�nen su comportamiento:

En primer lugar, una B-Spline modela de forma suave una función entre dos puntos.

Para realizar esta aproximación, utiliza polinomios del estilo:

Ax n + Bx n� 1 + Cxn� 2 + ::: = 0 (3.5)

Por tanto, se deben conocer los coe�cientes (A, B, C...) necesarios para de�nir la

función utilizada en cada tramo distinto. La función tendrá la misma estructura en

todos los tramos, pero la variación de los coe�cientes hace que se adapte de la forma

más correcta a las características requeridas.

Los tramos en los que se va a dividir la representación de la B-Spline se delimitan

mediante los puntos de corte o breakpoints. Tienen dos características principales de

gran importancia para la spline: por una parte, delimitan las regiones que contienen

cada una de las funciones polinómicas distintas; por otro lado, deben cumplir una

serie de condiciones de continuidad.

La segunda característica se re�ere a que la B-Spline debe ser continua en los puntos

de corte, pero no solamente en la función original. Una de las condiciones que se

le puede agregar es el garantizar la continuidad en la primera derivada, segunda

derivada, etc. Gracias a esto, se determinan los valores de los coe�cientes de la

B-spline a ambos lados del punto de corte, y se conoce la forma de la función.

En último lugar, la B-Spline se crea para ajustarse de la mejor forma posible a

la función original. Por tanto, necesita ciertos datos de la función original para

poderlos usarlos como base para gra�car la función. Dichos datos suelen ser puntos,

pero también pueden ser vectores. Utilizando ciertos algoritmos, se crea la B-Spline

a partir de los datos proporcionados.



Capítulo 4

Metodología y Desarrollo

4.1. Descripción del algoritmo utilizado

Para este TFG, se ha creado un algoritmo en Matlab que permite reconstruir super�cies

en un espacio tridimensional mediante splines a partir de sus normales. Las super�cies

representadas están formadas por una serie de puntos de�nidos en coordenadas cartesianas

tridimensionales, como se muestra en la Ecuación (4.1):

P = ( X = x; Y = y; Z = z) (4.1)

Las super�cies aproximadas también se representan como un conjunto de puntos de-

�nidos en coordenadas cartesianas.

La forma de representar las super�cies se basa en una proyección ortográ�ca sobre el

plano XY. Esto signi�ca que, de base, se crea una cuadrícula equidistante en el plano XY

sobre la cual se calculan las alturas siguiendo la función de la super�cie, resultando cada

punto con la forma de la Ecuación (4.2):

P = ( X = x; Y = y; Z = f (X; Y )) (4.2)

Por tanto, a lo largo del algoritmo se de�nirán una cuadrícula constante en el plano

XY y se calcularán las alturas respecto al ejeZ mediante la función correspondiente. Es

decir, para cada par de coordenadas XY existirá una única coordenada en el eje Z.

Por otro lado, los datos de que se van a utilizar para reconstruir las super�cies son

los vectores normales desde cada uno de los puntos descritos. Cada uno de los vectores

normales está representado en coordenadas cartesianas XYZ, de la misma forma que las

super�cies.

23
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Figura 4.1: Diagrama de bloques del algoritmo utilizado.

La Figura 4.1 muestra el prodecimiento que compone el algoritmo de reconstrucción

de super�cies diseñado a partir de las normales. En este se pueden apreciar las tres partes

en las que se divide la metodología TFG:
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Input: de color azul, corresponde con los datos de entrada necesarios para la re-

construcción de la super�cie que recibe el algoritmo.

Algoritmo: de color verde, representan los pasos internos del algoritmo que se

encargan de reconstruir la super�cie a partir del input.

Output: de color rojo, corresponden con la representación y evaluación de las salidas

producidas por el algoritmo.

4.1.1. Obtención de los vectores normales

Antes de comenzar el primer paso del algoritmo, es necesario obtener las normales de

la super�cie que se desea reconstruir. Aunque se pueden utilizar otros, en este algoritmo

se obtienen los vectores normales de una super�cie a partir de otra super�cie aproximada

mediante B-Splines, utilizando las funcionesfnder y fnval [28] de Matlab. En el siguien-

te apartado se explica el �chero donde se realiza la obtención de la matriz de vectores

normales, lo que servirá como entrada al algoritmo.

Como métodos alternativos para obtener una matriz de vectores normales, se puede

utilizar la función surfnorm en una super�cie de�nida en las tres coordenadas cartesianas

XYZ, o incluso con métodos basados más en visión y en el trazado de rayos de luz.

De cualquier manera, el método utilizado no in�uye dentro del algoritmo, simplemente

se necesita una matriz bidimensional de vectores normales como entrada del sistema.

Gracias a esta cualidad, este algoritmo puede estar adaptado a cualquier tipo de sistema,

ya que solamente necesita los vectores normales, sin ningún tipo de condiciones salvo que

esté en coordenadas cartesianas.

En la Figura 4.2 se muestra el resultado de obtener los vectores normales de una

super�cie para después utilizarlos como input del algoritmo de�nido. Se puede observar

en cada uno de los puntos un vector normal de color azul perpendicular a la super�cie.
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Figura 4.2: Ejemplo de vectores normales extraídos de una super�cie.

4.1.2. De�nición de parámetros de la B-Spline

Una vez obtenidos los vectores normales, es necesario de�nir una serie de parámetros

que de�nen el comportamiento de la B-Spline. Estos parámetros se han visto en profun-

didad en el Capítulo 3.

Límites del dominio: se deben de�nir los puntos inicial y �nal dentro de los

cuales se encuentra de�nida la B-Spline. En este algoritmo se utiliza ungrid creado

mediante la funciónndgrid, y se obtiene el inicio y el �nal a partir de dicho grid [28].

Orden de la spline: el ordenk de la B-Spline delimita el número de coe�cientes

que tendrán las funciones polinómicas de cada uno de los intervalos que componen

la B-Spline.

Breakpoints: se deben conocer los puntos de corte o nudos de la spline para delimi-

tar los intervalos que contienen cada uno de los polinomios de los que se compone la

función. Para ello, los datos desde los cuales se sacan los breakpoints son los límites

del dominio de la spline y el número de breakpoints que se necesita. Además, en este

algoritmo se utiliza la funciónaugknt [28] para añadir más breakpoints a la lista

en función del orden de la spline. De esta forma, se asegura la continuidad de la

B-Spline en los breakpoints. La Figura 4.3 muestra la in�uencia de los nodos dentro

de la composición de la B-Spline.

Número de coe�cientes a calcular: se necesita conocer el número de coe�cientes

para su cálculo en el siguiente apartado. En un primer momento, es lógico intuir que

se teniendoN tramos, y que dentro de cada tramo existe un polinomio de rango

K , el número de coe�cientes a calcular esNK . Sin embargo, las condiciones de
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continuidad en los puntos de corte de la spline hacen que el número de coe�cientes

se reduzca, y siga la Ecuación (4.3).

ncoef fs = ( Nbrks � 2) + 2k � k (4.3)

Puntos tau: son las coordenadas XY sobre las que se deben calcular los valores de

la B-Spline. Utilizando estos puntos junto con la funciónspcol [28] se pueden evaluar

condiciones tanto relacionadas con puntos de la super�cie como de sus dos primeras

derivadas. Para este caso, serán importantes para utilizar la primera derivada junto

con los vectores normales.

Parámetros de la super�cie: son los datos relacionados con la super�cie que se

quiere reconstruir. En este caso, los parámetros que se van a utilizar son los vectores

normales a la super�cie y un punto por la cual se desea que esa super�cie pase. Ese

punto también va en coordenadas cartesianas XYZ.

Figura 4.3: Ejemplo de tramos y breakpoints de una B-Spline.

4.1.3. Imposición de restricciones en la B-Spline

A partir de los apartados de�nidos en el apartado anterior, se deben crear las res-

tricciones que deben seguir para calcular los coe�cientes de las funciones polinómicas

que componen la B-Spline. Utilizando los vectores normales, las restricciones que se de-

ben imponer a partir de un vector normalN se encuentran representadas mediante las

Ecuaciones (4.4), (4.5) y (4.6).
~N = ( n1; n2; n3) (4.4)
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dx =
� n1

n3
(4.5)

dy =
� n2

n3
(4.6)

Lo que queda de�nido en las expresiones anteriores es que las restricciones relacionan di-

rectamente las coordenadas cartesianas de los vectores normales con las derivadas parciales

de primer orden de la super�cie. Estas derivadas parciales se obtienen de los parámetros

con la funciónspcol [28], como se vio en el anterior apartado. Además, también se debe

aplicar la restricción de que pase por el punto que se proporciona como parámetro. Esto se

realiza también con la funciónspcol, pero utilizando solamente ese punto como referencia.

4.1.4. Cálculo de coe�cientes de la B-Spline

Una vez de�nidos tanto los parámetros de la B-Spline como las restricciones que debe

cumplir, se crea un sistema lineal con matrices como se especi�ca en el Capitulo 3 para

obtener los coe�cientes de la B-Spline. La composición de dicho sistema se encuentra

de�nida en la Ecuación (4.7):

Vparam � Coef fs = Vrest (4.7)

En esta ecuación, las variables que la componen son las siguientes:

Vparam : contiene los parámetros de entrar que de�nen a la spline procesados mediante

funciones de Matlab. Tiene dimensionesm � m.

Coef fs : contiene los coe�cientes de los polinomios de la B-Spline que se desean

calcular. Posee dimensiones1 � m.

Vrest : corresponde con la matriz de las restricciones que de�nen a la spline. Tiene

dimensiones1 � m.

Resolviendo el sistema lineal se obtiene una matriz de coe�cientes que determina el

comportamiento de las funciones polinómicas que componen la B-Spline en cada intervalo.

4.1.5. Estimación de la super�cie

Una vez obtenidos los coe�cientes, la funciónspmak [28] se encarga de crear la B-

Spline �nal a partir de los breakpoints obtenidos y de los coe�cientes calculados. La

expresión resultante se evalúa mediante la funciónfnval [28] en el dominio de�nido por

el grid que se le ha pasado como parámetro a la spline. De esta forma, se obtienen los



4.2. Métricas 29

valores de la super�cie reconstruida en la coordenada Z. Ya calculados los valores de las

tres coordenadas de la super�cie, se representan en una grá�ca tridimensional para poder

observar de mejor forma sus características. La Figura 4.4 muestra la estimación de una

super�cie a partir de la B-Spline calculada utilizando los vectores normales obtenidos

anteriormente.

Figura 4.4: Super�cie estimada a partir de sus normales utilizando el algoritmo.

4.1.6. Evaluación de la super�cie

Por último, con la super�cie ya reconstruida, se comparan los resultados obtenidos con

el `ground truth' en diferentes aspectos de las funciones. El error obtenido se calcula en

tres parámetros distintos, que son la super�cie en sí misma, y las dos primeras derivadas

en cada una de las super�cies. Gracias a las características de la B-Spline, la función es

continua en su dominio tanto en la función principal como en sus primeras derivadas, por

lo que esas tres funciones pueden ser comparadas. Para la evaluación de la super�cie, se

utilizarán las métricas explicadas en la siguiente sección.

4.2. Métricas

En este apartado se exponen las diferentes formas de medición de los errores cometidos

durante las reconstrucciones de las super�cies, de forma que cada una de las recreaciones

sean medidas con el mismo criterio. Cada experimento que contenga ruido aleatorio será

evaluado un total de 50 veces para tener una medida estadística exacta del error cometido.

Aquellos experimentos que no contengan ruido añadido tendrán un valor de error único.

Por tanto, solo se reportarán las medias y las desviaciones típicas de aquellos experimentos

que involucren la adición de ruido aleatorio.
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Las medidas que se utilizan en este proyecto son las siguientes:

RMSE: se de�ne como la raíz del error cuadrado medio, y sigue la Ecuación (4.8)

representada.

RMSE =

s P npts
i =1 (Zrec � Zgt)2

n
(4.8)

En esta expresión, se calcula la media de los valores de la super�cie elevada al

cuadrado, y se calcula después su raíz cuadrada. Los parámetros de la Ecuación

(4.8) representan los siguientes datos:

ˆ Zrec : coordenadasz de los puntos de la super�cie reconstruida.

ˆ Zgt: coordenadasz de los puntos de la super�cie original

ˆ n: número de puntos que componen las super�cies.

MAE: se de�ne como el error absoluto medio, y sigue la siguiente expresión:

MAE =
1
n

nX

i =1

jZrec � Zgt j (4.9)

En este caso, el error se calcula como la media de los valores absolutos de la función.

Los parámetros de la Ecuación (4.9) contienen los siguientes valores:

ˆ Zrec: coordenadasz de los puntos de la super�cie reconstruida.

ˆ Zgt: coordenadasz de los puntos de la super�cie original

ˆ n: número de puntos que componen las super�cies.

4.3. Base de datos utilizada

La base de datos utilizada como experimentos reales se trata de una recopilación de

imágenes de una endoscopia intestinal [33] por parte de la organización Centre for Medical

Image Computing de la London's Global University [34]. Se trata de una base de datos

compuesta por 16.106 imágenes RGB con su correspondientedepth, es decir, cada imagen

estará compuesta por un par de archivos: uno contiene la imagen en formato a color

RGB, y otro una imagen en blanco y negro que representa la profundidad (`depth') a

la que se encuentra el objeto capturado, representado como el valor de cada píxel de la

imagen, como se puede ver en el par de imágenes representadas en la Figura 4.5. De la

búsqueda realizada entre todas las bases de datos ya que permite cumplir los objetivos

de evaluación del algoritmo. Es una base de datos que tiene la su�ciente calidad como

para ofrecer diferentes características en las super�cies reconstruidas a partir de las tomas,

como son curvatura, tramos rectos, pliegues, ondulaciones y zonas de transiciones bruscas.
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(a) Imagen a color. (b) Imagen del depth.

Figura 4.5: Par de imágenes de la base de datos [33].

Las imágenes tienen un tamaño de256� 256píxeles, y se han dividido según la textura

y la luminosidad del entorno donde se han realizado las capturas. Esta base de datos es

interesante para este experimento porque permite recrear la super�cie intestinal de forma

sencilla a partir de la imagen que contiene el `depth' de la super�cie. El procedimiento de

interpretación de este tipo de imágenes se explica más adelante.

4.4. Experimentos realizados

Utilizando el algoritmo explicado, se realiza una serie de experimentos para comprobar

y valorar la calidad de las super�cies reconstruidas en función de la variación de los pará-

metros que de�nen las super�cies. Además, estos experimentos se van a repetir tanto para

una serie de funciones creadas arti�cialmente como para una lista de pares de imágenes

extraídas de la base de datos descrita anteriormente.

4.4.1. Experimentos con funciones sintéticas

Las funciones arti�ciales que se van a utilizar para examinar el algoritmo de recons-

trucción de super�cies se describen a continuación.

Funciones compuestas: Se estudiarán las Ecuaciones (4.10) y (4.11). Ambas expre-

siones contienen tres tramos cada una, delimitados en su dominio. Estas super�cies se

utilizan para comprobar el comportamiento del algoritmo ante cambios de forma de una

función y ver si tiene cierta `inercia' a la hora de reconstruir.
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z = f (x; y) =

8
>>><

>>>:

(2x � 1
2y + 1) 2 si 2x � 1

2y < � 1

0 si 2x � 1
2y � � 1 y 2x + 1

2y < 1

(2x + 1
2y � 1)2 � 1 si 2x + 1

2y � 1

(4.10)

z = g(x; y) =

8
>>><

>>>:

1
4(x + y + 1) si 1

4x + 1
4y < � 1

4

0 si 1
4x + 1

4y � � 1
4 and 1

2x + 1
2y < 1

2

1
2(x + y � 1) si 1

2x + 1
2y � 1

2

(4.11)

Funciones simples: Las Ecuaciones a analizar son (4.12) y (4.13). En ellas, se estudiará

el comportamiento del algoritmo ante repeticiones de una misma función, en el caso de la

Ecuación (4.12); y el comportamiento en una super�cie que conserva una forma similar

en todo su dominio, como la Ecuación (4.13).

z = h(x; y) = x2 + y2 (4.12)

z = j (x; y) = cos(4x) (4.13)

Función de Franke: La función de Franke es una función comúnmente utilizada para

probar métodos de interpolación y de ajuste en análisis numérico [28]. En Matlab se puede

calcular con la funciónfranke(), y posee la estructura mostrada en la Ecuación (4.14).

En ella, se estudiará el comportamiento del algoritmo ante una super�cie medianamente

compleja pero creada de forma sintética.

z = f (x; y) =
3
4

exp
�

�
(9x � 2)2

4
�

(9y � 2)2

4

�
+

3
4

exp
�

�
(9x + 1) 2

49
�

(9y + 1)
10

�

+
1
2

exp
�

�
(9x � 7)2

4
�

(9y � 3)2

4

�
�

1
5

exp
�
� (9x � 4)2 � (9y � 7)2

�

(4.14)

4.4.2. Experimentos con imágenes RGB-D

Para los experimentos del algoritmo con la base de datos real anteriormente mencio-

nada, se han seleccionado tres pares de imágenes, a color y su correspondiente `depth',

para analizar los resultados obtenidos.
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(a) Imagen a color. (b) Imagen del depth.

Figura 4.6: Par de imágenes de la base de datos [33] número 1.

(a) Imagen a color. (b) Imagen del depth.

Figura 4.7: Par de imágenes de la base de datos [33] número 2.

(a) Imagen a color. (b) Imagen del depth.

Figura 4.8: Par de imágenes de la base de datos [33] número 3.

Dentro de la base de datos, se identi�can las tres capturas elegidas en la Tabla 4.1 en

función de su posición en el esquema de carpetas interno de la base de datos.
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Imagen Zona de captura T Subcarpeta Número de Captura
Imagen 1 1 C_T1_L1_1_resized 464
Imagen 2 2 C_T2_L1_2_resized 200
Imagen 3 3 C_T3_L1_3_resized 250

Tabla 4.1: Identi�cación de los pares de imágenes en la base de datos [33].

Los pares de capturas enumeradas en la Tabla 4.1 se examinarán de forma más mi-

nuciosa en busca de las diferencias en las reconstrucciones con respecto a la super�cie

original. Por otra parte, se va a realizar un análisis del error cometido a la hora de ana-

lizar la base de datos completa, de forma que se va a evaluar la velocidad del algoritmo

a la hora de calcular una gran cantidad de imágenes de forma consecutiva. Cada uno de

los experimentos calculará las métricas de error de la reconstrucción consecutiva de cada

una de las carpetas.

4.4.3. Parámetros bajo estudio

Para comprobar los efectos que pueden producir la variación de los valores que dan

forma a las super�cies reconstruidas mediante una B-Spline, se han �jado una serie de

variaciones experimentales para algunos de estos parámetros.

En primer lugar, se ha �jado un resultado base sobre el cual variar los parámetros. A

partir de esta base, se varían los parámetros de uno en uno para comprobar los efectos de

dicha variación en los resultados.

Experimento Número de puntos Orden de la B-Spline Nivel de ruido
1 91 5 Sin ruido
2 61 5 Sin ruido
3 121 5 Sin ruido
4 91 3 Sin ruido
5 91 8 Sin ruido
6 91 5 15 %
7 91 5 30 %

Tabla 4.2: Registro de variación de parámetros de la experimentación.

En la Tabla 4.2 se recogen los siete experimentos que se van a realizar sobre las

funciones e imágenes anteriormente enumeradas. El primer experimento, en color verde,

es el experimento base sobre el que se van a comparar todos los demás. En los demás

experimentos se variará uno de los parámetros con respecto al experimento base. Ese

parámetro aparece en amarillo en la tabla.

El ruido que se le va a introducir es un ruido normal producido mediante la función de

Matlab randn [28]. Este produce un ruido con una distribución normal aleatoria de media
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0 y desviación estándar 1. En estos casos, la evaluación de los resultados obedecerá a los

valores estadísticos de dicho error, de forma que se expresará en función de la media y la

desviación típica.

El porcentaje en el nivel de ruido corresponde a la fracción del ruido generado mediante

randn que se aplica sobre los vectores normales. Por la forma de calcular los vectores

normales que sirven como entrada para este algoritmo, todos están normalizados, es decir,

tienen módulo unitario. De esta forma, se puede aplicar el mismo nivel de ruido a todas

las funciones y comparar los resultados del ruido entre distintas super�cies.

Por otro lado, hay una serie de parámetros que no son alterados, pero que toman

importancia a la hora de dar forma a la B-Spline. Los valores de estos parámetros se

representan en la Tabla 4.3.

Parámetro Valor
Inicio del dominio -2
Final del dominio 2

Número de breakpoints 9

Tabla 4.3: Parámetros invariantes.

4.5. Herramientas

4.5.1. Matlab

MatLab (Mat rix Lab oratory) es una plataforma de programación y cálculo en for-

ma de software orientada a tareas de ingeniería y matemáticas. Se trata de un software

creado por la empresa Mathworks y es considerada como una de las herramientas de

cálculo y representación grá�ca más completas. Además, cuenta con una amplia biblio-

teca de funciones prede�nidas para realizar operaciones matemáticas, análisis de datos,

procesamiento de señales, simulación y modelado, entre otras tareas.

La principal herramienta matemática sobre la que se basa el funcionamiento de Matlab

son las matrices, siendo utilizadas en la mayoría de los cálculos como método de alma-

cenamiento de variables. De esta forma, se puede acceder de forma sencilla a los cálculos

anteriores.

Matlab es la herramienta ideal para trabajar con grandes conjuntos de datos de mane-

ra e�ciente, gracias a su optimización para cálculos numéricos. Esto lo hace especialmente

útil para aplicaciones de procesamiento de señales, análisis estadístico, simulaciones de

sistemas dinámicos y diseño de algoritmos de control. Además, su interfaz grá�ca intui-

tiva y su entorno de desarrollo integrado (IDE) facilitan la experimentación rápida y la
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depuración de código, lo que lo convierte en una herramienta poderosa para profesionales

y estudiantes en diversas disciplinas técnicas.

El funcionamiento básico de Matlab se desarrolla a través de su interfaz, representado

en la Figura 4.9.

Figura 4.9: Interfaz de Matlab [28].

La interfaz se divide en cinco partes principales:

En primer lugar, la parte superior contiene un menú que contiene las opciones que

ofrece Matlab para tratar sus archivos.

La parte izquierda de la interfaz proporciona un explorador de archivos rápido para

encontrar el directorio sobre el que trabajar, y poder acceder de forma sencilla

a diferentes �cheros. Matlab opera sobre un directorio para encontrar referencias

entre diferentes �cheros, pudiendo aparecer una función de�nida en un �chero pero

utilizada en otro distinto.

La parte central superior es el editor de texto de Matlab. En este espacio se escriben

y modi�can los diferentes archivos que componen el directorio de la parte izquierda.

Existen dos modos de visualización de los archivos: una más clásica, siendo un editor

de código tradicional, y otra más visual, similar al formato PDF.

En la parte central inferior se encuentra el terminal de Matlab, donde se muestran las

salidas en forma de texto provenientes de la ejecución del código. Además, permite

la ejecución rápida de instrucciones sin necesidad de ejecutarlas desde un �chero.
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Por último, la parte derecha de la interfaz corresponde con una lista de las variables

existentes, siendo una pareja de número y valor. Proporciona una visualización rá-

pida de los valores generados mediante la ejecución del código, para poder controlar

de una forma más visual los resultados.

Además de la interfaz, existen ventanas extra que contienen generalmente representa-

ciones grá�cas en forma de funciones de las variables generadas por el programa. Cada

una de las ventanas se la conoce como Figura, y permite organizar los resultados grá�cos

de mejor forma.

4.5.2. GeoGebra

GeoGebra es una aplicación informática que mezcla diferentes áreas de las matemáticas

como la geometría, el álgebra, el cálculo, las estadísticas y los grá�cos. Esta herramienta es

muy �exible y sencilla de utilizar, permitiendo a las personas investigar y probar conceptos

matemáticos de forma interactiva. Esto hace que sea más fácil comprender y aprender una

variedad de temas matemáticos.

Para este proyecto, esta herramienta es útil para poder seleccionar y visualizar las

funciones sintéticas que consigan estudiar el comportamiento del algoritmo en distintos

casos. En la Figura 4.10 se muestra un ejemplo de super�cies representadas de forma

tridimensional.

Figura 4.10: Ejemplo de super�cies representadas en GeoGebra [35].



Capítulo 5

Resultados y Discusión

A partir del algoritmo descrito a lo largo del Capítulo 4, se ha realizado una serie de

experimentos sobre las que comprobar los efectos de la variación de determinados pará-

metros de las reconstrucciones. Los parámetros analizados son el orden de los polinomios

de las B-Splines, el número de puntos donde se calcula la super�cie y el nivel de ruido. Los

resultados se dividen entre super�cies sintéticas y super�cies reales, y dentro de cada una

de las super�cies recreadas se estudian cada una de las alteraciones de los parámetros.

Los experimentos realizados sobre la primera super�cie creada a partir de la Ecuación

(4.10) se explican en detalle, describiendo de forma completa los parámetros utilizados

en la de�nición de las reconstrucciones y el proceso utilizado en todos los experimentos

realizados. En el resto de super�cies, tanto sintéticas como reales, se realizan los mismos

experimentos con los mismos parámetros, por tanto no se detalla este proceso en detalle.

Por facilidad de lectura, al comienzo de todas las super�cies se vuelve a representar la

expresión de la función que se utiliza para componer la super�cie. De esta forma, no es

necesario volver al Capítulo 4 de forma frecuente.

Por otro lado, las unidades de medida utilizadas en el error calculado para cada una

de las super�cies son diferentes en función de si se trata de una super�cie sintética o real:

1. Sintéticas: al carecer de un sistema de referencia real, las unidades de medida se

expresan en unidades métricas (u.m.).

2. Reales: la base de datos utilizada realiza un escalado entre las unidades de medida

reales y el valor de color de cada uno de los píxeles en la imagen deldepth. Este

escalado transforma un rango de medida de (0, 20) cm a (0, 255) en rango de color.

Por otro lado, para que las representaciones de las super�cies reales tengan una

magnitud similar a la de las super�cies reales, se ha realizado un segundo escalado,

que transforma los valores del rango (0, 255) en escala de grises a (0, 1) en las

representaciones. En resumen, para transformar las medidas de error expresadas en

38
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los experimentos realizados en las medidas reales se debe aplicar la Ecuación (5.1),

donde los dos factores corresponden con los dos escalados realizados.

Vreal =
255
1

�
255
20

� Vexp (5.1)

5.1. Super�cies sintéticas

Las super�cies sintéticas con las que se ha probado el funcionamiento del algoritmo

tienen la forma de�nida en la Ecuación (4.2). Para representarla, se ha creado ungrid en

el plano XY y se calculan las alturas a partir de una funciónz.

5.1.1. Super�cie z = f (x; y)

En este primer experimento, la super�cie representada se compone de una función a

tramos que sigue la siguiente expresión:

z = f (x; y) =

8
>>><

>>>:

(2x � 0;5y + 1) 2 si 2x � 0;5y < � 1

0 si 2x � 0;5y � � 1 and 2x + 0;5y < 1

(2x + 0;5y � 1)2 � 1 si 2x + 0;5y � 1

(5.2)

La representación tridimensional de esta super�cie y sus dos derivadas parciales se

encuentra representada en la Figura 5.1.

(a) Super�cie original. (b) df
dx . (c) df

dy .

Figura 5.1: Super�cie (a) y derivadas parciales de la super�cie (b, c) representada en la
Ecuación (4.10).

Experimento 1 Para este primer experimento, los valores de los parámetros que se

estudian en esta reconstrucción se encuentran �jados como se indica la Tabla 5.1. Los

resultados obtenidos en este experimento se tomarán como base sobre el que comparar
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el resto de experimentos de esta super�cie. Por tanto, cuando se hace referencia a los

resultados del experimento base, se realiza una comparativa con estos valores.

Parámetro Valor
Número de puntos 91
Orden de la spline 5

Nivel de ruido 0 %

Tabla 5.1: Parámetros del Experimento 1 de la super�cie representada en la Ecuación
(4.10).

Los resultados obtenidos y los errores medidos de la reconstrucción de este experimento

están representados en la Figura 5.2 y en la Tabla 5.2.

(a) Super�cie original. (b) df
dx . (c) df

dy .

Figura 5.2: Reconstrucciones de la Super�cie (a) y derivadas parciales de la super�cie (b,
c) representada en la Ecuación (4.10) en el Experimento 1.

Experimento 1 (u.m.)
MAE Surf 0;025707 RMSE Surf 0;000321

MAE df
dx 0;092084 RMSE df

dx 0;001391
MAE df

dy 0;022983 RMSE df
dy 0;000341

Tabla 5.2: Valores de error de la reconstrucción de la Super�cie (a) y derivadas parciales
de la super�cie (b, c) representada en la Ecuación (4.10) en el Experimento 1.

A partir de los resultados obtenidos, se observan unas reconstrucciones muy similares a

la super�cie original. Estos resultados tienen unos errores mínimos de la escala de10� 2u:m:

tanto para la super�cie como para sus derivadas. De esta forma, se puede comprobar en un

primer acercamiento que el algoritmo cumple su objetivo con un grado de error pequeño.

Los puntos donde la reconstrucción genera más nivel de error son los límites de los

tramos de la super�cie compuesta, donde se cortan dos super�cies simples, apreciable

en la zona intermedia de la super�cie. En las zonas donde la super�cie no experimenta

variaciones no aparece apenas ningún tipo de error.
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