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NEURONALES COMO A PRIORI PROFUNDOS EN
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Electrónica.





Resumen

El objetivo de este trabajo es el estudio y la aplicaci�on de modelos de aprendizaje
profundo (deep learning) al problema de reducci�on de ruido aditivo gaussiano en
im�agenes digitales (denoising). Concretamente, se aplica la t�ecnica Deep Image
Prior , ampliamente empleada en procesamiento de imagen al no necesitar someter
a la red a un entrenamiento previo.

A ra��z del modelo de ruido empleado, planteamos un criterio de parada au-
tom�atica que entrelaza el error cuadr�atico promedio {una funci�on de coste habi-
tual en el trabajo con redes neuronales{ con la varianza del ruido aplicado a la
imagen.

Asimismo, visualizamos el proceso de generaci�on de im�agenes sin ruido que
realiza la red neuronal escogida utilizando la m�etrica de calidad SSIM, que per-
mite evidenciar las secciones de similitud respecto a la imagen original, previa a
la aplicaci�on de ruido. Concluimos que el proceso de reducci�on de ruido se realiza
incorporando informaci�on en orden creciente de detalle, lo que resalta en �ultima
instancia la importancia del criterio de parada obtenido.

Palabras clave:

Redes neuronales
Ruido aditivo gaussiano
Procesamiento de imagen digital
Python
PyTorch

III





Abstract

The purpose of this work is the study and application of deep learning models
to the digital image noise reduction problem (denoising). Concretely, the Deep
Image Prior technique is applied, which is widely used in image processing tasks
because it does not require subjecting the deep learning model to any previous
training.

As a result of the noise model taken into consideration, we propose an auto-
matic stopping criterion that thoughtfully ties the mean squared error (a common
loss function for deep learning tasks) with the variance of the noise applied to the
image.

Moreover, we visualize the image generation process that is carried out by the
chosen model by means of the SSIM quality metric, which accurately identi�es
the sections of similarity with regard to the original, noiseless image. We conclude
that the image generation process gets done by incorporating image features in an
increasing order of detail (up to and including noise), which ultimately highlights
the importance of the formulated stopping criterion.
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1
Introducci�on

Hacia el a~no 2008, lleg�o a mis manos una copia en CD del juego de software
libre Armagetron Advanced, todav��a desarrollado a d��a de hoy. Para aquellos que,
nacidos a principios de siglo, no ten��amos acceso a Internet, se trataba de un juego
que habr��amos descrito como un((Snake futurista)): como jugador, controlabas una
moto que dejaba un muro a su paso, y tu misi�on era evitar los muros creados
tanto por los jugadores contrarios con sus motos como los tuyos propios.

Dos a~nos despu�es, se lanzaba la pel��culaTron: Legacy, una secuela aTron
(1982). Por casualidad o destino, esta ser��a la primera pel��cula que ver��a en el
cine y, por tanto, que mejor recuerdo. M�as all�a de la impresi�on que me caus�o los
efectos especiales, que todav��a se sostienen a d��a de hoy, esta pel��cula conten��a una
secuencia en la que el protagonista controlaba una moto que dejaba un muro a
su paso, y ten��a que hacer que los jugadores contrarios chocasen contra ese muro.
Completamente ajeno a que esta escena era un gui~no a la pel��cula original, cre��
haber asistido a un caso de plagio del videojuego que tanto me hab��a entretenido.

Con el advenimiento de las reediciones de pel��culas en 4K, me lanc�e a la
b�usqueda del correspondiente relanzamiento deTron: Legacy, solo para encontrar
que, al ser grabada con c�amaras digitales de resoluci�on 1080p, su existencia ser��a
solo posible si se llevan a cabo t�ecnicas de procesamiento de imagen, en este caso
de super-resoluci�on.

Nos referimos a [2], seg�un el cual el procesamiento de imagen es aquel cuya
entrada y salida es una imagen digital, pudiendo asimismo extraer caracter��sticas
de la imagen, tales como la presencia o no de cierto objeto. En el contexto de
este trabajo, vamos a abordar el problema de la reducci�on de ruido en im�agenes
digitales, uno de los m�as estudiados en el �ambito del procesamiento de imagen,
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Figura 1.1: Comparaci�on entre las motos de la primera pel��cula deTron, cuyo
dise~no sigueArmagetron, y su secuela.

desde la �optica deldeep learning.

Antecedentes

La idea de adoptar esta perspectiva para el problema de reducci�on de ruido
surge durante la realizaci�on de mi anterior Trabajo de Fin de Grado, donde se
estudi�o rigurosamente un modelo matem�atico de reducci�on de ruido formulado a
trav�es del c�alculo variacional. La resoluci�on de dicho modelo llevaba a considerar
una ecuaci�on en derivadas parciales, cuya formulaci�on no resultaba ajena a las
presentadas en la asignatura hom�onima del Grado en Matem�aticas.

El cumplimiento con creces de los objetivos planteados durante el desarrollo
del trabajo motiv�o una extensi�on a t�ecnicas alternativas empleadas para abordar
el problema de reducci�on de ruido. Siendo el trabajo por parte del Grado en
Matem�aticas uno que ten��a como idea principal el justi�car rigurosamente cada
operaci�on y formulaci�on que se presentaba, el trabajo por parte del Grado en
Inform�atica busca preservar este mismo esp��ritu, abordando un problema id�entico
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Cap��tulo 1. Introducci�on

desde una perspectiva alternativa.

M�as espec���camente, en el trabajo anterior se plante�o una((limpieza progre-
siva)) (a trav�es de un algoritmo iterativo) de la imagen ruidosa para obtener
asint�oticamente (con un n�umero su�cientemente grande de iteraciones) una ver-
si�on sin ruido.

Sin embargo, en la propuesta de este trabajo se plantea un modelo de re-
construcci�on de la imagen sin ruido partiendo de una imagen cuya informaci�on
inicial es aleatoria y cuyo estado asint�otico del modelo es la imagen ruidosa. Di-
cha reconstrucci�on vendr�a mediada por un modelo basado en redes neuronales
profundas que, en ausencia de datos etiquetados y entrenamiento previo, ser�a
capaz de dar resultados notables en m�etricas de calidad de imagen.

Naturalmente, el desarrollo |marcadamente positivo para mi formaci�on| de
ambos proyectos no habr��a sido posible sin la implicaci�on y la paciencia de mis
tutores, siempre capaces de guiarme en la direcci�on de m�aximo ascenso.

Esta memoria se distribuye bajo la licencia Attribution-ShareAlike 4.0 Inter-
national (CC BY-SA 4.0).
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2
Objetivos

El objetivo general de este trabajo es el estudio de t�ecnicas de reducci�on
de ruido en imagen digital. Para ello, formulamos la siguiente lista de objetivos
espec���cos:

1. Introducir los fundamentos matem�aticos que permiten modelar y manipular
una imagen digital.

2. Introducir los fundamentos te�oricos deldeep learning, lo que permita pre-
sentar de forma autocontenida el proyectoDeep Image Prior aplicado a la
reducci�on de ruido en imagen con criterio de parada autom�atico.

3. Realizar un an�alisis cuantitativo, por medio de las medidas de calidad per-
tinentes, de los resultados recogidos en nuestras simulaciones.

4. Realizar un an�alisis cualitativo de los resultados m�as relevantes de las si-
mulaciones de eliminaci�on de ruido de imagen. Este estudio cualitativo se
desarrollar�a a trav�es de dos maneras:

a) Por un lado, se observar�a el desempe~no del criterio de parada au-
tom�atico propuesto en esta memoria para las tareas de reducci�on de
ruido.

b) Por otro lado, se evaluar�a el proceso de formaci�on de la imagen sin
ruido por parte del modelo empleado.

Dada la extensi�on en p�aginas de un an�alisis cualitativo, complementamos
esta memoria con un material suplementario que contiene todos los an�alisis
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cualitativos que se siguen de los experimentos llevados a cabo durante este
trabajo.

2.1. Descripci�on del contexto y del problema
abordado

A trav�es del cap��tulo 3, presentamos dos marcos te�oricos: por un lado, formaliza-
mos el concepto de imagen digital y presentamos un modelo de contaminaci�on de
im�agenes digitales. A continuaci�on, se da un contexto hist�orico de la inteligencia
arti�cial para identi�car el deep learningcomo una elecci�on particular de modelo
en la disciplina demachine learning.

Concretamos el marco te�orico planteado en los preliminares en el cap��tulo 4,
abordando una estrategia concreta de resoluci�on del problema de reducci�on de
ruido en im�agenes digitales, el ya anticipadoDeep Image Prior.

2.2. Formulaci�on y cumplimiento de objetivos

En este mismo cap��tulo hemos realizado la formulaci�on de objetivos del trabajo.
Damos cuenta de su consecuci�on en el cap��tulo 6.

2.3. Resultados, conclusiones y discusi�on

Abordamos, en el cap��tulo 5, los resultados que se siguen de la aplicaci�on del
marco te�orico a un grupo de im�agenes digitales. En el cap��tulo 6 presentamos las
conclusiones observadas a ra��z de los experimentos.

2.4. Metodolog��a de trabajo

De igual forma a como se realiz�o en el Trabajo de Fin de Grado de Matem�aticas,
la estrategia seguida para este trabajo resulta de la mezcla de dos m�etodos de
presentaci�on de la informaci�on.

Por un lado, se identi�ca la metodolog��a caracter��stica de la Matem�atica
Aplicada, donde planteamos, analizamos, resolvemos y validamos un modelo ma-
tem�atico. Sin embargo, tampoco renunciamos a una perspectiva m�as((divulgativa)),
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2.4. Metodolog��a de trabajo

Tabla 2.1: Organizaci�on temporal seguida, midiendo el tiempo en semanas.
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que nos lleva a acompa~nar buena parte de las de�niciones presentadas con ejem-
plos gr�a�cos.

Esta segunda idea ha sido precisamente el motor detr�as de querer visualizar el
proceso de aprendizaje de la red neuronal, fomentando la generaci�on de amplios
resultados cualitativos que den cuenta del rendimiento del proyecto desarrollado.

La organizaci�on temporal seguida para llevar a cabo estos objetivos se indica
en la tabla 2.1.
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3
Preliminares

De�nici�on 1. Diremos imagen digital de n canales a un tensor f : 
 !
[0; 1]n , donde 
 es un subconjunto �nito de N � N. Diremosp��xel a cada punto
de la forma (x; y; f (x; y)).

En particular, diremos imagen digital en escala de grises al cason = 1,
y diremosimagen digital RGB al cason = 3.

Ejemplo 1. Una imagen digital en escala de grises,f : 
 ! [0; 1], se puede
representar en 3D a trav�es de una super�cie expl��cita, en la forma (x; y; f (x; y)).
Esta representaci�on alternativa permite revelar informaci�on adicional sobre la
imagen, que ilustramos considerando la imagen digital en un solo canal recogida
en el lado izquierdo de la �gura 3.1, que tintamos adicionalmente con el esquema
de colorcividis para facilitar su visualizaci�on. A su derecha, observamos la imagen
como una super�cie en el espacio 3D.

Adoptando la visi�on de la imagen como super�cie, podemos ver que cada una
de las formas que distinguimos en la imagen son regiones cuya intensidad de
iluminaci�on, f (x; y), es similar. Adem�as, los bordes o((estructuras)) de la �gura
se evidencian a trav�es de cambios abruptos en estas intensidades de iluminaci�on.

Bajo esta perspectiva, podemos hacer uso de herramientas propias delan�ali-
sis en varias variables y se~nalar que, en t�erminos del gradiente de la imagen,
operaci�on que denotamos porr f , el interior de cada una de las formas de la
imagen veri�ca kr f (x; y)k2 ' 0. Por contra, los bordes ser��an aquellas regiones
que maximizar��an jjr f (x; y)jj 2.
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Cap��tulo 3. Preliminares

Figura 3.1: A la izquierda, una imagen en un solo canal de una 
or. A su derecha,
la representaci�on de la misma imagen como una super�cie.

El proceso de formaci�on de una imagen se puede describir a trav�es del
modelo propuesto en [2], bajo el cual las im�agenes que percibimos en nuestro d��a
a d��a (no necesariamente digitales) se pueden describir como el producto entre
los t�erminos de iluminaci�on y re
ectancia . En efecto, denotando porf a una
imagen cualquiera, se tiene

f (x; y) = i (x; y)r (x; y), siendo 0� i (x; y) y 0 � r (x; y) � 1: (3.1)

La re
ectancia es una medida de la capacidad de absorci�on de la luz del
objeto. Por otro lado, la iluminaci�on es una medida de la intensidad del foco de
iluminaci�on de la escena.

En el proceso de formaci�on de una imagen digital , se realiza una trans-
formaci�on de f , percibida en un continuo en la formulaci�on (3.1), al formato
digital a trav�es de los procesos demuestreo y cuanti�caci�on . El muestreo es la
localizaci�on de los datos percibidos en un eje de coordenadas, y la cuanti�caci�on
es la medici�on y almacenamiento de la intensidad de luz captada. Ilustramos la
actuaci�on de los procesos de muestreo y cuanti�caci�on en la �gura 3.2.

Una vez delineado el proceso de formaci�on de una imagen digital, observa-
mos que las im�agenes digitales pueden describirse, al menos informalmente, como
agrupaciones de((cuadrados)), presentados en la de�nici�on 1 comop��xeles , que
componen una aproximaci�on del mundo continuo que somos capaces de observar
con nuestros ojos.

Esta intuici�on permite el trabajo sobre una imagen digital desde una perspec-
tiva complementaria a la del an�alisis de varias variables. Consideramos para ello
una imagen digital arbitraria de un solo canal,f : 
 ! [0; 1], dondej
 j = wh,
siendo w el ancho y h el alto de la imagen. Podemos describirf a trav�es de
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3.1. El ruido aditivo gaussiano

Figura 3.2: A la izquierda, una imagen que suponemos en un continuo. A trav�es
de un proceso de muestreo (ver imagen central), localizamos en una cuadr��cula
los puntos donde vamos a efectuar la cuanti�caci�on. La imagen digital resultado
del proceso de cuanti�caci�on sobre la red escogida se ilustra en la imagen a la
derecha.

una matriz A 2 [0; 1]w� h, donde cada una de sus entradasai;j = f (i; j ). Bajo
una descripci�on matricial de la imagen digital, podemos habilitar el uso todas las
herramientas vistas en asignaturas tales como�Algebra Lineal.

Es inmediata la extensi�on de la descripci�on matricial al caso de una imagen
digital de n canales. Para ello, describir��amos cada uno de sus canales siguiendo
el procedimiento anterior, obteniendo como resultado un tensor de dimensiones
[0; 1]n� w� h.

Conforme la tecnolog��a de captura de im�agenes digitales avanza, los procesos
de muestreo y cuanti�caci�on son progresivamente m�as so�sticados y precisos,
teniendo como resultado im�agenes cada vez m�as pr�oximas a lo que podemos ver
con el ojo humano.

La aplicaci�on de t�ecnicas de procesado de imagen a pel��culas y fotograf��as
tomadas con c�amaras digitales resulta clave para poder apreciarlas con la �ultima
tecnolog��a, cada vez m�as capaz de revelar el detalle �no de una imagen digital. En
el contexto de nuestro trabajo, abordaremos el problema de reducci�on de ruido
en im�agenes digitales, que presentamos y motivamos a continuaci�on.

3.1. El ruido aditivo gaussiano

De forma paralela a las mejoras que se llevan a cabo en los procesos de forma-
ci�on de imagen digital, la informaci�on capturada por las instant�aneas de nuestras
c�amaras digitales se puede ver expuesta a fen�omenos imprevisibles. Estas ocurren-
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cias se acent�uan en el contexto de la toma de im�agenes m�edicas: re�r�amonos, por
ejemplo, a la toma de im�agenes digitales a trav�es de tomograf��a computerizada
(TAC). Para aquellos que puedan no estar familiarizados con esta terminolog��a,
se trata de una t�ecnica cuyo tiempo de generaci�on de imagen es superior, en va-
rios �ordenes de magnitud, a los tiempos de formaci�on de imagen a los que nos
tiene acostumbrados un tel�efono m�ovil((moderno)).

El efecto de cada uno de estos fen�omenos sobre la imagen digital resultante
puede ser modelado individualmente para revertir sus efectos sobre la imagen ge-
nerada. Sin embargo, el Teorema Central del L��mite permite estudiar el c�omputo
total de estos procesos, formul�andolo como un �unico fen�omeno que sigue una
distribuci�on gaussiana. Esto motiva la de�nici�on del modelo de decaimiento de
imagen digital por ruido aditivo gaussiano, al que nos referiremos de forma sucinta
comoforward model .

Seau una imagen digital deN canales (a la que nos referiremos com�unmente
comoground-truth ). De�nimos ahora la imagen digital deN canales, denotada
n, como aquella cuyas dimensiones de ancho y alto son id�enticas a las deu y
cuyas intensidades de iluminaci�on canal a canal se muestrean de una distribuci�on
normal, N (0; � ), � = 0 su media y con� < + 1 su desviaci�on est�andar. Apelando
a la visi�on de una imagen digital como como tensor, elforward modeles la suma
de u y n,

f := u + n; (3.2)

que nos permite generar la versi�on((ruidosa)) de u, denotada f . Ilustramos, a
trav�es de la �gura 3.3, la aplicaci�on del forward model a la imagen presentada
con anterioridad en la �gura 3.1. Observamos que la m�ascara de ruido aditivo
gaussiano introduce sendas discontinuidades, que anteriormente hab��amos aso-
ciado �unicamente a los bordes de la imagen. En otras palabras, el detalle �no de
la imagen podr��a llegar a ser((confundido)) con el ruido que se le ha aplicado, lo
que indica que, en general, el problema de reducci�on de ruido aditivo gaussiano
no tiene una resoluci�on tan directa como a priori uno podr��a pensar.

Finalmente, nos referiremos comoinverse model a la tarea de hallar una
imagen u� , lo su�cientemente pr�oxima o (idealmente) id�entica a u, conociendo
�unicamente f . En este trabajo, vamos a utilizar una t�ecnica innovadora dedeep
learning, conocida comoDeep Image Prior (DIP), para plantear una estrategia
de resoluci�on del inverse model. Para poder dar cuenta del signi�cado de estos
t�erminos, es necesario aportar un breve contexto hist�orico.

3.2. Inteligencia arti�cial

Si comenzamos por el �nal, eldeep learninges una de las muchas v��as por las que
se ha desarrollado lainteligencia arti�cial . En un sentido amplio, la inteligencia
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Figura 3.3: A la izquierda, la 
or vista como una super�cie ruidosa contaminada
con una m�ascara de ruido aditivo gaussiano,N (0; � = 0:15), expresada a la
derecha como super�cie.

arti�cial es un campo del saber que, adem�as de intentar esclarecer el proceso de
pensamiento y formaci�on del conocimiento, propio de disciplinas tales como la
�losof��a, pretende formalizar el proceso de resoluci�on de problemas para replicarlo
a trav�es de un sistema. En este �ambito, en [3] se proponen de�niciones alternativas
de inteligencia arti�cial, que a grandes rasgos se pueden encasillar en cuatro
bloques1:

Sistemas que piensan como seres humanos.

Sistemas que piensan racionalmente.

Sistemas que act�uan como seres humanos.

Sistemas que act�uan racionalmente.

Podemos encuadrar el trabajo de Turing [4] (1950), que presenta la actual-
mente conocida comoprueba de Turing, como uno de los primeros trabajos en
el �ambito de la inteligencia arti�cial. Poco despu�es surgir��an sistemas tales como
Logic Theorist [5] (1956), que ser��a utilizado para hallar demostraciones alterna-
tivas a los teoremas dePrincipia Mathematica de Russell y Whitehead, yGeneral
Problem Solving Program[6] (1959), cuyo objetivo era la resoluci�on de problemas
aplicando los patrones de pensamiento que seguir��amos los seres humanos.

Los resultados positivos en los desarrollos l�ogicos y formales, basados en ex-
plorar buena parte de los caminos posibles para resolver un problema y realizar

1Anticipamos que se trata de de�niciones amplias, que guardan poca relaci�on con el �ambito
en el que se desarrolla este trabajo, donde emplearemos redes neuronales para ajustar una cierta
funci�on de error.
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sencillas manipulaciones sint�acticas [3], se englobar��an dentro de lo que denomi-
namos como inteligencia arti�ciald�ebil . Poco despu�es, en la d�ecada de los 60, se
pondr��a de mani�esto las limitaciones de estos sistemas para abordar problemas
donde es necesario un conocimiento profundo del dominio, como la internaciona-
lizaci�on ( i18n).

La integraci�on del conocimiento experto con los sistemas probados hasta ahora
desembocar��a en el desarrollo del programa inform�aticoDendral [7] (1969), que
permit��a formular hip�otesis acerca de la estructura geom�etrica de un compuesto
qu��mico. Para ello, recib��a como entrada un an�alisis de espectro de masas del
compuesto, y elaboraba las hip�otesis con arreglo a la teor��a de estabilidad qu��mica.
A trav�es de este conocimiento especializado, el sistema era capaz de descartar
estructuras geom�etricas f��sicamente inviables.

Para la inteligencia arti�cial d�ebil, el volumen de con�guraciones computables
(pero no necesariamente viables en la realidad) que pod��an describir un mismo
compuesto qu��mico era tan amplio que se antojaba intratable en un tiempo ra-
zonable. Sin embargo,Dendral supon��a el primero de lossistemas expertos
que dominar��an buena parte de los a~nos 70 por su rendimiento en esta clase de
problemas.

Los sistemas expertos aportaban cada vez resultados m�as prometedores en los
problemas bien de�nidos, donde podemos establecer una serie axiomas sobre los
que efectuar inferencias. Sin embargo, la di�cultad de estos m�etodos para resolver
ill-de�ned problems, tales como la clasi�caci�on de imagen, motivar��a el siguiente
de los avances en este campo, conocido comomachine learning .

La caracter��stica distintiva de esta disciplina es la ruptura con el camino que
se hab��a venido siguiendo hasta ahora con los sistemas expertos: no ser��a un
individuo el que determinar��a una serie de reglas a veri�car por el programa, sino
que ser��a el propio sistema el que, conociendo una serie de datos de entrada y de
salida, tratar��a de dilucidar las reglas que obedece cada par (input, output). De
esta forma, ante la entrada de uninput para el que el sistema no fue((entrenado)),
las reglas aprendidas hasta entonces permitir��an al sistema formular un output o
predicci�on veros��mil [8]2.

3.3. Arquitectura de los proyectos de machine
learning

El dise~no estructural empleado en el del desarrollo de un modelo demachine
learning coincide, en l��neas generales, con el diagrama recogido en la �gura 3.4,

2Cap��tulo 1.1.2, sobre machine learning.
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una adaptaci�on de la propuesta que �gura en [8]3.

Figura 3.4: Descripci�on visual de la estrategia abordada para la resoluci�on de
problemas conmachine learning. Encerramos el t�ermino ((par�ametros)) en una
circunferencia para resaltar que se trata de un componente de la arquitectura
que, en general, no se manipula expl��citamente, sino a trav�es del optimizador.

La pieza fundamental de la arquitectura es elmodelo . Como primera aproxi-
maci�on, podemos entender el modelo como una funci�on que transforma la entrada
o input en una salida, tambi�en llamada en ocasionespredicci�on o inferencia .
Decimos que estamos en un r�egimen de entrenamiento cuando lospar�ametros
que de�nen el modelo pueden ver su valor alterado.

A lo largo de esta fase de entrenamiento, contamos no solo coninputs (conver-
tidos en predicciones a trav�es del modelo) sino tambi�en con losobjetivos , esto
es, los valores que nos gustar��a que devolviese nuestro modelo. A trav�es de una
m�etrica de error , podemos comparar el desempe~no de nuestro modelo y los ob-
jetivos y actuar sobre los par�ametros que gobiernan el modelo para minimizar el
valor de esta m�etrica. Informalmente, nos referimos con el t�erminooptimizador
a la estrategia que adoptamos para manipular tales par�ametros.

Modelo y m�etrica de error

M�as formalmente, diremosmodelo a una aplicaci�on f : A ! B . En t�erminos
de la �gura 3.4, nuestrosinputs pertenecen al conjuntoA y las predicciones
pertenecen al conjuntoB. Llamando C al espacio de objetivos que nos gustar��a
cumplir con f , el problema de ajuste de modelo es el de de�nir f : A ! C
con la propiedad de sobreyectividad, es decir,

8c 2 C 9a 2 A t.q. f (a) = c:

3Cap��tulo 1.1.5., �gura 1.9.
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Informalmente, si nuestro modelo quisiese dar cuenta de las incidencias de
un fen�omeno natural, la propiedad de sobreyectividad se podr��a enunciar como
((todas las observaciones se pueden explicar a trav�es deinputs de nuestro modelo)).

Ejemplo 2. Consideramos el conjunto de objetivosZ = f : : : ; � 2; � 1; 0; 1; 2; : : :g.
Supongamos querer ajustar una aplicaci�onf a Z. Para ello, podemos de�nirf
como

f : N ! Z
2p ,! p � 1

2p � 1 ,! � p
; para todo p 2 N:

Observamos quef act�ua de forma distinta seg�un el n�umero natural de entra-
da: sobre los n�umeros naturales pares (denotados en la forma 2p), los env��a al
conjunto N[f 0g. Sobre los n�umeros naturales impares (representados en la forma
2p � 1), los relaciona con el conjuntof� 1; � 2; � 3; : : :g. En otras palabras,f es
sobreyectiva enZ y por tanto es un modelo que ajustaZ. Esquem�aticamente, la
actuaci�on de f ser��a

N = f 1; 2; 3; 4; 5; 6; : : : g
# # # # # #

Z = f � 1; 0; � 2; 1; � 3; 2; : : : g

La funci�on presentada en el ejemplo anterior es empleada com�unmente pa-
ra probar que N y Z pueden ser identi�cados un��vocamente entre s��, teniendo
entonces la misma cardinalidad.

Una tarea propia de las ciencias experimentales es la recogida de datos sobre
un fen�omeno (en nuestros t�erminos, la elaboraci�on de un espacio de objetivos)
con el uso de instrumentos de medida. La((calidad)) de los datos obtenidos puede
verse afectada por dos factores: por un lado, que el fen�omeno bajo estudio se
encuentre bajo la in
uencia de alguna((perturbaci�on)) externa; por otro lado,
por la precisi�on de los instrumentos de medida, es decir, por el n�umero de cifras
decimales que pueden representar nuestros instrumentos.

En el contexto de una simulaci�on por computador de un fen�omeno, aunque
seamos capaces de controlar el primero de los factores, siempre nos encontraremos
limitados por la capacidad de representaci�on decimal de nuestro ordenador4. Esto
explica la ubicuidad de m�etricas deerror , asumiendo un modelo como v�alido
cuando el error entre los objetivos y las predicciones no supere un cierto valor
umbral.

Ejemplo 3. Observamos el conjunto de puntos en el plano recogido en la �gura
3.5. DenotandoP a este conjunto, buscamos un modelo que ajusteP.

4Salvo, quiz�as, si recurrimos a t�ecnicas como el c�alculo simb�olico por ordenador; como vamos
a abordar nuestro problema desde la perspectiva del c�alculo num�erico, evitaremos realizar
sucesivamente esta clase de precisiones.
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Figura 3.5: Una gr�a�ca que muestra unos puntos en el plano, generados a trav�es
de la perturbaci�on de la funci�on seno con valores muestreados de una distribuci�on
normal.

Superponemos a la nube de puntos la funci�on sinx, tal y como vemos en
la �gura 3.6. Observamos que sinx no ajusta P en el sentido del problema de
ajuste del modelo (interpolaci�on). Sin embargo, si consideramos el cuadrado de
la 2� norma como m�etrica de error de nuestro modelo en el ajuste deP, se puede
plantear el problema de regresi�on

m��n
(x;y )2P

jj y � f (x)jj 2
2; (3.3)

para el cual la funci�on sinx podr��a resultar un ajuste adecuado al problema
anterior. En efecto, se observa que para todo (x; y) 2 P jj y � sinxjj 2

2 < 1.

Por consiguiente, si consideramos una m�etrica de error como el error cuadr�ati-
co y aceptamos un modelo cuando su error de predicci�on es menor a 1, la funci�on
sinx ajustar��a P.

Para este caso particular, es directo intuir la funci�on seno como un buen
modelo para la nube de puntos. Sin embargo, esta estrategia no es viable para
problemas m�as complejos, lo que motivar�a la posterior introducci�on de t�ecnicas
de aproximaci�on de funciones, donde presentaremos las redes neuronales como
una herramienta de aproximaci�on de funciones.
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Figura 3.6: Aproximaci�on, por la funci�on seno, de la nube de puntos de la �gura
3.5.

Optimizadores

Supongamos querer minimizar la funci�on

f : [� 1; 2] ! R
x ,! x3 � 2x2

que recogemos en la �gura 3.7.

Observamos que el m��nimo global o absoluto de la funci�on se da parax = � 1
y el local se da parax = 4

3 . La estrategia de minimizaci�on def por descenso
de gradiente se puede fundamentar a trav�es de la siguiente idea del an�alisis de
una variable:

Observaci�on 1. Seag : D ! R una funci�on derivable en un abiertoD � R, y
seax � 2 D un m��nimo de g. Entonces, existe" > 0 tal que

8x 2 (x � � "; x � ) g0(x) � 0; y

8x 2 (x � ; x � + ") g0(x) � 0:

En las hip�otesis de esta observaci�on, si nos encontramos en el intervalo (x � ; x � +
") podemos observar que((avanzar hacia la izquierda)) nos permite reducir el
valor de g. Asimismo, ((avanzar hacia la derecha)) en el intervalo (x � � "; x � ) nos
permitir��a tambi�en reducir el valor de g.

La b�usqueda de un m��nimo local por el m�etodo del gradiente es un proceso
iterativo que sigue esta misma idea informal: seleccionamos un punto de partida,

17



3.3. Arquitectura de los proyectos demachine learning

Figura 3.7: Gr�a�ca de f . Observamos que tenemos dos candidatos a m��nimo:
uno local y otro absoluto.

digamosx, que actualizamos en cada iteraci�on seg�un la regla

x := x � 
g 0(x);

donde 
 > 0 es un par�ametro que depende del problema a abordar y determina
cu�anto se actualizax en la direcci�on dictada por � g0(x).

Ejempli�camos la aplicaci�on del m�etodo del gradiente af con 
 = 0:1. Por un
lado arrancamos con el puntox0 = 1

2 , de dondef 0(x0) = � 5
4 < 0 y actualizar��amos

x1 = 1
2 + 
 5

4 = 0:625.

Por otro lado, si partimos del puntox0 = � 1
2 , tenemosf 0(x0) = 11

4 > 0 y
actualizar��amos x1 = � 1

2 � 
 11
4 = � 0:775. Observamos la actuaci�on del m�etodo

del gradiente en la �gura 3.8.

Concluimos que el m�etodo del gradiente nos puede llevar a un m��nimo local,
que se halle en veri�caci�on de condiciones necesarias de punto estacionario de
primer orden (f 0(x) = 0), pero tambi�en nos lleve a encontrar soluciones en los
extremos del dominio de nuestro problema.

Generalizamos al caso multivariable lo reci�en explicado para una variable:
dada f : D ! R, con D � Rn un abierto, la extensi�on del m�etodo del descenso
de gradiente al cason� dimensional se realiza bajo la regla

x := x � 
 r f (x ); siendox = ( x1; : : : ; xn ) 2 Rn :

18
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Figura 3.8: Actuaci�on del m�etodo del gradiente en su primera iteraci�on. Obser-
vamos que la b�usqueda de minimizadores def se realiza de forma distinta en
funci�on del punto de partida.

donder denota el operador gradiente,r f =

0

B
@

@f
@x1
...

@f
@xn

1

C
A ; que indica la direcci�on

de maximizaci�on de f . Evidentemente en el caso unidimensional recuperamos
r f (x) = f 0(x). Presentamos en el algoritmo 1 un posible pseudoc�odigo del des-
censo gradiente.

Algoritmo 1 Descenso gradiente; input =( x ; 
; f , stop); output = x .
1: if not stop then
2: x := Descenso gradiente(x � 
 r f (x ); 
; f; stop )
3: end if
4: devolver x

La primera modi�caci�on que podemos aplicar al m�etodo del gradiente la cono-
cemos comoAdaGrad, que consiste en aplicar un factor multiplicativo a la tasa de
aprendizaje, inversamente proporcional a la((energ��a)) del gradiente. Recogemos
el pseudoc�odigo asociado a esta modi�caci�on en el algoritmo 2, donde

J
denota

el producto elemento a elemento de dos vectores.

Algoritmo 2 AdaGrad; input =( x ; 
; f; r , stop, � ); output = x .
1: if not stop then
2: g := r f (x )
3: r := r + g � g
4: x := AdaGrad(x � 
 1

� +
p

r � g; 
; f; r ; stop; �)
5: end if
6: devolver x
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3.3. Arquitectura de los proyectos demachine learning

Partiendo de un punto inicialx 0, emprender��amos la b�usqueda de un m��nimo
local de una cierta funci�onf lanzando

AdaGrad(x 0; 
; f; r = 0; stop; � = 10� 7):

De�nimos el algoritmo RMSProp aplicando una modi�caci�on inmediata, que
consiste en ponderarr por un factor de aprendizaje adicional,� 2 (0; 1), bajo
la expresi�on r := � r + (1 � � )g � g. Este es un recurso habitual en el c�alculo
num�erico, que permite establecer la((importancia)) de lo aprendido hasta ahora
en relaci�on con los nuevos c�alculos.

Finalmente, modi�cando tambi�en el numerador del factor multiplicativo de la
tasa de aprendizaje
 , de�nimos el algoritmo de optimizaci�on Adam que recoge-
mos en el algoritmo 3.

Algoritmo 3 Adam; input =( x ; 
; f; r ; s; stop; �; � 1; � 2; t); output = x .
1: if not stop then
2: g := r f (x )
3: s := � 1s + (1 � � 1)g
4: r := � 2r + (1 � � 2)g � g
5: ŝ := s

1� � t +1
1

6: r̂ := r
1� � t +1

2

7: x := Adam(x � 
 ŝ
� +

p
r̂

� g; 
; f; r ; s; stop; �; � 1; � 2; t + 1)
8: end if
9: devolver x

Dadas ahoraf una funci�on a minimizar, y x 0 un punto inicial, llamar��amos
este algoritmo como

Adam(x 0; 
; f; r = 0; s = 0; stop; � = 10� 8; � 1 = 0:9; � 2 = 0:999; t = 0) :

Ejemplo 4. Consideramosf (x; y) = ( x � 1
2)2 + ( y � 1

2)2, cuyo m��nimo es eviden-
temente (12 ; 1

2) su m��nimo. Comparamos a trav�es de la �gura 3.9 la actuaci�on del
descenso de gradiente,AdaGrad, RMSProp y Adam. Para ello, �jamos el factor
de aprendizaje
 = 0:1, partimos dex 0 = (3 ; 4) y observamos �nalmente que

r f (x; y)T = (2( x �
1
2

); 2(y �
1
2

)):

Nuestra condici�on de parada,stop, es la condici�on necesaria de primer orden, que
diremos que se cumple cuando

jjr f (x )jj 2 < 10� 3:

20



Cap��tulo 3. Preliminares

Figura 3.9: Comparaci�on del desempe~no de los cuatro algoritmos, en su mini-
mizaci�on de la funci�on f (x; y) = ( x � 1

2)2 + ( y � 1
2)2 partiendo del punto inicial

x 0 = (4 ; 3) y concluyendo en el m��nimo (12 ; 1
2).

3.4. Aproximaci�on de funciones

Habiendo presentado la organizaci�on usual de un proyecto demachine learning,
estamos en condiciones de introducir eldeep learning. El deep learninges una
disciplina de machine learning que sit�ua el foco de atenci�on en una elecci�on
particular de modelo.

En t�erminos imprecisos, un modelo dedeep learningse caracteriza por contar
con un cierto n�umero de((capas)) que contribuyen sucesivamente a la representa-
ci�on y manipulaci�on de los datos de entrada. La herramienta m�as empleada en los
proyectos de deep learning para llevar a cabo estas operaciones es lared neuro-
nal , dada su utilidad en el problema de la aproximaci�on universal de funciones.

La idea de aproximar funciones nos deber��a resultar familiar. Si recordamos
las primeras asignaturas de an�alisis, ya conocemos una t�ecnica para aproximar
funciones, mediada por el teorema a continuaci�on que enunciamos siguiendo la
formulaci�on de Apostol [9]5:

Teorema 1 (teorema de Taylor). Seaf una funci�on con derivadas de ordenn en
el punto x = a. Entonces, existe un polinomioP, y solo uno, de grado� n que
satisface lasn + 1 condiciones

P(0) = f (0); P0(0) = f 0(0); :::; P (n)(0) = f (n) = 0:

5Cap��tulo 7.2, Polinomios de Taylor engendrados por una funci�on.
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3.4. Aproximaci�on de funciones

Tal polinomio viene dado por la f�ormula

P(x) =
nX

k=0

f (k)(a)
k!

(x � a)k : (3.4)

Observaci�on 2. En la f�ormula (3.4) observamos quef (k)(a) 2 R, y que k! 2
N. Por tanto, la f�ormula de Taylor nos devuelve una aproximaci�on, en forma
polin�omica, de una funci�on derivable al menosn veces.

Presentamos ahora los componentes fundamentales de las redes neuronales en
el contexto de nuestro trabajo.

Perceptr�on multicapa

El elemento b�asico que de�ne una red neuronal es el perceptr�on multicapa, de�-
nido a continuaci�on apoy�andonos en la formulaci�on presentada en [10]:

De�nici�on 2 (Perceptr�on multicapa). Sean L 2 N y f N i gL
i =1 � N. El per-

ceptr�on de L capas es una funci�on

N L : RN0 ! RNL

x ,! W L N L � 1(x ) + bL ; (3.5)

siendoN L � 1 : RN0 ! RNL � 1 de�nida seg�un la regla

N L � 1(x ) =
�

x ; si L = 1
� L � 1(W L � 1N L � 2(x ) + bL � 1); en caso contrario

:

Nos referiremos a cadabi 2 RNi ; 1 � i � L comosesgo de la capai � �esima, y a
cadaW i 2 RN i � N i � 1 comomatriz de pesos de la capai � �esima. Finalmente, se
de�ne la funci�on de activaci�on de la capai � �esima, � i como

� i : RNi ! RNi

(x1; x2; : : : ; xi ) ,! (� i (x1); � i (x2); : : : ; � i (xn ))

es decir, la aplicaci�on elemento a elemento de una cierta funci�on� i .

Al perceptr�on multicapa tambi�en se le denominafeedforward network .

Com�unmente se emplean, como funci�on de activaci�on, la funci�on sigmoide,

s : R ! R
x ,! 1

1+ e� x
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tangente hiperb�olica,
tanh : R ! R

x ,! ex � e� x

ex + e� x

o ReLU,
ReLU : R ! R

x ,! m�ax f 0; xg
(3.6)

recogidas en la �gura 3.10.

Figura 3.10: Funciones de activaci�on sigmoide, tangente hiperb�olica y ReLU. Ob-
servamos que se trata de funciones estrictamente no decrecientes.

La utilidad del perceptr�on de una sola capa como aproximador universal de
funciones se sigue a partir del teorema de Cybenko, tambi�en conocido como teo-
rema de aproximaci�on universal. Lo enunciamos a continuaci�on, siguiendo la pro-
puesta de [11]6:

Teorema 2 (teorema de Cybenko). Sea� una funci�on no constante, acotada y
mon�otona creciente. SiendoI n = [0; 1]n el cubo unitario n� dimensional, denota-
mos porC(I n ) el espacio de funciones continuas enI n . Entonces, las sumas �nitas
de la forma

F : I n ! R
x ,! F (x ) =

P N
i =1 � i � (w tx + b)

; � i 2 R; w ; b 2 Rn ; (3.7)

son densas enC(I n ), es decir, para todosf 2 C(I n ); " > 0 existe una suma �nita
de la forma (3.7), digamosF , para la cual

8x 2 I n jF (x ) � f (x )j < ":

Uno de los resultados que obtuvo m�as atenci�on a este respecto lo localizamos
en [12]. Se trata de un resultado m�as fuerte, m�as restrictivo, que prueba ma-

6Cap��tulo sobre Redes Neuronales.
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3.4. Aproximaci�on de funciones

tem�aticamente que, siendo� una funci�on de tipo sigmoide en la formulaci�on del
teorema 2, esta clase de funciones act�ua como aproximador universal de funciones.

Observaci�on 3. De forma similar al teorema de Taylor, el teorema de Cybenko
propone la aproximaci�on de una funci�on cualquiera a trav�es de un sumatorio. A
diferencia del teorema de Taylor, el teorema de Cybenko no requiere la derivabi-
lidad de la funci�on a aproximar, sino tan solo su continuidad.

Redes convolucionales

Dadasf; g : R ! R, se de�ne laconvoluci�on de f y g en a 2 R, como

(f � g)(a) =
Z + 1

�1
f (x)g(a � x)dx;

cuya formulaci�on bajo un dominio discreto unidimensional resulta

(f � g)(a) =
+ 1X

x= �1

f (x)g(a � x): (3.8)

Centraremos nuestro an�alisis en el caso en que este dominio es, adem�as,�nito .
Asumimos quef se de�ne sobre un dominio (1; 2; : : : ; n) y el dominio de g es
(1; 2; : : : ; m), con n; m 2 N. De�nimos, por tanto,

f (x) = 0, si x < 1 o bienx > n; (3.9)

y g(x) = 0, si x < 1 o bienx > m: (3.10)

Con arreglo a la de�nici�on (3.8), reformulamos (3.10) como

g(a � x) = 0 si a � x < 1 o biena � x > m: (3.11)

Nos interesa saber para qu�e valores dea no se tiene por defectof (x)g(a� x) =
0. Para ello, consideramos los opuestos l�ogicos de las condiciones (3.9) y (3.11),
que se habr�an de satisfacer simult�aneamente:

La negaci�on de la condici�on (3.11) se puede escribir de forma equivalente
como

x + 1 � a � x + m:

La negaci�on de la condici�on (3.9) es 1� x � n.

Como estas condiciones se han de satisfacer simult�aneamente, las combinamos en
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la forma
2 � x + 1 � a � x + m � n + m;

y se sigue
2 � a � n + m: (3.12)

Por tanto, a puede tomarn + m � 1 valores diferentes para los cuales no se
tiene por defectof (x)g(a � x) = 0.

Tambi�en es de nuestro inter�es dar una regla general de c�alculo para la opera-
ci�on de convoluci�on. Para ello, observaremos una serie de ejemplos. Comenzamos
con el c�alculo del primer valor dea que podemos escoger seg�un (3.12), que desgra-
naremos en detalle. Para el resto de ejemplos emplearemos las mismas t�ecnicas,
por lo que se seguir�an desarrollos m�as breves. Comenzamos con

(f � g)(2) def :=
+ 1X

x= �1

f (x)g(2� x)
(3.9)
=

nX

x=1

f (x)g(2� x)
(3.11)
=

1X

x=1

f (x)g(2� x) = f (1)g(1):

Aplicando los mismos razonamientos,

(f � g)(3) =
2X

x=1

f (x)g(3 � x) = f (1)g(2) + f (2)g(1):

(f � g)(4) =
3X

x=1

f (x)g(4 � x) = f (1)g(3) + f (2)g(2) + f (3)g(1):

Tal y como se indica en el pie de foto de 3.11, el producto de convoluci�on
en un punto a en veri�caci�on de (3.12) se puede expresar en t�erminos de su-
ma de productos. Este supone el indicio fundamental para expresar el producto
de convoluci�on entre f y g como un producto matricial. Llamandovector de
convoluci�on de f y g al vector

(( f � g)(2); (f � g)(3); : : : ; (f � g)(n + m)):

Podemos denotar este vector en t�erminos del producto matricial
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3.4. Aproximaci�on de funciones

Figura 3.11: Descripci�on gr�a�ca de la convoluci�on def y g en un dominio discreto
unidimensional �nito para el punto 2, 3 y 4. En esta descripci�on,((deslizamos))
el vector g en un sentido descendente y, para aquellas entradas deg alineadas
horizontalmente conf , calculamos la suma de los productos de estas entradas.
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donde la matriz de la izquierda se corresponde con lamatriz de Toeplitz de g,
un tipo especial de matriz cuyo inter�es reside en que sus diagonales descendentes
tienen el mismo valor.

Concluimos que la convoluci�on discreta en un dominio unidimensional de dos
vectores se puede expresar como el producto de una matriz por un vector.

La extensi�on de (3.8) al dominio discretobidimensional , donde se de�ne

(f � g)(a; b) =
+ 1X

y= �1

+ 1X

x= �1

f (x; y)g(a � x; b � y);

la realizamos considerando un problema m�as pr�oximo al que abordaremos, donde
supondremos una imagen digital de dimensionesm � n,

X =

0

B
B
B
@

x1;1 x1;2 : : : x1;n

x2;1 x2;2 : : : x2;n
...

...
...

xm;1 xm;2 xm;n

1

C
C
C
A

2 [0; 1]m;n ;

que vectorizamos en la forma

x T = ( x1;1; x1;2; x1;3 ; : : : ; x1;n ;
x2;1; x2;2; x2;3 ; : : : ; x2;n ; : : : ;
xm;1; xm;2; xm;3 ; : : : ; xm;n ) 2 [0; 1]m�n :

Consideraremos asimismo una matriz okernel de dimensiones 3� 3,

K =

0

@
k1;1 k1;2 k1;3

k2;1 k2;2 k2;3

k3;1 k3;2 k3;3

1

A ; (3.13)

que invertimos a lo largo de los ejes horizontal y vertical, obteni�endose la matriz
0

@
k3;3 k3;2 k3;1

k2;3 k2;2 k2;1

k1;3 k1;2 k1;1

1

A ;

que ((completamos)) con ceros hasta tener n�umero de columnas id�entico aX ,
teniendo

K̂ =

0

@
k3;3 k3;2 k3;1 0 : : : 0
k2;3 k2;2 k2;1 0 : : : 0
k1;3 k1;2 k1;1 0 : : : 0

1

A
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que vectorizamos como

k = ( k3;3; k3;2; k3;1; 0 ; : : : ; 0;
k2;3; k2;2; k2;1; 0 ; : : : ; 0
k1;3; k1;2; k1;1)

:

con dimensionesR2n+3 . Hemos eliminado los ceros en la �ultima �la deK̂ para ge-
nerar con rigor la matriz de Toeplitz dek , denotadaW, que nos permite describir
la convoluci�on de X con K y se expresa a trav�es del producto matricial

Wx =

0

B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
B
@

k3;3 0 0 : : : 0 0
k3;2 k3;3 0 : : : 0 0
k3;1 k3;2 k3;3 0 0

...
...

...
. . .

...
...

k1;1 k1;2 k1;3 k3;3 0

0 k1;1 k1;2
. . .

... k3;3

0 0 k1;1
. . . k1;3

...

0 0 0
. . . k1;2 k1;3

...
...

...
. . . k1;1 k1;2

0 0 0 0 k1;1

1

C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
C
A

�

0

B
B
B
B
B
@

x1;1

x1;2

x1;3
...

xm;n

1

C
C
C
C
C
A

: (3.14)

Se sigue, por tanto, que la operaci�on de convoluci�on de una imagen con un
kernel se puede observar como una matriz dispersa, para la que solo contamos
con algunas entradas que, adem�as, se encuentran((compartidas)) por las diferentes
entradas deW.

En el �ambito del deep learning, una red convolucional consiste en rede�nir la
funci�on que de�ne el perceptr�on, (3.5), por una operaci�on de la forma

K � X + B;

siendoX 2 [0; 1]m� n una imagen,K 2 Rk� k es un kernel de tama~nok � k y B
seguir��a siendo una matriz de sesgos.

A tenor de (3.14), la operaci�on de convoluci�on se puede reescribir como un
producto matricial; por consiguiente, una red convolucional no es m�as que el uso
de una matriz dispersa como pesos de un perceptr�on multicapa.
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4
Metodolog��a

4.1. Deep Image Prior. Aplicaci�on al problema
de denoising .

Presentamos brevemente el modelo de reducci�on de ruido deregularizaci�on de
Tikhonov generalizada , cuya formulaci�on se realiza en [11]1 y recogemos a
continuaci�on:

u� = arg m��n
u

�
2

Z



(u � f )2 dx +

1
p

Z



jr ujp dx ; � > 0; p � 1; (4.1)

seg�un la cual f es una imagen contaminada con ruido aditivo gaussiano a trav�es
de la aplicaci�on del forward model. Distinguimos dos sumandos:

El t�ermino
R


 (u � f )2 dx se dice de�delidad , dependiente de la tarea de
procesamiento de imagen. En el contexto de la tarea de reducci�on de ruido,
mide ((cu�anto de diferentes)) son la imagen obtenida y la imagen ruidosa.

Si observamos una imagen ruidosa como super�cie (por ejemplo, a trav�es de
la �gura 3.3), su gradiente da cuenta de la informaci�on no solo de los bordes,
sino tambi�en del ruido. Si sumamos al t�ermino de �delidad lap� norma
del gradiente,

R

 jr ujp dx , este t�ermino favorece la aparici�on de regiones

homog�eneas.

1Cap��tulo sobre el C�alculo Variacional, secci�on ((La regularizaci�on de Tikhonov. Generaliza-
ci�on )).
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4.1. Deep Image Prior. Aplicaci�on al problema dedenoising.

Figura 4.1: De izquierda a derecha: una imagenground-truth, la representaci�on
gr�a�ca de su a priori, y la representaci�on gr�a�ca del t�ermino jr ujp de la imagen
contaminada con un ruido aditivo gaussiano de desviaci�on est�andar� = 0:075.
Lo que observamos es lo se~nalado anteriormente: el t�ermino

R

 jr ujp dx nos da

una m�etrica de la incidencia del ruido y de los bordes de la imagen. En efecto, las
regiones homog�eneas se demarcan por colores oscuros, mientras que los bordes y
el ruido (cambios en la intensidad de iluminaci�on) se capturan correctamente en
la imagen.

Por consiguiente, el segundo sumando de (4.1) se dice deregularizaci�on o
a priori , al tratarse de una informaci�on que conocemos del problema con el
que vamos a trabajar. Matem�aticamente estamos restringiendo el espacio
de b�usqueda de las soluciones al penalizar sus((oscilaciones)), por lo cual
estamos regularizando.

M�as en general, tanto esta como otras tareas de procesamiento de imagen
(v�ease super-resoluci�on o inpainting) se formulan por medio de la suma de un
t�ermino relativo a la tarea de procesamiento , E, y un t�ermino de regulari-
zaci�on , R,

u� = arg m��n
u

E(u; f ) + R(u): (4.2)

Consideramos ahora una red neuronal,N N , y sea� una elecci�on concreta de
valores para los par�ametros deN N . Denotamos porN N (z; � ) a la actuaci�on de
N N sobrez bajo los par�ametros� .

En el trabajo de Ulyanov et al [13], se propone el problema de minimizaci�on

� � = arg m��n
�

E(N N (z; � ); f ) con u� = N N (z; � � ) (4.3)

para una tarea de procesamiento de imagen cualquiera, denotada porE. En
t�erminos de (4.2), podr��amos se~nalar que nuestro t�ermino de regularizaci�on en
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(4.3) es R(N N (z; � )) � 0, un a priori impl��citamente de�nido por la red que
podemos identi�car como una funci�on indicatriz del conjunto de las im�agenes
que pueden ser generadas a trav�es de la red, es decir,

R(u) =
�

0; si 9z; � tal que N N (z; � ) = u
+ 1 ; en caso contrario

: (4.4)

Nos referiremos porDeep Image Prior a la resoluci�on de un problema de
la forma (4.3). Particularizamos elDeep Image Prior al problema de reducci�on
de ruido en imagen digital. Para ello, detallaremos nuestro proyecto en t�erminos
de la descripci�on propuesta en la �gura 3.4.

4.1.1. Modelo

Figura 4.2: Esquema de alto nivel de la arquitectura de la red neuronal conside-
rada, donde indicamos las dimensiones de los datos en su 
ujo por la red.

Empleamos una red neuronal cuyo 
ujo de la informaci�on se recoge en la imagen
4.2. Se observa que, a nivel estructural, esta arquitectura es similar a la de una U-
Net, formulada originalmente en [14] en el contexto de la segmentaci�on de imagen
m�edica.

Podemos evidenciar esta similitud a trav�es de dos factores caracter��sticos: el
primero de ellos es la combinaci�on de operaciones dedownsampling (denotadas
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d1, d2, ..., d5) y posteriormente deupsampling (denotadasu0
2, u1, u2, ..., u5),

que modi�can sucesivamente el tama~no de la imagen de entrada, extrayendo de
ella diferentes caracter��sticas. Ambas operaciones las detallamos en las �guras 4.5
y 4.4, respectivamente.

El segundo factor caracter��stico es la presencia de conexionesskip (denotadas
s1, s2, ..., s5), cuyo objetivo es preservar la informaci�on generada a trav�es de cada
una de las operaciones que se llevan a cabo. Un hito de desarrollo que tiene como
protagonista las conexionesskip es la arquitectura ResNet [15]. Detallamos de
forma pormenorizada las operaciones que se llevan a cabo en una conexi�onskip
en la �gura 4.3.

En estas tres �guras, parametrizamos las capas convolucionales (denotadas
Conv) con los atributos channels out , kernel size y stride y que explicamos
a continuaci�on.

El par�ametro kernel size se re�ere a las dimensiones en ancho y en al-
to que caracteriza el kernel. En el ejemplo (3.13), al tenerse un kernel de
dimensiones 3� 3, dir��amos kernel size=3 y se aplica directamente la for-
mulaci�on (3.14). Por otra parte, el casokernel size=1 se identi�ca con el
caso en que el kernel es de dimensi�on 1� 1. En ese caso, la matrizW en
(3.14) ver��a sus entradaski;j modi�cadas bajo la condici�on ki;j = 0 para
todo (i; j ) 6= (1 ; 1).

Figura 4.3: Arquitectura utilizada para el procesamiento de la informaci�on a
trav�es de las conexionesskip.

Para dar cuenta de las variaciones introducidas por el par�ametrostride ,
un buen punto de partida es la representaci�on gr�a�ca de la �gura 3.11. Ob-
servamos que el c�alculo del vector de convoluci�on, (f � g)(a), se describe
gr�a�camente ((deslizando)) el vector g y operando entre aquellas entradas
de f y de g que se encuentran((alineadas)). El par�ametro stride=1 se co-
rresponde con el caso recogido en dicha �gura, donde se tiene el vector de

2Esta capa no efect�ua propiamente una operaci�on de supermuestreo sobre la imagen que
recibe, sin embargo, la denotamos de esta forma dado que el resto de operaciones coincide con
las de unaui ((gen�erica)).
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Cap��tulo 4. Metodolog��a

Figura 4.4: Arquitectura utilizada para el casoui ; i = 1; 2; 3; 4. Para el casou0,
se sustituye el �ultimo m�odulo de upsampling por una capa de convoluci�on con
par�ametros channels out=3, kernel size=1 y stride=1 , seguida de la aplica-
ci�on de la funci�on sigmoide. Para el casou5 se emplea �unicamente una sola capa,
de upsampling.

convoluci�on

((f � g)(2); (f � g)(3); (f � g)(4); :::; (f � g)(n + m � 1)):

Por su parte, el par�ametro stride=2 provoca, observando la �gura 3.11,
el c�alculo �unicamente de los (f � g)( i ), con i un n�umero par. El vector de
convoluci�on resultante ser��a

(( f � g)(2); (f � g)(4); (f � g)(6); :::; (f � g)(n + m � 1));

suponiendon+ m� 1 un n�umero par. En t�erminos de (3.14), la modi�caci�on
que habr��a que aplicar es rede�nirW excluyendo sus �las de ��ndice par.

Finalmente, el par�ametro channels out indica el n�umero de kernels que se
van a considerar en cada capa de convoluci�on. As��, en el casochannels out=1
se llevar��a a cabo una sola operaci�on de la forma (3.14), lo que produce un
solo vector como salida. M�as en general, en el casochannels out=i , se lle-
var��a a cabo i operaciones de la forma (3.14), lo que producir��ai vectores
como salida.

Otra de las capas que podemos observar en las �guras es la denotadaBatchNorm
(batch normalization). Para de�nirla, primero hemos de introducir la noci�on de
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Figura 4.5: Arquitectura utilizada para el casodi . Destacamos que, a trav�es de la
primera capa de convoluci�on, se aplica impl��citamente una reducci�on a la mitad
de las dimensiones de la entrada. Esto se puede observar debido al par�ametro
stride=2 .

normalizaci�on . Dado un vector de datosx = ( x1; x2; : : : ; xn ) 2 Rn , de�nimos
su media,

�x =
1
n

nX

i =1

x i

y su desviaci�on est�andar,

s =

vu
u
t 1

n � 1

nX

i =1

(x i � �x )2:

La normalizaci�on de x es, por tanto,

x̂ =
x � �x

s
: (4.5)

De esta forma, garantizamos que la incidencia de cada uno de los valores de
x se distribuya en torno a una distribuci�on gaussianaN (� = 0; � = 1). La
normalizaci�on se lleva a cabo durante la fase de preprocesado de losinputs de
un modelo dedeep learning, al haberse observado que tiene un impacto positivo
sobre el proceso de aprendizaje de los par�ametros del modelo [8]3.

Recuperamos ahora la expresi�on (3.5) en la de�nici�on de perceptr�on multi-
capa. Suponiendo aplicada la normalizaci�on a los datos de entrada en la red,
tenemos la garant��a de que, en el casoL = 1, los valores deN 0(x ) = x se

3Cap��tulo 3.6.2.
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distribuyen en torno a la distribuci�on normal. Sin embargo, eso no nos garanti-
za que ninguna de las salidas deN 1(x ), N 2(x ), N 3(x ); : : :, vayan a seguir una
distribuci�on normal.

BatchNormpermite abordar este problema en cada una de las capas del modelo
[16]. Consiste en aplicar, en primer lugar, a uninput gen�erico x la normalizaci�on
(4.5), teniendox̂ . En segundo lugar, escalamos y desplazamos por
; � 2 R cada
una de las entradas dêx , siendo la salida deBatchNormde�nida como

y = 
 x̂ + �

con 
; � par�ametros modi�cables conforme el proceso de aprendizaje se lleva a
cabo, que nos permitir��an recuperar
 = s; � = �x en el caso de que esos fuesen
los par�ametros �optimos para el modelo.

Por otra parte, podemos de�nir la funci�on LeakyReLUcomo una modi�caci�on
de la funci�on de activaci�on ReLU(3.6), de�nida como

LeakyReLU(x) =
�

x; x � 0
�x; x < 0

:

En coherencia con la arquitectura propuesta por Ulyanov et al, utilizaremos� =
0:2.

Por �ultimo, empleamos en la capaUpsampleel m�etodo de interpolaci�on
bilineal . Para ilustrarla, sean (x1; y1); (x2; y1); (x1; y2); (x2; y2) con x1 < x 2 e
y1 < y 2.

Figura 4.6: Representaci�on del rect�angulo encerrado por los semiplanos para la
introducci�on a la interpolaci�on bilineal.

Dado (x; y) en el interior del rect�angulo encerrado por los semiplanosx > x 1,
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4.1. Deep Image Prior. Aplicaci�on al problema dedenoising.

x < x 2, y > y 1 e y < y 2 (ver �gura 4.6), en primer lugar realizaremos una
interpolaci�on a lo largo de las aristas horizontales del rect�angulo, obteniendo

�
f � (y2) := x2 � x

x2 � x1
f (x1; y2) + x� x1

x2 � x1
f (x2; y2)

f � (y1) := x2 � x
x2 � x1

f (x1; y1) + x� x1
x2 � x1

f (x2; y1)

Combinamosf � (y2) y f � (y1) como sigue para obtener la interpolaci�on bilineal de
f en (x; y) como

f � (x; y) =
y2 � y
y2 � y1

f � (y1) +
y � y1

y2 � y1
f � (y2):

A trav�es de lo ilustrado en las �guras 4.2, 4.3, 4.4 y 4.5, contamos con una red
neuronal de 2 millones de par�ametros. En otras palabras, el conjunto de im�agenes
representables por nuestra red constituye unespacio de dimensi�on �nita .

4.1.2. Objetivos

En t�erminos de la �gura 3.4, nuestra m�etrica de error tendr�a como objetivo �uni-
camente la imagen ruidosa. Esta es una innovaci�on clave que introduce elDeep
Image Prior, pues la t�ecnica habitual en procesado de imagen es el entrenamiento
de una red a trav�es de un volumen cuantioso de im�agenes digitales((etiquetadas)),
produciendo como resultado un modelo capaz de eliminar el ruido de una imagen
arbitraria. Esto quiere decir que, asint�oticamente, nuestra red tiende a la imagen
ruidosa. Por el contrario, una red entrenada tiende a la imagenground-truth.

Como este proceso el proceso de elaboraci�on del modelo puede dilatarse en el
tiempo hasta hallar la combinaci�on adecuada de elementos tales como la arquitec-
tura de la red, datos etiquetados de entrenamiento, o la funci�on de coste id�onea,
el Deep Image Prior constituye una alternativa e�caz que permite abordar un
amplio espectro de problemas de procesamiento de imagen.

4.1.3. Input

Tal y como se anticipa en la �gura 4.2, el modelo recibe como entrada un tensor,z,
de dimensiones 32� w � h. Este tensor se de�ne partiendo de uninput auxiliar ,
ẑ, de dimensi�on id�entica a z y cuyos valores se muestrean de una distribuci�on
uniforme U

�
0; 1

10

�
.

Siendo iterativo el proceso de b�usqueda de par�ametros �optimos para el modelo,
en cada iteraci�on contaminaremos ^z con ruido aditivo gaussiano,N (� = 0; � =
0:1), obteniendo el tensorz que recibe el modelo. Esta t�ecnica es clave desde el
proceso de reducci�on de ruido, al comprobarse experimentalmente que favorece
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la impedanciaal ruido de las predicciones realizadas por el modelo.

La noci�on de partir de una imagen que no guarda ninguna clase de relaci�on
con la imagen ruidosa puede parecer contraintuitiva al principio, ya que la es-
trategia ((l�ogica)) a la hora de resolver un problema de procesamiento de imagen
es, al menos en primera instancia, la de operar con la imagen de entrada para
eliminar aquellas caracter��sticas que no nos resulten �utiles, en nuestro caso el
ruido. A la familia de m�etodos que parten de la imagen contaminada se dicescale
space methods. Precisamente en el contexto del anterior TFG [17] planteamos la
resoluci�on del modelo variacional (4.1), cuya resoluci�on llevaba a considerar la
ecuaci�on parab�olica en derivadas parciales

8
>>><

>>>:

@u
@t

= div( jr ujp� 2r u) � � (u � f ); (x ; t) 2 
 � (0; T)

jr ujp� 2r u � n = 0 ( x ; t) 2 @
 � (0; T)

u(x ; 0) = f x 2 


Observamos que en este modelo partimos de la imagen ruidosa, algo que
se evidencia por la condici�on inicialu(x ; 0) = f . Los scale space methodsse
caracterizan por((suavizar)) las caracter��sticas asociadas al ruido aditivo gaussiano
durante los primeros instantes del proceso de difusi�on, lo que favorece la aparici�on
de regiones homog�eneas.

A diferencia de esta estrategia de resoluci�on, en el contexto de este trabajo
hacemos uso de uninverse scale space method. Esta clase de m�etodos se carac-
terizan por partir de tensores cuyos valores son nulos o han sido inicializados
aleatoriamente y aproximar sucesivamentef en orden creciente de detalle [18].
De tal forma, si se detiene el proceso de reconstrucci�on de la imagen bajo un
criterio adecuado, las caracter��sticas del ruido presente enf quedar��an sin incor-
porarse a la reconstrucci�on (as�� como las texturas m�as detalladas presentes en la
imagen).

4.1.4. Error

La elecci�on de la m�etrica de error se sigue de forma directa cuando observamos
el modelo de ruido aditivo gaussiano. En efecto, si en (3.2) despejamosf =
u + n () n = f � u y calculamos su energ��a se tiene

Z



(u � f )2 dx =

Z



n2 dx = � 2j
 j (4.6)

dondej
 j se corresponde conw � h � c, el producto del ancho, alto y n�umero de
canales de las im�agenesf y u; por su parte, � 2 se corresponde con la varianza
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del ruido aditivo gaussiano aplicado au. Dividiendo (4.6) por j
 j, se sigue

1
j
 j

Z



(u � f )2 dx = � 2; (4.7)

siendo el lado izquierdo de la igualdad elerror cuadr�atico promedio de u res-
pectof , que denotamos en notaci�on funcional como MSE(u; f ). Por consiguiente,
el problema de la forma (4.3) particularizado al problema de reducci�on de ruido
es

� � = arg m��n
�

MSE(N N (z; � ); f ) con u� = N N (z; � � ) (4.8)

Indicamos, asimismo, que se est�an llevando a cabo trabajos prometedores
mediante la incorporaci�on de t�ermino a priori adicional al de�nido impl��citamente
por la red, propio de la tarea de procesamiento de imagen que se desea realizar.
M�as espec���camente y a modo de ejemplo, para el problema de reducci�on de
ruido, en [19] se formula el modelo

� � = arg m��n
�

MSE(N N (z; � ); f ) + � TV( N N (z; � ); f ); � > 0; (4.9)

siendo TV el operador de variaci�on total aplicado aloutput de la red. Tiene el
papel de regularizante como el a priori del modelo 4.1 para el casop = 1.

En cualquier caso, hemos hallado a trav�es de (4.6) una relaci�on entre la ima-
gen ground-truth y su correspondiente imagen ruidosa. Esto motiva el siguiente
algoritmo de reducci�on de ruido con criterio de parada autom�atico :

Algoritmo 4 Criterio de parada; input =( f; z; N N ; � ); output = u� .
1: ẑ := contaminar z con N (0; 0:1)
2: if MSE(N N (z; � ); f ) < � 2 then
3: u� := N N (z; � )
4: else
5: � := actualizar � con optimizador escogido
6: u� := Criterio de parada(f; z; N N ; � )
7: end if
8: devolveru�

Este criterio de parada se puede observar tambi�en en [18]4, expresado como

kf � u� k2 < � � 2

donde� 2 es la varianza del ruido,n, aplicado en el modelo de reducci�on de ruido,
f es la imagen ruidosa yu� es la reconstrucci�on def por un inverse scale space

method. En t�erminos del criterio de parada del algoritmo 4 pondr��amos� =
p

j 
 j
� .

4Secci�on de Iterated Re�nement .
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4.1.5. Optimizador

Finalmente, el optimizador escogido para el proyecto es Adam. Sin embargo,
a lo largo del desarrollo de la secci�on de Optimizadores, dimos una visi�on de los
m�etodos de b�usqueda de m��nimos locales de funciones de coste sin hacer referencia
a c�omo trabajar��an sobre redes neuronales. La actualizaci�on de los par�ametros de
la red se realiza a trav�es de la t�ecnica de diferenciaci�on autom�atica, y parten de
la visi�on de observar las redes neuronales como composici�on de funciones.

Por ello, podemos referirnos al anexo A para realizar una comparativa entre
los m�etodos de diferenciaci�on que podemos haber utilizado a lo largo de la carrera,
que ponga de relieve la utilidad de la diferenciaci�on autom�atica para resolver el
problema de ajuste de par�ametros de una red neuronal.

4.1.6. Elecci�on de tecnolog��a del proyecto

Para la construcci�on y evaluaci�on del rendimiento de este modelo, vamos a utilizar
PyTorch [20], un framework de software libre paradeep learning, implementado
en Python, que exhibe la capacidad de trabajar tanto con GPU como con CPU.

Habiendo llevado a cabo experimentos preliminares con TensorFlow en el con-
texto del Trabajo de Fin de Grado de Matem�aticas, una idea razonable para este
trabajo era la de ganar soltura con tecnolog��as alternativas y prometedoras.

4.2. M�etricas de calidad

Para evaluar num�ericamente el rendimiento de una reconstrucci�on, vamos a uti-
lizar dos m�etricas que se utilizan com�unmente en el procesamiento de imagen:
la proporci�on m�axima de se~nal a ruido (peak signal-to-noise ratioo PSNR) y el
��ndice de similitud estructural (SSIM). Estas medidas de calidad se dicenfull-
reference, ya que comparamos el rendimiento de nuestros algoritmos respecto a
la imagenground-truth [21].

PSNR

SeaI una imagenground-truth de dimensionesm � n. Denotamos porf a la
actuaci�on sobre I del forward model con una cierta m�ascara de ruido aditivo
gaussiano. Finalmente, llamamosu a la ((reconstrucci�on)) de I a partir de f por
la actuaci�on de un inverse model.

Para de�nir la PSNR, recuperamos la idea del error cuadr�atico promedio
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(mean squared erroro MSE), de�nida a vuelapluma en (4.7), y que formalizamos
a continuaci�on en el caso discreto.

De�nici�on 3 (Error cuadr�atico promedio (MSE)).

MSE(u; I ) =
1

mn

mX

i =1

nX

j =1

(u(x i ; yj ) � I (x i ; yj ))2:

De�nici�on 4 (Proporci�on m�axima de se~nal a ruido (PSNR)).

PSNR(u; I ) = 20 log10

 
MAX

p
MSE(u; I )

!

Suponiendo que las im�agenes digitales est�an normalizadas, es decir, que su
rango de iluminaci�on canal a canal se encuentra en el intervalo [0; 1], se tiene
MAX = 1.

La PSNR, por tanto, es una funci�on del error cuadr�atico promedio. En otras
palabras, no es capaz de dar cuenta de los matices del sistema de visualizaci�on
humana, seg�un el cual una m�etrica como la PSNR podr��a no ser la m�as adecuada
bajo todos los casos. Para atajar las limitaciones en el apartado visual de la
PSNR, Wang et al [22] propusieron la similitud estructural (SSIM) como una
medida que combina nociones del proceso de formaci�on de una imagen digital e
informaci�on estructural de la imagen. Seguimos la formulaci�on de la SSIM que
propusimos previamente en [17].

SSIM

Dadas dos im�agenes digitales de id�entica resoluci�on,I 1 e I 2, la SSIM se de�ne
como una medida de comparaci�onlocal, trabajando con secciones de las im�agenes
o patches. Dadosx, y patches deI 1 eI 2 respectivamente de tama~noN � N; N 2 N,
la SSIM dex e y se de�ne como funci�on de la luminancia,l(x ; y ), el contraste,
c(x ; y ), y la comparaci�on estructural de los patches,s(x ; y ).

Para de�nir estos tres t�erminos, introducimos en primer lugar la intensidad
promedio del patchx, � x . Para ello, reescribimos los patchesx, y como un vector
N 2� dimensional, y tenemos

� x =
1
N

N 2X

i =1

x i ;
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con lo que podemos de�nir lacomparaci�on de luminancia

l(x ; y ) =
2� x � y + C1

� 2
x + � 2

y + C1
; C1 6= 0:

Asimismo, un estimador del contraste del patch,� x , se de�ne seg�un

� x =

vu
u
t 1

N 2 � 1

N 2X

i =1

(x i � � x )2

a partir del cual podemos de�nir la funci�on decomparaci�on de contraste entre
patches como

c(x ; y ) =
2� x � y + C2

� 2
x + � 2

y + C2
; C2 6= 0:

Finalmente, de�nimos la funci�on de comparaci�on estructural como

s(x ; y ) =
� xy + C3

� x � y + C3
; C3 6= 0; donde� xy =

1
N 2 � 1

N 2X

i =1

(x i � � x )(yi � � y ):

Con estas herramientas, podemos plantear �nalmente la de�nici�on de SSIM:

De�nici�on 5 (�Indice de similitud estructural (SSIM)). El ��ndice de simili-
tud estructural de cada patch se de�ne como el producto de la luminancia, el
contraste y la similitud estructural,

SSIM(x ; y ) = l(x ; y )� � c(x ; y )� � s(x ; y )
 2 [� 1; 1]; con �; �; 
 > 0:

Com�unmente se trabaja en el caso� = � = 
 = 1, C3 = C2=2, por el cual se
obtiene la forma m�as compacta

SSIM(x ; y ) =
(2� x � y + C1)(2� xy + C2)

(� 2
x + � 2

y + C1)( � 2
x + � 2

y + C2)
:

Ejemplo 5. Presentamos en la �gura 4.7 una imagenground-truth y otras tres
im�agenes que han sufrido alg�un tipo de proceso de decaimiento que recogemos en
el pie de la �gura.

En la tabla 5 recogemos los valores de PSNR y SSIM para cada una de estas
im�agenes, observando que los artefactos que pueden resultar a priori m�as eviden-
tes, como una imagen oscurecida y una imagen con una secci�on borrada, no se
traducen necesariamente en evaluaciones m�as negativas por parte de las m�etricas
de calidad presentadas anteriormente. Una pregunta l�ogica entonces es((>D�onde
est�an las diferencias entre las im�agenes?)).

41



4.2. M�etricas de calidad

Figura 4.7: De izquierda a derecha, y arriba abajo: la imagenground-truth, la
imagen con una secci�on de la imagen((borrada)), la imagen con desenfoque de lente
pentagonal, y la imagen con el operador l�ogicoand aplicada, canal a canal, con
una m�ascara (R; G; B ) = (245; 245; 245) en el fondo y (R; G; B ) = (225; 225; 225)
en el frente. Los procesos de decaimiento se han generado utilizando el software
libre de dibujo Krita [1].

Para localizar de forma r�apida las disparidades entre las im�agenes, podemos
utilizar la imagen SSIM respecto a la imagen ground-truth . Esta imagen
se genera a partir de los ��ndices obtenidos en cada patch empleado en el c�alculo
del ��ndice SSIM y nos precisa d�onde tiene lugar la disimilitud entre dos im�agenes.
Recogemos las im�agenes SSIM para las im�agenes anteriores en la �gura 4.8.

Estas im�agenes ponen de mani�esto la importancia complementar las m�etri-
cas puramente num�ericas con herramientas que ayuden a percibir r�apidamente
las diferencias entre dos im�agenes dadas, como pueden ser las im�agenes SSIM.
De hecho, esta m�etrica resultar�a clave en la formulaci�on y evaluaci�on de los ex-
perimentos que realicemos con elDeep Image Prior.
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Cap��tulo 4. Metodolog��a

Artefacto aplicado PSNR (dB) SSIM
Secci�on borrada 26.26 0.9898

Desenfoque 21.59 0.5316
Operadorand 26.08 0.9529

Tabla 4.1: Tabla que recoge los valores de PSNR y SSIM para cada una de las
im�agenes seg�un los artefactos aplicados en ella.

Figura 4.8: Im�agenes de SSIM generadas siguiendo la ordenaci�on de la �gura
4.7. Observamos ahora que la operaci�on de desenfoque produce los errores m�as
evidentes (m�as secciones de la imagen en negro), seguido del operadorand y
�nalmente la imagen con la secci�on borrada. Un mayor ��ndice SSIM en un patch se
traduce en una imagen m�as blanca en ese patch, mientras que un menor ��ndice se
traduce en una imagen m�as oscura. Para representar correctamente las im�agenes
SSIM cuando los ��ndices son negativos, �jamos todos estos a cero.
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5
Resultados

El objetivo de este cap��tulo es medir la efectividad, a trav�es de varios experi-
mentos, delDeep Image Prior de reducci�on de ruido en im�agenes digitales con
criterio de parada autom�atico.

Para ello, damos cuenta, en primer lugar, de la estructura de carpetas de
una muestra1 de material suplementario del proyecto a �n de poder localizar
los resultados cualitativos y cuantitativos pormenorizados de cada experimento.
Detallaremos los contenidos de estas carpetas seg�un sea necesario en el desarrollo
de este cap��tulo. Indicamos que los resultados de todos los experimentos que se
llevaron a cabo, as�� como alg�un ejemplo de uso del proyecto, se pueden encontrar
en la ruta https://github.com/heqro/dip-denoising .

�Arbol de directorios 1 Directorio ra��z del proyecto.
/

natural images selection/
synthetic images selection/
results/
gradio/

1La restricci�on de tama~no de la plataforma de TFG impide la subida del material suplemen-
tario al completo.
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