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Resumen

El trabajo realizado se centra en el estudio del P-Centro y aplicaciéon de
heuristicas para resolver el problema, un problema de optimizacién que se pre-
senta en diversas areas como la logistica, el disefio de redes y la planificaciéon de
servicios de emergencia.

El trabajo aborda la implementacién y comparacién de tres heuristicas prin-
cipales:

= Heuristica por Pesos Ponderados en Biusqueda Local:
» Heuristica de Sustitucion de Vértice por Busqueda Local:

» Heuristica de Sustitucién Tabu de Vértice por Busqueda Local:

El analisis de estas heuristicas se realizo mediante la implementacién en
Python y pruebas exhaustivas con diferentes tamanos de muestra (n) y nimeros
de centros (p).

En conclusion, el trabajo proporciona una vision completa y comparativa de
métodos heuristicos aplicados al problema del P-Centro, destacando sus fortalezas
y limitaciones en diferentes escenarios practicos.
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Introduccion

1.1. Contexto y alcance

El mundo actual esta repleto de redes y sistemas complejos de servicio que
son tremendamente importantes para el desarrollo diario del mismo. Cada vez
son mas las empresas, gobiernos y, en general, organizaciones que muestran un
creciente interés por la optimizacion de sus redes de servicio, ya sean de datos,
de mercancia, de emergencia o de cualquier actividad que realicen. Es aqui donde
surge el problema de la p-mediana, que busca minimizar la distancia media de
los nodos de la red a los centros elegidos.

Este problema y sus variantes han sido muy estudiadas desde la segunda
mitad del siglo XX debido a su utilidad y relevancia. Aunque la base de estos
problemas suele ser la misma, cada uno de ellos tiende a estar mas capacitado
para modelizar y resolver situaciones del mundo real distintas.

Imaginemos que una empresa llamada “Amazin”quiere abrir un nimero de
puntos de recogida de paquetes en el barrio de Chamberi. Amazin tiene muchos
contactos y ademds ofrece buenas condiciones a aquellos comercios que se ofrezcan
a ser un punto de recogida, por lo que puede elegir entre bastantes locales, pero
solo puede tener un niimero n de establecimientos por su limite de presupuesto. El
objetivo del departamento encargado de seleccionarlos sera minimizar la distancia
media que tienen que recorrer sus clientes hasta su punto de recogida mas cercano,
para prestar un buen servicio a la mayoria de sus clientes. Este es un ejemplo real
del problema p-median.

Esta misma empresa tiene una red de servicios Cloud llamada “ASW” que ha
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abierto una nueva zona de disponibilidad en Espana y garantiza a sus clientes la
integridad y la disponibilidad de sus datos en cualquier momento. Para ello, crea
copias de seguridad de los datos de los servidores y quiere que la posicion fisica
de estos clusters de datos copia sea lo mas alejada de cualquier otro servidor
posible, pero solo puede hacer que un servidor ya existente sea el cluster de los
mas cercanos. El departamento de logistica se enfrenta a un problema de tipo
p-dispersion.

Ahora, ASW quiere abrir un servicio de almacén de datos. Ademas, quiere
poder garantizar que cualquier servidor va a poder comunicarse con el almacén
con un tiempo de latencia inferior a un umbral, por lo que tiene que elegir sus
servidores de correo de forma estratégica para minimizar el tiempo méximo que
tarda en llegar el dato a cualquiera de los servidores. De nuevo se enfrentan a un
problema de tipo p, en este caso al problema p center.

Como se puede observar, es facil encontrar ejemplos en los que esta familia
de problemas es 1til. Hay muchos sectores en los que nos encontramos problemas
similares y en los que podemos aplicar las técnicas de resolucion que veremos mas
adelante, lo inico que tenemos que definir es que es exactamente lo que queremos
optimizar.

En el sector de servicios de emergencia podemos modelizar algunas situacio-
nes como ejercicios del tipo p-center, p-median o p-coverage dependiendo de si
tenemos que prestar un servicio minimo a todos, buscamos la mejor solucién para
la mayoria o tenemos limitaciones en la distancia que se puede recorrer.

El sector de la aviacién no estd exento de este tipo de problemas. Si queremos
mantener una red en la cual consigamos el minimo tiempo de viaje medio nos
encontramos con el problema p-hub median o si lo que buscamos es que el tiempo
maximo de viaje sea minimo estamos en el p-hub center. También podemos estar
interesados en una red en la cual no todos los hubs estén conectados; entonces
estamos en un problema de tipo disconnected p-hub median/center.

En el area de transporte nos encontramos con un panorama similar al de
servicios de emergencia, aunque en este caso como el objetivo es maximizar el
beneficio, el planteamiento de tipo p-median suele ser mas acertado y dependiendo
del tipo de empresa en la que estamos podemos tener otras restricciones o intereses
que nos hagan derivar en modelos p-coverage, capacitated p-median o cualquier
otro que se adapte a nuestra situacion.

Si nos centramos en las redes informaticas, vemos que aqui se abre una amplia
seleccion de situaciones y configuraciones de redes distintas. Podemos encontrar
ejemplos en los que los modelos p-median o p-center son mas adecuados, asi
como otros en los que los de tipo hub se aproximan mejor. En el caso de tener
servidores en los que la capacidad es un problema, los del estilo capacitated son
mejores y si encima el nivel de demanda sabemos que va a variar, podemos atacar
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de problema con algin modelo que sea dinamico.

1.2. Objetivos Generales

El objetivo principal de este trabajo es estudiar el problema del P-Centro
y las heuristicas asociadas para su resolucion. Este problema de optimizacién se
presenta en diversas areas como la logistica, el diseno de redes y la planificacion de
servicios de emergencia. El objetivo general se desglosa en los siguientes objetivos
especificos:

= Comprender y estudiar el problema del P-Centro.

» Implementar y comparar distintas heuristicas para resolver el problema del
P-Centro.

= Evaluar la efectividad y eficiencia de cada heuristica en diferentes escena-
rios.

1.3. Metodologia

El trabajo va a dividir en varias etapas

Recopilacion de conocimientos auxiliares para contextualizar el problema.

Explicacion de los problemas de tipo p mas relevantes.

Analisis del problema del P-Centro .

Implementacion y estudio de heuristicas del problema del P-Centro

Comparacion y ejecucion de heuristicas.






Contenidos principales

2.1. Conocimientos auxiliares

En el ano 1900 David Hilbert propone en el Congreso Internacional de Ma-
tematicos celebrado en Paris los veintitrés problemas que él consideraba maés
importantes para el desarrollo de las matematicas. Estos problemas serian co-
nocidos como los Problemas de Hilbert y tuvieron una gran repercusion a gran
escala, no solo en el ambito cientifico, sino que serfan ampliamente conocidos y
llegaron al conocimiento de la mayorfa de personas.|2]

Cien anos més tarde, en el ano 2000, el Instituto Clay de Matematicas de
Cambridge conmemoraba en lanzamiento de los Problemas de Hilbert con la
presentacion de siete problemas que tenian como objetivo concienciar a la gente de
que habia muchas cosas en las matematicas sin resolver, los Problemas del Milenio
[3]. Fueron elegidos los problemas que el instituto consideraba més relevantes
para el desarrollo de las matematicas, y la resolucion de cualquiera de ellos esta
premiada con un milléon de ddlares. Los problemas son los siguientes:

= P versus NP: Este es uno de los problemas mas famosos en ciencias de la
computacién tedrica. Se pregunta si cada problema cuya solucién puede
ser rapidamente verificada por un computador (NP) también puede ser
rapidamente resuelto por un computador (P) [4].

= La conjetura de Hodge: Propone que para ciertos espacios, llamados va-
riedades algebraicas, las soluciones de ecuaciones polinémicas, se pueden
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entender completamente en términos de caracteristicas geométricas mas
sencillas conocidas como clases de cohomologia de Hodge [5].

» La conjetura de Poincaré: Esta conjetura afirma que una variedad de 3
dimensiones que es topoldgicamente simple (es decir, cada lazo se puede
ajustar a un punto sin cortar la superficie) es, de hecho, equivalente a una
esfera tridimensional [6].

= La hipdtesis de Riemann: Se refiere a la distribucion de los ceros no triviales
de la funcion zeta de Riemann. La hipdtesis postula que todos estos ceros
tienen una parte real de 1/2. A pesar de su importancia fundamental en la
teorfa de niimeros, ain no se ha demostrado [7].

» Existencia de Yang-Mills y del salto de masa: Se centra en la fisica tedrica.
Pregunta si las teorias de Yang-Mills, que son fundamentales para enten-
der las fuerzas nucleares fuertes y débiles en fisica de particulas, existen
matematicamente y si explican el fenémeno del “salto de masa”, donde
particulas sin masa adquieren masa a través de interacciones [8].

» Las ecuaciones de Navier-Stokes: Trata sobre la existencia y suavidad de so-
luciones para las ecuaciones de Navier-Stokes, que describen el movimiento
de fluidos. El desafio es demostrar si, bajo condiciones iniciales dadas, estas
ecuaciones siempre tienen soluciones que se comportan de manera suave,
sin singularidades o discontinuidades [9].

» La conjetura de Birch y Swinnerton-Dyer: Se relaciona con ciertos tipos de
curvas algebraicas llamadas curvas elipticas. Propone una relaciéon profun-
da entre el nimero de soluciones racionales de la curva (su “rango”) y el
comportamiento de una funcién asociada a la curva en un punto especifico.
A pesar de numerosos avances, la conjetura permanece sin demostrar en
general [10].

De estos problemas solo ha sido resuelta la conjetura de Poincaré, por Grigori
Perelman en 2002. Perelman consigui6 finalizar y completar el trabajo de Richard
Hamilton y se le ofrecié el premio del millén de ddlares por ello, ademas de la
medalla Fields por su contribucién a la teoria de flujo de Ricci. Perelman rechazé
los dos premios debido a que consideraba que su trabajo habia sido igual de
valioso que el de Hamilton y que éste merecia el mismo trato que él.

Todos estos problemas tienen mucha relevancia y de cualquiera de ellos se
podrian hacer multiples TFGs, pero nosotros vamos a estudiar el problema P vs
NP, ya que nos interesa conocer distintos conceptos arraigados a éste.
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2.1.1. Problema P versus NP

El problema P versus NP es uno de los problemas mas importantes del milenio.
Envuelve al area de las matemaéticas con la de la informatica y esta relacionado
con el tiempo de computacion de que tienen los problemas.

Imaginemos que tenemos que resolver un problema y encontramos un algo-
ritmo que lo soluciona cuya complejidad es O(n?). Este problema pertenece a un
conjunto denominado P, que son todos aquellos problemas cuya solucién se puede
computar en tiempo polinomial, es decir aquellos cuya complejidad es O(n*), con
k e N.

Ahora vamos a ver que es el conjunto NP. Nos dan un problema cualquiera de
cual no sabemos el algoritmo de resolucion, solo nos dan el resultado que ha obte-
nido ese algoritmo y nos piden que comprobemos que efectivamente es correcta la
solucién obtenida. Si existe algin algoritmo de comprobaciéon cuya complejidad
sea O(n*) (polinomial), entonces diremos que nuestro problema pertenece a NP;
es decir, NP es aquel conjunto formado por los problemas cuya solucién es veri-
ficable en tiempo polinomial. Una vez visto esto, es facil entender que P € NP,
ya que para comprobar que la solucion de un problema en P es correcta podemos
ejecutar el propio algoritmo que la genera, que es de complejidad polinomial.

Con estos conceptos entonces se plantea la siguiente duda: Si para un proble-
ma dado podemos encontrar un algoritmo que compruebe su solucién en tiempo
polinomial, ;podemos encontrar un algoritmo que la calcule en tiempo polino-

mial? o lo que es lo mismo, jes P = NP?[4]

2.1.2. NP Completitud

Una vez comprendida la naturaleza del problema, vamos a seguir viendo cier-
tos conceptos relacionados que son relevantes para este trabajo. El objetivo prin-
cipal va a ser llegar a entender la dificultad a la que nos estamos enfrentando y
el por qué utilizamos las técnicas que veremos mas adelante.

Se dice que un problema M es NP-completo cuando cumple las siguientes
condiciones[11]:

1. M pertenece al conjunto NP.

2. Todo problema de NP es reducible a M en tiempo polinomial.

Intuitivamente esto nos esta diciendo que los problemas que se clasifiquen
como NP-completos van a ser los mas dificiles del conjunto NP. Ademas, esta
definicion nos esté diciendo que si encontramos una solucién polinémica para un

7
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problema NP-completo, todos los problemas de NP serian resolubles en tiempo
polinémico, por lo que obtendriamos P=NP.

Si ahora eliminamos la primera premisa, generamos el conjunto NP-dificil,
que es un conjunto mas grande que contiene a todos los problemas a los cuales
cualquier problema de NP es reducible. Es trivial ver que el conjunto NP-completo
estd contenido en el NP-dificil, pero viceversa no se cumple; existen problemas
NP-dificil que no estan contenidos en el conjunto NP.

NP-Hard NP-Hard
e e
ﬁ-ﬂnmplcﬁ / \

' P = NF

| NP L | l = NP-Complete |

oAy

P = HNF F=NF

Figura 2.1: Diagrama de Euler representando estos conjuntos|!]

Aunque parezca que los problemas NP-completos son especiales, la realidad
es que se conocen pocos problemas NP que no pertenezcan a NP-completo o a
P. Estos problemas se denominan NP-intermedios y algunos de los pocos ejem-
plos que existen son el problema de factorizacién de enteros o el problema de
isomorfismo entre grafos[12].

2.1.3. Heuristicas y metaheuristicas

En la resolucion de problemas complejos, los algoritmos juegan un papel fun-
damental al ofrecer procedimientos paso a paso para alcanzar soluciones 6ptimas.
Sin embargo, cuando nos enfrentamos a problemas NP-completos, donde la veri-
ficacion de una solucion es factible pero encontrarla es exponencialmente dificil,
los algoritmos exactos a menudo se vuelven impracticables debido a su elevado
tiempo de computo. Es aqui donde entran en juego las heuristicas y metaheuristi-
cas, técnicas disenadas para encontrar soluciones buenas en tiempos razonables,
sacrificando potencialmente la optimalidad por la eficiencia.

En este apartado vamos a dar los conocimientos bésicos necesarios para com-
prender los conceptos de heuristica y metaheuristica, analizando su importancia
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y aplicacion en problemas NP-completos, haciendo énfasis en cémo estas técnicas
nos permiten abordar desafios computacionales que de otro modo serian inacce-
sibles.

Concepto de heuristica

Las heuristicas representan métodos o estrategias disenadas para solucionar
problemas de forma eficiente cuando los enfoques tradicionales, como los algorit-
mos exactos, resultan impracticables por su alta demanda de tiempo y recursos.
A diferencia de estos tltimos, que garantizan encontrar la solucién 6ptima, las
heuristicas buscan soluciones buenas o “suficientemente buenas” en un tiempo ra-
zonable, especialmente 1tiles en problemas NP-completos donde la complejidad
computacional hace inviable el uso de métodos exactos. Las heuristicas se basan
en la experiencia, intuicion, o reglas practicas, facilitando la toma de decisiones
en procesos complejos de busqueda o en problemas de optimizacién [13].

Ejemplo de heuristica - Suma de subconjuntos

Para entender mejor la diferencia entre un algoritmo exacto y una heuristica
veamos el siguiente ejemplo; el problema de la suma de subconjuntos.

Este problema consiste en determinar si existe un subconjunto de niimeros en
un conjunto dado que sume un valor especifico. Por ejemplo, dado el conjunto
S = {3,34,4,12,5,2} y el valor objetivo T" = 9 queremos saber si hay algin
subconjunto de S cuya suma sea exactamente 7.

Solucién con Algoritmo Exacto Método: Fuerza bruta

Descripcion: El algoritmo de fuerza bruta explora todos los posibles subcon-
juntos de S para verificar si alguno suma T. Esto se puede hacer generando todas
las combinaciones posibles de los nimeros en S y sumandolas para comprobar si
alguna iguala a T.

Generamos todos los subconjuntos posibles: @, {3}, {34}, {4}, ..., {3,34,4,12,5,2}.
Comprobamos cada subconjunto hasta encontrar uno cuya suma sea 9, como
{4,5}. Este método garantiza encontrar la solucién si existe, pues examina todas
las posibilidades. Sin embargo, su tiempo de ejecucién crece exponencialmente
con el tamano de S, volviéndose impracticable para conjuntos grandes.

Solucién con Heuristica Método: Voraz

Descripcion: La heuristica voraz para este problema podria empezar seleccio-
nando el nimero mas grande de S que no exceda T y luego repetir el proceso con
el resto hasta alcanzar T o determinar que no es posible.

9
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Ejemplo:

Seleccionamos el primer nimero que no exceda T=9, que es 5. Restamos 5 de
T, dejandonos con un nuevo objetivo de 4. Seleccionamos 4 del conjunto restante.
Hemos alcanzado el objetivo T=9 con el subconjunto {5,4}.

Este método es mucho mas rapido, pero no garantiza la solucién éptima o
incluso una solucién en todos los casos. Por ejemplo, podria fallar si el conjunto
fuera = {2,34,4,12,5,10} y T=15, ya que podria elegir 10 primero y luego no
encontrar una suma que complemente hasta 15 con los nimeros restantes, aun
cuando existe una combinacion vélida como {5, 10}.

Concepto de metaheuristica

Una metaheuristica es un método de alto nivel que guia el proceso de bisque-
da de soluciones en problemas de optimizacion, disenado para explorar el espacio
de soluciones de manera eficiente y efectiva, con el objetivo de encontrar solucio-
nes 6ptimas o casi éptimas en un tiempo razonable. Estos métodos se basan en
principios que permiten superar las limitaciones de las heuristicas tradicionales,
tales como quedarse atrapados en éptimos locales o no ser capaces de explorar
adecuadamente el espacio de buisqueda.

Una caracteristica distintiva de las metaheuristicas es su capacidad para ba-
lancear la exploracién del espacio de busqueda (buscando soluciones en areas no
exploradas previamente) con la explotacién de las soluciones encontradas (mejo-
rando soluciones ya descubiertas). Esto las hace particularmente efectivas para
tratar con problemas complejos y de gran escala, donde los métodos exactos son
ineficaces o inviables debido a su complejidad computacional.

En este caso no vamos a dar ejemplos de metaheuristicas ya que necesitariamos
explicar mas conceptos que no van a ser relevantes para este trabajo debido a
que nosotros trabajaremos solo con heuristicas.

2.2. Problemas de tipo P

Como hemos adelantado en la introduccion, los problemas de tipo p tienen
que ver con la localizacién y asignacion de nodos de servicio y son problemas
NP completos. En esta seccion vamos a hablar de los problemas P principales,
tratando su planteamiento y sus principales estrategias de resolucion.

En todos nuestros ejercicios vamos a tratar de estudiar un mapa similar al
expresado en la figura 2.4.

En nuestros problemas vamos a tener que elegir una serie de puntos en base

10
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Figura 2.2: Ejemplo 1 mapa de puntos

a las condiciones que impongamos y éstas seran las que marquen las diferencias
entre un problema y otro, pero va a haber unas hipdtesis generales que todos los
problemas seguiran:

= Solo podemos elegir puntos ya establecidos en el mapa.
= Cualquier punto puede ser elegido.

= El valor que utilizaremos para determinar la distancia sera la distancia
euclidea.

= Trabajamos con demanda igual en todos nuestros puntos.

= Asumimos que cualquier facilidad tiene infinita capacidad de abastecimien-
to.

» Cualquier punto no elegido tendra una tinica arista que se conectard siempre
con uno elegido.

Fijamos estas condiciones para reducir la variabilidad del estudio, ya que estos
problemas tienen muchas pequenas variaciones que, aunque son interesantes, son
muy similares y nos harian divagar demasiado. Veamos ahora la notacién que
vamos a emplear en las siguientes secciones teniendo en mente el mapa anterior:

Los puntos especiales seleccionados se llamaran facilidades, centros o nodos
y todos los puntos van a tener un natural asociado, por lo que nuestro conjunto
de puntos va a ser representado por I = {1,2,3,...,i}. Las aristas entre puntos
seran representadas por el conjunto A = {(i,5) € Izl} y p serd el nimero de
instalaciones a utilizar. Ademas tendremos las siguientes variables de decision
binarias:
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2.2. Problemas de tipo P

» 7;; = 1 siel punto i es abastecido desde el nodo j, 0 en otro caso.

= y; = 1 si el punto i es un nodo de servicio, 0 en otro caso.

Denominaremos a la distancia que hay desde el punto i al j como d; ; y, como la
demanda es igual en todos nuestros puntos, asumiremos que es 1 para todos.

Con estos términos ya definidos, podemos empezar a estudiar los distintos
problemas que surgen al cambiar el objetivo y las condiciones.

2.2.1. P-Median Problem

El “P Median Problem” fue el primero de su familia en surgir, como he-
mos comentado al principio de este trabajo. En el sector privado tiene mucha
importancia porque, por norma general, se utiliza para optimizar beneficios. El
objetivo de este problema es minimizar la distancia media que hay de cualquier
punto cliente a su nodo servicio mas cercano y es formalmente denominado como
El problema de asignacion incapacitado de p facilidades.

Planteamiento

Vamos a plantear el problema con notacién matematica[l4]. Teniendo en men-
te las definiciones anteriores, tenemos:

Objetivo:
Minimizar(Z)
Condiciones:
Z=).) diy
jel i€l

Y wy=1 Viel
jel
> yi=p

iel
Tij — Y5 SO VZ,] el
La primera condiciéon nos da la funcién que queremos minimizar. Buscamos que
el sumatorio de distancias sea minimo, asi que solo tenemos que sumar todas las
distancias que estan siendo utilizadas. Para controlar que son usadas, multipli-
camos la distancia por la variable binaria x;; que es 1 si el punto i se abastece
desde j.

La segunda condicién controla que un punto solo se pueda abastecer de un
mismo nodo, aunque hay que matizar un detalle, para que esto se cumpla, estamos

12
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suponiendo que Vi € I, x; = y;, es decir, que un nodo es un punto que se abastece
a si mismo.

La tercera restriccion la utilizamos para controlar el niimero de localidades que
permitimos abrir, siendo p dicho nimero. Algunos autores sustituyen la notacién
de y; por x;;, nosotros nos mantendremos con la dada por simplicidad.

La ultima de las restricciones fuerza que los nodos de servicio no lleguen a
puntos a los que no tienen arista conectada.

2.2.2. P-Center Problem

El problema P-Center estd mas arraigado al sector ptblico ya que, a diferen-
cia del P-Median que busca minimizar el total, el P-Center busca minimizar la
distancia maxima, por lo que se puede garantizar que cualquier usuario de la red
va a tener un buen servicio[15]. Ademas, el problema del conjunto de cubrimiento
esta muy ligado a este como se puede ver a continuacién en el siguiente ejemplo

2.3.
@ 10

Number of Coverage Sample Coverage Number of Sample
facilities (P) distance = locations distance = facilites = locations
; 13 ACE <=8 6 ABCDEF
3 5 ADE 7.8 4 A B, CD
4 7 A.3.DE 9 3 ADF
5 7 A B DE,? 10-14 2 AE
6 0 A B C,D E 15 1 c
(a) P-Center (b) Conjunto cubrimiento

Figura 2.3: Similitud entre problemas.
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Planteamiento
Objetivo:
Minimizar(Z)
Condiciones:
Z 2 Z dijxl-j
jerI

Zl’ij =1 Wi S I
Jjel
Z?Ji =p

i€l

2.3. Planteamiento del problema P-Center

Vamos a realizar un estudio con mayor profundidad del problema p-Center.
Se ha elegido esta variante por distintos motivos que han hecho més atractiva su
investigacion:

= Miultiples aplicaciones, orientadas a garantizar un servicio a cualquier usua-
rio.

= Amplio historial de estudios sobre este problema. Es un problema muy
presente en su ambito.

» Gran relevancia tanto dentro del mundo matemaético como fuera.

» Simplicidad y profundidad. Estamos ante un problema muy sencillo de
enunciar, pero a la hora de resolverlo nos encontramos con un paradigma
mucho més complejo e interesante.

= Relaciones con otros problemas también relevantes.

Como se ha explicado anteriormente, los p-problemas se plantean sobre un mapa
de localizaciones entre las que tenemos que elegir un numero p de ellas como nexos
para cumplir cierta condicién. En nuestro caso, p-Center, la condiciéon a cumplir
es que el coste de abastecimiento de la localizacién que mayor coste tenga sea
minimo, suponiendo que cada localizacion es abastecida por el nexo més cercano.
La figura 2.4 muestra un ejemplo ilustrativo que permite visualizar la diferencia.
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(a) Minimizar distancia media(p-Median).

(b) Minimizar distancia maxima(p-Center).

Figura 2.4: Resolucién del mismo mapa de los problemas p-Median y p-Center
con p=1 (solucién en rojo).

2.3.1. Enunciado del problema

Aunque es necesario tener una nocion general sencilla de entender del proble-
ma, para empezar a resolverlo vamos a necesitar mas rigor en su planteamiento.
Para ello vamos a modelizar nuestro mapa de puntos como un grafo conexo ba-
sandonos en [16].

Sea U = {ug, uy,us,...,u,_1} un conjunto de vértices o puntos en el plano
y sea d(u;,uj) = d; ; funcién que dados dos vértices nos da la distancia o coste
asociado que hay entre ellos. Podemos representar nuestro problema como un
grafo completo ponderado G = (V, E), donde el valor de la arista e;; = d, ;.
Ademads, podemos asociar cierta demanda a cada uno de nuestros vértices, w;,
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2.4. Heuristicas

que anadimos porque no nos va a suponer ningin tipo de complicacién anadida
debido a un detalle que veremos més adelante.

Con esta literatura previa, ya podemos definir el problema a encontrar un
conjunto de puntos P C U, con |P| = p que consiga que la funcién

r(P) = max {wi min d (u;, Ui)}

u, €U v;eP
sea minima.

Ahora bien, podemos simplificar la funcién a minimizar fijdindonos en un de-
talle. Desde el principio hemos considerado que d; ; podia ser la distancia euclidea
o podia ser un coste asociado, es decir, no podemos utilizar propiedades geométri-
cas como la desigualdad triangular para nuestro método de resolucion ya que el
algoritmo que usemos tiene que ser independiente de la condicién de ser distancia
euclidea o no. Por ello, vamos a reescribir nuestra funcion a minimizar como

r(P) = méix {min d' (u;, Uj)}

u; €U v eP
donde estariamos asumiendo que

d (u;,vj) = w; min d (u;, vy)

’L)J‘GP
Llamaremos a r(P) el radio de nuestra solucién. Si al radio minimo posible de
nuestro problema lo denominamos r*, vemos que una solucién exacta significaria
que r(P) = r*(P), que como sabemos que este problema es NP-Completo impli-
caria que el algoritmo que lo pueda resolver no seria de complejidad polinomial.
Por ello, dependiendo de cuanto queramos garantizar que nos estamos aproxi-
mando al radio real tendremos heuristicas con mayor o menor complejidad, es
decir,

r

oa=—

Ts*
definird la complejidad de nuestro algoritmo (aunque en muchos casos no podamos
calcularlo).

2.4. Heuristicas

Vamos a proponer distintas soluciones a nuestro problema. Como hemos ex-
plicado antes, dependiendo del grado de exactitud que pidamos, encontraremos
una mayor o menor complejidad.
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Capitulo 2. Contenidos principales

2.4.1. Heuristica por pesos ponderados en biisqueda local

La heuristica que se va a proponer a continuacién es presentada en [16] y
asume que tenemos una matriz con todas las aristas y sus valores asociados por
cada par de vértices. Como tenemos un grafo completo, calcular esta matriz nos
supondrfa una complejidad de O(n?) si tuviésemos que mirar por cada par de
vértices su arista asociada en una lista. En nuestro caso, vamos a utilizar la
distancia euclidea, que al ser una operacion hace que calcular nuestra matriz sea
O(n?). Como veremos més adelante, esta heuristica tiene una complejidad de

O(n%log(n)).

Procedimiento RADIO(vértices,distancias,radio,P)

Paso 0 Todos los vértices comienzan sin marcar, P = ()

100

[Ty
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o
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o
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°

20 40 60 80

Figura 2.5: Vértices sin marcar, to-
mamos un radio R=radio

Paso 1 Sitodos los vértices estdan marcados, devolver P. Sino, elegir un vértice no
marcado u con el mayor peso y marcarlo. Anadir al conjunto P el vértice u
y todos aquellos vértices no marcados v que cumplan que w(v)d(u,v) < 2r;
volver al paso 1.
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100

100

oo
°o)

80

on
'

o
on

60

[ TN
00 g,

40

o
'Ll
o
e

1
e

1
[

20 40 60 80 20 a0 60 80

Figura 2.6: Elegimos el de mayor pe- Figura 2.7: Repetimos el proceso con
so y marcamos si w(v)d(u,v) < 2r. los no marcados.
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Figura 2.8: Cuando todos los vértices
estan marcados, devolvemos P.

Teorema 1. Vr* > 0 si existe un conjunto P* CV con r(P*) < r*, entonces el
procedimiento RADIO encuentra un conjunto P C con|P| < p y r(P) < 2r*.

Demostracion. Sea P* = vy, ...,v, y sean P, ..., P, los conjuntos de vértices que
cumplen w(v)d(v;,v) < r*. Segun el algoritmo tenemos que w(v)d(P,v) < 2r*,
por lo que r(P) < 2r*. Para demostrar que |P| < p veremos que como mucho
solo un vértice de P; pertenece a P. Veamos una ejecucion del paso uno, con
u el vértice elegido y P; su conjunto. Ahora tenemos que por cada vértice v no
marcado de P;, w(v) < w(u) que por la desigualdad triangular

w(v)d(u,v) < w(uw)(d(u,v;) + d(vi,v)) < wu)d(v;, u) + wv)d(v;,v) < 2r*.

Por lo que se tienen que etiquetar todos los vértices no etiquetados de P;. ]

Este procedimiento se encarga de devolver un numero de localidades que,
dado un radio o un radio ponderado si nuestras localizaciones tienen demanda,
satisfacen la condicién de abastecer a cualquier otra localizacion con un coste por
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lo menos menor o igual que 2r. El problema es que nosotros recibimos un ntimero
de localizaciones, no un radio, por lo que esta funcién por si sola no nos va a
Servir.

La complejidad de esta funcién viene dada por tener que comprobar en cada
paso todas las distancias con el resto, que en el peor de los casos es O(n *n) =
O(n?). Aunque haya que ordenar los pesos para encontrar el maximo, solo hay
que hacerlo una vez O(nlog(n)), por lo que va a delimitar nuestro algoritmo en
complejidad es O(n?).

Heuristica

Paso 1 Calcular todas las distancias ponderadas w(v)d(u, v) posibles,con u,v €
V', y almacenarlas en un conjunto en orden estrictamente creciente, elimi-
nando duplicados si los hubiera.

] :
5.2 53.36 85.58 203.96
, 34.88 54.74 26.37 239.09
’ 37.53 74.67 91.23 364.32
: 39.66 76.02 92.64 480.29
] . 39.96 76.41 128.65 488.45
Ny 42.80 77.89 16144 [515.44
o 44.72 79.32 177.62  [s72.71
¢ : 45.27 21.04 191.20  [s92.05
. 47.85 82.61 191.42 621.32

1

Figura 2.9:

a0 60 80

Ejemplo con p = 4.

Figura 2.10: Calculamos distancias

ponderadas y ordenamos.

Paso 2 Encontrar el menor valor de w(v)d(u,v) para el cual el procedimiento
RADIO devuelve un conjunto P : |P| < p.
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Figura 2.11: Con r = 5,8 |P| > p,

seguimos.
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Figura 2.12: Con r = 34,838 |P| < p,
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Paso 3 Anadir al conjunto P vértices que no pertenezcan ya a P eligiendo los
de maés peso hasta que |P| = p.
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Figura 2.13: |P| < p, anadimos un Figura 2.14: |P| < p, anadimos otro
vértice (color verde). vértice.

Esta sencilla heuristica se basa en el procedimiento anterior. Lo que hacemos
es buscar la menor distancia ponderada posible para la cual RADIO da una salida
con |P| < p. En el primer paso, tenemos que calcular la distancia para cada par de
vértices, en total hay n? distancias que, al ser ordenadas nos da una complejidad

de O(n?log(n?)) = O(2n*log(n)) = O(n*log(n)).

La complejidad del segundo paso depende de el numero de veces que ejecute-
mos la funcion rango. La intuicién nos sugiere que empecemos con el valor mas
bajo y vayamos ascendiendo de uno en uno hasta dar con el correcto. El problema
es que en el peor de los casos tendriamos que recorrer toda la lista ordenada de
n? elementos, por lo que la complejidad de este paso seria de O(n?n?) = O(n*).
Sin embargo, si reflexionamos un poco, vemos que al ser un conjunto ordenado
podemos aplicar bisqueda binaria hasta dar con el valor adecuado, por lo que el
nimero de veces que se ejecuta RADIO seria log(n?) = 2log(n) que multiplicando
por la complejidad de RADIO quedaria que el paso dos tiene una complejidad
total de O(2log(n)n?) = O(n%log(n)).

El paso 3 es trivialmente O(n), por lo que la complejidad total de la heuristica
quedaria:

O(n*log(n)) + O(n*log(n)) + O(n) = O(n*log(n)).
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El método anterior es interesante por su rapidez y aplicacién al problema
cuando los vértices tienen pesos, pero esta limitado al tratar el problema sin pesos.
Por ello, vamos a abordar distintas heuristicas que consideramos mas aplicables
por su naturaleza de trabajar sin pesos.

2.4.2. Heuristica Sustitucién de Vértice por Biisqueda Lo-
cal

La heuristica que se va a plantear ahora esta basada en la busqueda y opti-
mizacion local y aborda el problema sin pesos. La heuristica toma una solucion
ya existente del problema y comienza a hacer sustituciones para cada uno de los
vértices que estan en la solucién hasta que se encuentra con un minimo local,
presentada en [17].

Antes de dar la heuristica completa, veremos dos procedimientos auxiliares
en los que se basa nuestro algoritmo. Ademas, necesitaremos ciertas estructuras
que nos facilitaran la implementacién:
c1(1): Facilidad (vértice perteneciente a la solucién) méas cercana al vértice 1.
c2(i): Segunda facilidad més cercana al vértice 7.

Los datos ¢; y co son facilmente calculables iterando en cada uno de los n
vértices y comprobando todas sus conexiones con las p facilidades, por lo que
tendrfamos O(np) que en el peor caso serfa O(n?). Ademds, nuestros conjunto
de vértices lo denominaremos x,, y lo ordenaremos de tal forma que (i) con
1 € 1,...,p sean las facilidades o vértices solucion y el resto sean los usuarios o
vértices que no estan en la solucién. Ademads, adelantamos que vamos a hacer un
abuso de notacién, ya que en vez de referirnos a la facilidad z.,,(i) directamente
la llamaremos la facilidad .

Necesitaremos de forma auxiliar una matriz de distancias que dados dos vérti-
ces nos de su distancia en O(1) mediante la funcién d(i, j) que devuelve la dis-
tancia euclidea que hay entre los vértices con indice ¢ y j. Como hemos explicado
anteriormente, esta estructura se calcula en O(n?).

Procedimiento MOVER

Este procedimiento toma un vértice (in) y lo anade a la solucién, eliminando
el que més beneficie al problema. Utiliza dos estructuras auxiliares que iremos
actualizando conforme avanza el algoritmo:

r(i): Es la distancia maxima de la facilidad ¢ con cualquiera de sus usuarios.
z(i): Es la distancia maxima de los usuarios asociados a la facilidad ¢ si la elimi-
namos.
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Data: cy,cy,vertices,in,p
Result: f,out
Inicializacién:
f< 0 r@)«0,2(4i)«0,Vi=1,...,p
Anadir facilidad:
for i, i > p do
if d(i,in) < d(i,c1(i)) then
| f = maa(f,d(,in))

else

end

Mejor eliminaciéon:
g1 = max{r(l)|l =1,...,p}, guardar en [* el indice correspondiente
g2 = maza A r()|l = {1,...,p}}

o (. =(0),) si1#1
| max(f,z(1),q1) si *,
9(l) = { mazx(f,z(1),g2) sil=Ix

devolveremos f = min{g(l)|l = 1,...,p} y out su indice correspondiente.

Algoritmo 1: Procedimiento MOVER

Como el paso 1 tiene complejidad O(1), el paso 2 O(n) y el paso 3 O(n)
la complejidad global del procedimiento MOVER se queda en O(n). De forma
simplificada este algoritmo hace lo siguiente:

Inicializacién Creamos nuestras variables inicializadas a 0 f = 0, (i) = 0,
z2(i)=0,Vi=1,...,p

Anadir facilidad Para cada usuario ¢ que no sea una facilidad haremos lo si-
guiente: Si la distancia de ese usuario al vértice anadido (in) es menor que
a su facilidad mas cercana actualizamos f. Si no, actualizamos r y z.

Mejor eliminacion Buscamos la mayor distancia de un usuario a una facilidad
de la solucién original, o sea, el maximo valor de r(7) y también el segundo
mayor, que denominaremos ¢g; v go. Ahora utilizando g; y g2 buscamos cual
es la facilidad que menos perjudica a la solucién gracias a la informacion

de z(7).

Comprobemos como se comporta este procedimiento con un ejemplo sencillo.
En este caso supondremos que la facilidad que entra (in) es la 5 y que previamente
hemos calculado cl y ¢2.
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Vemos como el paso de anadir facilidad calcula los datos necesarios f, ry 2
teniendo en cuenta la nueva facilidad que entra a la solucion (in).

i Accién f r Z

4 | r[2] y z[2] 0 0, 0, 23.32, 0 0, 0, 23.35, 0

5 f 0 0, 0, 23.32, 0 0, 0, 23.35, 0

6 | r[0] y z[0] 0 32.02, 0, 23.32, 0 | 58.82, 0, 23.35, 0
7 f 21.21 | 32.02, 0, 23.32, 0 | 58.82, 0, 23.35, 0
8 | r[2] y z[2] | 21.21 | 32.02, 0, 29.15, 0 | 58.82, 0, 40.26, 0

Tabla 2.1: Evolucion de variables en el paso de anadir facilidad.

Una vez tenemos las variables auxiliares necesarias, ya podemos completar
el verdadero objetivo del algoritmo, elegir que vértice debe ser borrado de la
solucion para beneficiarla al méximo. Calculamos las variables I*, g1 y g2

1 gl g2
0 | 32.02 | 29.15

que representan la mayor y la segunda mayor distancia de una de las facili-
dades que ya estaban en la solucién a su usuario méas lejano. Calculamos ahora

g(l)

l 0 1 2 3
g(l) | 58.82 | 32.02 | 40.26 | 32.02

que representa el valor que tendria nuestra funciéon objetivo si elimindasemos
la facilidad /. Ahora simplemente queda elegir el minimo y su facilidad asociada:
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f out
32,02 | 1

Una vez comprendido el procedimiento mover, veamos el siguiente algoritmo
auxiliar necesario antes de ver la heuristica completa. La funcién de éste sera
la de actualizar las estructuras necesarias para cada iteracion de la heuristica y,
aunque sea mas largo que el anterior, es a su vez mas sencillo.

Procedimiento ACTUALIZAR

Este procedimiento se encarga de actualizar las estructuras c¢; y ¢ una vez los
vértices de nuestra solucién han sido alterados por MOVER. Funciona iterando
sobre todos los usuarios y comprobando los casos posibles que puedan afectar a
cada uno.

Necesitaremos para este algoritmo una funcién auxiliar BuscarSegundaF acilidad(v),
que toma un vértice y devuelve la segunda facilidad maés cercana. Esta puede ser
implementada de forma sencilla iterando sobre los n-1 vértices restantes, por lo
que su complejidad es O(n).

Data: vertices, in, out, p, cl, c2
Result: cl1, c2

for i, i > p do

if ¢1 (i) = out then

if d(i,in) < d(i,ce(i)) then
| c1(i) = out
else
| cl1(i) = (i) c2(i) = BuscarSegundaF acilidad (i)
end
else
if d(i,c1(i) > d(i,in)) then
| (i) = c1(2) (i) =in
else
if d(i,in) < d(i,c2(i)) then
| (i) =in
else
if ¢5(1) = out then
| ¢o(i) = BuscarSegundaFacilidad(i)
end
end
end

end

Algoritmo 2: Procedimiento ACTUALIZAR
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Este procedimiento es facil ver que tiene complejidad O(n?), ya que en el peor
de los casos ejecutamos la funcién BuscarSegundaFacilidad (O(n)) n veces. Su
funcionamiento es sencillo de entender ya que simplemente comprueba los posibles
casos ante un cambio de facilidad:

s Caso A: La facilidad eliminada es la mds cercana a 7.

e Caso Al: La facilidad entrante estd mas cerca de ¢ que su segunda
facilidad mas cercana anterior.

e Caso A2: La facilidad entrante no estd més cerca de ¢ que su segunda
facilidad mas cercana anterior.

s Caso B: La facilidad eliminada no es la mds cercana a 1.

e Caso B1: La facilidad entrante estd mas cerca de ¢ que su facilidad
mas cercana anterior.

e Caso B2: La facilidad entrante no esta mas cerca de 7 que su facilidad
mas cercana anterior.

o Caso B2a: La facilidad entrante estd mas cerca de i que su se-
gunda facilidad mas cercana anterior.

o Caso B2b: La facilidad entrante no estd mas cerca de ¢ que su
segunda facilidad més cercana anterior.

¢ Caso i: La facilidad eliminada es la segunda més cercana a i.

¢ Caso ii: La facilidad eliminada no es la segunda mas cercana
ai.

Una vez identificados el caso en el que estamos para cierto vértice ¢, hacemos
las modificaciones necesarias para actualizar sus facilidades cercanas. Las posibles
acciones a realizar son bastante intuitivas, pero vamos a comentarlas para mayor

claridad:

» Caso Al: Como hemos eliminado ¢ (i) y la facilidad entrante es la més
cercana, simplemente asignamos la nueva facilidad a ¢;(7).

» Caso A2: Hemos eliminado ¢(i) pero la facilidad entrante no es la més
cercana, por lo que la antigua segunda facilidad mas cercana pasa a ser la
primera y hacemos una bisqueda para encontrar la segunda facilidad mas
cercana.

» Caso B1: Ahora no hemos eliminado ¢;(7) y la facilidad entrante estd més
cerca que (i), asignamos c1(i) a co(i) y la entrante a ¢;(7).

» Caso B2a: No hemos eliminado ¢;(7) y la facilidad entrante estd mas cerca
que la antigua segunda facilidad més cercana (c2(7)) y mas lejos que ¢;(7),
por lo que asignamos a ¢3(7) la nueva facilidad.
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= Caso i: Hemos eliminado la segunda facilidad maés cercana y la entrante
estd mas lejos que ésta, por lo que hacemos una buisqueda para encontrar

Co (Z)

» Caso ii: La facilidad eliminada no es ni ¢;(¢) ni ¢5(7) y la entrante estd més

lejos que c»(7), por lo que no hacemos nada.

Veamos como se actualizaria nuestra estructura en el caso anterior caso, en el que
la facilidad entrante es la 5 y la saliente la 1.

Vértice | Caso cl c2
0 B2bhii | 0,1,2,3,2,1,0,3,21(2,3,0,2,0,3,2,2, 3
1 Al 10,5,2,3,2,1,0,3,212,3,0,2,0,3,2,2,3
2 B2bii | 0,5,2,3,2,1,0,3,21(2,3,0,2,0,3,2,2,3
3 B2a |0,5,2,3,2,1,0,3,2|2,3,0,5,0,3,2,2,3
4 B2bii | 0,5,2,3,2,1,0,3,2]2,3,0,5,0, 3,2, 2,3
5 Al 10,5,2,3,2,5,0,3,22,3,0,5,0,3,2,2,3
6 B2bii | 0,5,2,3,2,5,0,3,21(2,3,0,5,0,3,2,2, 3
7 Bl |0,5,2,3,2,5,0,5,2(2,3,0,5,0,3,2,3,3
8 B2bii | 0,5, 2,3,2,5,0,5,2]2,3,0,5,0, 3,2, 3,3

Tabla 2.2: Evolucién de las variables c1 y c2.
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Capitulo 2. Contenidos principales

Heuristica

Asimilados estos algoritmos de apoyo, ya podemos comenzar a explicar la
heuristica que da nombre a esta seccion. Como hemos observado, estos procedi-
mientos operan de manera local, asi que nuestra heuristica va a intentar aplicarlos
a toda la solucién original.

Data: vértices, distancias, p
Result: vértices
Inicializacion:
Tomar cualquier permutacion de vértices y asumir que los p primeros son las
facilidades.
Calcular ¢; y cs.
Calcular f,,; e 7" su indice asociado.
Paso iterativo:
[r=00
for in = p, in <n do
if d(i*,in) < d(i*,c1(i*)) then

f,out = MOVER(¢y,cq,distancias,in,vértices,p)
if f < f* then
fr=7

m* =1in
out™ = out

end

end
end

Condicion de parada:
if f* > for then
| Devolver vértices y finalizar.

end
Paso de actualizacion.
fopt = f*

Calcular nuevo *.

Actualizar vértices intercambiando in* por out* (el vértice asociado a in* pasa
a estar asociado a out y viceversa).

¢y, ca = ACTUALIZAR(in* out* vértices,p,cy,c2)

Volver a Paso iterativo.

Algoritmo 3: Heuristica de sustitucion de vértice local

Vamos a explicar ahora detalladamente cada una de las partes de nuestra
heuristica.
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Inicializacién:

Nuestra heuristica se basa en la mejora y optimizacion local, por lo que necesita-
mos una solucion iniciar que trabajar que elegiremos de forma aleatoria. Decidi-
mos seleccionarla tomando una permutacién cualquiera y eligiendo los primeros
p vértices como facilidades, que desde el punto de vista tedrico es igual que tomar
p vértices de forma aleatoria pero a efectos practicos nos aligera sutilmente los
algoritmos.

Calcular ¢; y ¢5 es sencillo. Como hemos comentado anteriormente, iteramos sobre
nuestros vértices y comprobamos las distancias con sus facilidades guardandonos
las dos menores. (ver algoritmo 4).

Para conseguir los datos f,,: € ¢* debemos calcular f,,; = max(d(j,c1(j))) con
j€(0,...,n—1) ei* el j asociado, que obtenemos simplemente iterando sobre ¢;.

fort:=0ton—1do
clfi] « —1
2li] « —1
minl < oo
min2 <— oo

for j=0top—1do

if d[i][j] < minl then
min2 < minl

c2[1] + clli]

minl < dli][j]
clfi] 5

nd

Ise if d[i][j] < min2 then
min2 <« dli]]j]
c2[i] «+j

o O

end

end
end

Algoritmo 4: Encontrar ¢ y ¢y

Paso iterativo:

Este paso recorre todos los vértices que no pertenecen a la solucion y comprueba
para cada vértice ¢ si al tomarlo como facilidad podria mejorar localmente la
situacion, es decir, si pasaria a ser la facilidad mas cercana de ¢*. En tal caso,
ejecuta nuestro procedimiento MOVER que hemos explicado anteriormente to-
mando como facilidad entrante ¢ y devolviendo el posible nuevo valor de f y la
facilidad saliente.

La parte de la asignacién f* = oo junto con la comprobacién que hay después de
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MOVER se utilizan para guardar cudl es el vértice anadido y eliminado que ha
dado un mejor resultado para intentar mejorar la solucién.

Condicion de parada:
Cuando no hemos conseguido mejorar nuestra funcién objetivo paramos, sino la
heuristica no dejaria de ejecutarse.

Paso de actualizacion:
Si hemos llegado a este punto, es que hemos conseguido mejorar nuestra funcién
objetivo, por lo que ahora tenemos que actualizar las estructuras y variables ne-
cesarias para seguir optimizando la solucion.
En primer lugar tomaremos como nuestra nueva condicién de parada el valor de
f* que sabemos que es menor que la anterior y actualizaremos i* de igual forma
que en la inicializacién.
Ahora modificamos nuestra solucién, que en nuestro caso la estabamos almace-
nando en los primeros p vértices de la solucion, por lo que para mantener nuestra
estructura debemos intercambiar el vértice in* con out*.
Como el entorno ha cambiado y seguimos necesitando hacer uso de ¢; y co, llega
el momento de utilizar nuestro algoritmo auxiliar ACTUALIZAR. Este nos va a
devolver los ¢; y ¢ acordes con nuestra nueva solucion.
Dado que todavia no hemos encontrado un méaximo local, volvemos al paso ite-
rativo con las estructuras y valores actualizados.

Veamos cual es la complejidad de nuestra heuristica analizando cada una de
las secciones.

Para el paso de inicializacién sabemos que la complejidad de calcular ¢; y ¢
es O(np) y que la complejidad de calcular f,,; es O(n) por lo que la complejidad
de Inicializacién es O(np).

El paso iterativo ejecuta n — p veces el algoritmo MOVER, cuya complejidad
previamente hemos deducido que es O(n), por lo que la complejidad de este paso

es O((n —p)n) = O(n?).

Condicién de parada es trivialmente constante por lo que vamos directamente
con el paso de actualizacién. Calcular el nuevo i* es, al igual que en la inicia-
lizacion, O(n) e intercambiar los vértices es O(1), por lo que va a marcar la
complejidad de este paso es ACTUALIZAR, con O(n?).

Una vez tenemos la complejidad de cada una de las partes, debemos contar
cuantas veces se van a ejecutar, ya que recordemos que esta heuristica se sigue
ejecutando hasta cumplir la condicién de parada. Las partes relevantes que se
repiten son el paso iterativo y el de actualizacién, que ambos son O(n?) por
lo que nuestra complejidad global va a ser O(k * n?) donde k es el nimero de
iteraciones maximas hasta llegar a una parada.
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Analicemos un ejemplo de funcionamiento para comprender mejor como se
comporta esta heuristica. Empezaremos con una permutaciéon de un grupo de
puntos aleatoria y tomaremos n = 10y p = 4:

8
L ]
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9
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. 7
[ ]
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®
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5
0 ®
T T T T T
30 40 50 60 70

Calculamos su funcién objetivo asociada fop,; = 19,24 y su ¢* = 6 vinculado.

Ahora el algoritmo va comenzar a iterar sobre todos los vértices que no son
facilidades hasta que encuentre un posible candidato para hacer la sustitucién,
que son aquellos que al convertirse en facilidad mejoran la situacion del vértice
1*. Nuestra heuristica encuentra este primer candidato y ejecuta el algoritmo
MOVER para encontrar cudl es la mejor eliminacién posible.
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Figura 2.15: Posible candidato. Figura 2.16: Eliminaciéon potencial.

Ademas, guardamos el valor f = 17,09 de nuestra nueva posible soluciéon para
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mas adelante decidir si estamos mejorando el problema o no. El algoritmo sigue
explorando el resto de vértices, pero ahora en caso de encontrar otro candidato,
solo se va a quedar con él si supera al anterior, es decir, si consigue un valor para
f menor que el otro candidato.

La heuristica encuentra otro aspirante que mejora la situacién de *

om
o

ow

801

[ 1)
o~
ow
e
o~

[
)

oo
oo
<

o
o

[T
o=
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Figura 2.17: Nuevo candidato. Figura 2.18: Eliminacion potencial.

pero resulta que su funcién objetivo asociada (f = 17,09) es igual que la del
anterior candidato, por lo que al no mejorar descartamos este aspirante y nos
quedamos con el primero.

La heuristica termina de recorrer todos los vértices restantes sin encontrar
ninguno que supere al primer candidato, por lo que termina el paso iterativo con
la situacién que se muestra en la figura 2.19.
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Figura 2.19: f = 17,09, in = 6, out = 2.

Ahora debemos hacer la comprobacion mas importante, ;hemos mejorado la
solucion original? Para eso existe nuestra condicién de parada, que va a comprobar
si la nueva f calculada es menor que la de la anterior solucién, f,. En este
caso tenemos que f = 17,09 y que f,,x = 19,24, por lo que hemos mejorado y
continuamos ejecutando la heuristica.

De forma intuitiva, lo que queremos hacer a continuacién es volver a ejecutar
lo que hemos aplicado hasta ahora pero con nuestra nueva situacién. Antes de
ello debemos actualizar las estructuras y los datos pertinentes a nuestro nuevo
paradigma:

La heuristica guarda f,,; = f = 17,09 y calcula el nuevo ¢* = 8 asociado, el
vértice més ”problematico”. Ahora intercambiamos las posiciones de los vértices
iy out para que el algoritmo mantenga en las cuatro primeras posiciones de
nuestros vértices las facilidades (en la gréafica no cambia el nimero asociado para
sea mas facil seguir el proceso, pero a nivel interno si que han cambiado).

Indice |0]1]23|4|5|6|7]81]9
vértices | 01|12 3[4|5|6|7|81]9

Tabla 2.3: Variable vértices antes.
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Indice 01234567819
vértices |0 |1 (634 |5|12|7]18]9

Tabla 2.4: Variable vértices actualizada.

Finalmente ¢; y ¢y son actualizadas utilizando el procedimiento ACTUALI-
ZAR:

Indice |O|1|2[3|4|5|6|7|8]9
C1
Co 2131312332322

@]
—_
DO
w
—
—_
—_
—_
]
w

Tabla 2.5: Variables c¢; y co antes.

Indice |0 |12 |3[4|5|6]7|81]9
C1
Co 6/6/0|6|6|6|1]1]3]0

o]
—_
w
w
—_
—_
]
w

Tabla 2.6: Variables c¢; y ¢ actualizadas.

Nuestro paradigma con el que vamos a seguir trabajando es el siguiente:
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Figura 2.20: La nueva solucién a optimizar.
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La heuristica ahora vuelve al paso iterativo y repite el procedimiento anterior
de buscar al candidato méas 6ptimo. El primero que encuentra es el siguiente:
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Figura 2.21: Candidato. Figura 2.22: Eliminacion potencial.

que a su vez es el que acaba eligiendo como candidato final ya que no en-
cuentra ninguno mejor que él . Procede a comprobar si la nueva posible solucién
mejora la funcién objetivo. Como f = 17 < f,x = 17,09, la heuristica procede
a actualizar las estructuras y valores necesarios para finalmente encontrarnos en
este paradigma:
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Figura 2.23: Volvemos a tener nueva solucién a optimizar.

Tras volver al paso iterativo, busca de nuevo al candidato mas 6ptimo, que
en este caso es:
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Figura 2.24: Candidato. Figura 2.25: Eliminacion potencial.

Ahora vuelve a hacer la comprobacion de la condicién de parada, donde efec-
tivamente calcula que f = 17,09 > f,,+ = 17. Como no ha habido mejora. termina
su ejecucion y deja la solucion final asi:
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Figura 2.26: Salida final de nuestra heuristica.

Debemos mencionar un detalle importante respecto al funcionamiento de esta
heuristica. Como podemos observar, el algoritmo utilizado necesita hacer uso de la
estructura cy, que como recordaremos almacena la segunda facilidad mas cercana,
necesaria sobre todo por el procedimiento ACTUALIZAR. Esto implica que para
el correcto funcionamiento necesitaremos p > 2 a no ser que realicemos algunas
modificaciones pertinentes que no han sido implementadas debido a que ya hay
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algoritmos exactos que abordan el problema con p = 1 en tiempo polinomial, por
lo que agregarlas a esta heuristica seria intrascendente.

2.4.3. Heuristica Sustitucion de Vértice por Busqueda Tabu
Local

Vamos a presentar una modificacién de la heuristica anterior que va a tratar
de evitar quedarse en maximos locales mediante el uso de una lista tabi. Debido
a la alta similitud entre este algoritmo y el anterior, no vamos a explicar con
tanto detalle el funcionamiento de ésta y nos vamos a centrar en entender las
modificaciones.

Lista tabu

En primer lugar, veamos qué es una lista tabt con ayuda del ejemplo anterior.
En nuestro algoritmo original, a la hora de decidir que posibles candidatos podian
entrar a ser nuevas facilidades, simplemente mirabamos todos aquellos que no
lo eran ya y aplicdbamos un criterio para elegirlo. Como guardamos todos los
vértices en una lista en los que los p primeros son las facilidades, teniamos ésta
situacion:

Facilidades Candidatos

Figura 2.27: Paradigma anterior con p=3.

Ahora vamos a introducir una lista tabu (realmente va a ser una parte de
la lista) en la que recogeremos a parte de los vértices que no pertenecen a la
solucién. Estos vértices no podran ser seleccionados como candidatos a entrar a
la solucién de forma directa, por lo que el nuevo paradigma que proponemos es
el siguiente:

O|l]112]|13|4|5]|6]|7]38

Facilidades Candidatos Tabu

Figura 2.28: Nueva situacion con p=3.
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En resumen, si antes nuestra heuristica tenia como posibles candidatos los
vértices 3,4,5,6,7,8 ahora vamos a restringirlos a 3,4,5.

Sustitucion en cadena

La lista tabu por si sola no tiene mucho sentido ya que simplemente estariamos
restringiendo nuestro vecindario sin ningun tipo de beneficio. Por ello, necesi-
tamos algin modo de actualizarla si queremos conseguir explorar las maximas
posibilidades.

Result: Sustitucién en cadena en la lista =
Data: index, out, cn, x

auzx < z|out]
zlout] < z[indezx]
zlindex] < x[en)
xlen] < aux
return x

Algoritmo 5: Sustitucion en cadena

El algoritmo que hemos presentado realiza una sustitucion secuencial entre la
facilidad saliente, el candidato entrante y el elemento tabui. La idea es conseguir
que todos los vértices pasen por el estado tabui en algin momento para que la
heuristica pueda escapar de maximos locales. En la siguiente esquema podemos
ver representada la sustitucion.

Facilidades Candidatos Tabu

Figura 2.29: Sustitucion en cadena con out=2, in=5 y cn="7.

Como podemos observar, el elemento que deja de ser tabu viene dado por el
contador cn, cuando veamos la heuristica completa veremos que éste sera actua-
lizado en cada iteracion.
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Heuristica

Asimilados estos dos conceptos de apoyo, ya podemos explicar la heuristica.
Este algoritmo 6 se basa en la anterior heuristica pero con ciertas modificaciones
para restringir su vecindario en cada iteracién; lo que de forma paraddjica hace
que pueda salir de maximos locales.

Aunque parezca que se ha complicado mucho el algoritmo, la mayoria simple-
mente son modificaciones légicas de la heuristica anterior.

En el paso de inicializacién, hacemos dos cambios, el primero, duplicamos las
estructuras creadas. Esto tiene un motivo que podemos razonar si miramos a la
siguiente linea; la heuristica termina transcurrido un tiempo determinado. Por
ello, debemos guardar la mejor solucién encontrada hasta el momento en caso de
que termine explorando peores soluciones.

El segundo es que anadimos una variable ¢ que marca el tamano de la lista
tabi y mejora que se utiliza para dar a la heuristica todavia mas posibilidades
de explorar nuevos vecindarios.

El paso iterativo comienza eligiendo los posibles candidatos a pasar a ser nueva
solucion, es aqui donde se utiliza nuestra variable mejora. Tenemos dos casos:

= Mejora = True: Esto implica que todavia podemos mejorar la solucion
en el vecindario en el que estamos, por lo que buscamos candidatos de la
misma forma que en la anterior heuristica excluyendo los tabi. En caso de
no encontrar, saltamos al siguiente caso.

s Mejora = False: Si no hemos conseguido mejorar la soluciéon en la an-
terior iteracién, abrimos al maximo nuestro vecindario para tener mejores
posibilidades de explorar otros (excluyendo siempre los elementos tabi).

La siguiente parte funciona igual que anteriormente, busca el mejor candidato
a entrar y el mejor a salir. Si ha encontrado una mejor solucion la guarda y
lo tnico que cambia es que actualiza la variable mejora a True y si no la ha
encontrado, mejora = False.

En la seccion de actualizar, ahora aplicamos la sustitucién en cadena en vez
de un intercambio normal como haciamos antes. Finalmente, actualizamos el
contador que elige que elemento tabi debe salir.
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Data: vértices, distancias, p, tiempo total
Result: x,,
Inicializacion:
Tomar cualquier permutacién de vértices ., y asumir que los p primeros son
las facilidades.
Calcular ¢; y cs.
Calcular f,,; e " su indice asociado.
Cicury C2cur = C1, C2.
fcur7 Leur, ZZW = fopta Lopt -
cn=n—1.
mejora = True
t=(n—p)//2
Paso iterativo:
while tiempo transcurrido < tiempo total do
// Restringir el vecindario.
J = {jld(i%: 7) < feur}\tabu
if not mejora or J = () then
‘ J = [pan_t—l]
end
// Mejor solucién del vecindario:
fr=00
for in € J do
out, f = MOVER(Zcur, leyr, C2eur, distancias, in, p)
if f < f* then
| ff=f m*=1in out® = out
end
end
// Mejora
if f* < for then
LTouzx = Leur
SWap Taye[in®] with x4, [out*]
fopt = f* mejora =True T, = Tqur
end
else
| mejora = False
end
// Actualizar
Zewr = SUSTITUCION EN CADENA (i, out*, en, T euy)
cler, ey = ACTUALIZAR(distancias, out®, cn, Ty, p)
en=cn—1
if cn == (n—t—1) then

| ecn=n-—1
end
Calcular f,, e 1}, su indice asociado.

end

Algoritmo 6: Heuristica Sustitucién de Vértice por Busqueda Tabu Local
39



2.4. Heuristicas

Veamos ahora un ejemplo de ejecucién para comprender mejor el funciona-
miento. Comenzamos ejecutando el algoritmo con esta solucién inicial:

100 A ®

80 4

40 -

204

T
20 40 60 80 100

Figura 2.30: Situacién inicial.

La heuristica se ejecuta y explora soluciones y se queda con la mejor:

100 | ®

80

60 d

40 -

20

T
20 40 60 80 100

Figura 2.31: Situacion sin mejora explorada.
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Como la soluciéon no ha mejorado la funcién, el algoritmo vuelve a ejecutarse
con la situacion de 2.30, la heuristica anterior aqui hubiese dejado de ejecutarse,
pero como a esta aun le queda tiempo, va a cambiar su vecindario. La solucién
explorada es la siguiente:

100 - °

80+

60+

40 -

204

T
20 40 60 80 100

Figura 2.32: Situaciéon con mejora explorada.

El algoritmo guarda esta solucion y sigue buscando soluciones y cambiando
su vecindario para encontrar mejores resultados. Finalmente llega a la solucién
representada en la figura 2.33.
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100 - .

80+

60 - L

40 -

204

T
20 40 60 80 100

Figura 2.33: Situacion final.

Ahora la heuristica sigue explorando nuevos vecindarios hasta que se le acabe
el tiempo pero manteniendo guardada esta solucién. Como no encuentra mejora
aunque explore muchos vecindarios, se queda con esta solucion final.

42



Resultados

3.1. Resultados y comentarios

3.1.1. Heuristica por pesos

La primera heuristica propuesta es significativamente rapida, O(n%log(n)) es
una complejidad notoriamente buena si tenemos en cuenta que estamos abordan-
do un problema NP. En principio no sabemos si esta heuristica encuentra siempre
una solucién ya que el procedimiento RADIO podria no encontrar una solucién,
pero gracias al teorema que hemos demostrado garantizamos que encontraremos
alguna solucion si existiese, ademas de darnos una idea de por que elegimos en

RADIO el valor 2r.

Ahora veamos distintas ejecuciones de nuestro algoritmo implementado en
Python. Hemos hecho una pequena modificaciéon que hace que en el ultimo paso
en vez de elegir vértices aleatorios se elijan los que mas peso tienen. Veamos los
resultados de las ejecuciones en las figuras 3.2.
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Figura 3.2: Resolucion del problema p-Center segiin esta heuristica.

Como se puede observar hemos incluido distintas ejecuciones tanto con pocos
puntos y localizaciones como con muchos, y podriamos haber puesto muchos
mas si no fuese por la poca claridad que habia en los gréficos. Esta heuristica
nos ha permitido realizar en tiempo razonable menor a un minuto instancias del
problema de hasta n = 10000 sin buscar optimizaciones de codigo ni de software
para acelerarlo. Es sin duda un gran hito si somos conscientes de que estamos
abordando un problema NP.

Ahora veamos su parte negativa. Esta heuristica se basa en buscar el vértice
con mas peso y eliminar a los que se encuentren a cierta distancia ponderada para
volver a aplicar esto mismo al resto de vértices. Es decir, el vértice mas pesado
siempre va a estar en nuestra solucion, lo que limita bastante la exactitud del
resultado porque puede haber soluciones que no lo contengan. Veamos un par de
ejemplos en los que claramente la heuristica no proporciona un buen resultado
en las figuras 3.3.
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Figura 3.3: La heuristica no siempre da buenos resultados.

Ademads, si nuestros vértices poseen todos el mismo peso, la heuristica se
vuelve practicamente aleatoria:
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Figura 3.4: Heuristica ejecutada sin pesos.

A raiz de estos resultados, podemos sacar algunas conclusiones. Estamos ante
una heuristica sencilla, que es capaz de realizar calculos sobre muestras significa-
tivamente grandes sin exigir apenas recursos computacionales pero que también
puede dar resultados alejados de la solucién real en muestras simples. Si tu-
viéramos que imaginar un caso de uso para esta heuristica, seria uno en el que
necesitamos comprobar muchas localidades y nodos o uno en el que el peso de
cada facilidad es significativamente relevante.

3.1.2. Heuristica Sustitucién de Vértice por Biisqueda Lo-
cal

La segunda heuristica ofrece buenas soluciones en tiempo razonable y maneja
bien grandes cantidades de datos. Aunque supuestamente no es tan rapida como
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la primera, cubre los problemas que tenia la anterior ya que ésta supone pesos
iguales para todas.

Hemos comprobado que la heuristica anterior tiene un muy buen compor-
tamiento incluso con casos con una muestra muy grade, pero que a su vez es
excesivamente dependiente de los pesos. Ahora vamos a someter a esta siguiente
heuristica que no es dependiente de los pesos a pruebas similares para tratar de
delimitar sus puntos fuertes y débiles.

Comenzamos con distintas ejecuciones con un n pequeno y multiples valores
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Figura 3.5: Tiempo de ejecucion:
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Figura 3.6: Tiempo de ejecucion: 0.095s, 3 iteraciones, n=10, p=4
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Tiempo de ejecuciéon: 0.102s, 5 iteraciones, n=15, p=6

Como podemos observar, la heuristica es bastante consistente y produce re-
sultados esperados. A simple vista, las soluciones que ofrece tienen sentido y en
varios casos se ve una clara mejora respecto al caso inicial. Vamos a ir poco a
poco aumentando los tamanos de la muestra y viendo como se comporta.
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Figura 3.9: Tiempo de ejecucion: 0.099s, 4 iteraciones, n=30, p=6
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Figura 3.10: Tiempo de ejecucién: 0.110s, 3 iteraciones, n=45, p=12
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Figura 3.11: Tiempo de ejecuciéon: 0.127s, 8 iteraciones, n=60, p=6

Como podemos observar, la heuristica practicamente ni se inmuta frente a
este incremento constante de n. Ahora vamos a ir aumentando nuestro tamano
de la muestra exponencialmente, por lo que, aunque los graficos no sean muy
limpios, el tiempo va a ser significativamente mas interesante.
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Figura 3.12: Tiempo de ejecuciéon: 0.147s, 6 iteraciones, n=100, p=7
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Figura 3.13: Tiempo de ejecucién: 7.151s, 18 iteraciones, n=1000, p=12
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Figura 3.14: Tiempo de ejecucion: 43.256s, 5 iteraciones, n=10000, p=200

Como podemos ver, el tiempo ha crecido notoriamente incluso al haber sido un
caso en el que solo ha habido 5 iteraciones. El rango alrededor de n = 1000 parece
interesante de estudiar, ya que es lo suficientemente grande como para que otros
factores externos a la heuristica (acceso a memoria, organizacién de procesos de
la CPU...) no sean relevantes, pero lo suficientemente manejable como para que
el tiempo de ejecucion no sea un impedimento en las pruebas. Por ello, vamos a
realizar diferentes ejecuciones con n = 1000 y en algunas variaremos el valor de p
para ver si podemos encontrar alguna correlacion entre el niimero de iteraciones,
el tiempo de ejecucién y p (hemos comprobado la correlacién trivial entre n y el
tiempo de ejecucion).
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Figura 3.15: Tiempo de ejecucién: 7.244s, 5 iteraciones, n=1000, p=2
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Figura 3.16: Tiempo de ejecucion: 4.916s, 4 iteraciones, n=1000, p=2
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Figura 3.17: Tiempo de ejecucion: 5.720s, 5 iteraciones, n=1000, p=2
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Figura 3.19: Tiempo de ejecuciéon

: 1.800s, 4 iteraciones, n=1000, p=20
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Figura 3.20: Tiempo de ejecucién: 2.509s, 4 iteraciones, n=1000, p=20
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Figura 3.22: Tiempo de ejecucién: 0.472s, 6 iteraciones, n=1000, p=200
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Figura 3.23: Tiempo de ejecucion: 0.221s, 4 iteraciones, n=1000, p=200

Tras todas estas ejecuciones distintas podemos realizar multiples observacio-
nes sobre esta heuristica:

= La primera observacién es que pese a ser una heuristica mas compleja y
elaborada que la que hemos presentado por pesos, ha conseguido dar buenos
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resultados para muestras muy grandes, consiguiendo rivalizar en tiempo con
la primera.

= La segunda observacién tiene que ver con la consistencia respecto a n que
tiene la heuristica, ya que es capaz de dar resultados coherentes y no parece
que el tamano de n afecte a esto.

= La tercera observacion es la aparente aleatoriedad de las iteraciones reali-
zadas. En muchas ocasiones parece mantenerse consistente, pero de repente
en una ejecucién con similares pardametros se produce una fuerte desvia-
cion; seria necesario un estudio en mas profundidad para poder dar una
conclusion clara.

= La cuarta esta relacionada con las ultimas ejecuciones que hemos realizado.
Si prestamos atencion, nos podemos dar cuenta que conforme aumentaba-
mos p con un n fijo, el tiempo disminufa. Esto puede estar relacionado con
el hecho de que nuestro algoritmo es de optimizacién local, y cuando hay
muchas facilidades no encuentra mejoras claras.

= La quinta y iltima es similar a la anterior; conforme aumentamos el niimero
de facilidades, la soluciéon no parece variar mucho respecto de la original.
Esta podria ser quizas la debilidad mas notable de esta heuristica, ya que
con p alto no consigue una buena optimizacion.

3.1.3. Heuristica Sustitucion Tabii de Vértice por Biisque-
da Local

Una vez estudiada la anterior heuristica, vamos a ejecutar la tercera, que es
una modificacion de ésta que busca salir de maximos locales. Veamos ahora el
rendimiento de la modificaciéon de la variacion tabu de la heuristica anterior.
Comenzamos ejecutando

Comenzamos comparando los resultados y la mejora de la solucién con el
mismo conjunto de puntos pero con tiempos de ejecucién dados distintos.
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Come se puede observar, la heuristica produce mejores resultados al aumentar
el tiempo ya que explora mas vecindarios. Vamos a incrementar y variar los valores

de n y p para estudiar como evoluciona.
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Vemos que las iteraciones de la heuristica escalan de manera proporcional al
tamano de la muestra y al tiempo dado (fijfmonos que en el primer caso hemos

cambiado t a 0.01s), por lo que parece que la complejidad es lineal. Probemos
mas ejecuciones aumentando n para ver si se cumple esta relacion:
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Finalmente vamos a ver si al modificar

p con un n fijo los resultados varian:
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Con esto sacamos las siguiente conclusiones:

= La heuristica escala de manera constante cuando dejamos un p fijo, mos-
trando una relacién de linealidad.

= Al igual que la anterior heuristica, es capaz de dar resultados coherentes
para cualquier tamano de n si se le da suficiente tiempo.

= Si hacemos variar p, vemos que para valores bajos con respecto a n, en cada
iteracion realiza muchas exploraciones de vecindarios, por lo que tarda mas
y para un tiempo fijo realiza menos iteraciones. Conforme vamos aumen-
tando p, se vuelve mas rapida y permite realizar mas iteraciones, aunque
los resultados sugieren que de manera no lineal.

Cabe resaltar que hay un aspecto importante que no hemos comentado ni con-
siderado; la generacion de puntos en el mapa y la seleccion de facilidades. Todos
los test realizados han partido de un grupo de puntos generado de forma aleatoria
(algoritmo pseudo-aleatorio) y las facilidades han sido seleccionadas también de
forma aleatoria. Esto implica que no hemos tratado con casos triviales ni exce-
sivamente degenerados, pero lo mas importante es que no hemos comprobado si
existe algin tipo de relacién entre la forma de elegir los puntos o seleccionar las
facilidades con el tiempo de ejecucion ni las iteraciones.
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Conclusiones y trabajos futuros

4.1. Conclusiones

A lo largo de este trabajo se han abordado distintas metodologias para resolver
el problema p-Center, un problema NP-completo de gran relevancia en el ambito
de la optimizacion y la investigacién operativa. Se han propuesto y analizado tres
heuristicas principales: la heuristica basada en pesos ponderados, la heuristica
de sustituciéon de vértice por bisqueda local y una variacién de esta tultima que
emplea una lista tabu.

La heuristica por pesos ponderados ha demostrado ser extremadamente efi-
ciente en términos de tiempo de ejecucién, siendo capaz de manejar instancias
con un numero muy elevado de puntos (n) en un tiempo razonable. Sin embargo,
su dependencia de los pesos asignados a los puntos puede limitar su aplicabilidad
en casos donde los pesos no sean un factor relevante.

Por otro lado, la heuristica de sustitucion de vértice por busqueda local ha
mostrado una mayor consistencia en términos de calidad de la solucion, indepen-
dientemente de los pesos. Aunque esta heuristica es mas compleja y su tiempo
de ejecucién aumenta con el tamano de la muestra, ha proporcionado resultados
satisfactorios incluso para grandes instancias. No obstante, su rendimiento dis-
minuye cuando el nimero de facilidades (p) es alto, debido a la menor capacidad
de optimizacién local en estos casos.

La variaciéon de busqueda tabu ha introducido una mejora adicional, permi-
tiendo escapar de maximos locales y explorando un vecindario més amplio. Esta
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modificacién ha mostrado un potencial significativo para mejorar la calidad de
las soluciones.

En resumen, cada una de las heuristicas propuestas tiene sus fortalezas y
debilidades, y la eleccion de una u otra dependera de las caracteristicas especificas
del problema a abordar, como el tamano de la muestra, la relevancia de los pesos
y el niimero de facilidades a ubicar.

4.2. Trabajos futuros

Existen varias direcciones posibles para extender y mejorar este trabajo:

= Metaheuristicas: Explorar el uso de metaheuristicas como algoritmos
genéticos, recocido simulado o buiisqueda de colonia de hormigas podria pro-
porcionar mejoras adicionales en la calidad de las soluciones, especialmente
para instancias de gran tamano o con un alto nimero de facilidades.

= Analisis de casos especificos: Ampliar el estudio a casos especificos del
problema p-Center, considerando distintas distribuciones de puntos, confi-
guraciones de pesos y restricciones adicionales, podria ayudar a identificar
patrones y optimizaciones especificas para diferentes tipos de aplicaciones.

= Implementaciéon en entornos reales: Seria valioso aplicar las heuristicas
desarrolladas en este trabajo a problemas reales de localizacién de insta-
laciones, como la planificacion de centros de emergencia o la optimizacién
de redes de transporte, para evaluar su rendimiento y adaptabilidad en
situaciones practicas.

= Elaboracién de herramientas interactivas: Finalmente, se podrian ela-
borar herramientas interactivas que permitan personalizar de forma cémoda
al usuario le ejecuciéon de las heuristicas. Este va a ser el objeto de estudio
del siguiente proyecto.

El desarrollo y perfeccionamiento de técnicas para resolver el problema p-
Center sigue siendo un area de gran importancia y desafio en la investigacion
operativa, con numerosas aplicaciones practicas y tedricas. La exploracion de estas
y otras direcciones futuras contribuird a avanzar en la comprensién y resolucion
de este problema complejo.
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