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Tipos de matrices Il

“Vectores, matrices y tensores: Una perspectiva desde ciencia e ingenieria de
datos”

Reading Group organizado por el “Grupo de Investigacion de Alto Rendimiento
en Ciencia de Datos y Procesamiento de Senal de la URJC”

Esta presentacion utiliza material cuya autoria corresponde a: Marques, Buciulea, Strang, Wikipedia; asi como
contribuciones menores de distintas autorias.
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Tipos de matrices en funcidon de sus simetrias

O Simetria = redundancia (dada parte de la matriz, podemos reconstruir la otra parte)
> En la clase anterior vimos matrices: simétricas, antisimétricas, Toeplitz y circulante

0 Persmétrica (Persymmetric):  Centrosimétrica (Cross-symmetric):
Simétrica respecto a la diagonal secundaria Simétrica respecto al centro de la matriz
(a11 a1z 13 dig 6115_ | (a11  a12 a1z a4 G15_ S 4|
as; Q22 (23 Q24 (14 SENE a21 Q22 A23 G24 (25 | ‘e
A= las a3 azz azs ais A = |az aszx asz azx a3 ~1—DKI
(41 Q42 a32 A2 Q12 INE (g5 Q24 G23 (22 (2] AN
a51 (41 a31  a21 Q11| R a5 14 13 a12 G11 SERERRE
Qij = A(n—j+1),(n—it+1)s Vi, j RXT — (n—l— 1)n/2 Aij = A(n+1—i),(n+1—7)> VZ,_] R™ " = (TL2 + TL%Q)/Q
> Algunas propiedades 0 0 0 1 > Al : Matriz de autocorr.
unas propiedades
- 00 ... 10 g Prop de AR(1)
A=EA E EE =1 E=1. . . . . A =EAE 1 P o
. . . . . P P -optT
. oA — . e . B=| p? 1 pu
Si A™! existe, es persimétrica L Y - 00 AWB e e
Son centrosimétricas P T

3 nxn 3 2 A 3
SiTeR es Toeplitz — T es persimétrica Toeplitz simétrica — aij = agir). (o0 = aji» Vi, J
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Tipos de matrices en funcidon de sus simetrias

O Simetria = redundancia (dada parte de la matriz, podemos reconstruir la otra parte)

O Circulante por bloques (Block circulant): O Hankel:
kxnk 2 o i Ar '
A € R™>X"F — nk? 5 matriz circulante oor blogues Diagonales paralelas numericamente de dcha. a izda.
- - LxK
Co C, Cy ... Cp Ap € R™
Cn—l CO Cl Cas Cn_g i agp al a9 e ap 1 i
A = Cn_g Cn—l CO e Cn_3 ai ao as v ar
: : : : Ay = az as aq QK41
| C C, Cs3 ... Gy |
| ar—-1 ar arp4+1 ... QK4 L2
C ¢ R*** =» matriz circulante ) o
Cp c1 Co ... Ck—1 2 a(i—l),(j+1)7 VZ,] € AH
Ck—1 Co 1 ... Cg-2
C— |th—2 1 co ... cp3 » Algunas propiedades
' S : Si T es Toeplitz - ET = Ay, EAy =T
| C1 Co Cg ... Co |

A=1,9Co+Py®Ci + P20 Cy+ ..+ PP 10 C,_; € Bus Si T es real y simétrica — \;(Ag) = \;(T)

SiA,BebB,;— AT, a;A+a3B, AB, A7l e B,k La matriz de Hilbert es una matriz de Hankel
iTodo esto es cierto también para las circulantes!
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Matrices idempotentes, tripotentes, nilpotentes y unipotentes

> Idempotente: » Tripotente: > Unipotente:
_ I I B
A-A=A*=A RlAR:[J g] A-A-A=A’=A A*=1, A:[O _I]
2 .
det(A?) = det(A) =001 A“ es idempotente AA [1 B] [1 B] B [II B-B ]
{0 —-I{|0 I |0 (-I)(-I
ra,nk(A) — tra,(je(A) =r rank(A) = trace(A2) =r { 0 3 A (DD
2 -2 - 01 2 4
Ai(A) € {0,1} A=|-1 3 4 Ai(A) € {-1,0,1} A=lo 0 -1 o
I -2 -3 00 0 -1
» Nilpotente: » Jordan Matrix:
Ak —0conk=1.2.3 Una matriz block diagonal con J=Jp3®0Ji2®Ji2®J73
) R Jordan block es una Jordan matrix ) )
Indice de nilpotencia: min(k) tal que A* =0 010 g 0|0 g 00 g
03 2 1 Factorizacion de J oo oloole olo o
Ai(A) € {0} A_ |00 22 J=D+N 000 i 100000
00 03 N ;_|o 000 ioo0o0o00
00 00 N" = 0, nilplotente de orden k oo o0ooo0o i 1000
» Jordan Block: D—diag(d?ag(.])) 000000 i 000
. = 00 0/0 000710
Jordan block de tamano & y autovalor A : Jy 0o 0 olo olo olo 7 1
_ODI]OD[IOD[IT_

. 7 1 0
1
J¢,2 = [é ’L] J7,3 = [0 7 1 A — ‘N]_]‘JW? W_]' V‘/ = I

0 0 7

] Util para descomposicion de matrices
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Matrices de Hessenberg v tridiagonales

0 Una matriz H € R**" es lower Hessenberg si los elementos por encima de la subdiagonal son cero.
Su traspuesta es una upper Hessenberg

(hiy his O 0 0] "hi1 hia hiz his his|] > Util para reducir el coste computacional de los algoritmos
hai haa hes 0 0 . har  haa  haz  hos  hos > Segunda mejor opcion después de las matrices triangulares
Hiow = |ha1 haz hss hse 0 H,,=H],,=| 0 hsy hss has hss > Método para transformar una matriz cualquiera en Hessenberg
hav  haz haz has has 0 0 hus has has , .
h h h h h » Householder’s transformation
|hs1 hs2 hss o hsa s 0O O 0 hey h . - . .
54 1955 ] > Son utilizadas como entrada para distintos métodos eficientes

(hij =0V i,7tal qued > j+1) (hij =0V 4,5 tal que j > i+ 1) > Schur decomposition A =QUQ™, Q' = Q"
> QR factorization A=QU, Q'=Q’

d Una matriz A € R"*" es tridiagonal si los elementos de fuera de las tres diagonales centrales son
distintos cero (ai; #0si|i —j| <1y a;; =0sili—j[ > 1)

-al bl 0 0 0 i
¢ oaz by 0 0 » Muy util para 0 1 0 ... 0 0 0]
A=|0 ¢ " o0 > Descomposicion y factorizacion de matrices —Ccn 01 0 0 0
. S o g | 0 —cuq O 0 0 0
) 8 o © Ot » Analisis de estabilidad > Schwartz matrix C  C = :
L Cp—1 (477 | . . . . . . .
> C es estable positivasi cic2 ¢, >0 0 0 0 ... —¢ 0 1
det(A) = fn = anfn-1— cno1bp_1fn—2 | 0 0 0 ... 0 —c2 ¢

fi=lail, fo=1, fo1 =

[
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Matrices de Hadamard

O Una matriz de Hadamard H, todos sus elementos son +1 tal que:

|

Estructura:
H H
H -H sz[

O Algunas propiedades de una matriz de Hadamard H de orden n

H, = [1]

Ejemplo:

1] Ha=
1

1
1
1

1

1
-1

1
—1

1

1
—1
—1

1T

—1
—1
1

Formula general:

IIQk—l

HQk - [sz— 1

. . . T
> La matriz traspuesta muy relacionada con su inversa = HH ' = nl,

> Dado que det(HH ') = n" tenemos que det(H) = n™/?

IIQk—l
—sz—l

» El producto de Kronecker de dos matrices de Hadamard es otra matriz de Hadamard
H = H(A) ® H(B) c Rninz annz’ con H(A) c Rn1Xny y H(B) c Rn2Xn2

O Aplicaciones

» Generacion de sets de funciones Walash ortogonales.

» Generacion de codigos ortogonales para la transmision CDMA

DNS4S

Hg

(111 11111)
1-1-1-1-—
11 ——11——
1——11—-1
1111 ————
1—-1-——1-1
11— ———11

\l——1-11-—)

Wal(0, 1)
Wal(7,1)
Wal(3,1)
Wal(4,1)
Wal(l,1)
Wal(6, 1)
Wal(2,1)
Wal(5,1)
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] — H2 ® H2k—l

r

 Wal(0,t)

0

AWal(1,1)

e

r

 Wal(2,t)

 Wal(3,t)




Universidad

TEORIA DE LA SENAL
Rey Juan Carlos

Y COMUNICACIONES

Matriz de Vandermonde

0 Una matriz de Vandermonde contiene los términos de una progresion geomeétrica en cada columna

V(ai,az,...,a,) La matriz V mapea el vector de coeficientes de un

i Codet(V)= ][] (a5 —ai) polinomio a un vector de valores del polinomio
1 1 1 e 1 1<i<i<n
T B n Util en interpolacién de polinomios (invirtiendo V)
V=| % %2 a3 “ | rank(V) =r
: : r — niimero de a; distintos Eiemplo: p(x) = asz® + azx® + a1x + ag
-1 -1 n—1 n—1
K3 ) a3 p
Expresar p(x) en forma matricial
. T T
O Matrices de Vandermonde V(aq,as,...,a,), a; € R ao 1 1 1 1 Yo
» Mal condicionadas (V) = |[|V[2|[V |2 > n Zl ;"g i; i% i% = gl
. 2 0 1 2 3 2
» Los autovalores aumentan exponencialmente con n as O R R ya

» V se vuelve singular a medida que n — o0
Encontrar un polinomio p(x), que pase por

los puntos (1,-6), (2,2), (4,12) y (3,-10)

>» V = vander([1,2,3,4,5,6,7]) >> elg (V)

o=

1

64

729
4096
15625
46656
1176439

DNS4S

3z
243
1024
3125
TT76
16807

le
81
256
BZ5
1296
2401

27
64
125
216
343

18
25
36
43

ans =

556.4501
—-457.4998
141.9610
-35.7140
5.1le54
-0.3727
0.0100

Wdom s W R e
o e e e e e

T

p(z) = 923 + —6422 + 1372 — 88

1
1
12
13

1
2
22
23

1
4
42
43

1
3
32
33

—6
2
12
—10

T
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Matriz de Fourier |
O Matriz de Fourier O DFT de ocho puntos
» Una matriz de Vandermonde especifica > Matriz de DFT (F) y representacién de los valores de F
w = >N, = e 11 1 1 1 1 1 1]
- PV 1 te —i —diw =1 —w i FTA]
F = n_l/nv 1,’(1),’11)2, 7wn 1) 1 —-i =1 1 1 -1 =1 1
_ _ F — 111 —iw 1t wo -1 dw -1 —w
1 1 1 1 BV N U T D R S|
1 w w? wn—1 1w i w1 w i —iw
« — 2 4 2n—2 1 ] -1 - 1 ] -1 —i
F :F:\% 1w w w 1w i —w -1 —iw - w |
S : : : we— L _ i
1 w1 w22  u-Dn-1) V2 V2

O La DFT como multiplicacion de matrices
» F como muestras de exponenciales complejas

X[0] an e o S nanan okl B (U X [0]
X[1] EasEE e x[1] X[1]
X[2] x[2] X[2]
X[3]| _ x[3] X[3]
X[4)| = x[4] X[4]
X[5] x[5] X [5]
X[6] bl L x[6] X [6]
X[7)| |t e | KT X[7]

DNS4S
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Matriz de Fourier Il

O Propiedades de la matriz de Fourier

» Matriz “especial’, con una estructura muy potente » Transformada discreta de Fourier (DFT)

FF =1, F'=F F~!'=F""' y = Fz = DFT de los elementos de z
> Matriz simétrica

F=F'yF'=F"T

z =F 'y = F'y = IDFT de los elementos de y

» Autovalores de F
> Propiedades de las potencias de F Me(F) e {—1,1,—i,i}
4

2
H
F? = (FH) =P F* = (F ) =1, > Matrix F “idealmente” condicionada

K(F) = [Fl2FH 2 =1

O Diagonalizacion de matrices circulantes mediante DFT: c € C", C, F € C"*" | FCF' = diag(\/nFc)

» Ejemplo
1 1 2 3 4 1 1 1 1 10 0 0 0 10
2 41 2 3 1 —i -1 i T_ |0 =2=2 0 0 2—2
c= — _ L FCF' = _ i
30 C= 341 2] F=u|1 1 1 0 0 —2 0 VAFe=| °
4 2 3 4 1 1 i -1 —i 0 0 0 —2+2 949

DNS4S
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Matrices positivas, no-negativas e irreducibles

0 Una matriz A € R"*" es positiva si todos sus valores son mayores que cero A> 0

» Todos sus menores son positivos (de determinante de cualquier submatriz de A)

: k
» Todas sus potencias son mayores que cero A" >0para k=1,23,..

0 Una matriz A € R*»*" es no-negativa si todos sus valores son iguales o mayores acero A> 0

O Unamatriz A> 0 € R"" es reducible si existe una matriz de permutacion P tal que

A11 0

> Si A es irreducible
Ao A22]

_ T _ : .. .
A =PAP = [ » Tiene un autovalor real y positivo £, que se corresponde con el radio espectral de A
» Los autovectores asociados al autovalor £ son estrictamente positivos.

A Rn1xnl A RN2xn2 _ .
11 € y A22 € > Todo par de indices de A se pueden comunicar.

> A es irreducible si A es reducible si Radio espectral de A
» Tiene al menos una fil lumn r
ene al menos una fila (columna) de ceros p = max{| M|, .., [An|}

(L, + A)" 1 >0

> A¥ es reducible para k = [1,2,...] \; — autovalores de A
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Matrices indescomponibles y de Perron

0 Ejemplo de matrices irreducibles en grafos 0 Una matriz A € R"*" es parcialmente
descomponible si existen dos matrices
» B esreducible y G(B) no » B esirreducible y G(B) de permutacién tales gue
esta fuertemente conectado esta fuertemente conectado
B 0
(D (1) A =P AP, = |
B2 Bao
1 0 0 1 2 0
B=[2 3 4] =39 . B=[ 3 4J &S & Si A > 0y es indescomponible =+ A" > 0
5 6 17 6 7
m m Si A, B > 0 e indescomponibles, AB también lo es

O Dada A € R™*", si existe un polinomio ftal que f(A) > 0=>» A es Perron

SiA>0esPerronysi A= 0eirreducible es Perron Si A es Perron, existe un autovalor p
_ o _ cuyos autovectores (izquierdo y derecho)
Si A es L-matrix irreducible entonces es una Perron asociados son estrictamente positivos

Av=pv, UA=pu v,u>0

Veremos mas adelante
su definicion

DNS4S
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Matrices asociadas a operadores diferenciales

O En muchas aplicaciones tenemos un sistema de ecuaciones (variable multidimensional) y queremos
analizar su comportamiento (sistema dinamico) o propiedades de una funcidon definida sobre esas variables

%(t) = Ax(t) D_inémica lineal y_continu_a -> sqlucic')n de f:R*" - R" f(x) = [f1(x), ..., [n(x)]
sistema de ecuaciones diferenciales (Ce*)
N Dindmica lineal y discreta = solucion de Podemos definir matrices % %
Xn+1 — Xn = AXn  qistema de ecuaciones en diferencias (Cam) donde sus entradas J_ O _ "
correspondan a derivadas de or ‘ :
: 2 fn(x) Afn(x)
Tny1 = f(Tn) = Tug1 = 20 + f'(T0) la funcién D1 oz,
Dinamica no lineal =» aproximacion lineal de primer orden f

Jacobiano, pero también pueden considerarse
matrices con derivadas de mayor orden

O Sila funcion o la dinamica del sistema tiene ciertas propiedades, esas propiedades se tienen que reflejar
también en las matrices A, J, ...

0 Otra forma de verlo es que las matrices A, J, ... pueden utilizarse para estudiar las propiedades del sistema
» Matrices con una estructura especial estaran asociadas a funciones/dindmicas especiales

O Ejemplos de interés: Matrices estables, matrices Z, matrices M...

DNS4S
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Matrices estables

0 Una matriz A € C**" es estable si la parte real de todos sus autovalores es negativa

O (A 19 En analisis de sistemas continuos, un sistema lineal e invariante es estable si
( %( )) <0:=12,...,n los polos de su funcién de transferencia (Laplace) tienen parte real negativa

n
R(ai) < — Z lai;], i=1,2,..,n Si satisface esto, A es estable (no es un iff).

i Tk Intuicién: “diagonal dominante” con signo negativo

» Intuicién solucién ecuaciones diferenciales lineales: x(t)=C-e

2 r
En funcién de A: exp(At) =1, +tA + ‘52—!A2—|—---—i—i—!AT—|—...,—oo <t< oo
En funcién de V y A:  exp(At) = exp(VAV 1) = Vexp(At)V ! = exp(At) — 0 cuando ¢ — o0
= V (exp(R(A)t) + exp(F(A))) V! —c0 < t < 0
I . i i z) =agz” + a1zt L 4. 1z+ _
d Ejemplo: Matriz de Hurwitz p(2) = ao 1 T -1 O ¢ Es el sistema de control estable?
[ . 0 0 0]
21 23 25 0 0 0 Cuadrada, real y cuyas entradas _ Ai(p) =|ay |
00 a2 a4 0 0 0 se corresponden a los coeficientes Si ap>0 'y los menores . g
b de un polinomio principales  de  H  son Ag(p)=| "+
H=|: : =@ - : : : positivos, p(z) es estable, es ag  ap
0 0 0 ... aps an O Relacionada con la matriz de decir, ~sus raices  son 8, a3 as
0 0 0 Un-3 Gn_1 0 control de sistemas de control estrictamente negativas Asp) = lag ar ay
(0 0 0 ... ap-4 apn_2 ayn] polindbmicos 0 a as

DNS4S
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Matrices estables positivas

Q A eC" " eraestable sila parte real de todos sus autovalores es negativa, ahora caso opuesto

O Una matriz A € C"*"es estable positiva si la parte real de todos sus autovalores es positiva
RNA)>0i=1,2,...,n

> Propiedades: A~! A* AT R(trace(A)) > 0 det(Ak) >(0parak=1,2,3,...

Son todas estables positivas

U Relacionadas con matrices definidas positivas x7TAx >0
> Silamatriz A es hermitica (simétrica): definida positiva implica estable positiva
> Silamatriz A no es hermitica: podemos considerar la ecuacion

Si existe una matriz hermitica C »~ 0 tal que al resolver
XA +A*X =C con r?_specto a X obtenemos como solucic’)n_ una matriz
hermitica X > 0, entonces A es estable positiva

0 Tanto las matrices definidas positivas como las matrices estables positivas pertenecen a una clase
“mas grande”: las maftrices P
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Matrices P, Z, Ly M

d A e C**" esuna P-matrix si todos sus k& x k principales menores son positivos para k£ =1,2,....,n

> También son P-matrix A", AD, DA, A + D, PPAP > Otras propiedades R()\;(A)) >0 x'DAx >0

permutacion P diagonal D > 0
» Casos particulares: def. positivas; estables positivas; totalmente positivas (todos los menores positivos), M-matrix
O ¢Qué es una M-matrix? Una matriz que es: 1) una Z-matrix y 2) estable positiva = ;Qué es una Z-matrix?
O A eC""esunaZz-matrix si a;; <0 fuera de la diagonal (si, ademas, a;; > 0 = A es una L-matrix)
O Definiciones equivalentes para que A ¢ C™**" sea una M-matrix (y propiedades equivalentes)

A =51, —Bcon B >0, s> pB) A"l >0 Ax>0=x>0 A=LUconl; >0u; >0

Las M-matrix aparecen en el andlisis de métodos iterativos de sistemas de ecuaciones esparsos, en
econometria, para el analisis de Laplacianos, en procesos de Markov, en estabilidad de Lyapunov

R
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Matrices de Krylov y Gramm

d Matriz de Krylov K € R**", A € R®*" b e R" Ejemplo:
Subespacio de Krylov: 10 -1 2 0] 1 111118
0 . -1 11 -1 3 |1 1 12 141
}CT(A, b) = Span{b, Ab,A"Db,..., A" b} A= 2 1 10 -1 b= 1 K3 = 1 10 100
Matriz de Krylov: 0 3 -1 8 1] 1 10 106

K,(A,b)=[b,Ab,A%b, ..., A" 'b]

» Surge del método de Lanczos, aproximaciones de autovalores y autovectores de matrices dispersas grandes

Q0 Una matriz G € R™" es Gramsi G = VV' = (gi;) = (vi,v;) con {vi,Va,...,v,} € R"
» G es hermitica y semidefinida positiva Determinante de G:
» G no es singular si sus vectores son linealmente independientes

_ ) _ _ _ |G(v1,...,v.)| = |lvi A=+ Avy?
» Elrango de G es igual al numero de vectores linealmente independientes

La funcién K es un kernel si su “kernel
matrix” es simétrica y definida positiva

Solucién de los problemas
de regresion lineal

Las entradas de la matriz G son el kernel
de los “data points” correspondientes

X ={X1, .y X } Gij = K(xi,%;) IIQHZ(WTXe' — i)’
=1
K(x;,%;): R" x R” — R G=XX" w = (XX")"'Xy
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Matrices estocasticas y doblemente estocasticas

0 Una matriz P € R™*™ no negativa cuyas filas (columnas) suman 1 se llama matriz estocastica

Row stochastic Column stochastic Double stochastic
T mn
. . o T _ 4T <¢Autovalor? 1 !
§ :PM =1, Vi § :Pi,j =1, V] Pl,=1,y1,P=1, ¢Autovector? P= 7 1nxn Hx= wlnxnX
j=1 i=1

O Ejemplos: promedios, permutaciones, matrices de transicion de una cadena de Markov finita...
» Cadena de Markov tenemos: n estados, matriz de transicion (n x n), probabilidad de cada estado por instantes

Distribucion de prob. instante inicial Matriz de Pipo... Py Distribucion de prob. tras k transiciones
P= . :
T T - D T _ T pk T
P = [p1(0),p2(0), .., p(0)] transicion Py P Py =PoP" pry =P )p

P,y= prob de, estando en
X, transicionar a y

Funcion de supervivencia del raton

e
©
T

@
T

Transiciones

e 2
=

El ratbn empieza en la caja

lyelgatoenla5 0 0 1/2 0 1/27

0 0 1 0 0
P=|1/4 1/4 0 1/4 1/4 |_
0o 0 1/2 0 1/2 '

o0 0 0 0 1 L\Hx’j

- - —_——
L L L L

I
2 4 6 8 10 12 14 16 18 20

=4
@

X2
Y 0.5

o
T

']
X3

=
T

Py = [1,0,0,0,0] "

Probabilidad de supervivencia
w2

e =2 =2 9

L]
T

e

EJEMPLO DEL
GATO Y EL RATON

p%) - [07010707 1]T

=

(=]
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Matriz de Carleman

O Realmente hay muchas mas matrices con estructura. Su estudio/interés depende de la rama cientifica
en la que trabajemos = A continuacion mostramos algunos ejemplos

O La matriz de Carleman de una funcién infinitamente diferenciable f(x) se define como

1T g Bell matrix:
g, Mifle - 5| (@] L[ @
'% *§ Bl | dat z=0 Producto matricial: B[] = ? [E(f(m))k]m_u
g 8 J S k T T T
(?) = fz) = Z M[f](j,k)x M[f][1 = 22 2% .] =[1 f(x) f(x)? f[f(=)® .. B=M
k=0

» Propiedades

L Ejemplo: Matriz de Carleman de una funcién lineal
= M es unarepresentacion directa de f(x) Jemp

M][f o g] = M[f]M]g] Mia + cx] X y
= B es una anti-representacion de f(x) (1 0 0 ... [1] [ 1 ]
L : a c 0 ... T a—+cx
B|f o g] = Blg|B|[f] ng}?}gi‘ﬁ:ﬁgpﬂi;g%ﬂo dnees a® 2ac & ...| [2%| = |a® + 2acx + *a?
= Potencias e inversa de M matrices i 1L i i

M[f"] = M[f]", M[f~] = M[f]™

DNS4S
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Recapitulacion de conceptos

O Silas matrices tienen estructura adicional, son mas faciles de entender y, por lo tanto,
existen mas resultados especificos para ese tipo de matriz

O Tipos de matrices que hemos visto:

Y

Persimeétricas, centrosimétricas, circulante por blogues, Hankel
Idempotentes, tripotentes, nilpotentes, unipotentes
Matrices de Hessenberg y tridiagonales

Matriz de Hadamard

Matrices de Vandermonde y de Fourier

Matrices positivas, no-negativas e irreducibles
Matrices indescomponibles y de Perron

Estables, estables positivas, P, Z, Ly M

Matrices de Krylovy Gram

Estocéasticas y doblemente estocasticas

Matriz de Carleman

VV V VYV V VY VYV VY VY
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Calculo con matrices |

“Vectores, matrices y tensores: Una perspectiva desde ciencia e ingenieria de
datos”

Reading Group organizado por el “Grupo de Investigacion de Alto Rendimiento
en Ciencia de Datos y Procesamiento de Senal de la URJC”

Esta presentacion utiliza material cuya autoria corresponde a: Marques, Buciulea, Wikipedia; asi como contribuciones
menores de distintas autorias.
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Indice de la clase

Derivada de una funcién c.r.a. un escalar
Derivada de una funcién c.r.a un vector
Derivada de una funcion c.r.a una matriz
Reglas de transformacion

Diferenciales de matrices

Perturbaciones usando diferenciales
Derivadas de normas de vectores/matrices

Derivadas de matrices con estructura

U O 0 0 0 0 0 0O O

Ecuaciones diferenciales lineales

O Derivadas de segundo orden
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¢ Qué es una derivada? !

h) —
—
O Laderivada de f en x es el limite del valor del cociente diferencial, conforme

las lineas secantes se aproximan a la linea tangente foeth) ;

Secante

Q El gradiente es una generalizacion de la derivada. Si / : R™ — R entonces el
gradiente de f en r se define como una funcion vectorial v ¢ : gr — R"

Ax) :

=

of(r) af(r) Ejemplo: f(z,y, z) = 2z + 3y* — sen(2) - -
Vf(r)_(axl goee ey 633”) Vf_(ﬂﬂﬁ)_(zﬁ B
- oz’ By’ 0z — , 0, COS(Z))

O La matriz jacobiana de una funcion de varias variables es la matriz cuyos
elementos son las derivadas parciales de primer orden de dicha funcién

e.
{-.
e
e
e
e
<__

O O] Ejemplo:  F(z1,zq,23) = (21,523, 423 — 2x3) of 0 Of

vt f 0z Oy, Ory Oxy Oxg
OF OF 1 0 0

J=|— .- = : = : . dfy  0fr Ofs
8271 32‘,“ T fl =T JF(CL‘l,:BQ,mg) = = 0 0 5%
V* fm Ofm Ofm f» = bxy Oz Ozy Oz 0 8z, -2

| Oz oz, | fs = 422 — 23 ofs 0fs Ofs

2 | 6.’131 35[!2 (9:1:3 |
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Derivada de funciones con respecto a un escalar

0 Derivada de un vector o matriz con respecto a un escalar

a aj — OA(t . Baij t
a(t) = a;(t) — 68—?) - 38_t(f) A(t) = a;;(t) — (t) (t)

5 — 3 Derivada de cada uno de sus elementos
» Propiedades
weak inverse
Por definicion Derivada del producto de matrices Derivada de A™'y A~
O{AX()C} _ A OX(t) JA(t)B(t)C(t) 0A B oC OA1(t) _ A_lf?A(t) A-l
ot ot ot = BCTAG CHABS, ot ot
dvec X(t) oX(t) HA(t) @ B(t)) OJOA JB _
o S = B+A® — A~ (t _0A , _
at " Tar ot o CPTAC Y A &()Az—AA SIATA
Derivada del determinante Derivada de la traza Derivada de una exponencial
ddet A dlog(det A
o det A gfﬂt ) dltrace(A(t)] trace OA(t) deht — A A
. Y = trac Ot ot
Derivada del logdet
Olog(det A} _10A ddet(A) . det(A + eH) — det(A) ,
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Derivada escalar Il

0 Derivada de una funcion con respecto a los elementos de un vector

F(x) — funcién vectorial del vector x = (21, x2,...,2,)"

» Propiedades

Derivada de la traza Derivada del producto de Kronecker

Universidad
Rey Juan Carlos

Pasamos de derivar con respecto a t
a derivar con respecto a x;

Derivadade F~1y F~
OF 1 OF

HF®G) . _0G OF — e
OtracelF(x)] _, (S_F) or; P bz, Bz, OG  onmutacion Ox; Oz;
z; B ox; _
’ ! ovec (F ® G) d(vec F ® vec G) 2 )
o, =(,®oK,®I) 3. F oz, F = -FF axiF F
Derivada del determinante Yy el |Ogdet Autovalores y autovectores
— + _p_
9 det{F(x)] = (det F) trace (F'la—F) Fu = Au H"=F—-Al
6113;‘ 3:1:,-
ox  ,OF ou o OF
Ologdet[F(x)] _ 1 JdetF (F‘1 8F) oz; | Oz O B
Oz detF Oz oz; Modelado no lineal

dlog det(AF'B) _ g Ap-1p)— ap—1 OF 0detXX) _ jet(X'X) trace (X* ax)

B = —trace |[F"!B(AF~'B)'AF 5. 56, (X'X) 5.
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Derivada escalar Il

O Derivada de una matriz con respecto a los elementos de la matriz

1 en la posicion (i,j) y

mXxXn o ' T
Xek X { E;;, X unconstrained, E’&J = €im€y ; ceoenelresio
ozr,; | Ei +EL —6,E; X symmetric, o o
E@'j c RmXn Y] ij &y J 52-3- =1lcuandoi=jy (5ij — (0 cuando i ?é j
» Ejemplos

Derivada del producto de matrices

9(AXB) oX J(AX'B) (X'AXB) 90X’ HAXB)
= A—B=AE; B — AE.. = —AXB+ X' - """ —E/ AXB + X'AE; /B
6:19,;3‘ Ba:ij J 83:,;_;; AEU B aﬁ:ij 8331?56 T 6331_3_ () + J
H(XAX'B) , ,
AXX'B XX’ " —E,;AX'B + XAE, B
OAXXB) _ \OXX'p _ AE,X'B + AXE,B Ouij ’ :
6;%.- BZ'ij
XAXB) _ E;;AXB + XAE;,B
a.l"t'j
8’;}( X _E,X'X + XE,X + XXE;; X AX'E
Liq
’ ( 5 ) _ E;AX'B + X'AE,B
.’l?t‘j
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Derivada escalar Il
0 Mas propiedades

» Derivada del determinante
> Derivada de lainversade X € R™*" Cofactor (adjunto) de x;;
Xt _ _ ddet X £ X unconstrained
= "'X._lE"X-_l = _X"1 ime'- X = _ iz’- —_— = n E
81:1-3- “ CimCjm Yi%y 3&5}' (2 — 613’)6@, X = X",
%1 Es simétricaf o Lafilajde X1 d;j =1 cuando ¢ = j y d;; = 0 cuando ¢ # j
o —V.Y.: 1 t=17
oz;; { —Viy; — Yy, if 1> . .
i R > Derivada de potencias de X
» ke~ —k
Expresion general (BXC)(BXC) ' =1 R para X" X " =1
0X e
8{A(BXC)~‘D} Dy D XTEGXETT iy LOXE
_ - Xig — Xk Y
o = ~A(BXC) 'BE;C(BXC)™'D A — oy X o, X
tj
> Derivada de Eunciones de matrices > Derivada de autovalores y autovectores
OA Xu = Au
OdetY . oY _1 0Y = 2uu’ — diag(u?,u3, ..., ul)
T = trace [(ade) ( oo )] = {det Y) trace [Y 336;‘;] Er n HY — X - AL,
du _ —U; &, if .7= Z
OvecY — ver 0Y  AOtraceY ~ trace dy \ ay-! _ oyl 3_YY_1 oz;; —(ujg: +wigy), i j<i
Oy 0z 0z 0T 0z, azi;

DNS4S
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Derivada vectorial de funciones escalares |

O Derivada de una funcion escalar respecto a un vector En forma de vector fil; Enforma de vector calumna
Si A es simétrica aasz — a@sz : 8)2/} 9z — (8_3’}) @.
of _ ([ Of Ox'a __ _ _ da'x oxT Ax T Ox ox oy
ox ox; ox a— ox Ox — (A. —I_ A. )X == 2A.X
> Propiedades Funcion escalar de X > Derivada del determinante y el logdet
Of(X) 9f(X) afx) \' ddet X s _1s
fvecX ~ (a—x =\ Bfvecxy Fvecx Voo (adiX)] = (det Xvec (X7)
Si 'Y es una funcion de X
» Derivada de la traza d(logdetY) 1 ddetY
OvecX  detY dvecX
0 trace(AXB) ~ vec (A'B')
dvec X .
» Ejemplo Y = XBX'
trace(AXB) = trace(BAX) = vec (A'B’)'vec X
detY
gvzcx =detY[BR(Y ')+ (B ®Y HvecX
dtrace(X’AXB) _(B'®A) + (B® A')|vec X Si B es simétrica 2> Y es simétrica
dvec X ddetY

=2det Y[B® (Y 1)]vec X

dvec X
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Derivada vectorial de funciones escalares I: ejemplo |

O Consideramos muestras Gaussianas x ~ N (u, X)cuya PDF viene dada por

B[

o 1, %) = det(27) F exp(— (x — )= (x — )

O Queremos encontrar el vector u que mejor describa nuestras observaciones

Recordatorio

> Calculamos la funcién de “log-likelihood” asociada a f(X; p, X) 3395& —a= é’ng
X X

1 1 Ox"Ax __ Ty
E(X; M, 2) — log(f(x; Lt 2)) = ~5 10gdet(27r2) _ 5(}( _ “)Tz—l(x . u,)) s = (A + A )x =2Ax

> Derivamos con respecto al vector u

OL(x;p, %) 1 X" Ix —x"TS 1y — "2 x4+ pu"S 1) B
o 2 oL B

7 (x - p)
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Derivada vectorial de funciones escalares |: ejemplo I

O Consideramos que queremos encontrar el valor de x de la siguiente funcion

f(x) =y — Ax||3 “Least squares problem”

0 Queremos encontrar el vector x que se adapte mejor a nuestras observaciones eny

Recordatorio
. ox'a __ a— da'x
» Derivamos f(x) con respecto al vector x ox — T Tox

Ox Ax — (A + AT)x = 2Ax

of(x) _dlly —Ax[3 9y - Ax)T(y - Ax)] Iy —yTAx—x"Aly - x"ATAx)
ox Ox - Ox N Ox

— ATy Ay 22ATAx=0=x=(ATA) ATy

DNS4S
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Derivada vectorial de funciones escalares Il

O Derivada de una funcion de funciones respecto a un vector
> Partimosde y =w'Az donde A € R™*" w c R™, z & R" son funciones de x

> Queremos encontrar el vector fila dy/0x"

oy ow dvec A oz
. ot / . ! . N/ YY A O Y, ra Y4
y=vecy = (2" @w)vecA = (z®@ w)'vec A = [vec(wz')]'vec A i A ™ + [vec (wz')] Bl +w A@x"
O Derivada de la traza de una funcién de funciones
F es una funcion matricial de Z » Ejemplos
y = trace[F(Z)] Jemp
Z funcién matricial de
es una funcién ici X 3trace(AZB) — ver (A’B’]’avecz
ox/ ox’
» Aplicando la regla de la cadena 5 ) e
t AZ'BZ , ,
, o ra"eéx, ) (vecZ)(A’ B+ A®B) =
Yy y  dvec
ox'  B(vecZ)  Ox
OdetZ s OVECZ
o = VeC [(adjZ)’] p
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Derivada vectorial de funciones vectoriales |

O Derivada de una funcion vectorial respecto a un vector

X € R™Xn A € RmXm

dy Oy y = AX
2-(2)

8333' ,
dy/0x = A

Y=AXB Y=(B ®A)vecX

ovecY
d(vec X)/

=B' @A
Y = AX'B Y = (B'® A)vec X’

dvecY
= (BI & A)I(n,m)

» La derivada de cada una de las entradas de y con respecto a cada una de las entradas de x
BecR'™" xcRm™ yE€E R™ ac R® Vector de m@
d{x®a)
vecY = BvecX P I, ®a
d(vecX) dvecY B d(a® x)
d(vec Xy w2 @I,
Y =AX"'B Y = X'AX
OvecY ., 1 OvecY ) p
a(vec X)" - lX B) ® (AX ) 8(vec X)f (X A ® In)I(n,m) + (In ® X A)
(L2 + I(n,n))(Iﬂ @ X"A)
Y =X* Y = XBX'
k OvecY
dvecY k=i o wio1 . _(XB'®L,) + (I, ® XB),
AvecX) Z((X )X ) d(vecX)' ( )+ Mirm)

d(vec X)’

DNS4S
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Derivada vectorial de funciones vectoriales Il

O Derivada de una funcion vectorial F genérica con respecto a un vector v dentidad de pq x 2P
» Multiplicacion de matrices Si F es simétrica
" dvech F F e RP™ dvecF
dvec (AFB) | dvecF Ovech (AFA') vec -1
ox’ =B ®A) ax’ ox’ = HolA® A)G, ox’ F=X ox’ i
> Inversa de F Si F es simétrica y = Az @On mndone@
dvecF~1 ovecF dvechF ! dvech F o dvec A 0z
_ F—l! -1 — _Hn F—l F—l n _y — ! A —
o ( Q@F™") oo S (FT oF )G Bl o (2' @1Ln) T Ao

» Potencias de F » Producto de Kronecker

dvec (FF) &

- . OvecF ;
— 1—1y/ k—q 0
o Z[(F Y @ FF1) = (F =1,,) d(vec F ® vec G) _ (yecF & dvec G N OvecF % vee &
i=1 ox’ ox! ox!
» Producto de Hadamard
dvec(F o G) dvec G OJvecF Ovec(F ® G) =(1,®I <1 O(vec F ® vec G)
P = D(F) a5 + D(G) S/ ox! ( (m,q) P) ox’
D(A—) = dia'g(allaa12$ <3 U10,421,022, .. .,020, - -+, D4l Am2; - - - samn)

DNS4S
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Derivada matricial de funciones escalares |

Q La derivada de una funcién escalar 3 = f(X) con X € R™*" es una matriz con elementos 9y/0x;;

Derivada matricial de Regla de la cadena Ejemplo

una funcion escalar

0f(X) _ [9f(X) y=FX) 0: _0: By VIEOU 0 gy 02 Oy (5 )
oX 6:31'_}; Z = g(y) oX B’y oX z = g(Y) awi_j r s 8yrs amij oY 63:113‘

(1 Derivada de la traza

ITr(F (X)) Traza de la inversa de X
0X

)T -
JUace R o (X2 = —2(X?) + diag(X?)

‘ o 0X
%Tr(X) _ T ox H(XA) = AT 5
ﬁrﬁ*(AX_lB) = (XTBAX HT = _ X" TATBTX T
9] d Traza de potencias de X
2 T(AXB) = ATBT 2T (AX”B) = BA P
ox ox J k k—1\T O kol
) ax LX) = k(X ﬁTr(AX"’) = ) (XTAXFTThT
— Tr(AXBX) = ATXTBT + BTXTAT r=0
X Traza de exponenciales de X
X r exz)
9 T . T T M — (X} Betrecel _ o trace(X%)~zs
ox ' [X'BXC] = BXC+B'XC X (™) —x =2 X
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Derivada matricial de funciones escalares Il

U Derivada matricial del determinante

OdetX (adjX)' = (det X)(X~')", X unconstrained,  Jddet(AXB) det(AXB)C/, X unconstrained,
oX | det(X)[2X~! —diag(X™')], X symmetric. 6X ]| det(AXB)[C + C’ —diag C|, X symmetric,
| o= X BAX B TAX T D
QAR AR)  det(XAX)AX(X'AX) ™+ AK[(X'AX) )
ddet(AX1B) _ { —det(AX'B)C, X unconstrained,
i 2[det(X’X)]X(X’X)'1 ~ 2det(X'X) X+ X —det(AX~!'B)[C - C’ — diag C], X symmetric,
Inversa de Moore-Penro;e X ’
Qersas se ce X 0detXX) _ o/det(X X)) (XX') -1 X

O Derivada matricial del logdet

dlogdet F

_10detF dlog(det X ddet X X-1y X ined
= (det F) ! og(det X) _ -10dae . ( Y, unconstrained,
oX ( ) oX X = (det X) oX | 2X7! —diag(X~!), X symmetric.
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Derivada matricial de funciones escalares II: ejemplo |

Q Consideramos muestras Gaussianas x ~ N (u, X) cuya PDF viene dada por

B[

o 1, %) = det(27) F exp(— (x — )= (x — )

0 Queremos encontrar la matriz¥ ¢ R™”*™ que mejor describa nuestras observaciones

Recordatorio

» Calculamos la funcién de “log-likelihood” asociada a f (X; H, 2) dlog(det X) (X-1y, X uncon
X N { 2X ! — diag(X~!), X symm

1 1
L(x;p,X) =log(f(x; 1, X)) = ~5 log det(27X) — 5(}( — )= (x—p) dtrace(AX~'B)

X = (X" 'BAX'Y
» Derivamos con respecto a la matriz £
: Tyl
8£(}g§, %) _ _Wné?(log det(X) + (};Z p) X (x—p) (S (x— )T (x— S =2 )
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Derivada matricial de funciones escalares |I: ejemplo Il

O Consideramos que queremos encontrar el valor de A de la siguiente funcion

f(A) =|ly — Ax||5 “Least squares problem”

O Queremos encontrar la matriz A gue mejor se adapte a nuestras observaciones eny dado X

Recordatorio
: : iTr(A:x;B) = ATBT
» Derivamos f(A) con respecto a la matriz A X
J T
—Tr(AX'B) = BA
ax )

Of(A) _ 9y —Ax|3 9[(y - Ax)"(y — Ax)] _ O(y'y —y'Ax—x"A'y —x"ATAx)
A dA A HA

= —yx' —yx' —I-A(XXT)T +AxxT=0= A = YXT(XXT)_l

DNS4S
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Derivada matricial de funciones escalares ll|

X e R E;; € RMX™

6(AXB)T3 — AIET Bf a(xk) k—1 _ ‘
oX H(X'AX),. A = O (X B, (X))
T — AXET‘S + A. XETS JZO
SQXXTﬂ
T . BELA
aX Ts
OXAX)rs _ g X'A" + A'X'E,, IXAX)rs _ AX'EL, + E, XA’
MAXTBl s ety X
BX - s
L Derivada de los autovalores de X
Si X es simétrica, sus autovectores estan
Autovalor no repetido normalizados y coinciden (u’u = 1)
Xu = A\u
OA _ fooy—1_.1 o\
vX = \v C’E‘V(V u)"'u — = uu;
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Reglas de transformacion

O Las reglas de transformacion nos permiten utilizar los resultados de un tipo de diferenciacion para
obtener otro tipo de resultados.
» Y es una funcion de X € R™*"
Se aplican para cualquier matrices A¢, B:, C, y D,
Incluidas las funciones de X (son distintas formas de escribir 9y,s/0z;;)

Si a la hora de derivar obtenemos algo como en (1) o (2), podemos obtener inmediatamente (3)

vV V V VY

En algunos casos puede ser complicado obtener (3) directamente

oY

83:1-3‘

dvecY

6%’3 / / /
= ;AtEijBt + ; D’UEijC’L! m = Zt:Bt & At + zﬁ:l(m!n)(DU GG CU)

% = Y A(E..B,+) C.,E.D,
t v
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Derivada matricial de funciones matriciales

O La derivada de una funcion matricial Y = F(X) respecto a una matriz

Y € RP*4 X € Rmxn

d Metodo 1: O Método 2:
» Derivar cada componente de Y con respecto a X » Derivar Y con respecto a cada componente de X

By11 dyiz . Oy oY oY .. oY
X 0X X dx11 Or12 drin

dY By21  Oyzz Sy2g 3, dY Y oY Y o

—_— = AX X X =Y & — — = Oz dr T Oran =— Y

dX | O dX dX ST T ox ©
Oyp1 OYp2 o OYpq Y oY o Y
ax 8x Bx afIf.",_]_ amm? ammn
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Diferenciales de matrices

Q Definimos dX como la matriz de diferenciales de la matriz X 2 dX = (dz;;)

» Es otro método muy utilizado para el calculo de derivadas

y:f(x) x:(xlera"'?xn)!
O Propiedades basicas —~ Oz —~ Oz,

d(AX) = AdX dX+Y)=dX +dY d(X') = (dX)"  dvecX =vecdX  dvecX' = vec(dX') = L, mvec (dX)

> Traza » Determinante
d(trace X) = trace(dX) = trace(I,,dX) = vec (I,,) d(vec X) d(det X) = (det X) trace(X 'dX)

» Producto de Kronecker » Producto de Hadamard » Inversa
dX®Y)=WX)®Y + X®dY dXoY)=(dX)oY +XodY dX~1 = - X~ 1(dX)X !
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Diferenciales de matrices

. A vector transformation rule
O A scalar transformation rule of @ixtransformat@

> Siy es una funcion escalar de X entonces dy = trace(A’dX) “iff" X A

0 Ejemplo de la derivada de la traza

y = trace(XAX'B)

dy —
— = (AX'B+ A’X'B"Y
ax = ¢ + )

dy = trace[d(XAX'B)| = trace[(dX)AX'B| + trace[X A (dX) B]
trace[(AX'B + A’X'B’)dX]

0 Ejemplo de la derivada del determinante

y = det(AXDB) Y = AXB d(detY) = dethrace(Y_ldY)

= det Y trace[Y "' A(dX)B]
9 ’ » = detY trace[B(AXB) 'AdX]
X (det Y)C C=B(AXB)™"A = detY trace(CdX), say,
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Derivadas de normas de vectores/matrices

O Derivada de la norma [, de un vector

. i . o . T
9 x—allp = XZ2_ 0 x-a I  (x-ax-a)  gijp  axlx],

o x—al  Oxlx—al: Ix-al:  [x-al; ox T ox >

O Derivada de la norma Frobenius de una matriz QA Derivada de la norma [,

d 7,
ﬁ”XH% = _—Tr(XX")=2X

X dh — sign(Y) : dY

The differential of the Holder 1-norm (h) of a matrix (Y) is

where the sign funection is applied element-wise and the colon represents the Frobenius produect.

O Derivada de la norma nuclear de una matriz Now substitute ¥ = (X — AX)
dY = (I — A)dX
dh = sign(Y) : (I — A)dX

X« = trace(vX*X) X =UXNV'

= (I — A)T sign(Y) : dX
— (I — A)" sign(X — AX) : dX
8tr(2) . tr(azl) L L T Since dh = (% :dX), the gradient must be
x = ox — ' =UV oh
ax - (I — A)" sign(X — AX)

The result is unchanged if the matrices {X, Y} are replaced by vectors {z, 7/}.
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Derivadas de matrices con estructura

0 Se aprovecha la estructura de las matrices para calcular sus derivadas

oy apT ‘
df Z of 0Ap Tv “()f} OA OA gis CEstructura de AD
Kl

dAij a J AL 814” N 0A 31433 81413
L Derivada de matrices simétricas
ij _ Tij i ij 115 JTr(AX) T J det(X
S' = 37 + 37— 3y —ox = ArAT-en T ox - (x o))
i [0 of 17" [0 .
L —f + —f — diag —f 9Tr(AX) — Aol J1In det(X) _ _
dA OA OA OA X — " = X' (X7tol
oX
0 Derivada de matrices Toeplitz
Tr(A) Tr([AT],1)  Tr(AT]1pln—1,2) e An1 i
OTr(AT) B OTr(TA) BN Tr((AT]15)) Tr.(A) | |
OT o OT =a(A) = Tr([AT )1 pnl2, n_1) E E E Tr(AT 1 nln—1,2)
: : : - Tr([AT],1)
i Aln Tr([AT 10l 1)  Tr((AT11n)) Tr(A)
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Perturbaciones usando diferenciales

O Encontrar la expansion de Taylor de una funcion de X+dX

: . @n matricial de )D
o @én vectorial deE

f(X+eY)=f(X)+ ) eg(X,Y
i=1

F(X +¢Y)=F(X) + i €G;(X,Y)
i=1

O Perturbaciones en la inversa de X

(X+dX)™!' = XX 1dX)X '+ X 1dX)X 1dxX)X!
X HAX)X T HAX)X HAX)X 4 -

O Perturbaciones en los autovalores de X X = QAQ' Xq, = Nq, dX=Q'WQ

MEFAX) =+ g Wa ot (X +dX) = g = (Z - A1) " Wa, + -
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Ecuaciones diferenciales lineales
O Definicion
» x = x(t)es un vector cuyos elementos son funciones de t y A es una matriz constante

—é-)—}—;—iﬂ = Ax(t), x(0) = xp x = et Xg.

Q Ejemplo A = SJ,S~!siendo Jp laforma candnica de Jordan de la matriz A

a’é—?) =Joy(t), y(0)=yo  x(t)=Sy(t) Yo = S7'xg

» Si A es diagonalizable

Jo = diag(A1,..., ) y;(t) = yi(0)ert, i=1,2,...,n

DNS4S
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Derivadas de segundo orden

d Definicidon de Hessiano

» Si f(X) una funcion escalar de la matriz X Si X es un vector
0%f(X)
2 2 2
Vi) dvec X 9(vec X)’ Vif(x) = 886f - = (aaéf )
) 3 9f(X) X0X ;0T
— OvecX \ O(vecX)

B puede depender de X pero no de dX

Q Identification Rules >  d°f(X) = (vecdX)'B(vecdX) sii V2f(X) = s(B+B')

O Ejemplo:
f(X) = trace(AXBX'C) d°X =0 d(dX)' =0 d?f(X) = 2trace[A(dX)B(dX)'C]
F = trace I = 2trace[(dX)CA(dX)B
df(X) = trace[A(dX)BX'C + AXB(dX)'C] = 2(vecdX) (B’ ® CA)(vecdX)
Vf(X)=1(B' R CA+Bx®A'C') . d? f(X) = trace[A(dX)B(dX)'C]
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Ecuaciones en diferencia de vectores

O Definicidn de ecuaciones en diferencia de vectores

Agy; +Aryi_1+... .+ Avyer = g(t)

O Reduccion a ecuacion de primer orden

Zy = (y;,ayi—la T 7y;—r+1)’ '—Al "“AQ C e “"Ar—l —A.,-
B = I 0 0 0
z; = Bz, +e; 0g(t) 0 0 I, 0
O Algunos detalles
Xt :Axt_1_|_dl At -0 si t— 00 X¢ =AtXO+(I—At)(I—A)_1d
Ay x, son conocidos (I-A)"! existe git—o0o > x— (I- A)~id
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Recapitulacion de conceptos

O Xxxxx1
> Yyyyy1l.1
> Yyyyy1l.2

O Xxxxx2
> Yyyyy 2.1l
> Yyyyy 2.2
>

O Xxxxx3

> Yyyyy 3.1l
> Yyyyy 3.2
>
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Calculo con matrices Il

“Vectores, matrices y tensores: Una perspectiva desde ciencia e ingenieria de
datos”

Reading Group organizado por el “Grupo de Investigacion de Alto Rendimiento
en Ciencia de Datos y Procesamiento de Senal de la URJC”

Esta presentacion utiliza material cuya autoria corresponde a: Marques, Buciulea, Wikipedia; asi como contribuciones
menores de distintas autorias.
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Indice de la clase

Introduccion

Calculo de Jacobianos

Transformaciones de vectores

Jacobianos de vectores complejos y matrices

Matrices con elementos funcionalmente independientes
Jacobiano de matrices simétricas y hermiticas
Jacobiano de matrices triangulares

Transformaciones basadas en matrices antisimétricas

o 0O 0 0 0 0 0 0 0

Otras transformaciones
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Recordatorio

O La derivada de f en x es el limite del valor del O La matriz Jacobiana de una funcion vectorial de varias
cociente diferencial, conforme las lineas secantes variables es la matriz cuyos elementos son las
se aproximan a la linea tangente derivadas parciales de primer orden de dicha funcion

/ . f(m-l'h’)_f(:c) [ 8f1 of ]
fi(z) = }ﬂ% A v oz, o,
5_ | oF oF | | |
B 8231 an N - N * ’ '
V7 fm Ofm O fm
| Oz oz, |

O EIl gradiente es una generalizacion de la derivada.

Si f:R" >R entonces el gradiente de fen r se O La matriz hessiana de una funcién escalar de varias

define como una funcién vectorial v f: R* — R" variables es la matriz cuyos elementos son las
derivadas parciales de segundo orden de dicha funcién
[ 0'f o* f *f ]
vf( ) af(r) 5f(1‘) B:I:% 0x10%, 0z, 0z,
r)—= e 2 2 2
oz, " o, 0 8 f *f &F
(Hf)?’ — Hf = Cr}"'326371 63‘:% aﬁzaﬂ?n
7 3:1',3‘ B:Ej
o' f o’ f o' f
| 0x,0x) Ox,0z9 Oxz2
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Introduccion |

Q Dada una funcion y = f(x) donde x, y € R" diferenciable y coninversa g = f~1

> Matriz Jacobiana de la transformacion X —'Y » Determinante de la matriz Jacobiana
9 )
: . |
Q Sitenemos acceso a Jy—x podemos calcular Jx—y = Jy_ 5« Mayor interés en el Ji_,, = det(J)
> Se puede demostrar que si x = g(f(x)) Jx—y 70 f es invertible
9 9 P P P Jx—y >0 f mantiene orientacion
Ly gi Yr X y
In = ( ) = . = = Jx_w <0 f invierte orientacion
oz ; Zr: Oyr Oz dy’ Ox/
|Jx_>y| factor de expans./compres.
» De manera similar para el determinante

B ox Oy | _ ox oy |
l—det{-a—)-;'ax,}—det{ay,} det{ax’}—Jx——)nyHx
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Introduccion Il: Ejemplos

O Aproximacion lineal de orden 2 de funciones no lineales y = f(x): R* =+ R

Sin=1 => f es escalar y aplicamos el ~ / _ L — q)2
desarrollo en serie de Taylor clasico f(X) f(a) + f (a) (X a) + 2 f (a) (X a)
1 6f/3:1:2 3f/a:c dx
Cuando n>1, podemos encontrar la ~ 9 ) _ “(x—a)T 1 1o —
aproximacion de segundo orden como f(X) f(a)+ [ f/axl f/a@] a (X a)+ 2 (X a) Bf/awzaa,l Bf/amg . (X a)

Q Transformaciones de FDP fy(y) = fx(9(¥))|/x—y|
> Seaun vector aleatorio X — (331,392, $3) con FDP fx(xlax% xs) — 6(1 + T+ a2+ 333)_4; x1,T2,r3 >0

> Calcular la funcién de densidad de probabilidad de 1 + 2 + x3

Realizamos el cambio de variable Calculamos el determinante de la matriz Jacobiana

Y1 =1 +x2+x3 1 =13 0 O 1
Y2 = X1 + T2 T =Yg — Y3 Jx—>y: 0 1 —1| =-1
Ys = I1 Tr3 =1Y1 — Y2 1 —1 0

Aplicamos la transformacion de PDF

fy(W1,v2,y3) = fx (s, ¥2 — ¥z, y1 — o) — 1] =6(1+y1)™% v1 > y2 >y3 >0
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Introduccidn 1l Ejemplos

0 Cambio de variable al integrar
/'/h(xlawz,u-,ivn)dwldwz”'d-’Dn =/'/h’(g(y))lJX—’YIdyldyZ"'dyn

Q Andlisis de estabilidad en sistemas dinamicos x = F(x) F:R"™ — R"

f(x)
\slable /‘

stable unstable
> SiF(x,) = 0entonces x, €s un punto estacionario N VAV

> EIl comportamiento del sistema cerca de x, esté relacionado con los autovalores del Jacobiano Ai{Jr(x0)}

R{)\@} < 0, Vi Si la parte real de los autovalores es negativa, el sistema es estable.
R{/\z} > Si algun autovalor tiene parte real positiva el sistema es inestable

R{max()\z-)} — (0  Sila mayor parte real de los autovalores es cero, no se puede evaluar la estabilidad

[
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Introduccion 1V: Ejemplos n| a
m O O
O Optimizacion multiobjetivo _ Al__’_[_uc o o
m 0O
min(fl(m)an(m)r”':fk(m)) N :
I-"EX dreg,

» X es el set de posibles vectores que engloba el conjunto de restricciones R(4) < 2(8) 2

Example of a Pareto frontier {in red), the sef of &

» El Jacobiano se emplea para el calculo de maximos y minimos Pareto optimal solutions (those that are not
dominated by any other feasible solutions). The

> Normalmente no existe una solucion que minimiza todas las funciones simultaneamente  ,oeq points represent feasible choices, and smaller
values are preferred to larger ones. Point Cis not on

1 . . the Pareto frontier because it is dominated by both
1' V?' E {1? "t k}? fi*(:'v]-) E ft (:cz) Ssolucibn P to domi t point A and point 8. Points A and B are not strictly
X1 solucion Fareto aominante dominated by any other, and hence do lie on the

2.0t € {1,...,k},fi($1) < fi(fb"z) frontier

O Aplicaciones
> Ambito econdémico: maximizar las ganancias de diversos bienes sujeto a ingresos disponibles y precios de los productos
» Finanzas: dos objetivos en conflicto = maximizacion de portfolio y minimizacién de riesgo
» Gestion derecursos Radio: repartir los recursos(tiempo, frecuencia, bloques) sujeto a restricciones de latencia, tasa, potencia
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Calculo de Jacobianos: Método por diferenciales
d ¢ Qué es un diferencial? *“>

f{a).

QO ¢Cdémo podemos encontrar los jacobianos mediante los métodos por diferenciales? "

> Siy esunafunciéndex 2>y = Ax > SiY esuna funcion de X 2 Y = AX
dy = Adx, dvecY = BdvecX
ox! A d(vecX)

0 Con este método se pueden calcular los jacobianos

Queremos calcular el Jacobiano de Y Aplicamos el método por diferenciales y vectorizamos

Yan — Amexmx anxn‘ dY = A(dX)B vec (dY) = (B’ &Q A)VEC (dX)

Jacobiano de transformacion Y — X Jacobiano de transformacion X — Y
Jy-x =det(B'® A) = (det B)™(det A)™ Jx—y = (detB) " (det A)™"
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Calculo de Jacobianos: Otras técnicas |

O 2. Laregla de la cadena

> Queremos calcular el determinante de la matriz Jacobiana: Jx—,, = det(J)

> Donde tenemos varias transformaciones x =y, y — z entonces Jy_,, = Jx sy Jy 4z

» Muy util cuando Jx—z es dificil de encontrar

&

. . . ReCOYdator‘o E;.eriz fl-nrzdeiitelfi:lru:r:zztcctjr()lii;ht blue
D 3. El prOd UCtO eXterIor de dlfere nCIaleS parallelo.gram). The length of the cross .
ay S vertor (red) 25 the 42 o the tmior
dyl A dy2 A « s A dyn — det a_xj dx]_ A deQ /\ . e m /\ dmn /e/hplopar E:T,zﬁ;:olsr?n::i::ter:?:e reference
a [7\
. . . . =2
> Propiedades del producto exterior de diferenciales - o ow . Oy
/mmm=(£m+£m%%ﬁwwﬁm
dy: A dy; = —dy; A dy; dy; Ady; = 0 W g O Oy
zy Oz O0z; Oz
. , . e +%-%dl‘2/\dxl+%'?&dl2/\d$2
» Ejemplo de calculo del Jacobiano de la transformacion dz; Oz dz; Oz,
- oy Oy: Oy 0w
. = 0+ (51‘—1 ax2 6.’1,‘2 62}1) dil)] /\d$2 +0
= det le 332 dz; Adxy
%2 O
= El producto exterior permite construir formas diferenciales de mayor grado Oy Ozp

a partir de otras de menor grado

DNS4S




- - — . .
@ ® TEORIA DE LA SENAL Universidad
$5C Y COMUNICACIONES Rey Juan Carlos

Calculo de Jacobianos: Otras técnicas I

O 4. Induced Functional Equations

» Objetivo: calcular el Jacobianode Z = BYB'donde Y = AXA’ entonces Z = ABX(AB)’
» Aplicamos la propiedad de la multiplicacion de Jacobianos |Jz_.x| = |Jzayl - |JY_.x|

» Transformaciones linealesen X > h(AB) = h(A)h(B) con h(A) = |det A|°

O 5. Jacobianos que involucran traspuestas

» Queremos calcular el jacobiano de la siguiente transformacion

Yan = Aman;anann Si no tenemos en cuenta el signo
sm(m—1)n(n—1) |Jy—x| = |Jy—wl|

Jvy-x =JvwIwox = (det B)m(det A)n(-l)
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Calculo de Jacobianos: Otras técnicas I

O 6. Patterned matrices and L-structures
» Se aprovecha la estructura de las matrices (simétricas, triangulares, diagonales)

> Si X € R™*"  se define un subespacio lineal D, de R™"que representa la estructura de X

Matriz de vectores base del subespacio Dy L-structures = coleccion de matrices mxn que cumplen

Amnxs = (01,02,...,0;) L(Annxs) = {X: X € R™*" vec X € D,}

> Ejemplo para una matriz simétrica X € R"*" con n = 2, D3 C R4

1 0 0 a a
010 RERE a b\
Agxs = 01 0 A4x3(2)— b —vec(b C)—vecx
0 0 1 C Si se tiene en cuenta la estructura
> Ejemplo de Jacobianode Y = F(X dvecY
(X) Jv _x = det [A; ,A1:|
« DondeY € L(Az) y X € L(A,) (0 vec X)

No se tiene en cuenta la estructura
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Transformaciones de vectores

L Transformaciones de vectores de funciones simétricas

Yyp =21+ - +2Tn n—1 n
Y2 = T1T2 +X1X3+ -+ Tp-1Tn |Jy_>x| = H [ ‘ZL’@ — T
Yn = X1T2 " Tn i=1 j=i+1

O Jacobianos de las coordenadas polares

r1 = rsinf#;sinfy---sinf,_9sinb,_ 1y _o, . _ :
! ! 2 n-? n-1 [y — gl =77 (sin6;)"* " %(sin )" - - - sin b,
: : : :
o = rsinfysinfy---sinf,_,cosb,_1, G
r3 = rsinf;sinfy---cosb,_o,
Si invertimos el orden de x;
Tn_1 = rsinfy cosby, U4
Tp = Tcosbh, [V = r gl = r™"1(cos ;)" 2(cos62)" "2 - - - cos b, _o|
?
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Jacobianos de vectores complejos y matrices

O Queremos calcular el jacobiano de la transformaciéon y = Ax

> Donde y=y;+1y2 ¥ X=X1+ 7X29 son vectores complejos.

(;) - ( 13 g ) (i;) = Bx JYlva_)xl,Xg — det(B) — det(A)2

> SiA esunamatrizcompleja A = Aj + 1A,

Transformacion y = Ax Matriz Jacobiana
y = Yyi1+iy2=(A;+iA2)(x; +ix2) Oy1/0x1 = A1 9y, /oxy, = —A,
= (A1x1 — Aoxy) + 1(A1x2 + Agx;) ayz/axé = A, Oy /0x] = Ay

Determinante de la matriz Jacobiana

A ""‘A *
det( N )| _ (|det A])? = | det(AA™)]

|JY1,YQ-—>X1,X2 | -
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Matrices con elementos funcionalmente independientes

O Aqui vamos a hablar de matrices cuyos elementos son funcionalmente independientes

» El objetivo es transformar cada una de las funciones para que tengan relaciones “one to one”

Funcion original Transformacion “one to one” Jacobiano de la transformacion

Y = AX !B Y =AZB, Z=X"! |Jy—x| = |(det B)*(det X) 2" (det A)"|

» Ejemplo de célculo del Jacobiano de la transformacion

n n
Y = AXA'+BXB’ vecY = (A® A+B®B)vecX [Jy x| =[] ] leses + 8:8;
i=1j=1

> Caso practico del calculo del Jacobiano de la transformacién Y = X Autovalores de Ay B

Matrices ortogonales

At 0
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Jacobiano de matrices simétricas y hermiticas

d Jacobiano de matrices con estructura Matrices con diagonal nula
Transformacion Si X es simétrica X = X' Si X es antisimétrica X = — X'
Namerq de variables
Y = aX Ty = fare) | e
Y = AXA'’ [Ty x| = (|det A)|"+! [ Jy—x| = (|det A"
Y = AX"'A’ [Jy—x| = | (det A)"*' (det X)) 7y | = |det A|"* | det X|~ (D)

> Si X es hermitica
X =X +iXy |JY1,Y2—'X1,X2‘ = IdetA|2n
Y=Y,+:Y, = AXA*

Si X es una matriz simétrica. Si A 'y B son matrices triangulares

Y — AXA’+ BXB'  vechY = [HAA®A+B@B)GlvechX Iy .x|=|]][[(aua;; £ biibj;)l

i=1j=1
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Jacobiano de matrices triangulares

4 Determinante de la matriz Jacobiana de matrices triangulares Y = PXQ P, X, Q ¢ R**»

_ 12 0 2 0 g; 0
P_ll 1] Q:L 3] X:[(L‘i 33‘22] B .

n
) i 40 2 0
Ty x| = | [ pigii™ oo 0o
=1 v_ Aoy 0 100 2 0
|2(z11 + x21) + w22 3woo 0 0 1 3

O Transformaciones no lineales con matrices triangulares

Transformaciones cuadraticas Transformacion que involucra la inversa de X

—~ — A e

Y = XPX Y = X!

[Jy x| = 2" |(det P)(det X) H H (Pisii + pjzjj)] Ty x| = |det X|~("+1)| = |H$;‘(n+1)|
=1

i=1j=i+1
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Descomposiciones basadas en matrices antisimétricas
T[>0 f(z) = 2L

O Descomposiciones basadas en matrices antisimétricas z+1

» Cualquier matriz no singular Y puede expresarse como Y = XT

72\
lk)

> Siendo X una matriz triangular, S = —ST una matriz antisimétrica y

> T=(I,-S)I,+S) ' =2S+1,)"" —1,

T T T T T T 7 T T

= una matriz ortogonal de transformaciones “one-to-one”

- - (EI Aplicaciones )

Y =TXT = [Q(S <+ In)_l — In]X[Q(S + In)_l — In]' » Adaptar polinomios de Legendre de funciones reales
positivas a funciones racionales

> Relacion entre modelo de semiplano y modelo de

n n
lJY—»f(,S[ = 2”(”—1)/2 [det(In + S)—(”—l) H H (xm — -'Ejj)' disco de Poincaré

» Adaptacion de impedancias de las lineas de

i=1j=i+1 \ transmision J

O Caley transformation

» Mapeo entre matrices antisimétricas y matrices ortogonales

Y =2A+X)'A 1, Jy—x| = 2" (| det A)|"(| det(A + X)|~2"
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Transformaciones basadas en la estructura de Y

O Transformaciones basadas en la estructura de’Y ¢ R"™"*"

> Matrices triangular inferior no singulares 5(, f’, Q, R € R

0O Matriz simétrica O Matriz definida positiva O Matriz definida positiva y hermitica
Y = XP + P'X/ Y = XX/ Y = XX*
ik —i+1 _on n—i+1 n 2(n—1)+1
[y _xl=2" Hlpii|n " [y x| =2 Ha: |JY1,Y2_+5(1,5<2| =2 H?:l 33:727( *
=1
O Matriz antisimétrica O Descomposicion LU
Y = RQXP - P’X'QR Y =LU
n
-1, n-—i n—1 n i
IJY—pfcl H qu‘n p?i zl | Y—»L UI |Hz—1 ln * Uy I
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Descomposiciones gue involucran matrices diagonales

O Matrices cuadradas con valores unitarios en la diagonal X, Y € R**"
Y =DuX Y = D, XD,

| Jy—w x| = TTizy fwe™ ™ [Jy—wx| = 2" [[i; wi™

i

Q Matrices triangulares con valores unitarios en la diagonal X,Y € R"»*"

o~ —~

Y =D,X Y = XD, X'
| J5 x| = | det X| T ] i [Ty o x| = (et X)? T, [(wiza) "™
1=1
O Matrices simétricas con valores unitarios en la diagonal X, Y € R"*"

T

Y = Dy XDy [Py —ew x| = 27 ] ] fwil”

=]
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Descomposiciones que involucran matrices definidas positivas

O Matrices definidas positivas X, Y € R™"*"

Y = (det X)X ! Y = XAX

| Fy—x| = (n = D] (det X)(HDn-2)/2 Ayvxl = [T + A9)

i=1j3=1

O Matrices diagonalizables

n n k
Yoxt v = TN

Autovalores de X

i=1j=1r=1
O Pares de matrices
Y, = X?”xm;”’*’ Y = (X; + X2)"V/2X, (X + Xp)~1/2
Yy =Xy Y, = X1+ Xo
Jy, YyoX, X, | = | det Xo|~(PTD/2 |y, Yoo Xy X, | = |det(X; 4+ Xo)|~(m+1)/2
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Recapitulacion de conceptos
0 Hemos visto qué es el Jacobiano
0 Ejemplos de aplicaciones donde se usa el Jacobiano
O Distintos métodos para el calculo del Jacobiano
O Casos particulares en los que el Jacobiano tiene una expresién “sencilla”

O Jacobiano de transformaciones que involucran matrices con estructura
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