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PARTE |: PLANTEAMIENTO DE
LA INVESTIGACION



Estudio del impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacion de
precios en los mercados de capitales.



Lucia Galicia Sanguino

1. INTRODUCCION

La investigacion financiera de los ultimos 50 afios ha dedicado grandes esfuerzos al
estudio de los modelos de valoracion de activos con el objetivo de mejorar su capacidad
para explicar los precios. La cuantificacion de la relacion entre rentabilidad y riesgo es
la base fundamental sobre la que se desarrolla el primer modelo de valoracidon “Capital
Asset Pricing Model” (CAPM). Basado en la teoria de la eficiencia media-varianza
desarrollada por Markovitz (1959), el CAPM determina que la rentabilidad esperada de
un activo es funcion lineal y positiva de la covarianza entre su rentabilidad y la cartera
de mercado (Lintner, 1965; Sharpe, 1964). Segun este modelo, las variaciones en las
rentabilidades de los activos dependen exclusivamente de su relacion con el mercado,
considerando dicha covarianza como una fuente de incertidumbre denominado riesgo de
mercado o riesgo beta. A pesar de que los activos con betas mas altas han demostrado
proporcionar rendimientos mayores, la evidencia empirica no es suficiente para aceptar
estadisticamente el modelo. Los contrastes de hipdtesis realizados sobre el mismo asi
como su puesta a prueba en mercados internacionales, no han permitido validar el

funcionamiento del CAPM (Black et al., 1972; Gibbons, 1982; Shanken, 1985).

Como respuesta a los pobres resultados empiricos del CAPM surgen los modelos APT e
ICAPM. Una propuesta logica para mejorar la capacidad explicativa del CAPM es la
incorporacion de multiples factores de riesgo sistematico ademéas de la cartera de
mercado. Esta es precisamente la propuesta de la “Arbitrage Pricing Theory” (APT)
desarrollado por Ross (1976). Por su parte, el “Intertemporal Asset Pricing Model”
(ICAPM) propuesto por Merton (1973) permite solventar una de las grandes
limitaciones del CAPM: su caracter estatico. A diferencia del CAPM donde el inversor
tiene un horizonte temporal de un solo periodo, el modelo ICAPM considera multiples

periodos de tiempo durante los cuales los factores de riesgo varian y con ello las
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rentabilidades. Esto da lugar a nuevas oportunidades de inversion asi como a la
utilizacion de estrategias de cobertura por parte del inversor para reducir el riesgo. En
un contexto de negociacion continua, el ICAPM plantea una relacion lineal entre la
rentabilidad esperada de los activos y las covarianzas entre dicha rentabilidad y los
factores que recogen las demandas de cobertura de los inversores. Un caso particular del
ICAPM es el conocido “Consumption Capital Asset Pricing Model” (CCAPM),
desarrollado por Lucas (1978) y Breeden (1979). EI CCAPM utiliza la covarianza entre
el rendimiento y el crecimiento del consumo agregado para explicar las variaciones en
los rendimientos. Desafortunadamente, los resultados empiricos del CCAPM no son
suficientes para validar el modelo (Breeden, 1979; Hansen & Singleton, 1982). La
incapacidad del CCAPM para explicar la prima de riesgo histérica observada en el
mercado da lugar a uno de los enigmas mas conocidos y analizados por la investigacion
sobre el contraste del CCAPM: el puzle de la prima de riesgo (véase Mehra y Prescott

(1985)).

A raiz del mal funcionamiento empirico del CCAPM en su formulacién original surgen
investigaciones que apuntan a los restrictivos supuestos de partida como causa principal
de su bajo rendimiento. Algunos trabajos proponen mejorar la capacidad explicativa
modificando la funcion de utilidad de los inversores (Campbell & Cochrane, 1999;
Epstein & Zin, 1991) mientras que otros sugieren relajar el supuesto de mercados
completos (Constantinides & Duffie, 1996) o modificar el perfil de los inversores
(Gérleanu & Panageas, 2015). Los trabajos de Ross (1978) y Harrison y Kreps (1979)
suponen un cambio de paradigma en la investigacion al proponer una formula universal
para valorar activos sin realizar apenas supuestos de partida: el modelo del factor de
descuento estocastico. Este modelo permite valorar activos independientemente del

horizonte temporal de los inversores, su funcion de utilidad o la propia estructura del
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mercado, entre otros supuestos. La férmula establece que, en equilibrio, el precio de un
activo en un momento del tiempo debe ser igual a la esperanza condicionada a la
informacion a ese momento, del producto entre el flujo de caja y el factor de descuento
estocéastico. Este factor de descuento se define como la tasa a la que los inversores
renuncian a consumir hoy para consumir una porcion mas mafana, por lo que se la
conoce como tasa marginal de sustitucion. Ross (1978) y Harrison y Kreps (1979)
demuestran la existencia de un factor de descuento Unico y positivo en el entorno de
mercados incompletos a través de la ley de precio Unico y la condicidn de ausencia de
arbitraje. Gracias a sus contribuciones y la de Harrison y Kreps (1979), el factor de
descuento estocéstico se ha convertido en el enfoque predominante en la investigacion
académica contemporanea sobre valoracion de activos debido a su gran versatilidad
para valorar una amplia gama de activos bajo diferentes supuestos. EI Teorema de la
Equivalencia (Dybvig & Ingersoll, 1982; Hansen & Richard, 1987; Roll, 1977; Ross,
1978) demuestra que el modelo del factor de descuento estocastico, el modelo de betas
y el modelo de factores son tres representaciones de los precios de los activos que
convergen entre si. Las implicaciones del Teorema de la Equivalencia y la existencia de
un factor de descuento estocéstico Unico y positivo son directas en la investigacion
empirica ya que permiten evaluar el funcionamiento de un modelo econémico mediante

la seleccion de una serie de factores de riesgo.

En la aplicacion de la ecuacién fundamental de valoracion de activos encontramos dos
enfoques alternativos (Cochrane, 2005). El primer enfoque o “valoracion absoluta”
relaciona el precio de un activo con su exposicién a fuentes de riesgo macroeconémico.
Este enfoque es comdn en entornos académicos en los que se estudia el comportamiento
de los precios o rendimientos con el fin de encontrar una explicacion econémica a su

comportamiento, o bien para predecir su respuesta ante cambios en la politica
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econdmica. Algunos ejemplos de valoracion absoluta son el CCAPM o los modelos de
equilibrio general. El segundo enfoque o “valoracion relativa” consiste en estimar el
precio de un activo en base a los precios observables de otros activos. Bajo este segundo
enfoque no se pretenden entender los mecanismos de formacion de precios ni tampoco
cudles son los factores que producen las oscilaciones. En su lugar, la valoracion relativa
persigue identificar aquellos activos cuya cotizacion se encuentra por encima o0 por
debajo de la media comparativa del sector, siendo aprovechado por el inversor para
obtener un beneficio. Un ejemplo de valoracion relativa lo encontramos en la popular
metodologia Black-Scholes. Ahora bien, generalmente la mayoria de modelos no
utilizan un enfoque puramente absoluto o relativo para valorar activos sino que
combinan ambos tipos. Aunque el CAPM vy los modelos multifactoriales son
tedricamente ejemplos de valoracién absoluta, en su aplicacion no es asi ya que valoran
los activos en relacion a la cartera de mercado o diferentes factores de riesgo sin
responder a la cuestion sobre qué determina la prima de riesgo del mercado o de los
factores. En el otro extremo encontramos numerosas aplicaciones de ingenieria
financiera que mas all& del puro arbitraje requieren de la realizacion de hipotesis sobre

los mercados para su funcionamiento.

La tarea principal de la valoracion absoluta de activos es entender y medir las fuentes de
riesgo agregado o macroecondémico que hacen oscilar los precios. Los lazos entre la
macroeconomia y las finanzas se estrechan cada vez mas documentados por una amplia
variedad de trabajos empiricos que ponen de manifiesto la relacion existente entre
ambos campos. A dia de hoy sabemos que existen variables macroeconémicas capaces
de predecir la variacion de los rendimientos en el tiempo y de activo en activo. También
conocemos la importancia de los mercados financieros a la hora de identificar las

sefiales de recesion econdmica o turbulencia financiera. Aungue el avance empirico en
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los ultimos afios ha sido significativo, todavia no disponemos de un modelo tedrico
capaz de explicar los rendimientos a través de variables que representen de manera

adecuada los riesgos de tipo macroeconomico (Cochrane, 2005).

En este sentido, el incesante incremento de la desigualdad salarial en los Gltimos 40
afios (Dabla-Norris et al., 2015; OECD, 2011) es considerada actualmente como una de
las principales fuentes de riesgo macroecondmico que afecta a millones de familias en
todo el mundo. En el afio 1980 solo el 10% de la poblacién acumulaba 7 veces mas
riqueza que el 10% de la poblacion més pobre. Seglin la OECD actualmente la riqueza
acumulada es 10 veces mayor (OECD, 2021). Por su naturaleza de tipo idiosincratico,
los modelos tradicionales como el CAPM no consideran la desigualdad como factor
relevante en la valoracion de activos. Sin embargo, trabajos empiricos que utilizan datos
de consumo de los hogares en el modelo Constantinides-Duffie (Brav et al., 2002;
Cogley, 2002; Jacobs & Wang, 2004; Vissing-Jgrgensen, 2002), ponen en evidencia la
importancia de incorporar los riesgos de tipo idiosincratico para resolver el puzle de la

prima de riesgo.

La presente Tesis Doctoral trata sobre el estudio de las funciones de utilidad y las
preferencias de los inversores en la valoracion de activos al objeto de contribuir a
esclarecer los mecanismos de fijacion de precios en los mercados financieros. La
estructura del contenido de la investigacion se divide en seis capitulos. ElI primer
capitulo estudia el factor de descuento estocastico en la valoracion de activos. El
segundo capitulo analiza las funciones de utilidad y preferencias de los inversores. El
tercer capitulo se centra en el modelo de riesgo idiosincratico propuesto por
Constantinides y Duffie (1996) y su relacion con la desigualdad salarial como factor de
riesgo a nivel macroeconémico. El cuarto capitulo desarrolla la metodologia del método

generalizado de los momentos o “Generalized Method of Moments” (GMM). El quinto
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capitulo analiza el impacto del riesgo idiosincratico medido a través de los indicadores
apertura comercial e inversion en investigacion y desarrollo en el mercado de renta
variable japonés. Finalmente, el sexto capitulo desarrolla las conclusiones de la Tesis

Doctoral asi como futuras lineas de investigacion.

1.1 Objetivos

El objetivo general de la presente Tesis Doctoral es el analisis y cuantificacion del
impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacién de precios en

los mercados de capitales.

Con la presente investigacion se pretende contribuir a mejorar la capacidad explicativa
del modelo de valoracién de activos basado en el consumo que permita fortalecer el
vinculo entre la macroeconomia y los mercados financieros mediante la identificacion y

cuantificacion de las fuentes fundamentales de riesgo.

Para el cumplimiento del objetivo general se definen en la investigacion los siguientes

objetivos especificos:

1. Conocer el modelo de factor de descuento estocastico utilizado en la
valoracion de activos con el fin de exponer la problemaética asociada al bajo
rendimiento empirico del modelo de consumo “Consumption Capital Asset
Pricing Model” (CCAPM).

2. Explorar las funciones de utilidad y modelos de preferencias de los
inversores mas utilizadas en la valoracién de activos (modelos de habitos,
utilidad recursiva, modelos de preferencias heterogéneas y modelos de riesgo

idiosincratico).
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3.

Revisar las medidas de dispersion salarial utilizas en la literatura para
evaluar el funcionamiento del modelo de riesgo idiosincratico propuesto por
Constantinides y Duffie (1996) en los mercados financieros.

Analizar la evolucion de la dispersion salarial en los paises de la OCDE en
los ultimos 50 afios, asi como los principales determinantes de la desigualdad
como son la globalizacion y el progreso tecnoldgico (Dabla-Norris et al.,
2015; OECD, 2011).

Evaluar empiricamente el impacto del riesgo idiosincratico en los mercados
de capitales a través del Método Generalizado de los Momentos
“Generalized Method of Moments” (GMM).

Considerar el conjunto de informacion disponible para los inversores que
condiciona su toma de decisiones mediante la utilizacion de variables

instrumento en la estimacion o metodologia conditioning down.

1.2 Metodologia

La presente Tesis Doctoral utiliza el enfoque del factor de descuento estocastico para

representar los precios de los activos y el método generalizado de los momentos

(GMM) para la evaluacion empirica del modelo. Ambos enfoques se pueden resumir en

las siguientes formulas (Cochrane, 2005):

Pt = E(Myy1Xe41),

m;; = f(datos, parametros),

La principal ventaja del enfoque del factor de descuento estocastico es su simplicidad y

universalidad. Tradicionalmente en finanzas se han aplicado supuestos y desarrollado

modelos de valoracion distintos para las acciones, los bonos y las opciones. Sin
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embargo, a través del factor de descuento estocastico se demuestra que es posible
representar el universo de activos existente en los mercados financieros bajo unos
supuestos generales adaptables a las caracteristicas de cada contrato. De esta forma, las
acciones, los bonos y las opciones no son mas que casos especiales dentro de la teoria
general de valoracion cuya idea central es la equivalencia entre el precio de un activo y

el producto entre sus flujos de caja y el factor de descuento estocastico.

En segundo lugar, la separacion entre las fases de especificacion del modelo (segunda
ecuacion) y de representacion empirica (primera ecuacion) supone otro argumento a
favor de este enfoque. Gracias al Teorema de la Equivalencia (Dybvig & Ingersoll,
1982; Hansen & Richard, 1987; Roll, 1977; S. A. Ross, 1978) podemos elegir los
factores f() para formular predicciones en términos de rentabilidad, momentos
condicionales, betas, incluso elegir entre la versidn discreta o continua del modelo, entre
otras opciones. Aungue aparentemente distintas, estas representaciones se encuentran
conectadas entre si a través del factor de descuento estocastico facilitando la

interpretacion de los resultados empiricos en su forma mas adecuada.

En tercer lugar, al utilizar factores de descuento en lugar de carteras de inversion se
simplifica la demostracién de los supuestos de partida del modelo. Por ejemplo, es méas
sencillo demostrar la existencia de un factor de descuento positivo que comprobar una a
una que todas las posibles combinaciones de una cartera que es dominada por otra,

tienen un precio superior (Cochrane, 2005).
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PARTE IlI: MARCO TEORICO Y
REVISION DE LA LITERATURA
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2. EL MODELO DE FACTOR DE DESCUENTO ESTOCASTICO

En el presente capitulo se estudia el enfoque dominante en la investigacion académica
contemporanea sobre valoracion de activos: el factor de descuento estocastico (Hansen
& Richard, 1987; Harrison & Kreps, 1979; S. Ross, 1978; Rubinstein, 1976). La seccion
2.1 presenta la ecuacion basica de fijacion de precios en entornos de ausencia de
incertidumbre y de riesgo. En la seccion 2.2 se profundiza en el factor de descuento
estocastico bajo la hipotesis de mercados completos lo que implica que existe perfecta
comparticién del riesgo entre los individuos. En la seccidon 2.3 ampliamos el estudio al
caso de imperfecta comparticion del riesgo a través del enfoque de Hansen y Richard
(1987) conocido como diagrama de estados de la naturaleza. Esto permitird demostrar la
existencia del factor de descuento positivo en el entorno de mercados incompletos
siempre que se cumplan la ley de precio unico y la condicion de ausencia de arbitraje.
Para ello se presentan los argumentos siguiendo la organizacién de razonamientos
planteada en el libro de Cochrane (2005). La seccion 2.4 analiza modelo de betas y la
representacion media-varianza que convergen en el modelo del factor de descuento
estocastico como demuestra el Teorema de la Equivalencia (Dybvig & Ingersoll, 1982;
Hansen & Richard, 1987; Roll, 1977; Ross, 1978). Finalmente la seccion 2.5 profundiza

en el uso de informacién condicionada en los modelos de valoracién de activos.

2.1 Ecuacidn basica de fijacion de precios
La ecuacion de fijacion de precios se basa en la decision mas fundamental que un
inversor debe tomar sobre su dinero: cuanto gastar y cuanto ahorrar Cochrane (2005).
En el momento presente el inversor puede decidir consumir un poco menos con el fin de
invertir ese dinero en el mercado y obtener asi una recompensa futura. La pérdida de

satisfaccion o utilidad marginal por reducir hoy su consumo debe verse compensada por
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la expectativa de recibir la recompensa. Si esta igualdad no se cumple, entonces el
inversor deberd reajustar las cantidades a gastar o invertir hasta conseguir que la
ganancia y pérdida en utilidad marginal sean equivalentes. En términos financieros, se
dice que el precio de un activo debe ser igual al valor esperado de sus flujos de caja o
recompensas descontadas, utilizando como tasa de descuento la utilidad marginal del
inversor. Esta es la idea central que rige el funcionamiento de los mecanismos de
fijacion de precios en los mercados financieros y que a continuacion se desarrollan

mediante la adecuada formulacién.

Comenzamos expresando la recompensa futura de un activo financiero como x,,;. Si el
activo es cuestion se tratara de una accion, por ejemplo, su recompensa estaria formada
por el precio de venta de la accién mas el dividendo correspondiente, es decir: x,,; =
d:+1 + pe+1- La recompensa futura es una variable aleatoria ya que el inversor no
conoce con certeza su cuantia, aunque si se pueden estimar las probabilidades de
algunos de sus resultados. Ademas, es necesario considerar la funcion de utilidad del
inversor que determina cuanto de valioso es el activo para él o ella. En un primer paso

definimos la relacidon entre el valor del consumo actual y futuro como:

U(ces crr1) = ulcy) + BE[ulcesr)] (1.1)

donde c; es el consumo en el momento t y B es el factor de descuento. La funcion de
utilidad es creciente ya que un mayor nivel de consumo proporciona al inversor una
mayor satisfaccion. Otra caracteristica es su concavidad lo que refleja la disminucion de
satisfaccion o utilidad marginal por cada unidad de consumo adicional. El factor de
descuento S recoge la primera de las caracteristicas descritas: la impaciencia del
inversor por consumir mas hoy, mientras que la curvatura de la funciéon de utilidad
determina la aversion al riesgo 0 miedo a reducir la capacidad de consumo.
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Asumimos ahora que el inversor puede comprar y vender libremente tanto del activo
anterior como quiera a un precio p;. La cuestion radica en cuanto del activo comprar y
cuénto vender. Para ello planteamos el siguiente problema de optimizacién donde e es

el nivel de consumo inicial y £ es la cantidad del activo que decide comprar:

méelxu(ct) + E¢[Bu(cesq)] (1.2)

sujeto a las siguientes restricciones:
Ct = € — Pe§

Ct+1 = €41 T X418 (1.3)

Sustituyendo las restricciones en el problema (ecuacion 1.2) e igualando a cero las

derivadas respecto ¢, obtenemos la condicion de primer orden del inversor:

peu’(cr) = Ec[fu’(Cear)Xes1] (1.4)

O de manera equivalente,

“(Ct41 15
pe = E¢ lﬁ %tct))xtﬂl (3)

La ecuacion 1.4 expresa la relacion fundamental de equilibrio explicada al comienzo del
capitulo. En el nivel éptimo, la pérdida en utilidad que el inversor experimenta al
comprar una unidad adicional del activo p,u’(c;) es igual al incremento descontado y
esperado en utilidad que obtiene por la recompensa E;[Bu’(cty1)Xr41]. El inversor

comprara mas o menos del activo hasta que la condicion de primer orden se cumpla, es

17



Estudio del impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacion de
precios en los mercados de capitales.

decir, hasta que se cumpla la igualdad. Despejando p, obtenemos la ecuacién 1.5 que
nos permite obtener el precio de un activo dada una recompensa x;,; y una decision de

CoONSUMO Cpy1, Cy.

2.1.1 La relacién marginal de sustitucion y el factor de descuento estocastico

El factor de descuento estocéstico es la expresion que se utiliza para calcular el valor
presente de una recompensa a obtener en el futuro (Cochrane, 2005). El término
estocastico hace referencia a que el modelo no es determinista, es decir, las variables
son susceptibles de cambiar aleatoriamente en el tiempo por lo que su resultado no se

puede predecir con certeza. De esta forma, definimos el factor de descuento estocéstico

Mpyq:

u(Ces1) (1.6)

M1 =P w(cy)

m;,, Se define como la tasa a la que los inversores renunciar a consumir c¢; hoy para

consumir c;,; mafiana. Por ello se conoce también como tasa marginal de sustitucion.

Sustituyendo m;,, en la ecuacion 1.5:

P = E¢[meyq1x44] (1.7)

donde el precio y la esperanza se encuentran condicionados al momento t mientras que

la recompensa y el factor de descuento estan referenciados al momento ¢t + 1.

Si asumimos que no existe incertidumbre en el mercado, podemos expresar los precios a

través de la formula del valor presente como:
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1 (1.8)
P = ﬁxt+1

Donde R/ es el activo libre de riesgo bruto y 1/R’es el factor de descuento.

Generalmente R/ > 1 por lo que el activo se venderia bajo la par o con descuento.

Sin embargo, la mayoria de activos tienen precios menores al activo libre de riesgo

debido a la existencia de incertidumbre en los mercados. De esta forma:

. 1 . 1.9
Pt = ﬁEt[xéﬂ] (1.9

donde el exponente indica que cada activo de riesgo i debe ser descontado a una tasa

especifica ajustada a su nivel de riesgo 1/R".

La ecuacion 1.7 se conoce también como ecuacion fundamental de precios porque
permite incorporar los ajustes al riesgo de todos los activos a través de un Unico factor
de descuento estocéastico m;,.,. Es decir, todos los activos tienen el mismo m;,,. Sin
embargo, las correlaciones entre los componentes aleatorios de m y la recompensa que
cada activo ofrece x' no son las mismas, y esto es precisamente lo que da lugar a la

fijacion de diferentes precios.

2.1.2 El activo libre de riesgo

Podemos utilizar la ecuacion 1.7 para expresar rendimientos en lugar de precios. Si
invertimos un euro hoy, el rendimiento viene definido por la cantidad de euros que
recibiremos mafana. Es decir, que un rendimiento es un activo de precio igual a uno

(Cochrane, 2005). Adaptando la ecuacion 1.7 al caso de rendimientos, se obtiene que:
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1 = E(mR) (1.10)

Donde R representa rendimientos brutos. Utilizando la férmula anterior, podemos

describir el activo libre de riesgo como:

R/ = 1/E(mR) (1.12)

La expresion anterior implica que si R/ fuera negociado en un mercado, los inversores

simplemente se mostrarian indiferentes a comprarlo o venderlo.

Para analizar el comportamiento de los tipos de interés reales en el mercado utilizamos
la funcion isoelastica de utilidad o power utility function u'(c) = c¢~Y. Asumiendo

certeza absoluta sobre los rendimientos, tenemos que el activo libre de riesgo es:

B

Rf =1 (ctﬂ)y (1.12)
Ce

Identificamos en la ecuacion anterior tres efectos de los tipos de interés sobre el

consumo (Cochrane, 2005):

1. Primero, los tipos de interés reales son altos cuando los consumidores se
comportan de manera impaciente. O lo que es lo mismo, cuando S es bajo. En
otras palabras, si la impaciencia se aduefiara de los consumidores empujandoles
a gastar su dinero hoy, haria falta una subida de los tipos de interés lo
suficientemente grande como para convencerles de que guarden su dinero.

2. Segundo, el crecimiento del consumo aumenta si los tipos de interés son altos.

La subida de los tipos de interés premia el ahorro, es decir, motiva a los
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inversores a recortar hoy su gasto e invertir el excedente para obtener una
recompensa que le permita aumentar su consumo mafana.

3. Tercero, los tipos de interés reales son més sensibles al crecimiento del consumo
a medida que aumenta el pardmetro y. A su vez, el parametro y regula la
curvatura de la funcion de utilidad. De esta forma, si la pendiente de la curva es
muy alta significa que los inversores prefieren mantener un patron de consumo
estable en el tiempo y si la pendiente es baja indicaria cierta predisposicion del
inversor a reajustar su consumo ante cambios en los tipos de interés. De esta
forma, a medida que la curva es mas pronunciada es necesario una mayor subida
de los tipos de interés para convencer a los inversores de que adapten su patron

de consumo.

A continuacién incorporamos la incertidumbre en el mercado suponiendo que el
crecimiento del consumo sigue una distribucion logaritmica normal. En este caso, el

nuevo tipo de interés libre de riesgo es:

2
y (1.13)
rtf =8 +yE,(Alncpyq) — 5 o?(Alnceyq)

Donde rtf =In R[, B=e%y Alncy; =Inceyq —Ince.

Comprobamos que en la ecuacion 1.13 se mantienen los tres efectos de los tipos de
interés sobre el consumo analizados en el caso determinista. EI parametro § que
representa la impaciencia empuja a los consumidores a gastar mas haciendo aumentar
los tipos de interés para premiar el ahorro y provocar una subida en el consumo del
mafana. Finalmente, y mide la sensibilidad del crecimiento del consumo ante cambios
en los tipos de interés, siendo mas sensible cuanto mayor es el cambio. Aparece un

tercer elemento en la ecuacion 1.13 que recoge un nuevo efecto conocido como el
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ahorro por precaucién o precautionary savings. Cuando el consumo es mas volatil, los
consumidores sienten una mayor preocupacion por los estados en los que el consumo es
bajo (una crisis, por ejemplo), que placer por los estados en los que el consumo es alto
(época de auge econdémico). Esto provoca que prefieran el ahorro frente al gasto

produciendo una caida inmediata de los tipos de interés.

2.1.3 Activos de riesgo
Utilizando la definicion de covarianza: cov(m,x) = E(mx) — E(m)E(x) podemos
reescribir p = E(mx) como se indica a continuacion:

p = E(m)E(x) + cov(m, x) (1.14)

Sustituyendo el activo libre de riesgo de la ecuacion 1.12:

= % + cov(m, x)

(1.15)

El primer término es la formula de descuento al momento presente en un entorno sin
riesgo, es decir, si el consumo fuera constante y la funcion de utilidad lineal. EIl segundo
término es la tasa de ajuste al riesgo. Un activo cuya covarianza con el factor de
descuento es positiva tendrd un precio mayor, mientras que si la covarianza es negativa
tendra un precio menor. Si expresamos la covarianza en términos de consumo en la

ecuacion 1.15:

_E(x) cov[Bu(Cep1), Xp41] (1.16)
P="rr + u'(cp)
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podemos observar que la utilidad marginal u’(c) disminuye a medida que el consumo
aumenta. Este efecto se explica por la actitud de rechazo que experimenta un inversor
ante la incertidumbre sobre el consumo. Tomemos como ejemplo un activo cuya
covarianza con el consumo es positiva, es decir, aquel activo que recompensa cuando
mas afortunado te sientes y penaliza cuando més pobre te encuentras. La covarianza
positiva de este activo contribuird a aumentar la volatilidad en el consumo, lo que
disuade al inversor de su compra a ese precio. En cambio, un activo cuya covarianza
con el consumo sea negativa contribuye a reducir la volatilidad en tu cesta de la compra
lo que lo convierte en muy valioso al margen de la rentabilidad que ofrezca. Un ejemplo
de activo cuya covarianza es negativa lo encontramos en los seguros, cuya recompensa
se materializa en caso de sufrir un robo o accidente. Aunque el precio del seguro sea
mayor a su valor esperado en el momento presente, la cobertura que proporciona en

caso de robo compensa el sobreprecio a pagar.

Finalmente adaptamos la ecuacion 1.16 para el caso de rendimientos:

1 = E(m)E(R") + cov(m, RY) (1.17)

Utilizando R/ = 1/E (mR) tenemos que:

E(RY) — R/ = =R/ cov(m, RY) (1.18)

0 de manera equivalente:

_ COV[u,(Ct+1)' R£+1] (1.19)
Efu'(ct41)]

E(RY)—RS =
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En resumen, la teoria de valoracion de activos sugiere que, aunque puedan variar en el
tiempo y de activo en activo, los rendimientos esperados y descontados al momento
presente siempre deben ser igual a 1. Ademas, los activos siempre ofrecen una
rentabilidad libre de riesgo R/ mas una compensacion ajustada al riesgo. Los activos
cuya covarianza con el consumo es positiva hacen aumentar el riesgo de la cartera por
lo que los inversores exigen una mayor compensacion por ello. Al contrario, los activos

cuya covarianza con el consumo es negativa ofrecen rentabilidades més bajas.

2.1.4 El riesgo idiosincratico

Asumimos un activo cuya recompensa es muy Volatil, es decir, existe una gran
incertidumbre sobre sus futuros pagos si decidimos adquirirlo. La intuicion nos dice
que este activo deberia ser ajustado a una tasa por el riesgo mayor a la del resto de
activos. Sin embargo, si no existe relacion entre ese activo y su consumo, al activo no
sera ajustado por el riesgo y por tanto su rentabilidad esperada sera igual a la del activo

libre de riesgo. Es decir:

E(x) (1.20)
RS

covim,x) =0 - p=
Sin importar la magnitud de la volatilidad del activo en cuestion, si la capacidad de
consumo del inversor no se ve afectada entonces la recompensa por asumir ese riesgo
para el inversor sera nula. Aquella parte de x no correlacionada con m recibe el nombre
de riesgo idiosincratico, mientras que la parte correlacionada se conoce con el nombre
de riesgo sistematico. Obviamente, si la rentabilidad esperada por el riesgo

idiosincratico es cero, su precio también serd cero. En otras palabras, el riesgo
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idiosincratico no tiene implicaciones en el precio de un activo, solo el riesgo sistematico

es capaz de influir en el precio de los activos.

2.2 Mercados completos y perfecta comparticion del riesgo

En esta seccion profundizamos en la ecuacion de fijacion de precios p = E (mx) bajo la
estructura de mercado mas simple: derechos contingentes o contingent claims, cuya
explicacion se realiza siguiendo los razonamientos de Cochrane (2005) y Campbell
(2017). Este enfoque nos permite la representacién de los precios de una manera mas
intuitiva y visual facilitando asi la demostracion de la existencia del factor de descuento

estocastico positivo en un entorno de mercados completos.

2.2.1 Los derechos contingentes o contingent claims

Para introducir el concepto de derecho contingente consideramos un modelo en tiempo
discreto con S estados de la naturaleza s = 1...S cuya probabilidad de ocurrencia m(s)
es positiva. Si el modelo realizara predicciones meteoroldgicas, por ejemplo, entonces
se podrian proponer dos estados de la naturaleza S =2 donde s = sol 0 s = lluvia.
Un derecho contingente o contingent claim es un activo que paga un euro (0 una unidad
del bien consumido) en un estado de la naturaleza s que sucederd mafiana, y nada en
cualquier otro estado de la naturaleza Cochrane (2005). Retomando el ejemplo anterior,
el derecho contingente pagaria un euro si mafiana amanece soleado o nada si lo hace
lluvioso. El precio que tenemos que pagar hoy por adquirirlo es ps(s) donde s indica el

estado en el que el activo pagara.

La hipotesis de mercados completos implica que existe un derecho contingente para

cada estado de la naturaleza Cochrane (2005). El inversor puede adquirirlo
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directamente, o bien replicarlo a través de otros activos. Utilizando el ejemplo de las
predicciones meteoroldgicas, es posible replicar el derecho contingente a través de una
cartera que contenga dos activos. El primer activo paga 2 euros si mafiana hace sol y 1
euro si amanece lluvioso, es decir, x; = (2,1), y el segundo activo, que es libre de

riesgo, paga un euro en ambos estados, x, = (1,1).

Para demostrar de la existencia del factor de descuento estocastico en entornos de
mercado completo es preciso la realizacion de dos supuestos: ausencia de oportunidades
de arbitraje y precio unico. En primer lugar, el asumir que no existen oportunidades de
arbitraje en el mercado implica necesariamente que los precios de los derechos
contingentes son positivos en cualquier estado de la naturaleza Cochrane (2005). Si los
precios pudieran ser cero 0 negativos para ciertos estados se crearia una oportunidad de
arbitraje. Esta seria aprovechada rapidamente por los inversores que podrian adquirir el

bien hoy a coste cero con probabilidad de recibir una recompensa mafiana.

En segundo lugar, la ley del precio Unico afirma que dos activos que ofrecen
recompensas idénticas en un estado de la naturaleza tienen que tener exactamente el
mismo precio. En caso contrario, esto podria originar nuevas oportunidades de arbitraje
mediante la compra del bien de precio bajo y la venta del bien de precio alto de forma

gue un inversor astuto ganaria un beneficio extra sin riesgo de pérdida.
Bajo la hipotesis de mercados completos y cumpliéndose las condiciones de ausencia de

arbitraje y precio Unico, se puede afirmar que el factor de descuento m(s) existird y sera

igual al precio de los derechos contingentes entre su probabilidad de ocurrencia:

_ pe(s) (1.21)
- n(s)

m(s)
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Segun Cochrane (2005), un activo se puede representar como un conjunto de derechos
contingentes cada uno de los cuales tiene su propio precio pc(s) y recompensa x(s) en

cada estado de la naturaleza s:

p(x) = Z pc(s)x(s) (1.22)

Cochrane (2005) se refiere a la igualdad anterior de manera humoristica como la “teoria
del Happy Meal”. En un mercado sin costes ni restricciones a la transaccion, el precio
del Happy Meal debe ser igual al precio de la hamburguesa, las patatas fritas, la bebida
y el juguete.

A continuacién multiplicamos y dividimos la ecuacién 1.22 por la probabilidad de

ocurrencia m(s). Al sustituir m(s) y tomar esperanzas tenemos que:

(1.23)

P = Y 1O E 2w = Y rm(sI(s) = B

N

La ecuacion 1.23 es la conocida ecuacion fundamental de valoracion de activos y
expresa el precio de un activo en funcion de las expectativas de recompensa futura
ajustadas por un factor de descuento m. A continuacion utilizamos la ecuacion 1.23 para
expresar algunas cuestiones clasicas financieras mediante el enfoque de los derechos

contingentes presentado en esta seccion.

2.2.2 El activo libre de riesgo

Se considera un activo sin riesgo cuya recompensa es x(s) = 1 en todos los estados de

la naturaleza. El precio de este activo es igual a:
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pl =) pels) = E(m) (1.24)

Por tanto el tipo de interés libre de riesgo seria:

1 1 (1.25)
fo o~
L+ R = 55 = os

Si asumimos que los inversores son neutrales al riesgo, entonces las probabilidades de
ocurrencia de los diferentes estados serdn m*(s) en lugar de m(s). Las probabilidades

“neutrales al riesgo” se definen a continuacion:

n*(s) = (1 + R ) m(s)n(s) (1.26)

Finalmente reemplazamos en la formula de valoracion de activos como sigue:

Zn*(s)x(s) - 1E ;(’;)f (1.27)

PO =137

N

Las probabilidades neutrales al riesgo otorgan mayor peso o importancia a los estados
de la naturaleza en los que la utilidad marginal m es mayor. El caso contrario seria el de
un inversor averso al riesgo que concede un mayor peso o importancia a los estados de
la naturaleza menos placenteros, o en los que la utilidad marginal sea menor. Por
ejemplo, un viajero con panico a volar concederd una importancia superior a la
probabilidad de sufrir un accidente de avion. A través del enfoque de derechos
contingentes se pone de manifiesto que la toma de decisiones no se basa solo en
priorizar las situaciones mas probables, sino también aquellas situaciones improbables

pero con consecuencias desastrosas Cochrane (2005).
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2.2.3 Maximizacion de la utilidad

Dado un inversor que maximiza su funcién de utilidad en relacion al consumo y otorga
unas probabilidades de ocurrencia objetivas m(s) a los diferentes estados de la

naturaleza. El inversor maximizaria su utilidad conforme a la siguiente expresion:

(nax, u(c) + z pr(s)ulc(s)] (1.28)

Sujeto a la siguiente restriccion presupuestaria:

c+ Z pc(s)c(s) =y + Z pc(s)y(s) (1.29)

donde c representa el consumo inicial del individuo, y representa su nivel inicial de
riqueza e y(s) es la riqueza que obtendria en cada estado de la naturaleza. La condicion

de primer orden para el inversor quedaria de la siguiente forma:

Br(s)u'[c(s)] = pe(s)u'(c) (1.30)

La parte derecha de la igualdad (ecuacién 1.30) se corresponde al incremento marginal
en la utilidad del inversor resultante de la compra de una unidad adicional del derecho
contingente en el estado de la naturaleza s. La parte izquierda de la igualdad se
corresponde a la pérdida de utilidad del inversor causada por la reduccion del consumo.
En el nivel 6ptimo, ambos efectos marginales provocados por la adquisicién del derecho

contingente deben compensarse.

Reorganizando los términos en la ecuacion anterior tenemos:
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pe(s) _ wle(s)] _ (1.31)
T[(S) - :8 ul(c) - m(S)

donde m(s) es la tasa marginal de sustitucion que indica el nivel al cual los inversores
renuncian a consumir en el estado 2 por consumir en el estado 1 a través de la compra y
venta de derechos contingentes. También es conocida como factor de descuento
estocéstico y es el punto de partida del modelo de consumo o CCAPM que retomaremos

mas adelante.

2.2.4 Comparticion del riesgo

Se considera dos inversores iy j cuyas expectativas o creencias sobre la probabilidad
de ocurrencia de cada estado en el futuro coinciden. Si los precios son iguales para
todos los inversores, entonces el crecimiento de la utilidad marginal también debe ser el
mismo. Por tanto:

() o u(ely) (132)

wie)  w(d)

B

Si ademés se asume que los inversores i y j tienen la misma funcion de utilidad,

entonces el crecimiento de sus consumos también coincide:

Cirt _ Ctaa (1.33)

L ]
Ct Ct

O bien de forma mas general, las variaciones en el consumo de los inversores i y j se

encuentran perfectamente correlacionadas. Esta situacion conocida como perfecta
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comparticién del riesgo se da en mercados completos donde los inversores tienen las
mismas expectativas o creencias homogéneas. En un mercado completo todos los
inversores comparten los mismos riesgos en el sentido de que, si un activo sufre una
caida en el precio, el impacto sobre el consumo sera el mismo para todos los inversores.
Esto no significa que todos los inversores tengan el mismo poder adquisitivo o nivel de
consumo, sino que en un mercado perfecto los efectos de la caida los sufrirdn tanto ricos

como pobres en la misma medida (Cochrane, 2005).

Bajo el supuesto de perfecta comparticion del riesgo se dice que la asignacion del
consumo es Optima en el sentido de Pareto. Suponiendo que un planificador social se
encargara de maximizar la utilidad de todos los inversores en una economia a través del
reparto de un determinado consumo a nivel agregado cf. A continuacion se plantea el

problema de maximizacion:

max A;E Z Btu(cl) + NE Z ,Btu(cg) (1.34)
t t

- i PR
sujeto a la condicion presupuestaria c¢; +c; = ¢/ donde 4; y A; son los pesos o
ponderaciones otorgadas por el planificador social a cada inversor para conseguir el

objetivo propuesto de maximizacion de utilidad.

La condicién de primer orden del planificador social equivale a:

A (cf) = Aju’(cg) (1.35)

Lo que lleva nuevamente a la situacion de perfecta comparticion del riesgo entre los
inversores. Desde esta dptica, solo los riesgos o shocks agregados deben tener en cuenta

en la valoracién del precio de los activos ya que los riesgos de tipo idiosincratico seran
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equitativamente compartidos entre los inversores. De hecho, solo 1/N de este riesgo se
convertira en shock agregado por lo que el factor de descuento realmente no se vera
afectado por riesgos individuales. Aunque la realidad se aleja considerablemente del
supuesto de perfecta comparticion del riesgo (Cochrane, 1991; Mace, 1991), la utilidad
principal de los mercados financieros para muchos inversores ha sido y sigue siendo
hoy en dia la de poder compartir riesgos individuales que afectan a sus negocios,
familias o posesiones. Pensemos, por ejemplo, en contratos tan antiguos como el de
futuros que nacen en Japdén en 1600 con el objetivo de asegurarse el precio de la

cosecha de arroz con el objetivo de protegerse ante una adversidad climatoldgica.

2.2.5 Creencias heterogéneas

En la seccion anterior se asume que los inversores tienen las mismas creencias o
expectativas sobre la probabilidad de ocurrencia de los diferentes estados de la
naturaleza. En esta seccion modificamos este supuesto para incluir a los inversores con
creencias heterogéneas, aunque la funcion de utilidad se mantiene igual a para todos
ellos. De acuerdo a Campbell (2017), el inversor j maximizaria su utilidad conforme a

la siguiente expresion:

max u(c;) + PNZIOEIO) (1.36)

Sujeto a la restriccion presupuestaria:

¢+ Z pc(s)ci(s) =y; + Z pc(s)y;(s) (1.37)
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donde m;(s) representa la probabilidad subjetiva que el inversor j otorga a cada estado y

pc(s) los precios de los activos fijados por el mercado, es decir, los mismos precios

para todos los inversores.

La condicién de primer orden para el problema de maximizacion (ecuacion 1.36) es:

B (s)u'[cj (s)] = pc(s)u'(cy) (1.38)

Por tanto, para cualquier estado de la naturaleza s y un inversor j tenemos que:

_ Bm()[g(s)] (1.39)

u'(cj)

pc(s)

donde el precio para un estado s viene determinado por el producto entre las
probabilidades subjetivas dadas por el inversor y la utilidad marginal obtenida en el
estado s. Si dividimos la ecuacion anterior entre las probabilidades de ocurrencia

objetivas, tenemos que el factor de descuento m es igual a:

_pe(s) (n,- (s)) <ﬁu'[c,- <s>]> (1.40)

) =7 = 2o )\ v

m(s)

De la ecuacion 1.40 se desprende que la volatilidad del factor de descuento depende de
la volatilidad de la desviacion de m;(s) respecto a m(s), o bien de la volatilidad de la
utilidad marginal. En otras palabras, m(s) depende de cuanto cambian las expectativas
del inversor en relacion a cada estado, y de la variabilidad de la utilidad marginal de
estado en estado (Campbell, 2017). Podemos interpretar que los inversores ricos (0 que

mas consumen) son lo que han apostado mas dinero en los estados con menos
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probabilidad de ocurrencia objetiva. Esto significa que su riqueza se debe a la

combinacion de un golpe de suerte y una apuesta arriesgada.

2.3 Mercados incompletos

En esta seccion abandonamos la hipotesis de mercados completos para demostrar la
existencia del factor de descuento estocastico en un entorno mas parecido a la realidad.
Si los mercados son incompletos, es decir, si los inversores no pueden cubrirse ante
cualquier contingencia, entonces no existiria un factor de descuento Unico sino que
encontrariamos multitud de ellos (Cochrane, 2005). El objetivo de esta seccién es
demostrar que al menos uno de ellos es positivo y cumple con la ecuacion fundamental
de precios p = E(mx), para lo cual se exponen los argumentos conforme a los textos
de Cochrane (2005) y Campbell (2017). La representacion grafica de los precios
mediante el enfoque de Hansen and Richard (1987) cobrar& una especial relevancia en
esta seccion debido a la mayor complejidad en la estructura del mercado, lo que

introduce al calculo matricial y a la representacion vectorial de los activos.

2.3.1 Diagrama de estados de la naturaleza

Para representar graficamente los precios utilizamos vectores de forma que a cada

estado de la naturaleza le corresponden una recompensa y un precio (Cochrane, 2005):
pc = [pc(1) .. pcS)]

x=[x1) .. x(8)] (1.41)
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donde S representa el conjunto de estado de la naturaleza para s =[1 .. S]|'.Enel
siguiente grafico representamos Ginicamente dos estados de la naturaleza R? donde el eje
de abscisas representa la recompensa obtenida si sucede s = 1 y el eje de ordenadas la
recompensa si sucede s = 2. Para la representacion de tres estados de la naturaleza R3
es necesaria la conversion de los vectores de lineas a planos, de forma que sea posible

recoger las tres dimensiones.

Figura 2.1. Espacio de recompensas X generado por una (izquierda) o dos recompensas

(derecha).
Unica recompensa x en R? Dos recompensas x; Y x, en R3
Estado 2 Estado 2

A A

- -

Estado 1 Estado 1

‘Qs

Fuente: adaptado de Cochrane (2005).

Sabemos que el vector de precios de los derechos contingentes debe ser positivo ya que
muestra la relacion marginal de sustitucion m(s) = u'[c(s)]/u’(c) donde la funcion de
utilidad del inversor es creciente y la utilidad marginal es siempre positiva. Como
consecuencia, graficamente el vector de precios se representara siempre en el primer

cuadrante.
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Figura 2.2. Precios de los derechos contingentes pc en cada estado de la naturaleza.

Estado 2

>
Estado 1

Fuente: adaptado de Cochrane (2005).

Por otro lado, de la ecuacién 1.22 se deduce que el precio de un activo viene dado por el
producto entre su recompensa y el valor del derecho contingente. Graficamente
podemos representar los precios como hiperplanos perpendiculares al vector de
derechos contingentes pc(s). Por ejemplo, el primer plano p = 0 representa los excesos
de rendimiento mientras que el plano por encima p = 1 representa los rendimientos
entre los que naturalmente se encuentra el activo libre de riesgo R”. Si consideramos pc
y x como vectores, entonces el precio viene dado por el producto matricial entre el

precio del derecho contingente y su recompensa:

36



Lucia Galicia Sanguino

p() = ) pe()x(s) = Ipel x [projCx|po)| (1.42)

Es importante recordar que si dos vectores son ortogonales, es decir, si el punto de
origen del primer vector crea un angulo de 90° con respecto al otro vector, entonces su
producto matricial es igual a cero. Precisamente esta es la razon por la que el primer
plano de precios perpendicular al vector pc representa los excesos de rendimiento cuyo

precio es igual a cero (p = 0).

2.3.2 La ley de precio unico

Se define el espacio de recompensas o payoff space como el conjunto de todas las
recompensas que el inversor puede obtener mediante la adquisicion de activos.
Siguiendo los textos del libro de Cochrane (2005) sobre los trabajos previos de Harrison
y Kreps (1979), Ross (1978) y Rubinstein (1976), se exponen a continuacion las
hipdtesis y teoremas para la demostracion del factor de descuento en el entorno de

mercados incompletos.
Hipotesis 1 (Formacion de carteras) x;,x, € X = ax; + bx, € X

La primera hipotesis permite a los inversores crear carteras libremente mediante la
combinacion lineal de activos que se encuentren en el espacio de recompensas X. Se
toma el ejemplo de un inversor cuya cartera contiene activos que cotizan en la bolsa de
Nueva York. El espacio de recompensas estaria formado por todas las carteras o
combinaciones lineales de los activos originales. En cambio, el espacio de recompensas
del inversor seria X = {c’x} donde x es el vector de rendimientos y c el vector de

proporciones o pesos de cada activo en la cartera.

Hipétesis 2 (Ley de un Unico precio) p(ax; + bx,) = ap(x;) + bp(x,)
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La segunda hipdtesis permite expresar el precio de un activo como combinacion lineal
de otros dos activos de forma que el precio conjunto es igual al desembolso de ambos
activos por separado. Siguiendo con el ejemplo anterior, el precio a pagar por adquirir la
cartera del inversor neoyorquino debe ser exactamente igual al precio de los activos
incluidos en la proporcién en la que estos se encuentren. Este supuesto es clave para
evitar la presencia en el mercado de dos activos exactamente iguales pero con precios
diferentes lo que supondria una oportunidad de arbitraje o beneficio inmediato para los
inversores mas avispados. De esta forma, la ley de precio Unico describe un mercado en
equilibrio en el que cualquier desajuste de precio entre activos seria rapidamente
eliminado por los inversores que comprarian el activo barato y venderian el caro hasta

igualar ambos precios.

Una vez establecidos los supuestos de partida a continuacion se presenta la
demostracion algebraica de la existencia de un factor de descuento en el espacio de

recompensas que satisface la ecuacion p = E(mx).

Dados S estados de la naturaleza y N recompensas o payoffs disponibles, nos
encontramos en un mercado incompleto en el que N < S. Podemos representar el
conjunto de recompensas como un vector x = [x(1) .. x(N)]' y al conjunto de
precios como otro vector p = [p(1) .. p(N)]" ambos en el espacio RN. Utilizando
la hipotesis H1 relativa a la formaciéon de carteras, podemos expresar el factor de

descuento x* como combinacion lineal de los activos x pertenecientes al espacio X:

x*=c'x (1.43)

De forma que seleccionando las proporciones adecuadas ¢ es posible conseguir un

factor de descuento que valore perfectamente los activos. O lo que es lo mismo, que el
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factor de descuento cumpla igualdad p(x) = E(xx'c). Despejando ¢ en la igualdad

anterior tenemos:

c=Exx)'p (1.44)

Siempre que E(xx') sea una matriz no singular, c existira y serd unico. A su vez, la
hip6tesis H2 garantiza que E(xx") es no singular por lo que la existencia de x* queda

asegurada en la siguiente ecuacion:

x*=p'E(xx")1x (1.45)

Es importante destacar que x* no es la unica combinacién lineal que cumple p =
E(mx). En un mercado incompleto existen infinitos factor de descuento de la forma
m=x"+¢ siendo E(xe) =E[x(m—x")] =0. O viceversa, x* puede ser
interpretado como la proyeccion de cualquier factor de descuento en el espacio de
recompensas. En otras palabras, es la cartera de activos disponible que mejor replica o
simula el comportamiento del factor de descuento y es conocida como “mimicking

portfolio”.

2.3.3 Ausencia de arbitraje

Una vez garantizada la existencia del factor de descuento estocéstico en el entorno de
mercados incompletos, es esta seccion se demuestra que al menos uno de los factores de
descuento es positivo. Se comienza definiendo la condicion de ausencia de arbitraje
para continuar con la demostracion de m > 0 a través de dos teoremas. El primer
teorema afirma que m > 0 implica ausencia de arbitraje. El segundo teorema utiliza la
observacion opuesta, afirmando que la ausencia de arbitraje asegura que m > 0 y la ley

de precio Unico se cumplen.
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Dado un espacio de recompensas X y una funcidon de precio p(x) la ausencia de
arbitraje garantiza con una cierta probabilidad positiva que no encontraremos
recompensas positivas o iguales a cero x = 0 cuyos precios sean negativos p(x) < 0.
En otras palabras, no se podran obtener futuras recompensas sin incurrir en coste
alguno. Los inversores deberan pagar un precio hoy por la posibilidad de obtener un

beneficio mafana.

Esta condicién es incluso mas restrictiva que la ley de un Unico precio. Conforme a
Campbell (2017), se toma el ejemplo de una economia cuyo mercado, completo o
incompleto, ofrece un activo cuyo precio es negativo. Esto no incumpliria la ley de
Unico precio pero si la condicion de no arbitraje ya que el inversor obtendria una
recompensa inmediata sin coste alguno asociado. La oportunidad de inversién atraeria
enormemente a los inversores provocando un aumento en la demanda del activo. Para
simular un entorno lo mas realista posible en el que estudiar los precios se asume la

ausencia de oportunidades de arbitraje.
Teorema 1 m > 0 implica ausencia de arbitraje

La ausencia de arbitraje es claramente una consecuencia directa de que el factor de
descuento sea positivo, y que el factor de descuento sea positivo es el resultado de

maximizar la utilidad marginal del individuo. Por tanto:

m(s)=f————>0 (1.46)

Esta condicion es indispensable para poder dar una explicaciébn macroeconémica al
comportamiento de los precios ya que asumimos que la utilidad marginal de los
inversores no puede ser negativa en ningun estado de la naturaleza. En otras palabras,
descartamos el caso en el que el inversor esta tan saciado que renuncia a la posibilidad

de poder ganar mas dinero.
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Formalmente, al asumir m > 0 sabemos que x > 0 en algunos estados de la naturaleza
y en otros x =0 . Asimismo, mx = 0 en algunos estados de la naturaleza con
probabilidad positiva y en otros mx = 0. Por todo ello, podemos concluir que con total

seguridad E(mx) > 0.
Teorema 2. Ausencia de arbitraje implicap = E(mx) ym > 0

Para la demostracion del segundo teorema se utiliza la representacion grafica de los
precios a través de vectores. En concreto, tenemos que demostrar que existe al menos un
vector estado-precio positivo. La idea central de la demostracion es que para cada plano
existe una linea o vector perpendicular a él, en este caso el plano incluye precios y
recompensas. De esta forma, el vector p = 0 seria el hiperplano que separa el primer

cuadrante de recompensas positivas y el segundo cuadrante de recompensas negativas.

Se comienza con la definicion del subespacio lineal Z en R x RS:

Z ={(-p(x),x); x e X} (1.47)

También se define C = R, x R3 como el subconjunto de vectores no negativos en

R X RS. La interseccion entre los subespacios Z y C contiene Gnicamente el vector de

ceros: ZNC = {_0}) El hecho de que los subespacios Z y C sean limitrofes y convexos y
que Z sea un subespacio lineal en R X RS permiten demostrar a través del “Teorema de
Separacion de Hiperplanos” que existe un funcion lineal F: R X RS - R tal que
F(a,b) > 0. Como cualquier funcién lineal puede ser representada a través de
productos matriciales por un vector, entonces existe un vector columna positivo
q € R3, tal que F(a,b) = a+ q'b. Finalmente, si F(—p(x),x) = 0 para todo x € X

tenemos que p(x) = q'x paratodo x € X.
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La clave de la demostracion es la funcion lineal F representada por un vector positivo
(1,q) capaz de valorar cualquier activo x en RS (no solo activos disponibles en X) a
través de F(—p(x),x) =0 o p(x) = q'x. En otras palabras, siempre y cuando se
cumpla la condicion de ausencia de arbitraje en un conjunto observable de activos,
existira una economia de mercados completos que pueda generar los precios de nuestros
activos. De hecho, existiran tantas economias de este tipo como factores de descuento

estrictamente positivos (Campbell, 2017).

Finalmente, es importante remarcar que en un mercado incompleto pueden existir
numerosos factores de descuento que cumplen con la ecuacion fundamental de fijacion
de precios. Sin embargo, no todos ellos seran positivos. Por ello es tan importante la

demostracion de que al menos uno es estrictamente positivo.

2.4 La frontera media-varianza y el modelo de betas

Existe una larga tradicion en finanzas de clasificar los activos en base a su valor medio
y varianza. En la seccién 1.1 vimos cdmo se podia descomponer el rendimiento de un
activo entre la tasa libre de riesgo y la tasa ajustada al riesgo cuyo valor es determinado
por la covarianza entre el activo y el factor de descuento m. Esta seccién se centra en la
tasa ajustada al riesgo al objeto de identificar los factores que generan dicha

rentabilidad.

2.4.1 La representacion del rendimiento y el riesgo de los activos: el modelo de betas

En base a la ecuacion 1.18 es posible expresar el rendimiento de un activo como:

E(R) = R + (cov(Ri’m)) <_ var(m)) (1.48)

var(m) E(m)
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O de manera analoga:

E(RY) =R' + BimAm
(1.49)

Donde B; Y A Son los parametros de la regresion y R es la constante o interseccion
del modelo. Este es el conocido como “modelo de betas” o “beta pricing model” donde
el rendimiento de un activo es proporcional a f;,,. Mientras que 4,, es el mismo para
todos los activos, ya que depende de la varianza y valor esperado de m, f3; ., si varia de
activo en activo en funcion de su relacién con m. Por ello, nos referimos a 4,, como el
precio del riesgo y B; ,, como la cantidad de riesgo de cada activo i. En la seccion 2.1 de
la presente Tesis Doctoral se describe el riesgo sistematico como aquella parte de la
recompensa correlacionada con el factor de descuento estocastico, y que por tanto tiene
implicaciones en el precio. Podemos comprobar mediante el modelo de betas que el
rendimiento de un activo es proporcional a f;,,, es decir, es proporcional a la
“cantidad” de riesgo sistematico asumido. Por otra parte, el precio del riesgo A,, €S
negativo ya que los rendimientos esperados se encuentran positivamente
correlacionados con el crecimiento del consumo, y por tanto, negativamente

correlacionados con el crecimiento en utilidad marginal.

Expresamos a continuacion el modelo de betas (ecuacion 1.49) reemplazando la utilidad
marginal por el crecimiento en el consumo. De esta forma, siendo m = B(ci41/¢:)7Y

tenemos que:

, 1.50
E(R") = RT + BiacAnc (1.50)
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Aac =y var(Ac)

donde A,. es el precio del riesgo que esta vez viene determinado por la aversion al
riesgo de los inversores y y la volatilidad de su patron de consumo o crecimiento en el
consumo var(Ac). Es decir, en ambientes de mayor incertidumbre se debera pagar a los

inversores una recompensa mayor por adquirir activos cuyas betas son altas.

2.4.2 Regresion de serie temporal y regresion de corte transversal

A continuacion se explican los dos tipos de regresion mas comunes utilizados para
explicar rendimientos: temporal y transversal. Se parte de un modelo de betas (ecuacion
1.49) generalizado para un conjunto de factores f = a,b ..., F. El objetivo del modelo
es explicar la variacién en los rendimientos entre activos i = 1,2, ..., N. Por ello, se

denomina regresion de corte transversal:

E(RY) =y + Biada + Binhy + -, i=12,..,N. (1.51)

Aquellos activos con betas mas altas obtendran una recompensa mayor, y viceversa. En
este modelo las variables explicativas son las betas f; mientras que y y A se
corresponden con la interseccion y la pendiente de la regresién de corte transversal.
Ademas, al no llevar subindice, y y 1 son iguales para todos los activos. Si existiera un
activo libre de riesgo, entonces se reemplazaria y = R/ ya que el rendimiento libre de

riesgo tiene un beta igual a cero.

A la hora de estimar las betas en la ecuacion anterior, se debe utilizar una regresion de

serie temporal donde los rendimientos de cada activo i son explicados por los factores

44



Lucia Galicia Sanguino

f=ab.. Feneltiempo t =1,2,..,T. Por ello, se conoce como regresion de serie

temporal:

Rt = a;+ Biof® + Bipfl + -+ &, t=12,..,T. (1.52)

Siendo los factores f = a,b ..., F indicadores que miden los cambios en la utilidad
marginal del inversor. Aunque similares en apariencia, existe una diferencia crucial
entre la regresion de corte transversal (ecuacion 1.51) y de serie temporal (ecuacién
1.52). Mientras que en la primera ecuacion la interseccion o intercepto y es el mismo
para todos los activos, en la segunda regresién dicho parametro a; es diferente para cada
activo. Ademas, en la regresion de serie temporal los rendimientos R; y los factores f;
son contemporaneos ya que el objetivo no es analizar la predecibilidad de las variables
sino la exposicién del activo ante diferentes riesgos en un momento t. Por ejemplo, al
activo i en el momento t le corresponde una prima o compensacion A, por cada unidad
de exposicién g al riesgo a. Algunos de los factores méas populares para medir el riesgo
del activo son el crecimiento del consumo (CCAPM) o el rendimiento sobre la cartera

de mercado (CAPM).

En cuanto a los pardametros y y A, comunes a todos los activos, su estimacién se realiza

a través de una regresion de corte transversal de la siguiente forma:

E(RY) =y + Biata + Bipdo + -+ + @, i=12,..,N. (1.53)

De nuevo, B; son las variables explicativas del modelo mientras que y y 1 se
corresponden con la interseccion y la pendiente de la regresion de corte transversal. Sin
embargo, a diferencia del modelo de betas (ecuacion 1.51), en este caso vemos que
aparecen los errores de estimacion «;. También son conocidos como errores en la

estimacion del precio o pricing errors. EI modelo predice que no hay errores en la
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estimacion, es decir, a; =0, por lo que estos deben ser estadisticamente no

significativos en un test.

En relacion a las betas ; o variables explicativas del modelo, es importante tener en
cuenta que no podemos utilizar para su estimacion caracteristicas especificas de un
activo. Los factores deben ser un indicador fiable del crecimiento de la utilidad marginal
o0 nivel de satisfaccién que un activo proporciona a su duefio. Tomando un ejemplo de
Cochrane (2005), suponga que se utilizan como factores el tamafio o ratio valor en
libros-precio o book-to-market ratio para explicar rendimientos en base a la
empiricamente probada correlacion que existe entre ambos: los activos de menor
tamano tienen betas mas altas que proporcionan rendimientos mayores, y viceversa. Al
tratarse de caracteristicas especificas del activo, estos factores no deberian tener peso
alguno en la explicacion de los rendimientos. De hecho si no fuera asi, se podrian
comprar muchos pequefios activos para formar otro de gran tamafio reduciendo asi la
beta de la inversién y con ello los rendimientos a pagar a los inversores. Muchos
gestores encontrarian esta estrategia interesante si realmente funcionara para aumentar
sus beneficios. Sin embargo, el mercado no reconoce la nueva naturaleza de la
inversion. La beta seguird siendo alta al tratarse de una agrupacion de pequefios activos
y no de un activo realmente grande. Por eso, se dice que las betas predominan por
encima de las caracteristicas de los activos de forma que el mercado compensara solo

por el riesgo que las betas consigan reflejar (Cochrane, 2005).

Finalmente, es frecuente encontrar en distintos modelos de valoracion que los factores
seleccionados para explicar rendimientos son también rendimientos, e incluso excesos
de rendimiento. Por ejemplo, en el CAPM se utiliza los rendimientos esperados de la
cartera de mercado como Unico factor explicativo. Solo en este caso, la estimacion de

los parametros A se simplifica pudiendo realizarse directamente desde la ecuacién 1.51
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en lugar de a través de la regresion de corte transversal (ecuacion 1.53). Cada factor
tiene una beta igual a 1 consigo mismo y una beta igual a cero con el resto de factores,
por lo que podemos reemplazar en la ecuacion A, = E(f%). Como resultado, la

ecuacion de regresion cuando los factores son rendimientos seria:

E(RY) =y + BiaE(fY) + BipE(f2) + -+, i=12,..,N. (1.54)

Si ademas los factores son excesos de rendimiento de la forma E(R®') = E(RY) — R/,

entonces no quedaria pardmetros libres estimar por lo que el intercepto a; desaparece de

la regresion de serie temporal y el modelo de betas quedaria de la siguiente forma:

E(R) = BiaE(F) + BipE(fP) + -+, i=12,.,N. (1.55)

2.4.3 La frontera media-varianza para mercados completos

El modelo de betas nos permite explicar los rendimientos a traves de la varianza del
activo y de su covarianza con el factor de descuento m. Distinguiamos entre el precio
del riesgo, igual para todos los activos, y la cantidad de riesgo, que depende del riesgo
sistematico de cada activo. De esta forma, el rendimiento de un activo es proporcional a
la cantidad de riesgo sistematico asumido, siendo la covarianza la que determina la

correspondiente rentabilidad.

Al reemplazar las covarianzas por correlaciones, es posible apreciar que existen en el
mercado un namero limitado de combinaciones entre rentabilidad y riesgo. Utilizando la

ecuacion 1.17 es posible definir un rendimiento como:

1 = E(mR") = E(m)E(R") + p,,, pioc (RN (m) (1.56)

donde si se reemplaza R/ = 1/E(m):
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a(m)

E(RY)=R' ~ PRl Ty

o(RY (157)

Los coeficientes de correlacion no puede ser mayores a 1, por lo que:

o(m) .
[E(R') —R/| < ——=<0(R)
EGm) (1.58)

La figura 2.3 muestra la representacion gréafica de los rendimientos de los activos en
relacion a su desviacion tipica. Todos los activos se encuentran ubicados en el interior
de la cufia de acuerdo a su nivel de rentabilidad y riesgo, limitados por el coeficiente de
correlacion |p| < 1. El limite de la region en cufia es la conocida como “frontera media-
varianza” y sobre ella se encuentran los activos de minimo riesgo dado un nivel de
rentabilidad. Los activos en el limite superior de la frontera guardan una correlacion
perfecta y negativa con el factor de descuento, y por tanto una correlacion perfecta y
positiva con el consumo ya que el nivel de satisfaccion decrece a medida que aumenta
la capacidad de consumo. Los activos sobre la frontera superior ofrecen rentabilidades
mas altas a costa de asumir un riesgo mayor que viene dada por la pendiente de la recta:
o(m)/E(m) (ecuacién 1.58). Por el contrario, la region inferior de la frontera
representa a los activos que guardan una correlacion perfecta y positiva con el factor de
descuento, y perfecta y negativa con el consumo. Estos Gltimos proporcionan la mejor
de las coberturas ante fluctuaciones en el consumo, por lo que son enormemente

valiosos para los inversores.
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Figura 2.3. Representacion de la frontera media-varianza.

E(R)
A
A Frontera media-varianza limite superior RfA
Frontera media-varianza limite inferior R/ B
Regiodn de rendimientos R;
RS

_
a(R)

Fuente: adaptado de Cochrane (2005).

Los rendimientos situados sobre la frontera media-varianza estan, ademas de con el
factor de descuento m, perfectamente correlacionados unos con otros. Esto tiene
importantes implicaciones en la generacion de la frontera media-varianza ya que, dado
un rendimiento conocido R™V es posible generar otro rendimiento sobre la frontera de la

siguiente forma:

R™ =R/ + a(R™ — R)) (1.59)

siendo a una constante cualquiera y R’ el activo libre de riesgo. Cualquier rendimiento
R™¥ contiene toda la informacion necesaria para generar la frontera y por tanto para
valorar el conjunto de activos que la forman. En otras palabras, dados R™ y R/ es

posible conocer el factor de descuento m.
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Finalmente, los rendimientos esperados de un activo también pueden ser representados

utilizando un modelo de betas:

E(RY) =R/ + Bim[E(R™) — R/]
(1.60)

Este modelo de betas resulta muy conveniente ya que nos permite utilizar una sencilla
linea recta para representar graficamente el conjunto de rendimientos, donde la beta de

R™ esigual a 1y el precio del riesgo 2 = E(R™) — R/,

2.4.4 La frontera media-varianza para mercados incompletos

En un mercado incompleto el conjunto de activos disponibles para generar la frontera
media-varianza es menor que en un mercado completo. La cuestion que planteamos en
esta seccion es si ese conjunto de activos disponibles es suficiente para generar la
frontera. Es decir, si existe la frontera media-varianza siendo los mercados son

incompletos.

Se comienza descartando el caso de dos activos perfectamente correlacionados con
distintas rentabilidades. Esta situacion ofreceria la posibilidad a un inversor de obtener
una rentabilidad infinita sin asumir ningln riesgo a través de una estrategia de venta al
descubierto o venta en corto. También supondria un incumplimiento de la ley de Unico
precio desarrollada en la seccion 2.3, que ademas del factor de descuento garantiza la
existencia de la frontera media-varianza. Matematicamente, esto se traduce en que la

matriz de varianzas y covarianzas no puede ser singular.

Para demostrar la existencia de la frontera media-varianza utilizamos el enfoque de

Hansen y Richard (1987) basado en el espacio de recompensas que hemos estudiando
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anteriormente. Para ello, definimos a continuacion R* como el rendimiento que

corresponde al factor de descuento x* cuyo precio es p(x*) = E(x*x*):

* *

. (1.61)
Cp(x?)  E(x*?) '

Sabemos también que los precios pueden ser representados como el producto matricial

entre vectores:

p(x) = E(mx) = E[proj(m|X)x] = E(x"x)
(1.62)

Aplicando la misma ldgica es posible expresar el exceso de rendimiento R¢*mediante

producto matricial:
E(R®) = E(1 x R®) = E[proj(1|R¢) x R®] = E(R®*R®)
(1.63)

Finalmente una vez definidos los elementos anteriores los utilizamos para expresar un

rendimiento R' de la siguiente forma:

R' = R* + wiR®* + n' (1.64)

donde w' es un nimero cualquiera y n' es un exceso de rendimiento que cumple con la
propiedad E(n') = 0. También se conoce que los tres componentes de la ecuacion son
ortogonales, es decir: E(R*R®*) = E(R*n') = E(R**n') =0

La frontera media-varianza se deduce facilmente de la ecuacion anterior como:

R™ = R* + wR®* (1.65)

De esta forma, modificando los pesos w es posible desplazarse sobre la frontera media-

varianza definida como la cartera formada por R* y R¢*, esta ultima en una determinada

51



Estudio del impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacion de
precios en los mercados de capitales.

proporcion. Como R€* es siempre diferente de cero, aseguramos que cada cartera
situada sobre la frontera le corresponde un determinado nivel de rentabilidad y riesgo.
Si R®* = 0 nos encontramos con el caso de neutralidad al riesgo en el que la frontera
dejaria de ser una linea y se resumiria en un Unico punto. Esta es la caracterizacion
ortogonal de la frontera media-varianza propuesta por Hansen y Richard (1987) que, a
través de un enfoque vectorial, nos permite ilustrar el “teorema de la separacion” o

“two-fund separation theorem” .

Figura 2.4. Descomposicion ortogonal de la frontera media-varianza de Hansen y

Richard (1987).

R = Espacio de rendimientos (p = 1)

R* + w'Re€*

R* + wiR® + n!

R® = Espacio de excesos de rendimiento (p = 0)

Fuente: adaptado de Cochrane (2005)
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2.4.5 La pendiente de la frontera media-desviacion tipica y el puzle de la prima de
riesgo
El ratio de excesos de rendimiento entre desviacion tipica, también conocido como ratio
de Sharpe, tiene la siguiente forma:

E(RY)—RS

a(RY) (1.66)

El ratio de Sharpe ofrece una representacién mas interesante de un activo ya que, al
utilizar excesos de rendimiento, permite conocer la rentabilidad adicional a obtener al
asumir méas riesgo en la cartera. Cuando el ratio de Sharpe es maximo, es decir,
maximizamos la rentabilidad dado un nivel de riesgo, este coincide con la pendiente de
la frontera media-desviacion tipica. Los activos situados sobre la frontera tienen todos
ellos la misma pendiente o ratio de Sharpe ya que la desviacion tipica se incrementa a la

misma tasa que el rendimiento medio.

A partir de la ecuacion 1.58 consideramos un rendimiento sobre la frontera cuya

pendiente es igual a:

o(R™) | E(m) (1.67)

donde la volatilidad del factor de descuento o(m) cobra una especial relevancia. Para
una mejor interpretacion desde un punto de vista econémico se considera la funcion de

utilidad isoelastica o “power utility function” u'(c) = ¢ :
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‘E(Rmv) - Rf‘ ol(ceer/ce)7]

o(R™) | " E[(cre1/cO™] (1.68)

De la ecuacién anterior se deduce que o(m) es mayor si aumenta la volatilidad del
consumo o bien si y es mayor. Para ser mas precisos en la interpretacion, se asume que

el crecimiento del consumo sigue una distribucion logaritmica normal:

‘E(R"”’) — RS

_ 242 .
) ‘ — \/ey o?(Mnct+1) — 1 ~ yg(Alnc)

(1.69)

Es decir, la pendiente de la frontera media-desviacion tipica es mayor si la economia es
mas turbulenta, o el consumo mas volatil, o bien si los inversores son mas aversos al
riesgo. En ambos casos, la compensacion a los inversores deberd aumentar lo suficiente
como para convencerles de que asuman un riesgo extra. Esto también aplica al modelo
de betas (ecuacion 1.50), cuya pendiente en la representacion de rendimientos frente a

betas también aumentaria en ambos casos al igual que el ratio de Sharpe.

Sin embargo, la evidencia empirica parece indicar que la relacion 1.69 no se cumple
(Mehra & Prescott, 1985). Concretamente, utilizando datos de los ultimos 50 afios en
Estados Unidos, el rendimiento medio de una cartera de acciones es del 9% sujeto a una
desviacién tipica del 16%. Siendo el rendimiento de los bonos del Tesoro del 1%, el
ratio de Sharpe para el mercado americano es igual a 0,5. Por otro lado, la volatilidad
del consumo de bienes perecederos y servicios para el mismo periodo es
aproximadamente del 1%. Sustituyendo los datos reales en la ecuacion 1.69, se verifica
que para que la relacion se cumpla seria necesario un parametro de aversion al riesgo
igual a 50. Este es el fendbmeno conocido como puzle de la prima de riesgo o equity risk

premium. Posibles soluciones a este puzle pasarian por reconocer que los inversores son
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considerablemente mas aversos de lo que hemos supuesto inicialmente, o bien que los
rendimientos de los Gltimos 50 afios son extraordinariamente mas altos debido a un
golpe de suerte. Aungue posibles, ambas opciones distan mucho de ser realistas lo que
conduce a la tercera y ultima opcion: reconocer que el modelo no funciona
correctamente. A dia de hoy esta tercera opcion es la que prevalece, y es lo que ha
motivado y motiva la busqueda de modelos de valoracion alternativos que permitan
mejorar su capacidad explicativa. A continuacion resumimos brevemente las principales
alternativas que existen en la actualidad para abordar el puzle de la prima de riesgo

(Cochrane, 2005).

En primer lugar se encuentra la linea de investigacion que apuesta por utilizar funciones
de utilidad alternativas. Quiza la funcion o incluso las variables que se incluyen en la
funcion no reflejan correctamente los cambios en la utilidad marginal del inversor y esta
es la razon de su baja capacidad explicativa. En segundo lugar encontramos los modelos
de equilibrio general que relacionan el consumo con otras variables de tipo
macroeconomico como los ingresos, la inversién o el comercio. De esta forma, la
condicion de primer orden del inversor ya no depende exclusivamente del consumo sino
de otras variables agregadas cuya estimacion quiza sea mas precisa. Ademas, este
enfoque ayudaria también a comprender el comportamiento de los precios en relacion a
cambios en las politicas regulatorias o en la comercializacién de nuevos productos
financieros, por ejemplo, ya que describen el funcionamiento de la economia en su
conjunto. En tercer lugar, los modelos que utilizan la hipdtesis de ausencia de arbitraje
para deducir el precio de un activo en base a otro activo cuyas recompensas son
diferentes. La clave es asumir que el factor de descuento es positivo m = 0 en todos los
estados de la naturaleza y por tanto, una vez es conocido, es susceptible de aplicacion

para valorar otros activos. Uno de los ejemplos més reconocidos es el modelo Black-
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Scholes de valoracion de opciones que utiliza una cartera de acciones y bonos para

simular las futuras recompensas esperadas y el correspondiente precio.

En cuarto y dltimo lugar encontramos la linea de investigaciéon relativa a modelos
factoriales. En lugar de modificar la funcién de utilidad, este enfoque identifica aquellas
variables representativas del factor de descuento m para su estimacion a través de la

funcioén lineal:

mey =a+ bAftl-ql-l + betlil +
(1.70)

Donde f! son factores y a y b; parametros. Por ejemplo, el popular modelo de

valoracion de activos CAPM (Capital Asset Pricing Model) utiliza este enfoque:

Mepq = a+ bR,
(L.71)

donde R representa la cartera de mercado normalmente a través de un indice de
mercado. Otro modelo también conocido es el APT (Arbitrage Pricing Theory) que
analiza los factores con capacidad de predecir rendimientos en el tiempo para
seleccionar aquellos de mayor relevancia, normalmente de tipo macroeconémico como
la inflacion o el Producto Interior Bruto (PIB) e incorporarlos a un modelo
multifactorial. Para terminar es importante comentar que en ocasiones los modelos
factoriales se encuentran estrechamente ligados a modelos de equilibrio general ya que
incorporan como factores algunas de las variables macroecondmicas utilizadas para

reemplazar al consumo.
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2.5 El Teorema de la Equivalencia

El Teorema de la Equivalencia (Dybvig & Ingersoll, 1982; Hansen & Richard, 1987;
Roll, 1977; Ross, 1978) demuestra que el modelo del factor de descuento, el modelo de
betas y el modelo de factores son tres representaciones de los precios de los activos que
convergen entre si. Aungue el teorema es considerablemente mas extenso (ver Cochrane
(2005) pp.99), en esta seccion nos centramos en la demostracion de la equivalencia
entre el factor de descuento con el modelo de betas, en primer lugar, y con el modelo

factorial, en segundo lugar.

Figura 2.5. Teorema de la equivalencia

Modelo del factor
de descuento

P = E(mx)

Modelo de betas Modelo factorial
E(RY = p‘a m=a+ bR™

Fuente: adaptacion de Cochrane (2005)

Hansen y Richard (1987) demuestran la existencia del factor de descuento estocastico a
través de x* o proyeccion de m sobre X. En la seccion 1.3 se define x* como la cartera
de activos disponible que mejor replica o simula el comportamiento del factor de
descuento, también conocida como “mimicking portfolio”. Cochrane (2005) aplica la
misma logica para reemplazar R* = x*/E (x*?) en un modelo de betas como factor de

riesgo E(f). Es importante recordar que al tratarse de un rendimiento 1 = E(f).
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En primer lugar se demuestra la equivalencia entre el modelo de descuento y el modelo

de betas. EI primer paso es reemplazar m por x* en la ecuacion 1.56:

1 =E(x"R") = E(x")E(R") + cov(x",RY)

(1.73)
Despejando para excesos de rendimiento tenemos que:
% i * i *
B(RY) = 1 cov(xR') 1  cov(x",R')var(x") (L.74)
E(x*) E(x*) E(x*) var(x*) E(x*)
Finalmente se reemplaza R* = x*/E (x*?) en la ecuacion 1.74:
B(RY) = E(R™*) cov(R*,R") E(R™) N <cov(R*,Ri)>< Var(R*)>
E(R") E(R") E(R®) var(R*) E(R") (1.75)
O de manera equivalente:
E(Rl) = y + ﬁRi,R*A’R*
(1.76)

Ademas, al tratarse R* de un exceso de rendimiento es posible simplificar la férmula de

manera mas conveniente donde y es equiparable al activo libre de riesgo R/

E(RY) =y + Brip[E(R") — V]
(1.78)

En segundo lugar, se demuestra la equivalencia entre el modelo de betas y el modelo
factorial. Partiendo de la ecuacién 1.73 y dado un rendimiento 1 = E (mR) se sustituyen

los parametros a y b en el modelo de la siguiente forma:
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1 cov(m, R) B l B E(Rf")b

E(R) = — =
(R) E(m) E(m) a a (1.79)
siendo B; el vector de los coeficientes de regresion:
Bi=E(ff)E(fRY)
(1.80)
Manipulando la formula anterior para despejar § tenemos que:
1 E(ff)b
E(R) ==~ p———
(1.81)
A continuacion se definen y y A:
1 1
V= E(m) a
— 1 ! —
A= —ECOV(f,f )b = —yE(mf) (1.82)

2.5.1 Implicaciones del Teorema de la Equivalencia

La demostracion de la existencia de un factor de descuento capaz de valorar el conjunto
de activos cuya representacion es posible mediante un modelo de betas y un modelo de
factores ha supuesto un antes y un después en la investigacion empirica sobre

valoracion de activos.

Una caracteristica distintiva del Teorema de la Equivalencia es que se cumple no solo

en la valoracién ex ante sino también en la valoracion ex post. Es decir, las estimaciones
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realizadas para el factor de descuento, las betas o los rendimientos son igual de vélidas
tanto si se utiliza una muestra de una poblacion para su célculo como si se basa en las
probabilidades subjetivas de cada individuo. Es posible reemplazar una muestra
observable de precios en la ecuacion p(x) = E(x*x) para a continuacién calcular la
media E(x*x) de la misma muestra. De acuerdo a la ley de un solo precio, existe una
cartera en la frontera media-varianza cuyos coeficientes de regresion beta se alinean
perfectamente con E(x*x). Empiricamente, el éxito esta garantizado sin necesidad de
especificar el entorno del mercado o su estructura. Unicamente se deben escoger los
factores que mejor explican los rendimientos de una muestra y demostrar que el modelo
no es estadisticamente rechazable para un conjunto de carteras. Sin embargo, el hecho
de que valorar una cartera utilizando una serie de factores en una muestra sea posible no
significa que se obtengan los mismos buenos resultados en otra muestra diferente. Y
mucho menos ayudara a conocer el precio de los activos en el futuro. Utilizando un
ejemplo de Cochrane (2005), si hubiéramos comprado acciones de Microsoft en el afio
1982 ahora mismo seriamos ricos pero esta informacion no es realmente util para

decidir cuanto invierto hoy en cada activo.

Segun Cochrane (2005), a la hora de seleccionar las variables que expliquen los
rendimientos debemos tener en cuenta dos aspectos. En primer lugar, debemos entender
cuales son las fuentes fundamentales de riesgo a nivel macroeconémico para escoger
aquellas variables que mejor los representen. No es tan importante la cantidad de
variables como la calidad, ya que cada variable debe ir acompafiada de una explicacién
econdmica. El objetivo no es predecir rendimientos sino intentar explicarlos. En
segundo lugar, debemos utilizar estadisticos que nos permitan comprobar la robustez
del modelo tanto dentro como fuera de la muestra. A menudo nos encontramos con

barreras como la disponibilidad de series largas de datos lo que limita enormemente el

60



Lucia Galicia Sanguino

estudio y desarrolla el ingenio de los investigadores. En la seccion de metodologia
explicaremos en detalle los principales estadisticos utilizados para asegurar la robustez

de los modelos de valoracién de activos.

2.6 Informacion condicionada

La ecuacion fundamental de valoracion de activos (ecuacion 1.83) determina los precios
en funcion del valor esperado condicionado a la informacién disponible en el momento
t. Es decir, el precio actual de un activo aumenta si existe informacién hoy (momento t)
de que la recompensa a obtener mafiana (t + 1) es mayor de lo esperado. De esta forma,

expresamos la ecuacién fundamental:

Pe = Ec(myp1xe41) (1.83)

O de manera equivalente es posible eliminar el subindice t de la esperanza indicando

gue ésta se encuentra condicionada al conjunto de informacién disponible I;:

Pe = E(Myy1Xe41|1t) (1.84)

Si las recompensas de los activos y los factores de descuento estuvieran independiente e
idénticamente distribuidos en el tiempo (i.i.d.), entonces las esperanzas condicionadas y
no condicionadas coincidirian. Sin embargo, la realidad sobre la variabilidad de los
precios de bonos, opciones y de los ratios como precio/dividendo parece indicar que si

existe cierta condicionalidad en las esperanzas (Cochrane, 2005).

Una forma directa de introducir esperanzas condicionadas en el modelo seria
especificando las distribuciones de probabilidad condicionada de los activos y sus
factores de descuento. Sin embargo, el nimero de parametros a estimar por cada
variable condicionada creceria exponencialmente con el nimero de observaciones

complicando en gran medida la estimacion. Al mismo tiempo, se estaria asumiendo que
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los inversores utilizan para tomar sus decisiones la misma informacion condicionada
que utiliza el modelo. Ademas de poco realista, la informacion incluida nunca llegaria a
ser suficiente para representar los precios de manera precisa. Los precios son el
resultado final del impacto diario de millones de noticias en los mercados que solo los

inversores pueden conocer.

Otra forma de incluir informacion condicionada en el modelo es mediante la utilizacion
de variables instrumentos en la estimacién o metodologia del “conditioning down”.
Utilizando este enfoque no se tiene que realizar conjeturas sobre la informacion
considerada por los inversores ni distribuciones de probabilidad especificas ya que la
esperanza sera no condicionada. A continuacién se describe la metodologia para

seguidamente demostrar su aplicacion.

2.6.1 Recompensas escaladas o scaled payoffs

Tomando esperanzas condicionadas en la ecuacion fundamental de valoracion (ecuacién

1.83) de activos obtenemos:

E(p) = E(Mpy1X41) (1.85)

La técnica del conditioning down permite condicionar la esperanza de un inversor con
acceso a un conjunto de informacién disponible I para un conjunto de informacion Q

mas amplio observado:

Pe = E(Mep1Xe41 | Q) = E(MypyiXeqq| I € Qp) 5 DPe€l; (1.86)

Ademas, si consideramos p como representacion de E (p;) entonces la igualdad anterior

es de aplicacién a momentos no condicionados. De esta forma:
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Pe = E(Miy1Xe41 | Q) = E(Myy1Xe41| 1€Q) (1.87)

Para la afirmacion anterior hemos aplicado la ley de esperanzas iteradas que resumimos

a continuacion:

E(E (xy)) = E(x)

Er1(Ee(x)) = Ep—q(Xe41) (1.88)

E[E(x|)|I € Q] = E(x]|I)

Adicionalmente, podemos considerar la utilizacion en el modelo de instrumentos z,

observados en el momento t de la siguiente forma:

E(peze) = Ee(Mpy1Xe41) 7 (1.89)

La representacion de los precios mediante instrumentos surge a raiz de la metodologia
del Método Generalizado de los Momentos 0 GMM y es una consecuencia directa de la
gestion de carteras. Es decir, si los inversores condicionan sus decisiones a la
observacién de ciertas variables instrumento. Por ejemplo, si el valor del instrumento z,
es alto compraran acciones, si el valor de z; es bajo venderan. De esta forma, al utilizar
carteras auto gestionadas o managed portfolios para probar el funcionamiento del
modelo se estaria incluyendo informacion extra a través de los instrumentos sin

necesidad de asumir esperanzas condicionadas.
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2.6.2 Modelos condicionales y no condicionales
Cuando los parametros de un modelo son constantes en el tiempo, 0 no susceptibles a
cambios en la informacion, la version condicionada y no condicionada del modelo son

equivalentes:

Pe = Ee(Mpy1Xe41) = E(De) = E(Mpy1Xp41) (1.90)

Sin embargo, en la mayoria de modelos de valoracion como el de consumo (CCAPM) o
el CAPM los parametros si son cambiantes en el tiempo, condicionados a cierta
informacién disponible en cada momento. Por ejemplo, si consideramos el modelo

CAPM cuyo factor explicativo es la cartera de mercado:

m = a — bRM (1.91)

siendo RM la cartera de mercado y a y b los parametros del modelo. Tomando dos

rendimientos RM y R/ y despejando a y b en la ecuacion anterior tenemos que:

1
1= Et(mt+1R€/-l+1) RS y f
1= Ee(me)R! p= BB R

k RZO'tZ(R%q )

(1.92)

De lo que deducimos que a y b son positivos y cambiantes en el tiempo, al igual que

E.(RM ), R[ y o2 (RM ,) también son cambiantes en el tiempo. Esto significa que no es
posible encontrar parametros constantes a y b por lo que la version condicionada del

modelo no implica la version no condicionada. Es decir:

1= E((a; — bR i 1)Rer1 # 1=E(a— bR 1)Reiq (1.93)
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Sin embargo, al contrario si es posible. La version no condicionada del modelo implica
la version condicionada siempre y cuando se utilicen carteras autogestionadas o
managed portfolios en las que los inversores toman sus decisiones de compra y venta en

base a la observacion de una serie de variables instrumento z;.

Finalmente, es posible expresar la misma relacion utilizando la representacion de

rendimientos frente a betas. De esta forma:

E;(Riy1) =Rl +BiA, # E(Riy) =y + B2 (1.94)

Al igual que en el caso anterior, si los pardmetros son constantes en el tiempo entonces
ambos modelos condicionados y no condicionados son equivalentes. En la
representacion de rendimiento frente a betas sabemos que A, = var.(f)b;. Para que el
parametro b sea constante, b, = b, el precio del riesgo debe variar en la misma
proporcién que var.(f). Adicionalmente, existe un caso especial en este tipo de
representaciones que tambiéen implica la convergencia de un modelo condicional a otro
no condicional. Independientemente de que b, = b, cuando la covarianza de los

rendimientos con los factores es constante en el tiempo, entonces:

E:(R®) = BiAs = covt(Re,f’)Vart(f)_llt = COVt(Re'f’)E[Vart(f)_IAt]

= cov;(R® f)A

(1.95)

Por tanto, salvo en las excepciones que hemos sefialo, se concluye que el hecho de que
un modelo sea condicional no implica necesariamente que podamos expresarlo en su

version no condicional.

65



Estudio del impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacion de
precios en los mercados de capitales.

2.6.3 Factores escalados o scaled factors

Anteriormente se planteaba el problema de cémo poder reflejar la variabilidad de los
pardmetros del modelo m;,; = a; + b;f;+1 en el tiempo. Una posible solucion parcial
es utilizar variables instrumento para reflejar dicha variabilidad en los pardmetros, de
forma que a; = a(z;) y by = b(z;) donde z; es un vector de variables observables en el
momento t. Asumiendo un modelo de factores lineal en el que se utiliza un instrumento

z; es posible expresarlo de la siguiente forma:
Meyq = a(zy) + b(z2e) fraa
= ag + a17; + (bg + b1z frs1 (1.96)

=ag+ a1z + bofr41 + b1(Zft41)

Por tanto, un modelo de un solo factor con pardmetros cambiantes en el tiempo se ha
transformado en un modelo de tres factores z;, f; 41, Z:f;+1 CON pardmetros constantes.
Al conseguir que los parametros no sean cambiantes es posible utilizar la versién no

condicional del modelo, es decir:

pe = E¢[(ag + a1z + bofei1 + b1(Zefr+1))Xe41] = E(pr)
(1.97)

= E[(ag + a1z + bofr41 + b1 (Zefr41))Xe41]

Finalmente, cuando el numero de factores e instrumentos aumenta, la expresion

resultante se simplifica:

Meyr = b'(fa1 ® 2¢) (1.98)

utilizando el producto de Kronecker, a @ b, donde & indica multiplicar cada elemento

del vector a por cada elemento del vector b.
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3. FUNCIONES DE UTILIDAD Y PREFERENCIAS DE LOS INVERSORES

En el presente capitulo se explican las principales funciones de utilidad y preferencias
de los inversores utilizadas en el modelo del factor de descuento estocastico. La seccion
3.1 estudia la funcion clasica de utilidad isoelastica o power utility function que utiliza
el enfoque del inversor representativo. Sin embargo, el funcionamiento de este modelo
no se ajusta perfectamente a la realidad del comportamiento de los precios lo que lleva a
plantear tres puzles: el puzle de la prima de riesgo, el puzle del activo libre de riesgo y
puzle de la volatilidad de las acciones. En los Gltimos 30 afios han surgido modelos de
valoracion alternativos para resolver los puzles mencionados a través de modificaciones
en las preferencias de los inversores o cambios en la estructura del mercado. La seccion
3.2 presenta el modelo de Campbell y Cochrane (1999) que propone la inclusién de
habitos en el consumo de los inversores. A medida que el nivel del consumo se acerca al
habito, el inversor se vuelve mas averso al riesgo y por tanto demanda una rentabilidad
mayor. En el modelo de habitos los parametros de elasticidad de sustitucion
intertemporal del consumo (EIS) y aversion al riesgo se encuentran vinculados, lo que
convierte a la funcion de utilidad en no separable. En la seccion 3.3 se analiza la funcion
de utilidad recursiva o separable, en concreto el modelo de Epstein y Zin (1991), que si
permite desvincular ambas variable de forma que los inversores no son indiferentes a la
resolucion del riesgo. La seccion 3.3 aborda el modelo de preferencias heterogéneas de
Garleanu y Panageas (2015) que modifica el perfil de los inversores manteniendo la
estructura del mercado completo. Finalmente, la seccion 3.4 estudia el modelo de riesgo
idiosincratico (Constantinides & Duffie, 1996) que reconoce la incapacidad de los
inversores para cubrirse ante cualquier riesgo y ruptura de la hipotesis de los mercados

completos.
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3.1 Funciones de utilidad clasicas
Se asume que existe en la economia un inversor representativo con funcién de utilidad

isoeléstica o power utility function:

LS| 3.1)

C
U(c,) = tlfy

La funcion isoelastica de utilidad o power utility function, que ha sido desarrollada en el
capitulo 1, ha gozado de gran popularidad en la investigacion debido a que dispone de
una serie de propiedades muy convenientes para su aplicacion a modelos
macrofinancieros. En primer lugar, es una funcién invariante a cambios de escala lo que
implica que los rendimientos de las acciones y el activo libre de riesgo siguen procesos
estacionarios que no se ven alterados por los cambios en el crecimiento agregado de la
economia. De hecho, la evidencia empirica indica que el crecimiento del consumo

agregado no es estacionario (Mehra & Prescott, 1985).

En segundo lugar, la funcion de utilidad isoelastica permite agregar el consumo
individual de una multitud de inversores heterogéneos de forma que sus decisiones de
inversion para mantener 6ptima la composicion de sus carteras permita establecer el
mismo precio para cada activo al margen de la riqueza de cada individuo. Esto da lugar
a la existencia de un Unico inversor representativo de la economia lo cual simplifica
enormemente el estudio de la formacion de precios y aporta robustez a los resultados.
Por otro lado, es también una propiedad muy restrictiva ya que no tiene en cuenta la

heterogeneidad de los inversores en la valoracién de los activos.

En la funcion de utilidad isoelastica el pardmetro y que controla la aversion al riesgo es
constante, por lo que es habitual identificarla por sus siglas en inglés CRRA (Constant

Relative Risk Aversion). De esta forma, el parametro 1 —y regula la elasticidad de
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sustitucion intertemporal o Elasticity of Intertemporal Substitution (EIS), es decir, como

cambia la asignacion del consumo total entre consumo presente y futuro.

La funcion de utilidad isoelastica implica que la utilidad marginal es igual a:

u'(c)=c’
(3.2)
Y el factor de descuento estocastico equivale a:
C 4
My, =96 (%)
t (3.3)

Asumiendo que el crecimiento del consumo se distribuye de acuerdo a una funcion

logaritmica normal, podemos expresar el factor de descuento estocastico como sigue:

Mey1 =Ind —Alnceyq
(3.4)

En el capitulo 2 se analiza la ecuacion fundamental de precios particularizada para el
caso del activo libre de riesgo. En este capitulo se retoma la expresion 1.7 asumiendo
que la varianza del error condicional al consumo y a los rendimientos es constante, es
decir, que ambas variables presentan homocedasticidad (Campbell, 2017). De esta

forma, el activo libre de riesgo a partir de la ecuacion 1.7 es igual a:

2 2
y*oi (Ac)
rtjfl-l = —Ind + yE¢(Actsq1) — —tz
(3.5)

La ausencia de subindice en la varianza del consumo, y como posteriormente veremos
en la covarianza, se debe a que los segundos momentos condicionales y no

condicionales coinciden bajo la hipétesis de homocedasticidad.
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Bajo los mismos supuestos calculamos la prima de riesgo afiadiendo o2(R%)/2 como

ajuste por la desigualdad de Jensen siguiendo la demostracion de Campbell (2017):

a%(RY
2

E/[Ris — RL, |+ =y cov(R}, Ac) (3.6)

Como se deduce de la ecuacion 3.6, un activo cuya covarianza con el consumo es alta
tendera a ofrecer rendimientos mas bajos cuando el consumo también es bajo, o cuando
la utilidad marginal es alta. De esta forma, dicho activo serad considerado arriesgado por

los inversores, que requeriran una compensacion mayor por adquirirlo.

Una vez establecidas las ecuaciones 3.5 y 3.6 bajo los supuestos sefialados, procedemos
a explicar el puzle de la prima de riesgo (Mehra & Prescott, 1985). Para ello
utilizaremos los resultados contenidos en Campbell (2017) que presentan evidencia
empirica internacional del puzle de la prima de riesgo para una muestra amplia de
mercados desarrollados. Es importante remarcar que, a diferencia del trabajo original de
Mehra y Prescott (1985), se tomara para el analisis la covarianza cov(Ri,Ac) en la
ecuacion 3.5 como variable exdgena y por tanto estimada en la propia muestra de datos
(Hansen & Singleton, 1983). Para posteriores analisis retomaremos la estimacién de la
covarianza de manera endogena (Mehra & Prescott, 1985) que se deriva del modelo en
situacion de equilibrio.

La tabla 3.1 recoge los resultados para cada pais del rendimiento medio logaritmico
7' en el mercado de acciones con periodicidad trimestral, la tasa de interés logaritmica
a corto plazo 7/, y el crecimiento logaritmico del consumo per cépita Ac. Las tres
variables anteriores son medidas en términos reales y base anualizada. Para cada una de
las tres variables, la tabla 3.1 dispone a su vez de tres columnas que muestran la media,
la desviacion tipica y el coeficiente de autocorrelacion. Comenzando por la primera

variable (columnas 3-5 de la tabla 3.1) podemos apreciar que el mercado de acciones
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presenta altos rendimiento de media sujetos a una alta volatilidad, y se encuentran
débilmente autocorrelacionados. Al contrario ocurre en el caso de los tipos de interés
(columnas 6-8 de la tabla 3.1), cuyo rendimiento medio es comparativamente mas bajo
sujeto a una volatilidad moderada, y se encuentra positivamente autocorrelacionado.
Finalmente, el crecimiento del consumo per cépita (columnas 9-11 de la tabla 3.1), es
también bajo y estable de media, con coeficientes de autocorrelacion que varian

considerablemente para cada pais.

Tabla 3.1. Rendimientos de acciones y activo libre de riesgo y crecimiento del consumo

a nivel internacional.

Pais Periodo muestral ~ #  o(r') p(r') # o(rf) p(rf) BAc a(Ac) p(Ac)
EEUU 1947Q2-2011Q2 6.85 1598 0.10 0.72 1.78 0.36 1.74 1.64 0.04
Australia 1970Q1-2011Q2  3.84 20.75 0.03 2.00 2.18 0.55 1.82 1.77 -0.09
Canada 1970Q1-201102 547 1785 015 2.07 1.64 0.66 1.69 1.93 0.07
Francia 1973Q2-2011Q2 7.06 2310 0.08 2.08 1.3 074 138 1.80 -0.13

Alemania 1978Q4-2011Q2  7.54 2385 0.04 238 1.09 0.40 1.74 419 -0.07
Italia 1971Q2-2011Q2 151 2574 007 186  2.06 0.77 218 2,23 0.47
Japoén 1970Q2-2011Q2 2.70 2141 0.09 1.03 1.91 0.29 1.72 2.92 -0.10

Paises Bajos 1977Q2-2011Q2 857 19.76 0.09 229 1.42 0.45 1.05 221 -0.11

Suecia 1970Q1-2011Q2 8.93 25.16 0.12 1.68 2.23 0.40 1.23 1.81 -0.15
Suiza 19820Q2-2011Q2 8.14 2005 0.01 0.87 1.32 0.03 0.75 1.30 -0.22
Reino 1970Q1-2011Q2 6.33 19.85 0.10 1.34 2.60 0.46 2.14 2.68 -0.03
Unido

Fuente: Campbell (2017)

La tabla 3.2 utiliza los estadisticos de la tabla 3.1 para calcular el parametro de aversion
al riesgo y implicito en la ecuacion 3.6. El puzle de la prima de riesgo fue planteado
originalmente por Mehra y Prescott en 1985. Los autores hallaron un exceso de
rentabilidad en la prima de riesgo Unicamente explicable por un parametro de aversion

al riesgo extraordinariamente alto. La tabla 3.2 recoge los célculos necesarios para la
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estimacion del parametro de aversion al riesgo. La tercera columna de la tabla 3.2
muestra la media aritmética del exceso de rendimiento logaritmico sobre el mercado de
acciones 7', Se calcula como la diferencia entre el rendimiento medio logaritmico de
acciones 7' y la tasa de interés a corto plazo 7/ (columnas 3 y 6 de la tabla 3.1,
respectivamente), afiadiendo ademés el ajuste por la desigualdad de Jensen como

muestra el lado izquierdo de la ecuacion 3.6. Para el célculo de la desigualdad de Jensen
se utiliza la desviacion tipica de los excesos de rendimiento o(¢') (columna 4 de la
tabla 3.2). La desviacion tipica del crecimiento del consumo a(Ac) y su correlacion con
los rendimientos p(r%,Ac)se muestran en las columnas 5 y 6 de la tabla 3.2.
Finalmente, si dividimos la parte izquierda de la ecuacién 3.6 entre la covarianza entre
los activos y el crecimiento del consumo, obtendremos el coeficiente de aversion al
riesgo RRA(1) (columna 7 de la tabla 3.2). Podemos comprobar que los coeficientes
RRA(1) son extremadamente altos para todos los paises con la excepcion de los paises
cuya covarianza con el consumo es negativa.

Adicionalmente, observamos que la tabla 3.2 incluye otra media de aversion al riesgo
RRA(2) (columna 8). La correlacion entre rendimiento y crecimiento del consumo
p(ri,Ac) es muy débil en la mayoria de paises, lo que sugiere la estimacion del
parametro de aversion asumiendo que la correlacion es maxima, es decir p(r?, Ac) = 1.
De esta forma, la covarianza seria igual al producto de las desviaciones tipicas
cov(ri,Ac) = a(r')a(Ac). La columna 8 de la tabla 3.2 muestra el coeficiente de
aversion al riesgo RRA(2) resultante de dividir el lado izquierdo de la ecuacion 3.6
entre o(r!)a(Ac). A pesar de asumir maxima correlacion, podemos observar como
nuevamente los parametros RRA(2) (columna 8 de la tabla 3.2) son extraordinariamente

altos en la mayoria de paises. Gracias a esta segunda estimacion del coeficiente de
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aversion al riesgo podemos descartar la correlacion entre rendimientos y consumo como

causante del puzle de la prima de riesgo. Esto indica que el principal responsable de este

exceso de rentabilidad es la baja volatilidad en el crecimiento del consumo.

Tabla 3.2. El puzle de la prima de riesgo.

Pais Periodo muestral rei o(re)  o(r*) p(r¢,Ac) RRA(1) RRA(2)
EEUU 1947Q2-2011Q2 7.39 15.86 1.64 0.18 154.98 28.42
Australia 1970Q1-2011Q2 3.95 20.58 .77 -0.11 <0 10.89
Canada 1970Q1-201102 5.01 17.93 1.93 0.09 166.97 1451
Francia 1973Q2-2011Q2 7.68 23.22 1.80 0.00 <0 18.34
Alemania 1978Q4-2011Q2 8.03 23.94 4.19 -0.01 <0 8.01
Italia 1971Q2-2011Q2 2.96 25.71 2.23 0.08 66.96 5.15
Jap6n 1970Q2-2011Q2 3.95 21.33 2.92 0.05 118.09 6.32
Paises Bajos 1977Q2-2011Q2 8.22 19.70 2.21 0.13 141.29 18.90
Suecia 1970Q1-2011Q2 10.44 25.28 1.81 0.07 314.53 22.87
Suiza 1982Q2-2011Q2 9.27 20.01 1.30 0.07 483.74 35.60
Reino Unido 1970Q1-2011Q2 6.99 19.96 2.68 -0.04 <0 13.07

Fuente: Campbell (2017)

Un posible respuesta al puzle de la prima de riesgo es que los inversores son mas

aversos al riesgo de lo que intuitivamente creemos. A continuacion estudiamos la

relacién entre el pardmetro de aversion y la tasa de interés que ha dado lugar al

conocido como puzle del activo libre de riesgo (Weil, 1989). Para ello vamos a

descomponer la ecuacion 3.5 en tres elementos:

rt’;l = —Ind + yE;(Aciyq) —

y2o¢(Ac)

2

(3.6)

El primer elemento, —Ind, representa la preferencia temporal o impaciencia de los

inversores por consumir. Cuando & > 1 los inversores prefieren consumir cuanto antes
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en lugar de en un momento posterior. Por tanto, en un mundo sin incertidumbre y
consumo constante, el tipo de interés libre de riesgo R = 1/B. El segundo término,
yE:(Acy,,) surge precisamente de las variaciones en el consumo. Si existen
expectativas de crecimiento en el consumo, los inversores aversos al riesgo querran
pedir prestado para hacer frente al aumento del gasto y poder asi mantener un patron de
consumo estable en el tiempo. El aumento de la deuda provoca a su vez una subida de
los tipos de interés. Cuando mayor sea la pendiente de la curva en la funcion de utilidad,
es decir, cuanto méas aversos al riesgo sean los inversores, mayor serd su deseo de
redistribuir el gasto en el tiempo de forma que puedan evitar grandes fluctuaciones en su
nivel de consumo. La distribucion del consumo total que realizan los inversores en el
tiempo se conoce como elasticidad de sustitucion intertemporal o Elasticity of

_y*af (a0

Intertemporal Substitution (EIS). El tercer término representa el efecto

conocido como ahorro por precaucion o precautionary savings. Ante la incertidumbre
los inversores, recelosos de las expectativas de crecimiento, deciden guardar sus ahorros
por precaucion ante posibles desavenencias futuras, lo que a su vez provoca una baja en

los tipos de interés.

Hemos analizado dos efectos contrarios de la aversion al riesgo sobre el consumo. En
primer lugar, para niveles de aversion al riesgo bajo o moderado seria el segundo
término el que domina en la ecuacion provocando una subida de los tipos de interés
consecuencia directa del aumento de la deuda. Ahora bien, para niveles altos de
aversion al riesgo es el tercer término el que predomina en la ecuacion, por lo que se
produciria una caida de los tipos de interés motivada por la preferencia de los inversores
hacia el ahorro. Ambos efectos sobre el tipo de interés asumen que la impaciencia o

preferencia temporal —Iné se mantiene constante.
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En la tabla 3.3 podemos observar los resultados de la estimacion del parametro —Iné
para cada pais. Los calculos han sido realizados sustituyendo en la ecuaciéon 3.5 los
datos de la tabla 3.1 relativos a tipos de interés, crecimiento medio y desviacion del
consumo. Se realizan dos estimaciones de la tasa de preferencia temporal TPR(1) y
TPR(2) que se corresponden con los coeficientes RRA(1) y RRA(2) de la tabla 3.2,
respectivamente. De esta forma, podemos analizar cudl es el impacto de la correlacion
en la estimacion del parametro —Iné. En primer lugar, podemos comprobar en la
columna 9 de la tabla 3.3 que el parametro de preferencia temporal TPR(2) ajustada al
coeficiente de aversion al riesgo RRA(2) y a los tipos de interés 7/ es negativa para
todos los paises. En cambio, en el caso del coeficiente RRA(1) el pardmetro TPR(1) es
extremadamente alto y positivo al igual que los propios coeficientes de aversion al

riesgo.

AUn en el caso de aceptar los resultados obtenidos en la tabla 3.3 en relacion a —Iné, el
tipo de interés real seguiria siendo extremadamente sensible ante pequefios cambios en
el crecimiento esperado del consumo o en la volatilidad del consumo. Asumiendo la
funcion de utilidad isoeléstica o power utility function y un parametro de aversion al
riesgo alto, mantener los tipos de interés en torno a valores razonables supondria un
juego de equilibrio entre los dos efectos comentados de forma que la elasticidad de
sustitucién intertemporal y el ahorro por precaucion lleguen a compensarse. Por otro
lado, la evidencia empirica internacional muestra que las tasas de interés no son tan
sensibles al crecimiento del consumo. Por ejemplo, en torno al afio 1980 el crecimiento
en el consumo de Corea del Sur era més elevado al de Estados Unidos pero no asi su
tipo de interés real, que se mantuvo comparativamente mas bajo (Mehra & Prescott,

1985).
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Tabla 3.3. El puzle del activo libre de riesgo.

Pais Periodo muestral iz Ac  o(Ac) RRA(1) TPR(1) RRA(2) TPR(2)
EEUU 1947Q2-2011Q2 072 174 164 15498  53.08 28.42 -37.97
Australia 1970Q1-2011Q2 200 1.8 177 <0 N/A 10.89 -15.93
Canada 1970Q1-201102 207 169 193 16697 23667 1451 -18.55
Francia 1973Q2-2011Q2 208 138 180 <0 N/A 18.34 -17.80
Alemania 1978Q4-2011Q2 238 174 419 <0 N/A 8.01 -5.97
Italia 1971Q2-2011Q2 1.86 218 223 66.96 -32.42 5.15 -8.73
Japén 1970Q2-2011Q2 1.03 172 292 11809  394.17 6.32 -8.15
Paises Bajos 1977Q2-2011Q2 229 1056 221 14129 34011  18.90 -8.86
Suecia 1970Q1-2011Q2 168 123 181 31453 123028  22.87 -17.84
Suiza 1982Q2-2011Q2 087 075  1.30 48374 1617.47 3560 -15.24
Reino Unido 1970Q1-2011Q2 134 214 268 <0 N/A 13.07 -20.48

Fuente: Campbell (2017)

La tabla 3.1 también revela que los rendimientos en el mercado de acciones son
considerablemente mas volatiles que el crecimiento del consumo. Sin embargo, al
utilizar la funcion de utilidad isoelastica asumimos que el crecimiento del consumo es
una variable independiente e idénticamente distribuida, lo que significa que los
rendimientos de los activos y el crecimiento del consumo deberian tener la misma
volatilidad. La reconciliacion de la teoria con la realidad es todavia mas dificil si
asumimos que el consumo se encuentra ligeramente 'y positivamente
autocorrelacionado, lo que haria aumentar todavia méas la prima de riesgo a medida que
disminuye el parametro de aversion. Este hecho es conocido como el puzle de la
volatilidad de las acciones (Campbell, 2003) vy, junto a los otro dos puzles anteriores,
suponen un verdadero reto para la validacion del CCAPM como modelo de valoracion
de activos. En los ultimos 50 afios se han propuesto diversas alternativas que intentan

dar solucion a los puzles comentados anteriormente. Algunas de ellas proponen utilizar
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funciones de utilidad alternativas a la funcion isoelastica o power utility function. El
modelo de utilidad recursiva (Epstein & Zin, 1991) propone la separacion del pardmetro
de aversion al riesgo y la tasa de sustitucion intertemporal (EIS), mientras que el
modelo de habitos (Campbell & Cochrane, 1999) propone introducir fluctuaciones en
las preferencias de los inversores que permite afadir variabilidad al modelo que
justifique el exceso de rentabilidad. Otros modelos asumen que los mercado son
incompletos (Constantinides & Duffie, 1996) y que las preferencias heterogéneas de los
inversores si tienen implicaciones en el precio (Gérleanu & Panageas, 2015). En los

siguientes capitulos explicaremos en detalle cada uno de los modelos mencionados.

3.2 Habitos

Otra posible solucidn al puzle de la prima de riesgo es introducir habitos en el consumo
de los inversores que modifiquen sus preferencias. La utilidad marginal del consumo
depende del nivel de consumo en relacion al proceso estocastico que determina el
comportamiento del habito. La distancia del consumo respecto al habito sera
determinante en la actitud ante el riesgo del inversor, que sera mas averso al riesgo a

medida que la distancia se acorte.

Considera la funcién de utilidad u(Cs, X;) donde X, es el habito. En los ultimos afios
han surgido distintos modelos de habitos que podemos clasificar de acuerdo a dos
criterios. En primer lugar, la forma de la funcién de utilidad isoelastica. Abel (1990)
propone la funcion de utilidad del ratio C;/X;, mientras que Constantinides (1990)
Campbell y Cochrane (1999) y otros autores proponen la funciéon de utilidad de la
diferencia C; — X;. En segundo lugar, el efecto de la toma de decisiones por parte del
inversor sobre el habito. Constantinides (1990) propone un modelo en el que el habito

depende de la cantidad consumida por el individuo, que tiene en cuenta esta relacion en

77



Estudio del impacto de las preferencias heterogéneas de los inversores en la formacion de
precios en los mercados de capitales.

sus decisiones. Abel (1990) y Campbell y Cochrane (1999) proponen un modelo en el
que el habito depende del consumo agregado y no depende de las decisiones
ind